
Untersuchungen fiber die reellen Nullstelleu der Integrale  
l inearer Differentialgleichung en. 

Von 

ADOpt Kz~sssR in Dorpat 

S t u r m  und L i o u v i l l e  haben in ~len ersten drei B~inden des 
Liouville'schen Journals eine Reihe nach Form und Inhalt hervor- 
ragender Abhandlungen fiber iineare DJfferentia]gleichungen verSffent- 
licht, auf welche neuerdJngs mehrfach~ besonders yon den Herren 
Routh, Lord Rayleigh, Darboux, F. Klein hingewiesen worden 
ist. Die Te~denz dieser Arbeiten geht dahin, bei jedem reellen Integral 
einer linearen Difforentialgleichung die in den physikalischen An- 
wendungen wichtigsten Eigenschaften, des Wachsen, Abnehmen und 
u flit reelle Werthe der unabhRngigen Variabeln, ilber. 
haupt die Gestalt der des Integral darstellenden Curve, ihre Aus- 
buchtungen~ unendlichen Aeste u. s. w. zu studiren, ausgehend yon 
der Differentialgleichuug selbst, ohne den analytischen Charakter des 
Integrals~ seinen Ausdruck durch bekannte Functionen, Reihen oder 
Quadraturen kennen zu mfissen. In iihnlicher Richtung bewegen sich 
die auf den folgenden Bl~ittern verSffenttichtea Untersuchungen; sis 
beziehen sich ]~aupts~chlich auf die bei vielen Problemen der mathe- 
matisehen Physik auftretende Frage, ob die Integrale einer linearen 
Differentialgleichung fflr unbegreazt waohsende positive Werthe des 
Arguments unendlieh oft verschwinden kSnnen oder nicht; ob also 
der sine oder andere der beiden FJille eintritt, welche bci Differential- 
gleichungen mit constanten Coefficienten den reellen und den ima- 
ginRren Wurzeln einer gew~ssen algebraischen Gleichung entsprechen. 

Es gelingt, diese Frage fttr einige sehr allgemeine Categorien yon 
lineare~ Differentialgleichungen vollstiindig zu erledigen. 

I .  

I. Es handelt sich im Folgenden wesentlJch um Funr .~hi~ 
reellen Arguments x. Hat sine sol'che Function E(x) f'~ '~I]~gfid- 
lichen Werthe yon x, die sine gewisse positive Grenze iibetschrei~eh, 
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irgend we]ehe Eigonschaften~ so sagen wir, sie habo dieselben fiir 
grease Werthe yon x. Niihert sich die Function bei unbegrenzt 
wachsenden Werthen yon x elnor bestimmten endlichen odor unend- 
lichen Grenze~ so bezeichnen wir diese einfach durch lira 2'(x)~ w~hrend 
andere Grenzwerthe durch Angabe der Aenderung yon x, der sie ent- 
sprechen, yon dem flir x = - { - ~  zu bildendon un~erschieden werden. 
Tritt  die Bezeichnung lira ~'(x) in einer Relation neu auf, so sei 
damit implicRe die Existenz eines Grenzwerthes yon $'(x) fiir x ~-{-r 
behauptet. 

Dies festgese~t~ kSnnen wir zwei elementare Siltze der Infinite- 
simalrechnung, welche das Hauptinstrument der zun~chst durchzu- 
fiihrenden Untersuchungon bilden, in folgender Weise formuliren: 

(A) Wenn fiir grosse Werthe yon x die Function /~(x) sammt 
ihrer Ableitung F ' (x )  endlich und stetig und letztere ent- 
weder gr5sser als eine positive oder kleiner ale eine nega- 
tive Constante bleibt~ so ist entsprechend beiden Fi~llen 
lira F(x) ~ -[- ~. 

(B) Sind die Functionen F(x) und G(x) f~ir grosse Werthe 
yon x endlich und stetig, existiren ferner die Grenzwerthe 
lira F(x)~ lira G(x) und wird der Fall ausgeschlossen, dass 
yon ihnen der eine ~ 0~ dor andere ~---~-~ ist~ so be- 
steht die Gleichung 

lira F(x). lira G(x)~ lira (F(x) G(x)). 

2. Essei nun eine lineare binomische Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gegeben: 

(1) y" + yf(x)  =- O, 
in welcher die Function f(x) sowie das Integral y sammt seinen ersten 
beiden Ableitungen fttr grosse Werthe yon x endlich und stetig sein 
mSgen. Dann kSnnen zwei F~lle eintreten; entweder ist die Function y 
ftlr grosse Werthe des Arguments x yon Null verschieden, odor sic 
verschwindet ftir eine unendliche Reihe nnbegrenzt wachsender posi- 
tiver Wertho yon x; im letzteren Falle nennen wit sie oscillatorisch. 
Reducirt sich speciell f(x) auf eine Constanie c, so sind bskanntlich 
die Integrale ~ der Gleichung (1) oscillatorisch odor nieht, je nachdem c 
positiv odor negativ ist. Man kann abar auch - - u n d  des ist unser 
n|ichstes Ziel -- ein Criterium fltr des Auftreten oscillatorischer odor 
nicht oscillatorischer Integrale bei der allgemeinen Differentialgleichung 
(1) ableiten. 

Zun~hst  werde angenommen, die Function f(x) convergire fur 
x • _~2 ~ gegen einen endlichen odor unendlichen Grenzwer~ 

(~) Jim f(x) :> O~ 
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w~re dann irgend ein Integral y nicht oscillatorisch, also far grosse 
Werthe yon x yon constantem, etwa dem positiven Zeichen, so erg~be 
die Differentialgleicbung (1) fiir grosse Werthe yon x 

(3) y'" < 0. 

Ffir die erste Ableitung y" sind offenbar nur zwei F~lle mSglich: 
a) es giebt beliebig grosse Werthe yon x, ftlr welche y ' , (  0, odor 
b) fiir grosse Werthe yon x ist stets y ' ~  0. 

Im Falle a)wtirde sich aus der Ungleichung (3) ergeben, dabs 
die Function y" best~indig abnehmen, also far grosse Werthe yon x 
fiberbaupt negativ und kleiner als eine gewisse negative GrSsse bleiben 
muss. Dann w~re abet dem 8atze (A) zufolge 

lira y ~ - -  c~, 

was der fiber das Vorzeichen der GrSsse y gemachten Voraussetzung 
widerspricht. 

Im ,Falle b) w~irde dagegen die Function y ftlr grosse Werthe 
yon x niemals abnehmen kSnnen; also existirte ein Grenzwerth 

lira y ~ 0. 

ttieraus und aus der Ungleicbung (2) wfirde abet nach dem 8atze (B) 
folgen 

lim > 0, lira y" < 0, 

also mit zweimaliger Benutzung des Satzes (A) 

lira y '  .~ - -  oo, lira y ~ --  oo, 

was wiederum der flit y eingeffihrten Voraussetzung widersprichk 
Aus der Annahme, ein Integral der gegebenen Gleichung set nich~ 

oscillatorisch, ergiebt slch also ein Widerspruch, und man hat das 
folgeade erste Resultat.  

Ist die Function f (x )  fi~r grosse Werthe yon x endlich und stetig 
und ist lira f (x)  ~ O, so ist jedes fiir grosse Werthe yon x endliche 

und sammt seinen ersten beiden Ableitungen stetige lntegral der Diffe- 
rentialgleichung 

y" - { - y f ( x )  ---- 0 

oscillatorisch, d .h .  es verschwindet fiir dne _P, eihe ur~tihliger positiver 
unbegrenzt wachsender Werthe yon x. 

3. hls  Beispiel zur Anwendung dieses Sa~zes betracht~n wit die 
Bessel'sche Transcendente J~(x)~ welche der Differentialgleichung 

d %T,, 1 dOT~, 
dx ! -I" 'x dx -{-- ( 1 - -  -~-) J,, m 0 

geniigt; dabei kann n: eine beliebige reelle Constani~ sein, Die GrSsse 
y : J,  (x )px  ist dann Integral der G!eichung 

27* 
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(, + x~ 

auf  welche offenbar das in Nr. 2 erhaltene l~esulta~ angewandt werden 
k a n n ,  da die U ng le i chung  

lim (1 -}- 1 --  4~* x* ) > ' 0  

besteh~. Die GrSssen y und J,,(x) verschwinden also fur unziihlige 
und beliebig grosse positive Werthe des Arguments x. 

Far diese Thatsache finder sich beil~iufig bemerkt in der yon 
H a t t e n d o r f f  besorgten Ausgabe der Vorlesungen l ~ i e m a n n ' s  tiber 
partielle Differentialgleichungen S. 267 ein offenbar mangelhafter Be- 
weis; die ihm ursprttnglich zu Grunde liegende strenge Argumentation 
R i e m a n n ' s  diirfte der in Nr. 2 durchgefi~hrten sehr ~llnlich sein. 

4. Um nun die Differentialgleichung (1) flit weitere, in Nr. 2 
nich~ erledigte FMle auf den oscillatorisehen Charakter ihrer Integrale 
hin zu untersuchen, sei jetzt ftir x >= 

(4) f(x) < O, 
uud die Functionen f(x)~ y, y', y" endlich und stetig; dann haben 

�9 ftir den angegebenen Werthbereich der Variabeln x die GrSssen y und 
y" zufolge der Differentialgleichung (1) gleiche Zeichen; es sei etwa 
ftir x ~  

(5) y > o ,  y">o ,  y' o 
Betreffs der GrSsse y'  sind hier wiederum zwei F~ille zu unterscheiden. 

a) Hat man ftlr x ~ ~ die Ungleichung y'~--. O, so muss den 
Relationen (5) zufolge die Function y '  zuniichst wachsen, wenn man 
x yore Werthe ~ ab waehsen l~isst; es kann also eine GrSsse 61 > 
so bestimmt werden, dass ftir alle der Ungleichung 

geniigenden Werthe yon x die GrSsse y' posi t ivis t ,  also die GrSsse y 
wiichst mit wachsenden Werthen des Arguments. Fiir x ~ ~1 sind 
daher belde GrSssen y, y '  jedenfalls,,positiv, sodass fiir diesen Argu- 
mentwerth dieselben Schltisse gemacht werden kSnnen wie ffir ~. Von 
~j ausgehend kann man in entsprechender Weise einen Werth ~2 > ~1 
bestimmen, filr den ebenfalls noch y und y" positive GrSssen sind, 
und so kann man beliebig weit fortfahren. Die Reihe der Zunehmenden 
GrSssen 

(6) < 6, < < < " "  

kann abet gegen keinen endlichen Grenzwerth ~/ convergiren; denn 
dann mttssten die Functionen y und y '  fttr alle der Ungleichung 
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geniigenden Werthe yon x positiv sein und, da aueh die zweite Ab- 
leitung y" positiv w~,re, wachsen mit waehsenden Werthen yon xl sis 
w~ren also zufo]ge ihrer Stetigkeit auch positiv fur x ~ ~, sodass f~Ir 
diesen Werth dieselben Sch]fisse giiltig wiiren wie fttr ~. Die Reihe 
(6) kSnnte also zu Werthen, die grSsser ale ~/sind, i'ortgesetzt werden. 
Damit ist gezeigt, dass die Functionen y und y '  fur beliebig grosse 
Werthe yon x positiv sind und mit dem Argument x zunehmen. 

b) Nimmt man zweitens an, ftlr x ~  ~ sei y '<~ 0, so kSnnen 
die Grbssen y und y" entweder fttr alle Werthe x :> ~ yon Null ver- 
schieden bleiben oder nicht. In letzterem Falls kann erstens sine der 
GrSssen, wenu man x yon ~ an wachsen liisst, zuerst allein ver- 
schwinden etwa fiir x-----~u; sis muss dann ihr Zeiehen wechseln~ da 
dies fiir y evident ist, fitr y" abet daraus folgt, dass mit y aueh y" 
yon Null verschieden sein muss. Ffir Werthe yon x~ die hinreiehend 
wenig yon 60 verschieden und grSsser ale ~0 sind~ h~tte man sine der 
beiden MSgllchkeiten 

y < O ,  y ' < 0 ,  y " < 0 ,  
(7) 

y > 0 ,  y ' > 0 ,  y " > 0 ,  

yon denen die z.woite direct, die erste bei Betrachtung des Integrals 
- - y  auf den Fall a) zurfickftihrL indem man 60 an Stelle yon ~ setzt. 
Zweitens aber k5nnten die Gr5ssen y und y' zugleich verschwindenl 
wenn dann die Gr~sse y ihr Zeichen nicht wechselte, so giilte vermSge 
der Differentialgleichung dasselbe yon y",  also mttsste die erste Ab- 
leitung den Sinn ihrer Aenderung, ihre Zunahme oder Abnahme bei- 
behalten~ also ihr Zeichen weehseln. Wenn dagegen bei y sin Zeichen- 
weehsel ein~r~ite, so milsste dasseibe fiir y" gelten, also mtisste die 
GrSsse y '  den Sinn ihrer Aenderung weehseln, also ihr Zeichen bei- 
behalten. Jedenfalls sieht man, dass nur eine der GrSssen y und y" 
ihr Zeichen wechselt, dass man also auch bier auf eine der Combi- 
naCionen (7) und damit auf den Fall a) zur~ickkommt. Da nun bei 
diesem beide Functionen y und y' yon einem gewissen Werthe des 
Arguments ab positiv bleiben, erstere alas wiichst, so ist folgender 
Satz bewiesen. 

Wenn die Function f(z) f'Cz grosse Werthe van x ena~ich, stetig 
und negativist, so hat die DifferentiaOleichung 

y" + v f(z)  .= o 

bein oscillatorisches Integral; jedes Integral, welches fiir grosse :W~q~t 
yon x sammt seinen ersten beiden Ableitungen endlich~ ~ead~.;~#tJa~ 
ist, muss yon einem gewissen positiven Werthe v a n . ~ : ~ : ~ s ~ ,  
weder best~indig wachsen und positiv~ oder bestYmdig . ~ ~ t ~  
negativ sein. 
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Man tibersieht leicht, dass dasselbe gilt fiir die Integrale der 
Differentialgleichung 

dx --~-x ) "{" y f(x) ~-- O, 

wenn g(x) eine beliebige ffir grosse Werthe yon x endliche, stetige 
und positive Function bedeutet. 

II. 

5. Neue Methoden sind efforderlich, um die Differentialgleichung 
(I) such im Falle 

lira f(x)  ~ 0 
auf den oscillatorischen Charakter ihrer Integrale bin untersuchen zu 
kSnnen. Zu diesem Zweckc verbinden wit unsre Resultate mit einem 
bekannten Theorem yea S t u r m  (Liouville's Journal Bd. I,  S. 125), 
welches fttr unsre Zwecke am passendsten in fo]gender Wcise formulirt 
werden kann. 

In den Differentialgleichungen 

(8) y" + y~(x) ~ o, ~" + ~r  ~ o 

scion die Functionen r (x) und ~P(x) sowie die Integrale y 
und ~r sammt ihren Ableitungea erster und zweiter Ordnung 
fur irgend ein Werthintervall tier Variabeln x endlich und 
stetig, und es bestehe ftir dieses Intervall die Ungleichung 

(9) ~(x) < vCx). 
Dann liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen 
x 0 und x I der Function y,  welche dem Intervall angehSren~ 
mlndestens eine Nullstelle der Function z. 

Den einfachsten Beweis dieses Theorems giebt eine schon yon S t u r m  
und seitdem vielfach benu~zte Formel, welche aus den Gleichungen (8) 
unmittelbar folgt: 

y " ~  - ~ " ~  = y ~ ( v ( x )  - ~(x)), 
(10) , -, / ,  

zo 

Die Function y hat niimlich im Intervall x ~ . . .  x I ein constantes 
Zeiohen, etwa das positive; wiire die Behauptung nicht richtig, so 
h~tte :in diesem Intervall such die GrSsse z ein constantes Zeichen, 
etwa such das positive, da fflr unsere Betrachtungen beide Integrale 
4 - z  oifenbar gleichwerthig sind. Die rcchte Seite der Gleichung (10) 
ist da~an wegen der Ungleichung (9) sicher positiv. Andrerseits ist 
die GrSsee y '  flir x--~ x o nicht negativ, fitr x-ffi x I nicht positive ds 
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die Function y ffir ersteren Argumentwerth wiichst, ftir letzteren ab- 
nimmt; die linke Seite der Gleichung (10) is, also sicher nicht peal,iv. 
Damit hat die Annahmet unser Satz sei tmrichtig, zu einem Wider- 
spruch geffihrt. 

Der Gebrauch, der yon dem S tu rm ' schen  Theorem fitr unsre 
Fragen zu machen is,, lieg~ auf der Hand: gilt die Ungleichung (9) 
iiberhaupt fiir grosse Werthe yon x und weiss man, dass ein Integral 
der ersten Differentialgleichung (8) sich oseillatorisch verh~lt, so gilt 
dasselbe you jedem Integral der zweiten Gloichung. Hat man ~ (x) ~. ~ (x), 
so folgt der ebenfalls yon S t u rm aufgestellte Satz, dass die Nulls,ellen 
zweier Integrale einer Differentialgleichung yon der Form (8) einander 
trennen, und dass alle Integrale oscillatorisch sind, wean dies yon 
einem einzigen gilt. 

6. Schon bei S t u r m  finden sieh derartige Vergleichungen zu 
untersuchender Differentia]gleichungen mit bekannten, besonders mit 
der Differentialgleichung, deren Coefficienten constant sind. Naeh 
dieser Methode hiitte man auch den in Nr. 2 aufgestellten Satz be- 
weisen kSnnen. Die Differentialgleichung mit constanten Coefficienten 
versagt aber im Falle lim f ( x ) ~  O. Hier is, es zweckmiissig, etwa 
die Differentialgleichung 

y , ,+  a %Ty----0 

zur Vergleichung heranzuziehen, in welcher a eine reelle Cons,ante 
is,. Ein Integral derselben is, eine Potenz yon x mit reellem oder 

1 1 
complexem Exponenten~ je naehdem a ~ u oder a > T" In letzterem 

Falle is, der reelle Theil der Potenz ein, wie man leicht sieht~ 
oscillatorisches Integral der Differentialgleichung; denselben Charakter 
hat dann also nach Nr. 5 jedes andere Integral derselben. 

Nun sei in der Differentialgleichung 

O) y"  + yt(x)  - - 0  

f(x) eine fitr grease Werthe yon x endliche stetige und positive 
Function, welche flir x ffi= + w ' d e n  Grenzwerth Null besitzt. Nimmt 
man speciell an, esse i  

(11) lira (x2f(x)) > 1 ,  

so w~hle man die positive Zahl d so klein, dass auch die Ungleichung 

1 (12) lira (x 2 f(x)) > --s -Jr. @ 

besteht i alsdann hat die Differentialgleichung 

y" + + •-o 
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nur oscillatorische Integrale. Da nun zufolge der Relation (12) fiir 
grosse Werthe yon x die Ungleiehung 

f(x) > + 

besteht, so folgt, dass auch die Differentialgteichung (I) unter der 
Annahme (11) nut oscillatorisehe Integrale besitzt. 

Nimmt man dagegon an, es set 

lira x 2 f(x) < �88 
so ist filr grosse Werthe yon x 

(13) f(x) < 4~;  

die Differentialgleichung (1) kann also nach Nr. 5 kein oscillatorisehes 
Integral besitzen, da sonst dasselbe yon der Differentialgleichung 

1 y" + -~--~x~ y ~  O 

gelten mfisste, deren Integral 
sowenig kann die Gleichung 
w e n n  

y ~ ~/x nieht oseillatorisch ist. Eben- 
(1) ein oseillatorisches Integral besitzen, 

1 
lira x 2 f(x) --- ~-, 

dabei abet fiir grosse Werthe yon x die Relation (13) besteht. 
7. In erweiterter Gestalt kann man die erhaltenen Resultate dar- 

stellen, wenn man davon ausgeht, dass die beliebige Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

(14) y " + / ) y '  + Qy = 0 

vermittelst der Substitution 

itbergeftihrt werden kann in die binomische Gleichung 

t _ i t ) 2 )  ~ 0 ,  �9 , 

welche unter die bisher behandelte Gleichung (1) subsumirt werden 
kann, wenn P,  Q, t) '  stetige Functionen yon x sind fiir grosse Werthe 
dieser Variabeln. l?iir solehe Werthe verschwiadet dann der Quotient 
y : m  sicher nlcht, sodass oberhalb einer gewissen Grenze die Null- 
stellen der Functionen y und ~ dieselben sind. Man erhiilt demnach 
aus  den in Nr. 6 erhaltenen Resultaten folgenden Satz: 

Sind /), Q , / ) '  fiir grosse Werthe yon x stetige und endliche 2'unc- 
tionen dieser Variabdn, ist ferner y ein sammt seinen ersten beider~ 
Ableitungen fiir grosse Werthe yon x endliches und stetiges Integra~ der 
Differentialgleichung 

y" + Py' + qy .--- o, 
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so ist dasselbe oscillatorisch, wean 
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(( , , ) )  lim Q -  -E P '  P~ x2 > u  
x ~ - - + ~  4 

d. h. es verschwindet dann fiir eine t~eihe unbegreazt wachsender posi- 
river Werthe yon x; dagegen ist das Integral y nicht osciUatorisch, wean 

ebeaso wean 

~=+=\ -E P ' - -  -- 

v ' - -  

, ) 1  
4 P2) x2 < u  

t .pO x2) = 1  
4 4 7 

dabei aber fiir grosse Werthe yon x die Ungleichung 

1 p ,  1 p 2  < t 
Q - -  ~ - -  u 4,+' 

besteht. 

Offenbar gewllhrt dieser Satz nach einer leiehten Transformation 
Auskunft auch fiber das Verhalten der Integrale der Gleiehung (14) 
in der Umgebung irgend einer reellen singuliiren Stelle x o. Denn 
fithrt man als neue unabhiingige Variable die GrSsse 

•  1__2___ 
x - -  x o 

ein, so entsprechen grossen positiven Werthen yon t die auf der einen 
oder andern Seite yon x o liegenden, wenig yon dieser GrSsse ver- 
sehiedenen Werthe yon x. Wendet man also unsern Sakz zuniichst 
auf die Differentialgleichung an, welche aus der Gleiehung (14) dureh 
Einffihrung der unabh~ingigen Variabeln t hervorgeht und kehrt dann 
zur Variabeln x zuriick, so erkennt man dab Verhalten des Integrals y 
in der Umgebung des Werthes xo, sobald ein gewisser aus den Coeffi- 
cienten tier Differentialgleichung und ihren Ableitungen gebildeter Aus- 
druck f'tir alle yon Xo hinreichend wenig verschiedenen Werthe der 
Variabeln x entweder stets grSsser oder stets kleiner ist als die GrSsse 

! (x - -  x0) ~. Im ersten Falle verschwindet jedes Integral ftir unzKhlige 4 

reelle Werthe des Arguments x, die yon xo beliebig wenig verschieden 
sind, im zweiten Falle tritt dies nicht ein. 

Sind die Coefficienten der Differentialgleichung (14) analytische 
Functionen and zeigen ihre Integrale in der Umgebung der singulRren 
Stelle ein ,~reguliires" Verhalten, sodass sie sich in der aus der Theorie 
des Herrn Fuehs  bekannten Weise dutch Potenzen yon x - - x  o und 
l g ( x -  Xo) ausdriicken lassen, so tritt der erste der obigen beiden 
F~lle eia bei complexen, der zweite bei reeUen Wurzeln der ,,deter- 
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minirenden Fundamentalgleichung", welehe 
gehSrt. Man kaun an diesem Speeiaffalle 
gemeinen SKtze bestEtigen. 

zur singulilren Stelle x 0 
leieht die erhaltenen all- 

IlI .  

8. Die im vorigen Absehnitt benutzte Methode yon S t u r m  kann 
allem'Anschein naeh auf Differentialgleichungen yon h5herer als der 
zweiten Ordnung nieht ausgedehnt werden; wohl aber gilt dies yon 
den in Nr. 2 durehgeftthrten Entwicklungen. 

Es sei zuniiehst eine binomisehe Differentialgleiehung beliebiger 
Ordnung gegeben, 

(1.5) + y f(x) o, 
bei weleher ~ihnliche Voraussetzungen gemacht werden mSgen wie im 
Abschnitt I ftir den Fall n ~ 2; die Function f ( x ) ,  das Integral y 
und seine ersten n Ableitungen seien fiir grosse Werthe yon x endlich 
und stetig~ und es sei 

(16) lira f(x) ~> O, 
wobei der Grenzwerth links endlich oder unendlieh sein kann. Dann 
stellen wir~ i~hnlich wie im hbschnitt I ,  die Frage~ ob die gegebene 
Differentialgleiehung ein nicht oscillatorisehes Integral besitzen kann. 

Ein solehes Integral y sei etwa fiir grosse Werthe yon x positiv, 
sodass oberhalb einer gewissen positiven Grenze keine Nullstellen 
desselben mehr vorkommen. Dann besteht zufolge der Differential- 
gleichung (15) und der Voraussetzung (16) fiir grosse Werthe yon x 
die Ungleiehung 

(17) < 0. 
G~be es nun beliebig grosse Werthe yon x, fiir welehe die GrSsse 
y(,~-l} negativ wiire~ somiisste dieselbe, da sie wegen der Relation (17) 
flit grosse Werthe yon x bestiindig abnimmtj gegen einen negativen 
endliehen oder unendlichen Grenzwerth convergiren: 

lira y(n-xl < 0. 

Dann erg~be sich abet dutch mehrmalige Anwendung des Satzes (A) 
so fort 

lim y('-J) ~ lira y(.--s) . . . . .  lira y'  ~ lira y ~ - -"oo~  

was der fllr y eingeftthrten u widersprieht. Damit ist 
gezeigt, dass fitr grosse Werthe yon x die Ungleichung 
(18) >__ o 
bosteht. Wegen der Relation (17) folgt hieraus, dass die GrSsse y(,-~) 
sich bestAndig abnehmend einer nioht negativen Grenze ftir x == q-- cv 
ama~hern muss. W~re dieselbe positiv~ so ergiibe sich durch mehr- 
malige Benutztmg des Satzes (A) 
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lira yC,-s) == lira yC~-s) ..... lira y == "4- 00, 

also wegen der Relation (16) und der Gleiehung (15) nach dem Satze (B) 

lira y(~) == -- ~o; 

daraus wiirdv abermals nach dem Satze (A) folgen 

lira y(,,-1) ~ _ .co, 

was aber der Relation (18) widersprieht. 8omit ergiebt sieh 

(19) lira y(~-1) ~ 0. 

9. Angenommen nun~ man hiitte start der Relationen (18) und 
(19) die allgemeineren 

(20) v(~ > O, 
(21) lira y(~J ~ O, 0 < k ~ n - -  1, 

deren erste filr grosse Werthe yon x gilt, so kann man i~hnliehe 
Relatlonen mit dem Index k- 1 ableRen. WRro noch ftir beliebig 
grosse Werthe yon x die Ungleiehung 

yCk-~) > 0 

mSglich, so ergiibe sieh aus der Relation (20) 

lira y(k-t) > 0, 

und hieraus nach dem Satze (A) 

lira y( k-s} ---~ lira St(k-*) . . . . .  lira y ~ + co, 

also zufolge der Differentialgleichung (15), der Ungloichung (16) und 
dem $a~ze (B) 

lira y(") =. - -  co, 

und dutch mehrmalige Anwendung des Satzes (A) 

lira y('~--1) ~ lira yc~--s) _~. . . . .  lira y(~) == --  co; 

was der Relation (20) widerspricht. Damit ist gezeigt ,  dass fttr grosse 
Werthe yon x immer 

(22) y(~-' < 0. 
Js tz t  berticksichtige man,  d~ss die Gr5sse y(t-~) far grosse Worthe 

yon x niemals abnehmen kann wegen der Ungleiehtmg (20) i es existirt 
also ein nieht positiver Grenzwerth lira yt ~-q). Wi~re derselbe negativ, 
so erg~ibe der Satz (A) 

lira y(~S) == lira yC~-s) .... =. lira y == -- cop 

was der fiir das Vorzeichen der GrSsse y getroffenen Voraussetzung 
widersprieht; also folgt 

(23) lira #~-t) =~ 0. 

Aus den Formeln (~0) und (21) sind also die Rhnlichen (22) und (23) 
abzuleiton. In dorselben Weise wtlrde man aus der Annallme 

y(~) < O, lira #~) - -  0 
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schliessen kSnnen 
y(~-l) ~. 0, lira y(k-l) ~ 0, 

wobei die Ungleichungen nur flit grosse Werthe yon x zu nehmen sind. 
10. Da nun die Formeln (20) und (2l) fiir k ~ - n - -  1 in Nr. 8 

bewiesen sind, so ergiebt die wiederholte Anwendung der in Nr. 9 
erhaltenen Resultate folgende Relationen 

(24) lira y(,-1) ~ lira y(~-2~ . . . .  ~- lira y'  ~ lira y ~ 0, 
(25) #.-1) => o, yC.-~) < o, y(--~) _> o , . . .  
letztoro ftlr grosse Worthe yon x mit besfiindiger Abweehslung der 

Zeiehen ~ .  Welches dieser Zeiehen in der letzten, y enthaltenden 

Formel (25) auftritt, hiingt offenbar nur davon ab, ob n eiae gerade 
oder ungerade Zahl ist; im ersteren Falle h~tte man 

,~"<o, y'__>o, y~_o, 
was unsrer Voraussetzung widersprieht, dass fiir grosse Werthe yon x 
die GrSsse y positiv sein sollte. Ist also n eine gerade Zahl, so kanu 
die Differentialglelchung (15) nut oscillatorisehe Integrale besitzen, da 
die Annahme, es existire ein nicht oscillatorisches, auf einen Wider- 
sprach geffihrt hat. 

Die hiermit erhaltenen Ergebnisse formuliren wir in folgendem 
Theorem. 

Wenn die Function f (x)  fiir grosse~Werthe yon x endlich and 
stetig ist und die Ungleichung 

lira f (x)  2> 0 

besteht, so hat die Differentialgleichung 

y~.) + y f (x)  = 0 
bei geraden Werthen yon n nut  oscillatorische Integrale d. h. jedes 
sammt seinen ersten n Ableitungen fiir grosse Werthe yon x endliche 
and stetige Integral muss noch oberhalb jeder positiven Grenze Null- 
stell~ besit~en. 

Ist n eine ungeracle Zahl und das Integral y nicht oscillatorisch, 
so bestehen die Gleichungen 

lira y(") ~ Jim y(.-l) . . . . .  lira y '  ~--- lira y ~ 0 

and fib" grosse Werthe yon x sind die Crr6ssen y,  y', . . .  y(~-O, y(,) 
abwechselnd best~indo positiv und bestdndig negativ. 

IV. 

11. Das erhaltene Resu]ta~ kann nach versehiedenen Rieh~m~gen 
bin verallgemeinert werden. Wir betrachten zuni~chst start der bino- 
mischen die Differentialgleiehung 
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. . . .  - ~ x ) ' "  ' + yf(x)~= O, da: " - ' ~  " -~-au ,~-s 

welche genauer in folgender Weise defiairt wird. Man setze ftlr jeden 
Werth yon k 

a r ~ _ ,  ( / ~ = ]  2 ,  . n -  1) 1 7 ~ = g ~ ( ~ )  a,~ ' ' ' "  

ferner 
d irn_ t Y~=Y' Y " =  d,~ ' 

dann lautet die gegebene Gleichung 

(26) ~ .  + y f(x)  ~- o; 
dabei seien f ( x ) ,  gl(x), g2(x) ,  . . .  g~_,(x) ffir grosse Werthe des 
Arguments endllche und stetige Functionen yon x. Dann lassen 
sich die Entwicklungen des vorigen Absehnitts auf die Gleichung (26) 
im Wesentlichen ttbertragen, wenn man (blgende goraussetzungen 
einftthrt: 

(27) lira [(x) > ~), lira i 1). g~(z) > 0 '  ( k ~ l , 2 ,  . . .  n - -  

W~ire n/imlieh y ein nicht oscillatorisehes, etwa ftir grosse Werf~e 
yon x stets positives Integral, yon dem wir ferner annehmen, es sol 
sammt seinen ersten n Ableitungen filr grosse Werthe yon x endiich 
und stetig, so w/ire tier Differen~ialgleichung (26) zufolge die Or6sse 

d Y,,-x 
Y. oder, was dasselbe ist, 4z fttr grosse Werthe yon x stets 

negativ, sodass fiir diese Werthe lr,,_t eine stets abnehmende Function 
ist. KSnnte dieselbe nun oberhalb jeder positiven Grenze noch negativ 
werden, so hgt{e man lira :Y._~ < 0 oder 

d r . _ ,  
lira {g~-i (x) dx f < O, 

woraus nach elner der Formeln (27) und dem Satze (B) folgen w~irde 

' . lira {g._,(.) er ._,}  9._z(x) d----g-- < O, lira d~ < O. 

ttieraus erggbe sich nach dem Satze (A) 

lira Y,__~ = --  oo == lira {g,_j(x) d:E,-sdx }; 

dann abermal~ nach dem 8atze (B) und einer Formel (27) 

d Y~-s d y._s 
lira * �9 lira tg,_~.(;c) [ = lira g,,_= (~) ~ " dx J 

und nach dem 8atze (A) 
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So fo~ehliessend erhieRe man die Gleiehurgen 

l i m  l r~ - s  - -  lira Y. -s  . . . .  m lim Y t  ~ l ira Yo ~ l ira y ~ - -  oo, 

was aber der ffir das Zeichen der GrSsse y ge~roffenen Festsetzung 
widerspricht. Fflr grosse Werthe yon x is~ also nothwendig 

r -1 
12. Weiss man allgemeiner, dass fiir grease Werthe yon x die 

Ungleiehung 
r , > o  

besteht, so kann man eine entsprechende Formel ffir Y~_~ ableiten. 
KSaute diese Gr5sse n|imlieh oberhalb jeder positiven Grenze noch 
Do~itive Werthe annehmen, so mtisste sie wegen der Gleichung 

dX~_1 Y~ 
dx gk(=) 

und der Forme] (29) best~ndig zunehmen oder doch nleht abnehmen 
fllr grease Wer~he yon x, woraus sich ergeben witrdv 

lira Y~-I > O, lira {g~_~(x) a Ir~_, d= I >0. 

Hieraus kSnnte man genau so wie bei der entsprechenden Engwicklung 
iu Nr. 11 vermittelst der Formeln (27) und der SKtze ( i )  und (B) 
sehliessen: 

lira Yk-~ ~ lira Yk-s . . . . .  llm I"1 ~ lira y ~ -I- oo, 

also wegen der Differ~ntialgleiehung (26) 

lira Y.==lhn dX,~_~ 

m m  abet wegen des Saf~zes (A) mit der Formel (28) nicht zu verein- 
~ e l i  iek F~lr gro~se Werthe yon x besteht, demnaeh die Ungleiehung 
(S0) <= o 
bei Ann~hme der F0rmel (29). 

Weiss m a~ andrerseits, dass tilt grosse Werthe yon x die Formel 

besteh%, so wttrde sieh fiJr dieselben Werthe des Argument~ ergeben 

0 
in derselben Weise:) wie die Formel (30) aus der Formel (29) ab- 
geleitet wurde. Da nun letztere ffir /~ == ~ -  1 in Nr. Ii bewiesen 
ist, so sind die GrSssen 

y,, z._,, ... zl, rely 

file grease Werthe yon x abwechselnd bestAndig aegativ and best~iadig 
positiv~ bei geraden Werthen der Zahl n hiitten s/so, die GrSssen Y= 
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und y dasseibe Zeichen~ was offenbar der Differen~ialgleichung (26) 
widerspricht. Da somii; die Annahme, es existire ein nieht oscillatorisches 
Integral der Differentialglelchung (26), auf einen Widersprueh geftlhrt 
hat~ so kann man das in Nr. I0 aufgestellte Theorem dahin erweitern~ 

class auch die Differentialgleichung n ~" Ordnung 

+ " f ( " ) = o  dx  

bei der Vorausse~ung 

lira f (x)  > O, lira l ~,=+| ~,=+= g~(x) > 0 (k- - -~ l ,2 , . . .n~] )  

nur oscillatorische Integrale besit~t~ wenn n eine gera~ Zahl ist. 
Auch der auf ungerade Werthe yon n beziigliehe Theil des citirten 

Theorems kann leleht auf den soeben behandelten allgemeineren Fall 
ausgedehnt werden. 

13. Eiue noch weitere Verallgemeinerung, auf die nut  eben hin- 
gewiesen werden mSge, ergiebt sich unmit~elbar, woman man beaohtet, 
dass in den Nrn. 11 nnd 12 die lineare Form der gegebenen Differen- 
tialgleiehung nur dazu dient, zu zeigen, dass filr grosse Wer~he yon 
x ein positiver oder negativer Werth yon y einen negativen bez~. 
positiven Werth yon lr~ ergiebt~ und dass einem ffir x .== + 0o 
unbegrenzt waehsenden Werthe der GrSsse y ein ebensolther der 
GrSsse Ir~ entspricht. Auf Differentialgleichuugen~ bei welchen diese 
Beziehungen zwisehen y und Y,, erhalten bleiben, kann man demnaeh 
die obigen Entwieklungen flbertragen, z. B. auf die Gleichung 

r :  + v5 + #5 (x )  + v% + . . . .  o, 
in welohor die Funetionen fl (x), . . .  densolben Bedingungen 
unterwoffen sind wie oben f(x),  und :Y~ wie bisher definirt ist. 

14. Eine andere Erweiterung des Satzes in Nr. 12 ergiebt die 
einfaehe Substitution 

x ~ t  ~, X > O .  

Ffihrt man die Variable t in die Gr5ssen y, Y ein, so erhtilt m~a 
folgeade Gleiohungen: 

1 d_~_, 
Yt "= T gt (t~) t ~-~ ~ 

1 d :Y~__~ 
Y*=Tg*(t~)~-~  at , 

z t~_ ~ dY~_~ 
Y" =T , i t  ' 

Y.  + V f(t9 = O. 

Setz~ man also allgemoin 
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1 
7s ~ T g~( t~) t ~-~ , 

so hat man das Oleiehungssystem 

and die Differentialgleiehung 

dYk_x 
dt ' ( k = l ,  2 , . . . n - - I )  

lira 1 ~ lira ~t~-' -~- lim ;tx ~ 
~=+o~ r~ (t) t=+~ gk( t z) t=+~ gk(x) 

a>O, 34>0. 

(33) z-- I > 84. ,1, 
Ebenso hat man 

wobei fiir die Potenz mit gebrochenem Exponen~n natiirlieh ihr reeller 
Werth zu nehmen is~; die Bedingungsgleiehung 

lira 1 ,=+~ ~k(t ) > 0 

ist also dana und nut dann erfiillt, wenn 

lira (p(t)~-- lira l t z - t f ( t  ~) > O, 

sobMd die Ungleichung 

(34) _~_--__! > a 

besf~ht. 
Aus den Formela (33)and  (34) folgt zuai~ehst, dass t~ und Pt 

k 

lira (x" f (x))  > O, lim g4 (x) > 0, 

Dann besteht offenbar die Glelchung 

(31) d Y"-I 
dt  Fy (O=o, 

i n  einer Form, die aus der Gleiehung (26) hervorgeht, indem man 
nur die Zeichen x, g, [ dutch t, 7, r ersetzt. Far die Differential- 
gleiehung (30) gilt also das Theorem in Nr. 12, wenn die Funetionen 
~,, r fiir grosse Werthe yon t stetig sind, und folgende Ungleiehungen 
bestehen: 

(32) lim tp(t) > 0, lira 1 ,=+| t = + ~  ~k(tJ > 0 '  k ~ - . 1 , 2 , . . . n - - 1 .  

15. Diesen Bedingungen wird gentig[, sobald die Functionen f, 9 
dieselben Stetigkeitseigensehafton haben wie bisher, den Besehrihlkungen 
(27) aber nieht in vollem Umfange unterworfea sin& Start dieser 
fithren wit folgende allgemeinere R, elationen eia: 
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positive echte Brfiche sein m~issen; sind sie ale solche beliebig gegeben, 
so kann eine positive GrSsse ~ so bestimmt werden, dass die genannten 
beiden Ungleichungen bestehen; dazu genilgt esj dass der reciproke 
Werth 1 : ~. kleiner sei ale die k]einste der Differenzen 1 - -  ~, 1 ~/3~. 
Ist die Or5sse ~t in dieser Weise bestimmt~ so bestehea die Unglei- 
chungen (32), und die Differentialgleichung (31) hat naeh Nr. 12 nur 
oscillatorische Integrale. Dasselbe gilt dann yon der Gteiehung (26), 
durch deren Transformation die Gleichung (81) erhalton wurde. Damit 
is~ das fo]gende gegenfiber Nr. ]~ allgemeinere Theorem bewiesen: 

Sired i~ der linearen Differentialgleiehung n '~ Ord, uag 

(... (,,r + , , , ,<=)  _ o 
dx 

die .P'unctionen f ,  g fiir grease Werthe von x endlich stefii; und tositiv~ 
ist ~ eine gerade Zahl, und bestehen die ~Tngleichu~gen 

O g a , ~ l ,  0 ~ / ~ k < : l ,  (k~=l ,  2 , . . . n - - 1 )  

so ist jedes sammt seinen ersten n Ableitungen fiir grosse Werthe yon x 
endliche und stetige Integral y oseillatorisch, d. h. es besitat reelle ]Vull. 
steller~ oberhalb jeder positiven Grdnze. 

V, 

16. Um ffir Differentialgleichungen yon hsherer als der zweiten 
Ordnung den Fall lira f ( x ) ~  0 in weiterem Umfang uutersuehen zu 
kSmnen, a]s im Absehnitt IV geschehen ist, miissen eine Reihe ein- 
lecher Hfilfss~tze aus der Differentialrechnung vorausgeschickt werden. 

Die Function ~(x) sei ffir grease Werthe yon x sammt ihrer Ab- 
leitung r endlich und stetig, und n~ihere letztere sich ffir x ~ + no 
einer bestimmten, endlichen oder unendlichen Grenze. Dann besteht, 
sobald x und x o hinlgnglieh grease Werthe bedeuten, yon denen der 
zweite der kleinere sei, die Gleiohung 

- -   (x0) = @ - - Z o )  

wobei man hat 

Wenn nun zun~iehs~ ]ira t ~ ' ( x ) - - g  eine end]iehe OrSsse and .~ 
ein beliebig klein gegebener positiver Wer~h.ist, so fix~re man:'xr 
gross, dass fttr alle Werthe der Variabeln x, welehe nicht klein~r~il~: 
x o sind, der Werth 9)'(x) zwischen dis Grenzen g - t - 6  fiillt. : D a h n  
gehSr~ diesem Intervall auch der Werth ~'(~) an, Wie gr0~: ~tuvh 
immer dan Argument x gewiihlt werden mSge. Man ~ann-nun eine 

Mithemit isohe Anualen. XL rr, ~8 



1)ositive Or58se 7 > x~ so w~ihlen, dass f~r alle Werthe der Variabeln 
x,  die nicht kleiner ais ~, sind, der Bruch (x--xo):x yon der Einheit  
so wenig wie man will vorschieden und die GrSsse qo(x0): x beliebig 
klein ist; dann liegt die rechte Seite der (kleichung 

~o (x) ~o (xo) %. x - x,  

in einem Intervall ,  welches yon dem durch g -{- e begrenzten so wenig 
w i e  man will verschieden ist. Ffir x :> 7 unterseheidet sich also, da 
�9 heliebig klein gegeben war, die links Seite so wenig wie man will 
yon g, d. h. es ist 

lira cpix) ~ g ~ lira ~ ' ( x ) ,  

womit gleichzeitig die Existenz und die Grbsse des links stehenden 
Grenzwerthes naehgewiesen ist. 

Hat  man abweichend yon der bisherigen Yoraussetzung 

lira (p'(x) = + oo, 

so braucht it, obiger Argumentation nur an Stelle des dureh g 4-  
begrenzten ein Intervall zu treten, das yon einem beliebig gross ge- 
gebenen Werth r/ bis ~ oo reicht; analoges gilt ftir lira ~'(x) ~ -- oo. 
Damit ist das fo]geude yon den Herren Rouquet und Stolz (Math. 
Annalen Bd. XV~ S. 556) auf andere Art erhaltene Resu]tat bewiesen. 

Erstes Lemma. ][st die Function ~(x) sammt ihrer 
ersten .Ableituug (p'.[x) ffir grosse Werthe des Arguments 
endlich und stetig und hat letztere bei unbegrenzt wachsen- 
den Werthen yon x einen bestimmten Grenzwerth, so gilt 
dasselbe yore Quotienten (p (x):x und es besteht die Gleiehung 

lira r ~ lira r x 

I'/. Hieraus ergieb~ sich nach der yon Herrn Stolz a. a. O. an- 
Kcgebenen Beweismethode folgendes 

Zweites Lemfiaa. Sind die Functionen (p(x), @(x) 
sammt ihren ersten Ableitungen filr grosse Werthe yon x 
endlich nnd stet]g~ convergirt ferner der Quotient ~,'(x):&'(x) 
be[ unbegrenzt wachsenden Werthen yon x gegen eiaen 
bestimmten Grenzwerth, die Function @(x) aber best~indig 
machsend gegen den Grenzwerth + co, indem ihre Ableitung 
ftir grease Werthe ~on x positiv bleibt, so existirt auch ffir 
x ~-] -oo ein hestimmter Grenzwerth des Quotienten ~ (x) :0  (x) 
u n d e s  ist 

V (x) = lira #'(x) lira a"W" 

Denn zufolge der tiber, das Wachsthum tier Function # (x )  getroffenen 
Festsetzung kann,  wenn man y ~---#(x)setzt, ffir grosse Werthe  yon y 
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auch umgekehrt die Variable x als eindeutige Function yon y betrachtet 
werden, die nebs~ ihrer Ableitung st~tig ist; setzt man etwa x~z(y), 
so ist 

(35) ~(x)  v(zcu)) = ~(~) ~(x)~-  y y ' 

wobei die Function ~(y) sowie ihre Ablei~ng 

~ '  (Y) ---- ~" (Z(Y)) X" (~) 

fiir grosse Werthe yon y endlich und stetig ist. Da nun wegen der 
Ghiehung 

(36) r ~ * '  (z(y)) v'(x) 

ein Grenzwerth lira cp'(y) existir~, so ist nach dem erstea Lemma 

lira ,~(~) ~ lira ~ ' ( y ) ,  
y----+~ Y y ~ + |  

also mit Ber~lcksichtigung der @leichuagen (35) und (36) 

lira V(z) ~ lira V'(z) ~ - ~  ~ - ~ .  

I8. Dr i t~es  Lemma.  Iat die Function ~(x) nebst 
ihrer ersten Ableitung ftir kleine nicht negative Wertbe 
yon x endlich und stetig und ist 

lira ~v (~v) ~ 0~ 
x~-t-0 

so besteht die Gleichung 

Jim ~ (~) ~ lira ~ '  (x) - ,  ~ ' (0 ) .  

Von diesem evidenten 8atze ausgehend beweisen wir nach der in Nr. 17 
angewandten Methode folgendes 

V i e r t e s  Lemma.  Es seien tb(x), a(a:) zwei Func- 
tionen, welche sammt ihren ersten Ableitungen far grosse 
Werthe yon x endlich und stetig sind und den Oleiohungen 

llra @(x) -=, limO(x) ~ 0 

genitgen~ die Function # ' (x )  sei ftlr grosse Weft, he vo~ 
x bestgndig negativ. Es existire ferner ein bes4;imm~bY 
Grenzwerth lira [r : ~ '(z)];  dann giebt es aueh : . :~  
x ~  ~t_ ov elnen bestimmtea Grenzwerth des Qaotiauten 
$(x) : ~(x) und es ist 

lim V (z) ~_ lira V' (x) 

28" 
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Denn se~d; man 

so ist fflr silo hinreichend klein~n positiven Werthe yon y die Func- 
tion Z(Y) endlich, eindeutig und ste~ig; dasselbe gilt yon ihrer ersten 

Ableitang 1 

Z' (Y) ---- ~--%7' 
Sotzt man ferner 

so ist offenbar ~ eine Function derselben Besehaffenhei~ wie Z und es 
lm~h~ die Gleichung 

lira ~ (x) ~=~ 'lira ~ (y) ffi= 0 .  
y~+O 

�9 .benso ist such die GrSsse 

~'  (x) 

ftlr hinreichend kleine positi~re Werthe der Variabeln y endlieh, stetig 
und eindeutig und hat~ da die Grouziibergiinge x ~-- -f- ~ und y ~-- -4- 0 
einander bedingen, fiir y----- 3 t- 0 einen bes~immten Grenzwerth. Man 
kaun demnaeh auf die Function (p(y) das dritfe Lemma anwenden; 
es ezishr~ dot Grenzwerth 

lira ~!Y) ----- lira ~ '@) .  
y--+o Y ~--+o 

Da?aus folgt auf Grund der Gleichungen (37) und (38) 

lira ~ lira ~(x) o (z) "= ~ - ~ '  

~omit  zu~!eich'~lih Existenz des Grenzwerthes reehts naehgewiesen ist. 

VI. 

19. Die bewie~enen Httlfssiltze gestatten nun, fiber die Integrale 
& r  Gleichung 

S~ltzo yon derselben Form wie in den Abschnitten ILI und IV fiir 
gewiDa dcrt  ~oeh ~uSgesehlossene F~lle abzuleiten. Es sei wiederum 
f(z)  eine ~tlr  grosse Werthe yon x endliche, s~etige mad positive Func- 
tion, und ~ Bei 

llm f(~) ~ O. 

In den frilheren Absehnlti~en ist der  Fall hehande~t, dass die Func- 
tion f(x) in geringerer~,ala der ersten Ordnung unendlieh klein wird 
ftir x •= -[- ~ ;  jetzt m~ige al]gemelner angenommen' werden, dass sie 
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versehwindet wie irgend eine Potenz yon �9 mit negativem Exponenten; 
es sei etwa a eine positive Constante und 

a (I+~@)) lim6(z)=0, e>0. f ( z) = -;;- 

Wir untersuchen dann wie frflher die Consequenzen~ die man aus der 
Annahme, eines nicht oscillatorischen Integrals der Gleiehung (39) 
ziehen kann. 

Ein solches Integral sei y~ d. h. dasselbe sei filr grosse Werthe 
yon x etws bes~ndig positiv, endlich und stetig; letztere beide Eigen- 
schaften seien such f~r die ersten ~ Ableitungen yon y vorausgesetzt. 
Dann muss such jede der Ableitungen y', y",.., y(,-1) far grosse Werthe 
yon ~s ein constsntes Zeichen bewahren; dens k~imen bei oiner dieeer 
GrSssen noeh oberhalb jeder positives Grenze Nullstellen vet ,  so l~ge 
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden derselben nach dem Theorem 
yon R o l l e  eine I~ullstelle ihrer Ableitung; diese wRre also ebenfalls 
oscillatorischen Charakters, das gleiche g~ilte yon ihrer Ableitung u. s. f., 
schliesslieh auch yon .~("}, wRhrend doeh aus der Differentialgleiehung 
(39) evident ist,  dass diese GrSsse far grosse W erthe yon x negativ 
is~. Jede der Gr~ssen y ,  y , y  , . . .  y(,,-x) hat also eine Ableitung, 
deren Vorzeichen flir grosse Werthe yon x constant ist; daraus folgt 
unmittelbar die Exis~enz der Gre~zwerthe 

lira y,  lira y' ,  lira y " , . . ,  lira y(n-~). 
20. Jetzt  sei r eine der Zahlen O, 1, ~, n ~ 1; sus der Existenz 

des lira y(r) folgt dsnn filr r > 0 naeh dem zweifen Lemma, indem 
m a n  

se~z~ 

lira y(') ~ lira ~c~-~) . 

Set~zt man weiter im ~weiten Lemma 
1 ,p(x) - =  y ( ~ ) ,  o @ )  = ~- ~z, 

so: ergiebt sieh 

lira 'y~) == lim ,Y('-~) == lira _Y(~s)_ 
~ x  

ebenso fortsehreitend erh~tlt man fttr jedo ganze Zahl k~ die nioht 
grosset als r is~, 

lira y(r) ._~ lira x('-k)~ ~ t ~-- lira ,yr~a~ r , 

wobei s~t~5'a~nch die Existenz der neu auftretenden Grenzweff, he Td~rch 
das zwe[te ~ Lemms gew~hrleistet wird. Mit Berfiek~htignng der 
Gleiehung (39)erhi i l t  man endlieh 

(z)  ~ y(r-l) ,  
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(40) lira y(") ,,,= -- lira at1 ~"} 

eine Formel, die offenbar fi~r r ~ 0 gilltig bleibt. 
Wenn speciell a sine der Zahlen 1, 2 , . . .  n ~ 1 ist ,  so kann 

man in dieser Gleichung r ~-. a setzen; sic wird dann 

lira y(') ---~ - -  lira (at! y(")), 
woraus die Existenz yon lira y(") folg~. 

D a s s e l b e  Resulf~t ergieb~ sich aber fiir beliebige Werthe  yon a, 
die der Ungleichung 

(4t) ] <= ~ < n 

ganttgen. Man kann dann setzen 

~ s-~- e,  0 _ ~ 0 < 1 ,  
wenn s eine der Zahlen 1, 2, . . .  n ~ 1 ist t  and die Gleiehung (40) 
ergiebt 

lira ~') -=-- asl lira z-e 

Da nun 1 - -  0 sine positive Zahl,  also x l -e  sine best~ndig mit x zu- 
nehmende Function ist ,  deren Ableitung nicht vsrschwindet,  so kann 
man im zwei~en Lemma setzen 

0 (~) -=  r  a ( x )  ~ ~ _ ~ , 

und erhiilt dann 

Ebenso indem man 

' ~ 1 ~ ,  er~iebt  sieh 

lira y(") .=, ~:-----6- (1--{~) tim U("-I) 

so kann man fortsehliessen, indem immer aueh die Existenz der neu 
anftretsnden Grenzwerthe dutch das zweite Lemma gesichert ist i 
sehliesslioh ergieb~ sich 

~/Cn) " ~  y(n-1) y(,,-s) , ~  
lira ~_~ ~ ( 1 - - ~ )  1.,, .---.----=~,_~ ( l - - Q )  ( 2 - -  0) lira ~ . . .  

(l--q) ( 2 - - 0 ) . - :  (n--Q) lira S' 

also mit Benutzung der Differen~ialgleichung (34) 

lira ,---~ ~(") == - -  a ( 1 . - - Q )  ( 2 - - ~ ) ,  �9 �9 ( n - - ~ )  lira ~_~._r �9 

Da nun rechts slle eingeklammer~en Faetoren positiv, sind ebenso wie a~ 
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so sind die Grenzwerthe rechts und links entgegengesetztea Zeichens~ 
die GrSssen, die gegen sie convergiren sind aber positiv; beides ist 
nur dadurch zu vereinigen, dass die Grenzwerthe ~ 0 sind. Man 
hat demnach 

yCn) 
lim == 0 

und, da ~ eine positive GrSsse ist ,  a fo r t io r i  

(42) lim y(~) = 0 

21. Ersetzt man jetzt die Voraussetzung (41) durch die engere 

(43) l < n < n  - - 1 ,  
so kann man in der Formel (40) annehmen r ~ a i dann convergirt 
tier Bruch y{'): x r-~ gegen Null fiir x ~ + or ,  und die Formel (40) 
ergiebt 

(44) lira yC~) ~ O, r ~ a .  

Nimmt man weiter an 

r < a, O <  a - - r ~ l ,  

so redueirt sich das Integral 

f x r-r dx 

entweder auf  lg x, oder auf eine Potenz yon x mit positivem gebrochenem 
Exponenten, convergirt also jedenfalls mit waohsenden Wer~hen yon x 
gegen den Grenzwerth + or,  wiihrend ihre Ableitung lmsitiv bleibt; 
man kann also im zwoiten Lemma setzen 

V (~) ~ V ('-'~, a(x) ==fx  ~ dx 

und erhiilt demgomgss 
yln) 

lira . . . .  lira Y("-t) �9 
x ~-~ f x  r -* d x 

Nun ergiebt sich aus der Formel (44) bei der Annahme (43) stets 

lim yr =~ 0 
also folgt 

und wegen der Formol (40) 

y(m 
lira ~ - -  0 

| i m y ( O ~ = 0 ,  O < ~ r ~ l .  

~d, der Annahme (43) hat man also 
lira y{r~ m 0 

sobald die Ungleivhung 
o - r K 1  

best~ht. 



22. Ganz anders gestal~et sioh die Untersuchtmg des Falles 
a- r > I. Dann ist x"-o+ ~ sine bei wachsenden Werthen yon x 
besi~dig abnehmende und gegen Null convergirende Function; ferner 
hat man nach Nr. 91 

lim y(~-l) ~ 0, 
y("} 

und der lira ~-~ ist nach Gleichung (40) bestimmt; man kann also 

im vierten Lemma setzen 

r (~) = y(~-., o(x) ----- x'-*+ ~ 

uncl erhMt dann die Olelch,,~gen 

9(,~1 . y(,,--1) 
lira {r-'~ + 1) ~ - ~  =" 1,m ~:,~..+~., 

Y!~). lira ~ ._ ,  =~ (r - -  # + 1) lira y(~-,) 

Wenn nun auch r -- , + 2 noch eine negative Zahl is~ und 

~ - - 2 > a - - l ,  
so hat man nach Nr. 21 

lira y(~-~) ~ O, ]ira ~-*+~ ~ 0 

und die letztere Function hat eine fiir grosse Werthe yon x negative 
Ablei~ng;  man kann also im vierten Lemma se~zen 

, (~)  = y~'-s), o (~)  = #~-~+' 
und erbiilt dann, da lira (V(~-t) : x,-*+ t) sine bestimmte GrSsse ist~ 

(~--I) 
Iim Y.  , a~r,-a+j I 

V(n- 2) 
V(") = ( r - - o + l )  ( r - - O +  2) lira ~,_. ,+,  �9 lira ~ . . ,  . 

In dieser Weise fortsehlie~sencl erhiilt man die allgemeine Formel 
y(~--k) 

(45) iirn ~ - "  vC') = ( r - - o + l )  ( r - - # + 9 ) . . . ( r - - f f + k ) l i r a  ~,_r 

mater den Bedingungen 

(46) ~ --/~ __>_ o - -  I, r - -  a + k < O, 

die fllr die Anwendbarkeit des vier~en Lemmas wesentlich sind. 
Wit  untorsuchen nun, bei welchem Werthe ~ die Bedingungen 

(46) zum letzten MM beide erfiillt sind. Setzt man,  unter s sine 
positive ganze Zahl verstekend, 

a = s + e ,  O < e <  1, 
so ist unter der Voraussetzung t~ > 0 die zweite Bedingung (46) 

r - - s + ] ~ - - ~  < 0  
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zum letzten Male erfitllt, worm 

r--s-i-k.~O, ~ s ~ r ~ / ~  t 

wenn aber 0 ~ O, so is t  sie zum letzten Male efftill~ ftlr den Wer~h 

Es fragt  sieh~ ob ffir diese Wer the  yon k die erste Bedingung (46) 
erfiillt ist. Dies fordert im Falle 0 ~ 0 die Ungleichung 

n - - s + r > s + ~ - I  
also, da links eine ganze Zahl steht, 

(47) n --  s + r > s - -  1; 

im FaDe q ~ .  0 erh~ir man 

(48) n - s + r + t > s  - t .  

Diese beiden Ungleiehungen bestelaen aber wirklieh fitr alle Werthe 
r~0, 1, 2~...~ wenn man vornussetzt~ was yon jetzt an geschehen sell 
(49) n _>_ 2 a; 

donn hieraus folgt ftir q :> 0 die Ungleiehung 

n > 2 s  + 2 ~ ,  n > 2 s ,  

womit die Formel (47) bewiesen ist;. im Falle 0 ' ~  0 abet ha~ man 

womi~ die Formel (48) gesiehert isk Dabei ist ftlr O :> 0 

und ftlr O ~ 0 

> a §  n--i,-l>a~ 
nach Nr. 21 hat m a r  also in boiden F i l l en  

(50) ]ira y(~-~-9 ~= 0. 

23. Die Formal (45) f ~  k ----- k I ergiebt nun  die Bestimmtheit  des 
Grenzwerthes 

lira V~'-~- ~-a+~ ; 

der E~ponent des Nenners ist hier zufolge den obigoa WenCheR ~ola 
k t entweder , : :  - -  1 eden - -  - -  0,~ je '  naehdem man h a t  O . ~ . ~  o@#r 
t~ > 0. Im ersten Falle ergiebt sich jetzt ~us dem zweiten L e ~ m ~  

lim ~_.~--~, ~ l ira ~--1 ~ ,  lira rg~ '- 

da die Function lg s offenbar die Eigenschaften .der in d ~  g~aalmtel~ 
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Lemma auRretenden Function ~(x) besitzt. Im Falle • > 0 hat 
man dagegen 

lira ~("-~') ----- lira y(--~l) ___ lira (1--~)y ("-k,-t) 
~r-e+& x - r  x t-Q 

ebenfalls auf Grund des zweiten Lemmas, da xt-r sine mi~ x unbegrenzt 
zunehmende Function ist. Mit BerQeksiehtigung der Gleichung (50) 
folgt in beiden Fgllen 

lira ~ 0 ax-o+~L 

also auf Grund der fiir k = k t genommeuen Formel (45) 

y("} == 
lira s O, 

odor mit~ Benutzung der ffir jeden Worth yon r giiltigen Formel (40) 

lira y(') ~ 0. 

Verbindet man hiermi~ das in Nr. 2[ formulirte Resultat, so sieht man, 
dass bei d ~  Ar~nahme (49) die/olgenden Gleiehur~gen be~teher~ 

lira y~.~ .=. Hm y("-~) . . . . .  lira y '  = lira y ~== 0. 

Bedenkt man nun, dass ~ach Nr. 19 jede der GrSssen y, y , . . .  y(" 
ftir grosse Werthe yon x ein constantes Vorzeichen besitzt, dass also 
die ersten ~ unter ihnen entweder bestlindig abuehmen odor bestiindig 
zunehmen mttssen bei wachsenden Werthen des Arguments, so sieht 
man leicht, dass f'flr grosse Wer~he yea x die GrSssen der Reihe 
y , : y ' , . . ,  y(~) abw~hselnd positiv und negativ "sein miissen. Denn 
nach Yoraussotzung ist die Function y ffir grosse Werflie yon x posi~iv, 
~ s s :  also ]~estiindig ~bnehm6zr~ ~ (ls.-sie gegen den Grenzwerth Null 
eonvergirr somit-.%t: y '  hogs*iT, mass also bestiindig zunehmend gegen 
~ i t  convorgirea"~, s. f. Be i  geraden Werthen der Z a h l n  muss die 
hSchste Ableitung y(") sich demnaeh als positiv erweisen, wiihrend sic 
ddch der Differentialgleichung (39) zufolge negativist .  Unter unsern 
WOraussetzungen hat also die Annahme, es existire sin nicht oscilla- 
r Integral der Differentialgleichung, auf einen Widerspruch 
gefUhrr Dieses Resulta~ kann in folgender Weiss formulirt werden, 
indem der auf den Fall �9 < 1 bezllgliche Theil ~les Theorems in Nr. 15 
reproduciz4:.wird. 

ls~ i ,  der D i f f e r m a a l g ~ n g  

V (") + v / ( z )  = o, 

die Function f(x) f ~  g~'osse Werthe yon x enrich und stetig und hat 
das _Product x~  (x) eine~t ~dlwhen ~osgixen arenzwerth far x ~ + ca, 
wobei die UngMchuny 
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 >2a > o 

bestehe, so is~ bei geraden Werthen der Zahl n jedes Integra~ der 
Differentialgleichung, wdches sammt seinen ersten n Ableitungen Fdr 
grosse Werthe yon x endlich und stetig ist, oscillatorischen Charakters, 
d. h. es verschwindet noch [iir positive Werthe des Arguments~ die, je& 
Grenze iibersteigen. 

Bei ungeraden Werthen yon n bestehen fii~, jedes nicht oscillatorische 
Integral y die Gleichungen 

lira y-----lira y ' ~ - , . ~ l i m  y(.)~O. 

Dor pa ~ ,  September 1892. 


