
Erwei terung  des A b e l ' s e h e n  Satzes yon dot Form der a lge -  
braiseh-logarithmiseh ausdrtiekbaren lntegrale  Jgebra i seher  

Funcgionen.  

Yon 

LEo K6sms~m~em~ in Wien. 

Im 3 re" tIefte des 90 re" Bandes voa C r e l l e ' s  Journal habe ich 
den Satz bewiesen, dass, wenn eine lineare nicht homogene Differcn- 
tialgleichung 

d m Z d m-1 Z 
(1) d~" + Y' ~,,-1 + "  + Y,,,-I c~, 

in welcher Yt, Y.2, �9 " " ~,*, Y~ algebraische Functionen yon x sind, ein 
algebraisehes Integral z~ besitzt, und die reducirte lineare Differential- 
gleichung 

dmz  d m - l z  
- -  -8u + Y,,,z = o 

besitzt entweder gar kein algebraisches Integral oder nur solehe, welche 
als rationale I~unctionen yon x, Y1, Y 2 , " "  Jt,~ dars~ellbar sind, so 
wird sigh das lntegral ~ stets rational dutch x, YI, Y~,""  Y,,, und 
Yl ausdrticken l a s s e n -  und ~hnliehe SStze fiir logarifllmische und 
algebraiseh-]ogarithmische Integrate. Ich beabsichtige in der vorliegen- 
den Notiz einige Bemerkungen hinzuzuftigen~ welehe den Zusammen- 
hang dieser Siitze rnit dem yon A b e l  aufgestellten Satze tiber die 
Form der algebrais ch-logari~hmisch ausdr tickbaren Integrale algebraisch cr 
Functionen f y d x  erliiutern sollen. 

Nehmen wit an~ dass die Gleichung (1) ein algebraisehes In~egrM 
~1 besitze, und sei dieses die LSsung einer irreductibeln algebraischen 
Gleichung 

(a) F(~,  z ,  L ,  Y.~, ""  Y~) = o, 
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deren Coefficienten rationale Funetionen yon x ,  Y l ,  Y 2 , ' ' '  •,, sind; 
da die einzetnen Glieder der linken Seite der Differentialgleichnng (1) 
als Ableitungen tier zl-Function sich mit Hinzuziehung der die GrSssen 
Y1, Y.z, ' ' "  ~,~ definirenden irreductibeln aigebraisehen Gleichungen 
als rationale Functionen yon z~ darstellen lassen~ deren Coefficienten 
wiederum rational aus x ,  Y~, Y ~ . , . . .  Y,~ zusammengesetzt sind~ so 
w i r d -  wie in der oben citirten Arbeit nachgewiesen w o r d e n -  nach- 
dem y~ in eine ganze rationale Function yon z~ mit rational aus den 
GrSssen ~, Yl, ~ , ' ' '  ~,, zusammengesetzten Coefficienten ver- 
wandelt ist, jedenfalls, wenn nicht umgekehrt anch z, als rationale 
Function yon x ,  Y I ,  Y2, " ' "  .Y,,~ und Y2 sich darstellen l~isst~ z I die 
LSsung einer irreductibeln Gleiehung sein, deren Coefficienten rational 
aus x ,  Y l ,  " " " Y,,, und yj zusammengesetzt sind, ngmlich des grSssten 
gemeb~samen Theilers zwischen der Gleiehung (1) und der in der an- 
gegebeueu Weise transformirten Differentialgleichung 

(4) 9~(z ,  .c, Y , ,  y : ,  . . . E , , ,  y , )  = o 

oder eines irreductibeln Factors desselben. Sei der Grad der irreduc- 
tibeln Gleichung (4) x und ihre L5sungen zj, z.~, - - �9 z~, so wird man 
in tier Differentialgleichung 

d m g~ d m - t  Z~ 

dx~,, + Y~ j ~ . ~ = l -  + �9 �9 �9 d -  Y. , z~  = y j ,  

in welcher die Ableitungen yon z~ durch die oben bezeichneten ratio- 
nalen Ausdr[icke in zl~ x,  Yj~ Y;, . . .  Y,, ersetzt sind~ durch ge- 
schlossene UmlSufe des x,  welche Y l ,  Y 2 , ' ' "  Y,~, Yl unver~ndert 
lassen~ z t in z~, z.~, . . .  z~ fiberf[ihren kSnnen~ und es werden 
daher aueh z2, z:~, �9 �9 �9 z~, wie unmittelbar ersichtlich, partieuliire alge- 
braische Integrale der Differentialgleichung (1) sein und somit auch 
die Summe' 

zj 4z z~ W . . . -4- z~. 
x 

Da diese Summe nun eine rationale Function yon x, Y1, Y.~,"" Y , ,  
und Yi i s t -  n~mtieh der x t~ Theil des negativen Coefficientea yon 
z~-1 in Gleichung ( 4 ) ~  so wird sich, wenn wir den Fall, dass dieser 
Coefficient eine Constante also :Y,~ ~ Cyt ist~ ausschliessen, indem dann 

1 
die Substitution z - -  E' = Z die Differentialgleichung (1) in eine lineare 

homogene verwandeln warde, der folgende Satz ergeben: 

W e n n  eine lineare Differentialgleichung (1) ein algebraisehes Inte-  
gral besitzt und dieses ist nicht sehon selbst so besehaffen, dass es rational 
in x ,  :Y~, Y2, " ' "  Y,,, und y~ ausdriickbar ist, so besitzt die 1)ifferen- 



/ials/l,'iehu++!l jcde++fidls nm'h +4++ amh'r+'s rtl+l+ brai.+, 1++',+ l+arlic+thTr++ IMrgral  
yon dieser ltcschaff'e+~heit. 

So wird z. B. die Differential,.,,h'ichung 

d -- : ;~ 
d . r  -}- 2++ - -  "2 

t 1 

das algeb,'aisehe In+egrat G ~ ' + ++ ", al ,o auth : . - -=  +r - . r  + 

tnld sonli|+ das ra[iulmle Inh,g-r;,l . : : + -  z, I :+. ., hal,~,,~. 
"2 

l{etrachten wit jetzt lo~arithmi.clw hth.~rale der i)iflerential- 
, t  "+ , ,  dPF F o r l l l  r, lelclHm,.. ( l ) yon 

z . . . .  [ i . g  v,  

worin A eine C O l l S [ a l l t e ~  ~" eillr algehrai~che F t l l l e ' [ i o l l  xo l l  .+' .',ein s-tl. 
so ist umnittelbar Mar, das,~ ]~],, ~ +:l sei.  me-s,  end dass v~it, de:l'ut, n 
?h sieh als ratitmah' Function yon :r, Y,,  Y,:, . .  Y., uml v dar- 
stvlleu liis~t, lst: v selb~t nich( ra t i .nal  (lurt,h a', 1" t, 1~;+~ - }'.+ 
end !h ausdriickbar, .,,~> wt+r,l+,ll ~p.~chh,s..,ene l+ml2ufe des .r, welche 
-} ' t ,  ] ' z ~  . .  +1",,,~ Yl u n v e r + ; . l ~ d e r |  l a s s t ,  n ,  ,',Smmiliehe X t V u r z e l n  t+l+ r , ,  " +iS+ 

viner tt'rcductil.~lu c.(Heit+lmng tnfl in ,c, F~, Y.+, ,-  �9 Y.+ trod !/I ratio- 
nalen Coeftieiehten liefern, untl di,' ent,,pr,'ehendetl l , 'mlttmnen .I log % 
werden wiederum particulih'e lntegrale th,r vorgelegt~'n Ififfermflial- 
gleiehung sein. Da aber dann aueh 

+4 { l , , g  r t -+ log ~,~ -{ . . . .  t- h,g +'.~ t 1 .... v ~ , , , . . ,  v ,  
x x v.~ + 

ebenfall., ein inh,~ral und c I+', . . .  c. eim, t,t r, YI, Y.+, "+" Y-, 
end !fl ratimml ausdriiekbare Function s ++t, lche olt'enbar nicht  con- 
s tan t  sein kam, ,  so folg+: 

~Vt"nn eine lbware Di~'ere+~tialgleichun9 (1) ei~+ log, rilhmis,+hes 
}~degrtd vo~+ +h~r Form A log v hat +cr +I e,,+,. ('on.+tm~te +,+d +, ein,, 
r162 l"mtr'tio~ br'dr so f~esit+.l di+.s+lhc r ein Inlt'gral t'ou 

der I 'brm A lo 9 V, worin x einc positi+'e 9a~ze Zah! u~ul V ratirm,d 
x 

in ,c~ Y t ,  )'2, " ' "  L,,  nnd Vt r i.st. 
Es bedarf kelt,er weiteren Au~ftihrtmg, d+tss, wenn die [fiit'~+r,,lt- 

fialgleiehung (1) dutch ein ellipti+.,elu.s Integral  befrwdigt wivd, dermt 
obere Grenze eine algebraisehe Ftmt'tmn v.t~ x i.d, vermSgu des 
Addit~,mstheorems der elliptischen lnl~rah, ,..ieh et.+nm~ erweisen l~i.,,st, 
da..,s dann immer noeh em imrticulkres Integral existirt~ dessert obere 
(h-enze sowie die zugehSrige IrraLi~malitiit ratiotmt aus x, Y~, Y . ~ , . . .  Y,,, 
und y~ zusammengesetzt  sind uud i;.hnlieh, wenn A b e l ' s c h e  Integrale 
tier Differentialgleiehung genfigen,  wobei nut <he Coeificienten d~,r 
dureh das Gesehleeht des Integrale~ bestimmten algebraischen l;le~chung 
an die Ste l le  der frtiheren oberen ln tegra lgrenzen  treten. 
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Diese Siitze" verbunden mit den in der oben citirten Arbeit auf- 
gestellten Bedingungen dafiir, dass, wenn die Differentlatgleichung (1) 
ilberhaupt ein algebraisches oder logarithmisches Integral hat, diese 
algebraisehe Function oder der Logarithmand s te ts  rationale Functionen 
yon x ,  YI, Y2, "'" Ym und Yi sein miissen, geben die Erweiterun~g 
der yon Abel  gegebenen Siltze fiber die Form des auf niedere Func- 
tionsgattungen reducirbaren Integrales J ydx. 

W i e n ,  den 12. December 1880. 


