Erweiterung des Abel’schen Satzes von der Form der alge-
braisch-logarithmisch ausdriickbaren Integrale algebraischer
Funetionen.

Von

Leo KoéniasBErGER in Wien.

Im 3tn Hefte des 90tn Bandes von Crelle’s Journal habe ich
den Satz bewiesen, dass, wenn eine lineare nicht homogene Differen-
tialgleichung
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in welcher Y|, Y,, - .- ¥, ¥, algebraische Functionen von x sind, ein
algebraisches Integral 2, besitzt, und die veducirte lineare Differential-
gleichung

) S ¥, T h b Yt 5 Fuz =0

da ! d =

besitzt entweder gar kein algebraisches Integral oder nur solche, welche
als rationale Functionen von z, Y,, X,,- .- ¥, darstellbar sind, so
wird sich das Integral z, stets rational durch z, Y, ¥,,. - ¥, und
y, ausdriicken lassen — und #hnliche Sitze fiir logarithmische und
algebraisch-logarithmische Integrale. Ich beabsichtige in der vorliegen-
den Notiz einige Bemerkungen hinzuzufiigen, welche den Zusammen-
hang dieser Sitze mit dem von Abel aufgestellten Satze tber die
Form der algebraisch-logarithmiseh ausdrtickbaren Integralealgebraischer
Funetionen fyda erliutern sollen.

Nehmen wir an, dass die Gleichung (1) ein algebraisches Integral
2, besitze, und sei dieses die Losung einer irreductibeln algebraischen
Gleichung
(3) F(Z,.’E, Yl: Y‘),) U Ym)=0;
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deren Coefficienten rationale Functionen von z, Y,, Y,, -+ . Y, sind;
da die einzelnen Glieder der linken Seite der Differentialgleichung (1)
als Ableitungen der z,-Function sich mit Hinzuziehung der die Grdssen
Y,, Y,,  -- Y, definirenden irreductibeln algebraischen Gleichungen
als rationale Funectionen von #, darstellen lassen, deren Coefficienten
wiederum rational auws z, Y,, Y,, --- ¥, zusammengesetzt sind, so
wird — wie in der oben citirten Arbeit nachgewiesen worden — nach-
dem y, in eine ganze rationale Function von 2, mit rational aus den
Grossen 2, Y, Y,, - .- Y,, zusammengesetzten Coefficienten ver-
wandelt ist, jedenfalls, wenn nicht umgekehrt auch 2z, als rationale
Funetion von z, ¥,, Y,, .- Y, und y, sich darstellen lisst, 2, die
Losung einer irreductibeln Gleichung sein, deren Coefficienten rational
aus %, ¥, - - Y, und y, zusammengesetzt sind, ndmlich des grossten
gemeinsamen Theilers zwischen der Gleichung (1) und der in der an-
gegebenen Weise transformirien Differentialgleichung ‘
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oder eines irreductibeln Factors desselben. Sei der Grad der irreduc-
tibeln Gleichung (4) » und ihre Losungen ¢, #,, - - - 2, so wird man
in der Differentialgleichung
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in welcher die Ableifungen von 2, durch die oben bezeichneten ratio-
nalen Ausdriicke in 2,, z, Y|, Y¥,, --- Y, ersetzt sind, durch ge-
schlogsene Umliiufe des z, welche Y, Y,, - -- Y,, ¥, unverindert
lussen, g, in 2,, 2, - - 2, iberfikren konnen, und es werden
daher auch ¢,, ¢,, - - - 2,, wie unmittelbar ersichtlich, particulire alge-
braische Integrale der Differentialgleichung (1) sein und somit auch
die Summe*
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Da diese Summe nun eine rationale Function von z, ¥,, ¥,,--- ¥,
und y, ist — némlich der x'® Theil des negativen Coefficienten von
#*~1 in Gleichung (4) — so wird sich, wenn wir den Fall, dass dieser
Coefficient eine Constante also Y,, = Cy, ist, ausschliessen, indem dann

die Substitution & — %, == Z die Differentialgleichung (1) in eine lineare

homogene verwandeln wiirde, der folgende Satz ergeben:

Wenn eine lineare Differentialgleichung (1) ein algebraisches Inte-
gral besitzt und dieses ist nicht schon selbst so beschaffen, dass es rational
mx, Y, ¥, - Y, und y, ausdriickbar ist, so besitzt dic Differen-
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tealgleichung jedenfalls nock cin anderes algchraisehes particuliires Integral
von dieser Deschaffenheit.
So wird z. B, die Differentialgleichung

dz 4 z 3
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1 ]
das algebraische Integral z =+ 4+ 4 ¢, alo awh 2 5=0 -0 ¢
und somit das rationule Integral 2, =2 7 b + haben.

M

Betrachten wir jetst louarvithmische Intewrale  der Difterential-
gleichung (13 von der Form

== low oy,

worin . eine Constante, v eine algebraische Function von . sein soll,
so ist unmittelbar hlar, dass Y, == ) sein muss, und dass wiederum
¥, sich als rationale Function von =, Y., ¥,, .- Y. und » dar
stellen Hisst. Ist ¢ selbst nicht rational dweeh w0, Y, Y,, - - Y.
und y, ausdriichbar, so werden geschilossene Umliate des o, welche
Y, Y, -« Y.,y unveriindert lassen, simmttiche Wurzeln ¢y, r,,-+ v,
einer wreductibeln o-Gleichung out inw, ¥, Y, -+ Y, und y, ratio-
nalen Coefficienten lieferu, und die entsprechenden Functionen U1 fog v,
werden wiederum particuliive Integrale der vorgelegten Differential-
gleichung sein.  Da aber dann auch
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ehenfalls ein Integral und e, - o v, elne o v, YV, ¥, ~0 Y,
und y, rational ausdriickbare Fauetion 1st, welehe olfenbar nicht con-
stant sein kaun, so folgt:

Wenn eine lineare Differentialgleichung (1) ein logurithmisches
Integral von der Form A log v hat worin .1 vine Constante wnd v cine
alycbraische Function bedeutet, so besit:l dieselhe auch ein Inteyral von

’ A . . - .
der Form L, log V. worin % einc positive ganze Zahl und 'V rational

in e, Y, Y, - Y. und g, aisdiichbay ist.

Es bedarf keiner weiteren Ausfithrung, duss, wenn die Differen-
tialgleichung (1) durch ein elliptisches Integral befriedigl wivd, deren
obere Grenze cine algebraische Function von o ist, vermbge des
Additionstheorems der elliptischen Integrale sich ebenso erweisen liisst,
dass dann immer noch emn particuliires Tntegral existirt, dessen obere
Girenze sowie die zugehirige Irrationalitiit rational wus o, Y¥,, Y,,--- ¥,
und ¥, zusammengesetzt sind und fhulich, wenn Abel’sche Integrale
der Differentialgleichung geniigen, wobel nur die Coelficienten der
durch das Geschlecht des Integrales bestimmtien algebraischen tHeichung
an die Stelle der friiheren oberen Integralgrenzen treten.
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Diese Sitze: verbunden mit den in der oben citirten Arbeit auf-
gestellten Bedingungen dafiir, dass, wenn die Differentialgleichung (1)
ilberhaupt ein algebraisches oder logarithmisches Integral hat, diese
algebraische Function oder der Logarithmand stets rationale Functionen
vonz, ¥,, Y¥,, .-+ ¥, und y, sein miissen, geben die Erweiteru
der von Abel gegebenen Satze iiber die Form des auf niedere Func-
tionsgattungen reducirbaren Integrales [ydz.

Wien, den 12, December 1880.




