
Ueber einen das System zweier Fli~chen 2. Grades betreffenden 
Satz und einen damit verbundenen Strahleneomplex 2. Grades. 

Von 

FRIEDRICH SCHUR in Leipzig. 

In den folgenden Zeilen will ich auf den naehstehenden Satz*), 
den ich in meiner Habilitationsschrif~ bewiesen habe, zuriickkommen: 

I. .Enth~lt die erste Erzeugung [g] einer Flgiche 2. Grades G ~ ein 
Tripel einander conjugirter Strahlen in Bezug auf eine 2'l~iche 2. Grades 
.F 2, so enth~ilt sowohl diese Erzeugung [g] als die zweite Erzeugung [g'] 
yon G 2 eine einfach unendliche Schaar solcher TripeS. 

Es soll n~imlich zun~chst meine Aufgabe sein, die simu]tane In- 
variante aufzustellen, deren Verschwinden die in dem Satze ausge- 
sproehene besondere Eigenschafg der beiden Fl~ichen 2. Grades aus- 
driickt. Da sich dieselbe als rational in den Coefficienten dieser er- 
weist, so wird die Forderung entstehen, die dutch das Versehwinden 
der Invariante ausgedriiekte besondere Eigenschaft der beiden Fl~chen 
2. Grades auch in rationaler Form auszusprechen, also aueh in einer 
mit stets reellen Elementen operirenden Form. Dies gelang durch die 
Untersuchung desjenigen Strahlencomplexes 2." Grades, weleher yon den 
die beiden Fl~chen in harmonisch getrennten Punktepaaren treffenden 
Geraden gebildet wird. Dieser Complex liisst sich bekanntlieh als 
Summe der sechs Quadrate der gewShnlichen Liniencoordinaten dar- 
stellen, und seine Singularit~itenfliiche kann die projective Verallge- 
meinerung der F r e sne l ' s chen  Wellenfl~iche genannt werden**). ]~ie 
Strahlen des Complexes treffen aber noch eine einfache Unendlichkeit 
yon je zwei Fliichen 2. Grades in harmonisch getrennten Punktepaaren. 
Die Fl~ichen dieser Schaar gehSren nun zweitens auch so zu je zweien 
zusammen, dass die Tangentialebenenpaare derselben, welche yon 
jedem Strahle des Complexes ausgehen, harmoniseh getrennt sind. So 
gehSren also zu jeder Fl~iche G 2 dieser Sehaar zwei andere: die e i n e / w  

*) S. Math. Ann. Bd. XVIII, p. 9, 10. 
**) S. Painvin, Bulletin des sciences math. Bd. 2, p. 368 fro 



516 F. SenuR. 

wird yon jedem Strahle des Cofiaplexes in zwei ffir G 2 eonjugirten 
Punkten geschnitten, und die andere H 2 sehick~ dureh jeden Strahl 
des Complexes zwei ffir G 2 conjugirte Tangen~ialebenen. Sueht man 
zu dieser H 2 wleder diejenige Fl~che der Sehaar, welchc yon jedem 
S~rahle des Complexes in zwei ffir H 2 eonjugir~en Punkten gesehnitten 
wird, u. s. f., so fr~gt es sieh, ob dieser Process sieh einmal sehliessen, 
ob man also wieder zu F z zur~ckkommen kann? Es zeig~ sich nnn, 
dass fiir das Fl:,ichensystem, welches die im Satze ausgesproehene 
Eigenschaft besitzt, dieser ~rocess sich ste~s nach sechsmaliger Wieder- 
holung schliesst. Hiermit w~ire also die gesuchte rationale :Eigenthiim- 
liehkeit unseres Fliichensystems gefunden; freilieh l~isst sich dieselbe 
nicht so kurz ausdrfieken wle die im Satz gegebene. 

Es ist klar, dass unser Complex die Geraden jeder Fl~che unserer 
Sehaar enthalten muss, er also ein Strahlencomplex 2. Grades is~, 
welcher beide Erzeugungen einer Fl~iche 2. Grades enth~lt. Ich stellte 
mir desshalb die Frage,  ob es unter den vierfach unendlich vielen 
geradlinigen Erzeugungen einer FIKche 2. Grades, welche in e~nem 
jeden Strahlencomplexe 2. Grades enthalten sind*), stets" zusammen- 
gehSrige Paare derselben F]Kche giebt, und bin zu dem Resultat ge- 
kommen, dass der Ort derjenigen Strahlen, welche zwei _h-Tiichen 2. Grades 
in harmonisch getrennten _Punctepaaren schneiden, der ~inzige Strahlen. 
complex 2. Grades ist, wdcher beide geradlinigen P~rzeugungen einer 
2'liiche 2. Grades enthiilt. Ausgenommen is~ nur der aus zwei in In- 
volution liegenden linearen Complexen, yon denen keiner speeiell ist, 
bestehende Complex 2. Grades. Voraussehicken will ich der Voll- 
s~ndigkeit  halber den etwas modificir~en geometrisehen Beweis des 
Sat.zes I. 

w  

Sind gl, g~, ga drei einander ftir die Fliiche x w~ conju~rte Geraden 
der Erzeug'uug ~q] yon G -~, so treffen ihre reciproken Polaren cj ~ ~ c 3 
die Geraden g~ und ga, ga und gl, gi und g~ resp. Nennen wir daher 
C 2 die reciproke Polare yon G ~ und c 4 die gemeinsame Curve yon G ~- 
u~it C z, so haben wit ein der c 4 eingesehriebenes Sechseck, dessen 
Seiten abweehselnd der Erzeugung ~q] yon G ~" und [e] yon C 2 an- 
gehSren. Daraus folg~ aber ers~ens, dass es eine eimeach unendliche 
Schaar solcher Sechsecke giebt, und zweitens, dass die Verbindungs- 
linien gegeniiberliegender Eckpunkte derselben ebenfalls die Erzeugung 
einer Fl~ehe 2. Grades /)2 bilden**). Ordnet man nun weiter jedem 

*) S. racine geom. Unters. fiber Sfa'ahlencomplexe 2. Grades, math. Ann. 
Bd. XV, p. 453 u. 456. 

**) S. racine Abh[ fiber eine bes. Classe yon Fliiehen 4. O. math. Ann. 
Bd. XX, p. 264, 265. 
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Punkte yon c ~, in welchem sich die Erzeugenden gl mid ck yon [g] 
und [c] schneiden, den Schnittpunkt ihrer reciproken Polaren c~ und 
gk zu, so bilden die Verbindungslinien der so zugeordneten Punkte 
ebenfalls die Erzeugung einer Fl~che 2. Grades. Denn projieirt man 
die gauze Figur yon einem Punkte S der c 4 auf dessen Polarebene 
fiir F 2, so projiciren sick gl und c,  gk und ck in zwei Paare fiir den 
Kegelschnitt (a, F 2) conjugirter Strahlen. Hieraus folgt leicht, nach 
dem bekannten Satze yon H e s s e, dass die Projection jeder Verbindungs- 
linie stets darch den Pol der festen Geraden geht, welche die Schnitt- 
punkte yon a mit den Geraden der andern Erzeugungen g' und c' 
durch S verbindet. Es schneiden folglich unsere Verbindungslinien 
s~mmtlich eine durch den be~iebigen Punkt S yon c 4 gehende Gerade,- 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. Diese Fliiche muss nhn mit 
D ~ identisch sein, da sie mit ihr die Geraden [(gl, c2), (ct, g2)] 
[(c~, g3), (g~, c3)], [(g.~ ci), (c~, gl)] gemein hat. Hieraus folgt, dass 
je zwei gegentiberliegende Seiten jener Seehseeke reciproke Polaren 
f~ir F :  sind, womit der erste Theil unseres Satzes bewiesen ist. 

Man zeigt aber zweitens leicht~ dass die Geraden der Erzeugung 
[g'] yon G ~, welche .dutch die Punkte (gl, ca) (g~., ct), (g3, c2) gehe~J, 
ebenfalls drei einander in Bezug auf F 2 conjugirte Strahlen sind. 
Denn ist g(  die Erzeugende dutch (gl, ca), so muss ihre reciproke 
Polare c( in der Ebene [cl, g3] liegen, also die in derselben Ebene 
liegende Gerade g~' dutch (g~, ct) treffen; da ferner g(  in der Ebene 
[ca, g2] liegt, so geht c( durch den Punkt (g3, c2), also trifft c t' auch 
die g.~" durch (g3, c2) u. s. w. Hiermit ist also auch der zweite Theil 
des Satzes bewiesen. 

Da zwei Fliichen F ~ und G: immer als reciproke Polaren yon 
einander far eine dritte Fl~iche 2. Grades angesehen werden kSnnen, 
so enthalten auch beide Erzeugungen yon F 2 einfach unendlich viel 
Tripel yon Strahlen, welche einander fiir G ~ conjugirt sind. 

w  

Um nun die analytische Bedingung dafiir za finden, dass die auf 
ihr gemeinsames sich selbst eonjugirtes Tetraeder bezogenen Fl~ichen 
2. Grades: 

(A)  a t x t  2 --[- a2x2 2 - ~  aaz3 ~ --{- a4x4 2 ~ 0 

und: 

(B) b l x t  2 + b2x2 ~ + bax3 2 + b4x4 ~ = 0 

die im Satze ausgesproehene Eigenschaft besitzen~ suehen wir zuniichst 
nach" einem analytischen Ausdrueke ffir die Geraden der Fl~iehe (A). 
Wit erhalten densetben~ wenn wir setzen~ 
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(1) ! 
w e n n :  

(2) + + o, 

p ~  ~ /~ ~/a~--~,  

wo das obere Zeichen f(ir die Geradea der" einen, das nntere fiir die 
Geraden der anderea Erzeugung gil~. In der That hat die reciproke 
Polare der Geraden ~ iu Bezug auf die Fli~che (A) die C~ordinaten: 

(3) 0 ~ ~ as a~ qi~, 
sodass die Oeraden (t) die die Geraden der Fl~be auszeichnende gigen- 
schaft haben, sich selbst reciprok polar ~u sein*). Dass fiir das obere 
Zeichen die Oeraden der einen Sebaar, dagegen ftir das untere die 
Oeraden der undern Schaar resnltiren~ folg~ leieht daraus, dass fiir je 
zwei solche Geraden die Bedingung des Schneidens erfiillt ist. 

Solten nun die Erzeugenden: 

(p) ~, ;t, ~; 
x', 

s p  . (#')  ~", ~ , ~"~ 

einer Sehaar yon (A) eLuander flu" (B) conjugir~ sein, so muss sein: 
4 

, 

(4) ~bkpi~.P~k ----- O, etc., 
i, 

welches die Bedingungen dafiir sind, dass die reciproke Polare yon T 
t~.r (B) die Geraden # und #'~ etc. schneideL Diese Gleicbungen 
gehen nun durch Substitution der Werthe yon pi~, 10[~,/o~ aus (1) 
fiber in: 

(5) uu'(ala~bab 4 ..~ aaa4blb2) .-~ Zh'(ala~b2b 4 -{- a~a4blb3) 
.-[- 9"~'(ala4b2b 3 -.[-- a~aablb4) ~-- O, etc. 

Stell~ man diese Bedingung mi~ tier foIgenden: 

zusammen, so sieht man, class die Form u ~ - ] - P - ~ - 9  ~ zur Form: 

u:(a~a~bab4 W aaa~b~b~) "]- ~.~(a~ aab~b 4 -]- a~a4b~b ~) 
-{- 9~(a~a~b~b3 -~ a~a~b~b4) 

eonjugLit ist, d. h. es muss sein: 

(a~a~bab 4 --{- aaa4b , b~) (a~aab~b ~ --~ a~a4b~ba) 
"-~ (a~a~bab4 + aaa4btb~) (a~a~b~ba -I- a2aab~b4) 
--{- (a~aab, b~ + a, a4b~ba) (a,a,b~ba -]- a, asb~b4) ~ O. 

*) Beztiglieh tier Bezeichnuag-vergl. m ~  etwa Salm'on-Fiedler'~ R~um- 
geometrie 3. Aufl., I. Bd., Art. ~1; 
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Setzt man: 
a 1 a 2 a 3 a 4 ~ A , 

b I b 2 b 3 b 4 ~ A', 

a2a3a4b I -}-- aaa4alb 2 .-}- a~a I a2b a --[- ala2a3b4 ---~ O,  

b26364 a 1 --[- bab4b j a 2 .-{- b4bjb ~ a 3 --}- blb2baa 4 --~ 0', 

welches bekanntlich Coefficienten der Discriminante yon A ~ v B  sind, 
so findei man, dass diese Gleichung tibergeht in: 

(I) OO' --  4 A A '  ~ 0. 

Die simultane Invariante, deren Verschwinden die im Satze aus- 
gedriickte Beziehufig der Fliichen (A) und (B) anzeigt, erseheint also 
in rationaler Form, d. h. jene Beziehung gilt gleichmilssig fiir beide 
Erzeugungen der Fl~ehe (A) und zudem auch ebenso fiir beide Er- 
zeugungen yon (B.) in Bezug auf (A); denn jene lnvariante ist sym- 
metriseh in den Coefficienten beider Fliiehen. Es entsteht desshalb 
die Frage nach einer geometrischen Eigenschaf~ dieser beiden Fliiehen, 
welche unabh~ngig yon der Realitii~ jene;: Erzeugungen ist. Nun fiihrt 
die symmetrisehe Form der Invariante sofor~ auf den Complex der- 
jenigen Geraden, welche die Fliichen (h) und (B) in harmonisch ge- 
trennten Punktepaaren sehneiden. Die Gleichung desselben ist be- 
kannflich: 

(6) ~ Aikio~I ~ 0, 

w o  .* 

(7) Aik ~ a~ b~ A- ak bo 

und unsere Invariante l~ss~ sich zunliehst dutch diese Aik ausdriieken. 
In der That ist: 

A12A34 ~ ai aab2b 4 -}- a2a4bi b 3 -Jr- ata4b2b 3 .-{- a2a3bl b4, 

A ~ 3 A 4 ~  a~a~bab4 --}- a3aabib~ --}-- aia4b~b 3 ~ a2aabib4, 

A~4A2, ~ ~ aia~bab 4 ~ a,aa4b~b.~ -3 V a~aab~b 4 -}- a2a4btb3; 

folglieh wird: 

1 
al a2 b3 b 4 -~ aa a4 bl b~ ~ ~- 

1 
ata3b2b 4 2r a2a4blb 3 .~- -~ 

1 
a I a 4 b 2 b~ + a 2 a a b I b 4 --- --ff 

also wird: 

0 0 '  --  4AA'---~ 1 
4 

( - -  A|2A84 ~ AiaA42 --~ AI4A2a), 

( Ai2A34 - -  A13A42 --[- A14A23), 

( A12A34 -31- ~J-la A42 - -  AI4A2a), 

2 2 2 2 2 fl - -  - -  {Al~A3, + AlaA~ + A14A,a 

-- 2At2 A~ 4A13 A a2-  2 Aj2 A34At, A,3 --  2AlaA42A uA23}. 
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Wit sehen hieraus vor Allem, dass alle Fl~chenpaare, welehe in 
derselben Weise zu demselben Complexe ffihren, ebenfalls die im Satze 
ausgesprochene oder die noch zu findende Eigenthiim]iehkeit besitzen. 
Wit  wollen daher zun~chs~ alle diese Fl~chenpaare bestimmen. 

w  

Es ist also die Aufgabe zu 15sen, alle at and bk zu finden, welehe 
den Gleichungen : 

(1) albk + a~bl = A ,~  

geniigen, wenn die A~k gegeben sin& Nun sieht man zunKehst, dass, 
wenn aueh die at gegeben, die m. eindeutig gefunden werden kSnnen. 
Denn wir kSnnen dann etwa zuerst b~., b3, b 4 aus.dem Gleiehungs- 
system : 

b,2 a~ -l- b3 a~_ ~ A~3 , 

(2) ~ b.) a 4 -{- b t a. 2 = A4~, 

�9 b 3a 4 + b 4 %  = A ~ ,  

berechnen, dessert Determinante : - -  2 a S a 3 a 4 als nieht versehwindend 
angenommen werde, und erhalten dann bj aus einer der iibrigen 
3 Gleiehungen. VerschwindeL die Determinante, also etwa a4, so kann 
man b t ~ b2, b 3 aus einem analogen Gleiehungssystem berechnen, dessert 
Determinante bei allgemeiner Annahme der Ai~ nicht wieder ver- 
schwinden kann, well sonst noch etwa as, also auch Aaa verschwinden 
miisste. Es wird also Alles darauf ankommen, die al so zu w~hlen, 
dass dutch die aus (2) resultirenden Werthe yon b2, ba, b 4 aus den 
drei iibrigen Gleichungen sich derselbe Werth yon b t ergebe. Dies 
unsymmetrisehe. Verfahren zur Best[mmung der al ersetzen wit dureh 

Offenbar ist: 

ata~A3~ -+- a3a ,  At~  " ~ O, und, 

a t ae  - a 3 a 4 ~ A ,  

folgendes. 

(3) 

also : 

woraus folgt: 

(4) 
also: 

at e a22Aa, - -  a t a 2 0 ~ - -  At~ " A~ 

2 a l a  ~ -~_ 0 + 1 /~ - - -  aAt~A34A 
Ast  

(5) 2 a~ a4 ---- a , ,  

Oanz analoge Ausdrfieke erh~l~ man ffir die 4 fibrigen Producte 
der ai und dureh diese sind ja  die Verh~iltnisse der al eindeutig be- 
stimmt. Man sight ,  wie zu jedem Werthepaar yon 0 und A acht 
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Werthsysteme der at geh5ren. Wir haben also' die a~ als Functionen 
der beiden Parameter (9 und A dargestellt. Diese beiden Parameter 
sind jedoeh nur seheinbar zwei. Setzen wit niimlieh: 

A ~ G2~2, 
so wird: 

2ala 2 = ~0 (1 +__//i - -  4a2A;-~4) ,  u. s. w. 

Es sind folglich die Verh~ltnisse der a~ durch den einen Para- 
meter a dargestellt, sodass es einfach unendlich viel Eliichenpaare giebt, 
die denselben Strahlencomrlex als Oft derjenigen Geraden liefern, welehe 
die Fliichen jedes Paares in harmonisch getrennten I~unktepaaren 
schneiden. Dieser Parameter a oder vielmehr der reciproke Werth 
desselben hat eine bemerkenswerthe geometrische Bedeutung. Jeder 
der Tangentialcomplexe ether Geraden q yon (A) fiir den Complex 
2. Grades hat niimlich mit demselben ein Strahlensystem 2. Grades 
gemein, welches einfach unendlich viel Erzeugungen yon Fl~chen 
2. Grades durch q schiekt, und fiir je einen dieser Tangentialcomplexe 
muss auch je eine Erzeugung yon (A) unter denselben seth.*) Nun 
haben alle Tangentialcomplexe von ~ die Gleichung: 

1 
2 P i ~  ql.~ ~ O~ (6) 2 A ~ p n  qik - -  ~ 

wo i, k, l, m irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4 is|. Nun is| 
nach w 2, (1) : 

q12 ~ ~tl //aa a4, qa4 ~ Jtt V ~  a~, etc. 

Sollen also alle Geraden: 

p,2 : ~t Vaa a4, P34 : ~ Va-~l a2, etc. 

in dem Polarcomplexe (6) liegen, so muss sein: 

~'~,| (A~2a3a4 + A34al a2) "~- I*ltt (Ala a2a4 -[- A42at a3) 

-+ i, ttt(A(4a2a3 -~- A23ata4) - -  v V ~  ~,g;t| 4- l*~t + vvt) ~ O, 
folglich is| nach G1. (3): 

O 1 

. 

Wir sehen also beililufig, dass in jedem Systeme zusammengehSriger 
Grundfl~ichen unseres Complexes 8 Fl~ichen unserer Schaar vorkommen. 

Jede dieser Fl~ichen kann aber auch angesehen werden als eine 
solehe, welche mit einer andern der Schaar den Complex als Or| der- 
jenigen Geraden erzeugt, yon denen aus zwei harmonisch getrennte 
Tangentialebenenpaare an jene beiden Fl~ehen gehen. Sind niimlieh: 

*) Vergl. die Anm. pag. 516. 
M a t h e m a t i s o h e  A n n a | e n ,  X X I .  
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und: 

71u22 + 72u22 -]-- 7~u~ 2 -]-- 7~ ~ ~ 0 

die Gleichungen dieser beiden Fl~chen in Ebeneneoordinaten, so isg ja: 

1 

a i 

sodass wir die Gleiehungen haben: 

~2 ~ ~ =~ A~ 4 ~_~ ~ ~_~4 ~__ A~, etc. 
a t  az  Y a 4 a s  

woraus fol~:  
As~ ql-  At~ = O ! r  

a n a 4 a~ tt~ 
w o "  

01 ~ a~_ a 3 a 4 71 ~ -  % a4 a172 -}- a4 al % 73 -{- at a2 a~ 74- 

Setzen wir also: 
01 ~ ~-,  

so geh~ diese Gleiehuug in die ers~e der Gleiehungen (3) tiber, sodass 
sich in der That aus diesen und den analogen dieselb~n Werthe ffir 
die a~ ergeben. Dieser Sehluss erleidet nur dann eine Ausnahme; 
wean A versehwindet, wovon man sieh aueh leieht auf geometrischem 
Wege iiberzeugt. 

w  

Zu der in tier Einleitung erwiihnten Eigensehaft unserer Fl~iehen- 
schaar kommen wir nun auf folgendem Wege. Die beiden Fl~chen 
(A) und (B) schneiden sieh offenbar in einer Curve 4. Ordnung c 4, 
welehe auf der Singulari~tenfliiehe des Complexes liegt. Dena die 
Tangenten in jedem Sehnittpunkte beider Fl~hen an diese gehiiren 
dem Complexe an. 

Es schneider folglich z. B. (A') die SingularitKtenfl~iehe noch in 
einer zweiCen Carve 4. Ordnung, welche die Sehnitteurve yon (A) mit 
der reeiproken Polare yon (A) far (B) ist, niimlich mit tier Fliiche: 

bl 2 b~ ~ 2 bs 2 b4 ~ 0 .  
~'-V ~ + -&-- x~ + ~ x~ ~ A- W x~ ~- 

In der That sehneide~ die Polarebene jedes Punk~es dieser Carve far 
(B) die F1Kehe (A) in zwei geraden Linien, welehe mi~ diesem Punkte 
verbunden das Ebenenpaar liefern', in welches der Complexkegel 
degenerir~. Nun geht dureh diese Curve, wie wir bereits in w I ge- 
sehen haben, eine F1Kehe unserer Sehaar, dor~ /)~" genannt. Sind in 
der That c~ ihre Coeffieienten~ so mfiss~e sein: 
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c~ ~ ai + Z bi~ 
a i 

ferner aber : 

(1) A12c3c 4 + A ~ c t c  2 ~ A1.~c~c 4 + A42cic a --~ A~4c2c ~ + A2aclc4. 

Da nun diese Gleichungen jedenfalls fiir ). ~ 0 befriedigt werden~ so 
sieht man,  dass, wenn iiberhaupt eins, es nur noch ein zweites Z 
geben kann~ welches diesen Gleichungen geniigt. Man kann sich nun 
iiberzeugen ~ dass: 

O 
O' 

die Gleichung (1) befriedigt. Dann wird n~imlich: 

at  ~ O' + bt 2 0 Al~ Ats "414 
C1 ~ a tO' ~ a I O" " 

Folglich wird : 
A ( A,, -~,, ) 

A12C3C4 -~  A34clc2 "~ O" \ a s a  4 -~  ala~." 

w o  ,* 

At2'Ala A u A34 A42 A23 --~ A 

gesetzt ist. Es wird folglich: 

Aj2cac 4 + A34clc 2 ~ A .  0 A . O ' ~  

also sind in der Tha~ die Gleichungen (1) erflill~. 
Nun gehSr~ zur Fl~che (C) eine Fl~che (D), welche mi~ ihr den 

Comp,]ex erzeugL Man sieht, dass man den Gleichungen: 

A~k ---- c~ dk + d~ck 
genfigt durch" 

O' AI~ Ats At4 (at 0 - -  2 bt A) 
dt ~--- ~ A at ~ 

Denn dann wird z. B.: 

( + )) c~ d~ +c~ d~ -~ ~A~ ~,~- - -  

A,, (0 - -  a3a4A~)  -~ A ~ .  
2 As, a t a~ 

Offenbar schneide~ diese Fl~che wiederum die Singularitiitenfl~che 
in einer zweiten Curve 4. Ordnung~ dutch welche die Fl~iche (H) 
der Sehaar: 

ai2 
, ( n )  q h , : =  a i O - - 2 b ~ &  

geht,  wo ~ ein Propertionalitatsfactor. 
Andrerseits gehSrt nun auch zur Fliiche (B) eine Flilche der Sehaar: 

Al~ At, Aj4. 
el ~ b t O �9 ~ 
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welche sie in einer Curve 4. 0rdnung schneider, die auf der Singu- 
lari~t~nfl~che liegt, und zu dieser wieder eine Fl~iehe: 

0 Aj~AtaAt4(blO'--2a~A') 

0 (al~O" .j- b~2| (b I O" -- 2alA" ) 
2 A bt ~ 

welehe mit (E) den Complex erzeagt. Es zeig~ sich nun, class diese 
Fl~iche (F) mit ( t I)- identiseh wird, falls 4 A A ' ~  0 0 "  ist. Dann 

fi 
mfisste ja ~ -  yore Index i una_bh~ingig sein; und diese Bedingung ist 

aueh hinreiehend s das Zusammenfallen. Nun ist: 

fl 0-  q (at 20'  -{- bl ~ 0) (a~ 0 - -  2 bt A) (bi O" - -  2 a I A') 
h~ 2 A at ~ b~ ~ 

O. o ( a ~ 0 '  + b,~O) (4 ,~A'  - -  O O') 
2A alibi 2 
0 0  ( a ~ 2 0 ' +  bt~O) 0 '  

2f_ A a,~b,2 {albtO - - a ~ 2 e h ' - - b , ~ a e ' }  �9 

Hier geht nun das Product tier Klammern fiber in: 

0 0 '  {at~O" -[- bt30 - -  a~'A' - -  bt~A} - -  at2bc~(0~A" -{- 0"2A). 

Da nun aber: 
a~ 3 e ' - t -  b t S e - -  a14ZX ' -  bl 4 & 

= al 2 bi ~ {ata2b3b4"-I- atazb2b4 -Jr" a~ ar 3 q-- aza4btb2 .-1- a~a2btba "-1- a2azb~b ~ } 

wird, so wird schtiesslieh: 

~-~f~ ~ 2AOo (a,~0'+b,~O) (4AA'-- 0 0  " ) a ~ b ,  z 2f_ ~0O {00,qb __ (0~A, .~.0,~A)}. 

Dieser Ausdruck wird aber dann and im Allgemeinen nur dann 
yore Index i unabh~ingig, wenn 4 A / V ~  0 0 '  ist, also wenn die 
Fliichen (A) und (B) gerade die Eigensehaf~ unseres Satzes haben. Wir 
kommen also zu folgendem Resultate: 

Der Complex derjenigen Geraden, wdche ~wei Fl~chen 2. Grades 
in harmonisch getrennten t)unktepaaren schneiden, besitzt dieselbe .Eigen- 
schaft in ~eziehung au f  eine einfaeh unenclliehe Sehaar yon anderen 
lXliichen~vaaren 2. Grades. Jede Fliiche der Schaar wird yon der ihr zu- 
geh6rigen und einer gewissen zweiten ~-Tgehe der Schaar in Curven der 
Singularit~tenfl2iche des Complexes geschni#en; dieser ~weiten _Eltiehe 
gehSrt wiederum eine dritte ~lSche der Sehaar zu,  welehe mit ihr ein 
t)aar bildet; diese dritte ~Sche  wird wiederum vo~ einer gewissen an- 
dern in einer Curve der ~ingularit~enfliiche geschnitten u. s. f. Schliesst 
sich nun einmal dieser t~roeess so, class er im Ganzen sechs $Ttiche~ 
der Sehaar umfasst, so schliesst er sich stets in derselben Weise, und 
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die geradlinigen "_Erzeugungen jeder Fliiche der Schaar enthalten Tri!gd 
yon Geraden, welehe einander in Bezug auf die zugeh6rige Fldiche des 
1)nares eonjugirt sind. Umgekehrt zieht diese letzte ~Eigenschaft die erste 
nach sich. 

Um dieselbe nun in diejenige Form zu kleiden, welehe wit ihr 
in der Einleitung gegeben haben, geniig~ die Bemerkung, dass dutch 
jede Gerade unseres Complexes je zwei harmoniseh getrennte Tangen- 
tialebenenpaare der beiden Fl~iehen C) und /~) gehen. Denn es ist: 

_!_1_ + _ ~  (a,b, + b,a~) 00' O 0 ' ~  
cle~ c~ei ~--- A~2Al~AuA42A~a ~ ~ - -  

Es bilden also auch in der sieh sch]iessenden Reihe: 

B),  A), C), D), F) ,  E) .  

die Fl:~ichen B) und D) sowohl als die Fl~ehen A)und  P )  ein solehes 
Paar. In der sich schliessenden l~eihe: 

A), ~) ,  D), C), E) ,  F) 

werden also je zwei auf einander folgende Flgchen ungerader Ordnung 
yon den Geraden des Complexes in zwei harmonisch getrennten Punkte- 
2aaren geschni#en , dagegen senden je zwei auf einanderfolgende Fl~ichen 
gerader Ordnung durch jede Gerade des Complexes ~wei harmonisch ge- 
trennte Tangentialebenenpaare. 

Man sieh~ fibrigens, dass unsere Schliisse Ausnahmen erleiden, 
wenn etwa (A) ein Kegel, also A = 0 ist; denn dann muss wegen 
4AA--_  6)0' auch 0 ' ~  0 sein, doch bietet dieser Fall ja fiir sich 
wenig Schwierigkeik ~ 

w  

Offenbar enthi~l~ unser Complex die geraden Linien aller Fliiehen 
unserer Schaar~ d. h. er enthiilt die Geraden beider Erzeugungen yon 
einfach unendlich vielen Fl~chen 2. Grades. Wir fragen uns daher, 
ob dies eine den Complex auszeichnende Eigenschafi ist, d. h. ob 
iiberhaupt ein beliebiger Strahlencomplex 2. Grades C 2 beide Erzeugungen 
[g] und [g'] einer Fl~che 2. Grades G 2 enthalten kann. Nun schneide~ 
jede Gerade yon [g] sowohl als yon [g'] die Singularit~enfliiehe 2 '4 
yon C 2 in 4 Punkten, und es fragt sich nun, enth:~ilt dann jedesmal 
eine der beiden zugehSrigen singul~iren Ebenen des Complexes beide 
Erzeugenden yon G 2 oder jede derselben nut je eine. Ieh werde zeigen, 
dass gerade immer zweimal alas eine und zweimal das andre ein- 
treten muss. 

Sei n~imlich g eine Gerade yon [g], so legen wit dutch g und [g'] 
irgend einen linearen Complex C, welcher mit C 2 ein $trahlensystem 
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2. Grades 2~ 2 gemcin haben wird. Nun enthElt 2~ 2 bekanntlich*) 
5 Paare yon Schaaren yon Erzeugungen yon Fl~ichen 2. Grades, und 
alle Fl~ichen derselben Schaar schneiden sigh in 8 singul':iren Punkten 
yon 2:"-. Betrachten wit nunmehr diejenige Schaar, zu welcher auch 
[g'] gehSrt. Diese schickt ja auch else [h] dutch den" Strahl g yon 
~ ,  durch welchen dann die Fl'~cheu G ~ und 2/2 gehen, sodass irgend 
eizm dritte F]ilche der Schaar auf g zwei singul~re Punkte ~ und ~2 
yon 232 und somit auch yon C ~- ausschneidet. Weil aber ~1 und P2 
singuliire Punkte yon 2:~ sind, so geht die zugehSrige singul~re Ebene, 
welche ja auch eine yon C 2 ist, dutch g und die Erzeugende yon [g'] 
dutch ~1 resp. ~ ;  denn durch diese Geraden ist gerade die zu ~l resp. 
~2 geh5rige Ebene des linearen Complexes C bestimmt. Wir sehen 
also, dass jedenlealls auf jeder Erzeugenden yon G 2 zwei solche singu- 
]~ire Punkte yon C 2 liegelt, deren eine singulgre Ebene beide durch 
den singul'~ren Punkt gehenden Erzeugenden yon G ~ enth~lt. ]ch 
werde nun zeigen, dass diese Punkte eine l~aumcurve 4. Ordnung 
1. Species erfiillen. 

Der Complex C hat n'~i~alich mit [g] noch eine zweite Gerade gt 
gemein, auf welcher otibnbar H e ebenfalls ein Paar Punkte der deft- 
nirten Ar~ ausschneidet. Lassen wir nun H -~ die Schaar des dutch [h] 
gehenden Tangentialcomplexes yon g durchlaufen, welcher [h] zugeh~Srt, 
so beschreibt gleichzeitig C ein Biischel yon Complexen durch g und 
[g'], welches zu der Schaar der 1/2 projectiv ist. Die gl werden also 
aus einer Geraden g" yon [g'] dutch ein derselben Schaar projectives 
Ebenenbiisehel projieirt~ welches mit dieser, da sie vom Index 2 ist**), 
eine Fl':iche 4. Ordnung" erzeugt. Diese hat g und g" zu Doppelgeraden. 
Von g" ist die evident; yon g folgt es so. Der einzige specielle Com- 
plex unter dt.n Complexen C~ weleher also aus den g treffenden Ge- 
raden besteht, hat mi~ [g] g selbst als zweite Gerade gemein~ mit 
dem Tangentialcomplexe yon g aber nothwendig eine aus zwei Ebenen 
durch g besteheude H 2, da sonst die Geraden yon [h] die g, mit welcher 
sie zur selben Erzeugung gehSren, nicht schneiden kSnnten. Es 
schneider fo]glich uasere Fl~tche 4. Ordnung die G 2 noeh in einer l~aum- 
curve 4. Ordnung 1. Species c ~, welche der Ort der Punkte pj und ~2 ist. 

Schneide nunmehr d~e zweite durch Pl.gehende singul~re Ebene 
des Complexes C 2 diese c * etwa in q, sodass Plq ein S~rahl yon C" 
ist, so sei .F ~ die Fl':iche 2. Grades dutch c 4 und Pt q. Dann ist 
augenscheinlich der Complex derjenigen Geraden, welche 1~,2 und G 2 
in h~rmonisch getrennten Punktepaaren sehneiden, mit C 2 ideatiseh. 

*) S. meine geom. Unters. fiber StraJalencomplexe 1. u. 2. Grades, Math. 
Ann. Bd. XV~ pag. 441, 442. 

**) S. Cremona ,  ebene Curven, deutsch yon Cur tze ,  w 14, Lehrsatz I, 
pag. 117. 
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Denn er hat mit C 2 erstens alas Strahlensystem 4. Grades gemein, 
welches yon den Tangenten tier G 2 in den Punkten yon c 4 gebildet 
wird~ und ausserdem dell Strahl ~1 q- Hiermit ist also bewiesen~ dass, 
sobald ein Strahleneomplex 2. Grades die Geraden beider Erzeugungen 
einer Fliiehe 2. Grades entIdilt, er der Ort derjenigen Geraden ist~ welche 
~wei Fliiehen 2. Grades in har~wniseh getrennten J)unktepaaren treffen. 

Unsere Schliisse erleiden nur dann eine Ausnahme, wenn es keinen 
linearen Complex giebt, welcher C 2 in einem eigentlichen Strahlen- 
system 2. Grades schneider, d. b. wenn C 2 in zwei in Involutiou 
liegende lineare Complexe zerf~tllt; dann giebt es ja auch keine Singu- 
laritiitenfliiche mehr. In diesem ]?alle kann C: dann und nur dann 
als Ort der Geraden betrachtet werden, welche zwei Fli~chen 2. Grades 
in harmonisch getrennten Punktepaaren schneiden, wenn einer der 
beiden linearen Complexe ein specieller ist, dessen Leitgerade also dem 
anderr, angehSrt. Dann ist die eine beider Fl~chen irgend ein Ebenen- 
paar dutch die Leitgerade, durch welche auch die andere Fl~iche 
gehen muss. 

L e i p z i g,  im November 1882. 


