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Zur Theorie des relativen Extremums der einfachen Integrale
mit bestimmten Integrationsgrenzen.

Von

J. W. LixpeBERG in Helsingfors.

Vergleicht man miteinander die Theorien des relativen und des ab-
soluten Extremums, so findet man, daB zwischen denselben eine groBe
Analogie besteht. So sind die Kriterien des schwachen Extremums ein-
ander vollstindig #quivalent, und die Methoden diese Kriterien abzuleiten
sind sehr &dhnlich. Andrerseits ist aber die Theorie des relativen Ex-
tremums in einigen Punkten noch nicht so weit gefiihrt wie die des ab-
soluten, und insbesondere sind die Sitze zur niheren Bestimmung der
Art des Extremums in der ersten sehr wenig befriedigend.

Im folgenden wird versucht diesem Mangel abzuhelfen, indem ein
allgemeiner Satz bewiesen wird, wonach die Art des Extremums bei dem
einfachsten Problem des relativen Exfremums ebenso einfach wie bei dem
Problem des absoluten Extremums bestimmt werden kann.

Um unsere Aufgabe genan formulieren zu kénnen, erinnern wir zu-
nachst an die Hauptpunkte der erwihnten Theorien.

1. Es sei F(z, y, y') eine regulire analytische Funktion ihrer Ar-
gumente und y = y (x) die Gleichung einer Lagrangeschen Kurve C, die
dem Problem das Integral

® SF@, 9, v)dx (v =3

zu einem absoluten Exftremum zu machen entspricht. Ferner sei ¢ ein
regulirer Bogen von C, der keine mit der y-Achse parallele Tangente
zuliBt und der mit einem Felde umgeben werden kann. Weiter be-
zeichnen wir mit p (z, y) die Funktion von z und y, die in jedem Punkte
des Feldes mit der Ableitung der durch denselben gehenden Lagrange-
schen Kurve tibereinstimmt, und schlieBlich werde eine Funktion E der
vier Argumente z, y, ¥, p durch die Gleichung

ra rd aF
E(xz Y, y,p) =--F($, Y, y’> "F(x:?f:p)“" (y ""p>’5"37 {fl?, Y, P)
definiert.
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Wenn nun ¢ irgend eine im Felde verlanfende regulire Kurve mit
denselben Endpunkten wie ¢ ist, so hat man¥)

@ [F@ v y)dz— [F,y,9)de~ [E@,v, 9, p@, 9)de,

wobei die Integrale iiber die respektiven Kurven ¢ und ¢ zu erstrecken sind.
Indem wir uns auf den Fall des Minimums beschrinken, fithren wir
jetzt die folgenden Voraussetzungen ein:

2
Die Ableitung ;,‘j—;;: (z,9,9y) ist, wenn z,y, und =y, (z, <z,) die

Endpunkte von ¢ sind, fiir 2, <z <z, y =y (2), ¥ = 9 (z) positiv, ohne
zu verschwinden, (
Die Funktion E(z, y, ¥, p) ist im Bereiche

Lo, y=y@), ¥ — ¥ @< e, p=9 (),
wo @, eine gewisse positive Zahl bedeutet, positiv und verschwindet nar
fir ¥ =y (2).
Auf Grund der ersten dieser Voraussetzungen ist es mbalich die
positive GroBe & so klein festzustellen, daB die Ableltung 5y (x, 4, 9)

in dem Bereiche z, <z <z, |y —y(@)|<sg, ¥ —y(z) < & positiv
und nicht Null ist; da

0*F

E(,y, 9 p)= 2p) CIE

bleibt auch die Funktion E(z, y, ¥, p) im Bereiche

o <e<, ly—y@)| <&, | —y (@1 <& lp—y (@) <&
positiv und verschwindet nur fiir ¥ — p. Ferner sei bemerkt, daB nach
der zweiten Voraussetzung die Funktion F(z, y, ¥, p) im Bereiche

6 <2<z, y=9), & <|¥ —y (@< e, p=Y(2)

positiv ist, ohne zu verschwinden. Da sie in bezug auf alle jhre Argu-
mente stetig ist, kann man ‘also die positive GroBe &, so klem bestimmen,
daB diese Eigenschaft noch im Bereiche
7, <z<2,ly—y@) | <& e |y —y@I<e, p—¥@)|<s
besteht. Die GroBe s, muB offenbar kleiner als & sein und man kann
somit behaupten, daB die Funktion E(z,y, v, ) im ganzen Bereiche

H <zl 2, Y- 9@ <& ¥ ¥ @[ <o (P9 @) <4
positiv bleibt und nur fir y" = p Null wird.

Wegen der Stetigkeit von p(x, y) ist es noch mdglich, & so klein
zu wihlén, daB |p(z,9) — ¥ (9)| <& fir 5, <2<, |y —y(@)| <4

Lo+ —p), O<Le<1)

*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung.



334 J. W. LinpEBERG.

Wenn & die kleinere der Grofen &, und & bedeutet, wird also die Funk-
tion E(z, 9, ¥, p(, 4)) im Bereiche

5, S22, ly—y@)| <& |y —¥ (@) <o
positiv und verschwindet nur fir ¥ = p(z, y).

Es bezeichne jetzt T, die Gesamtheit aller die Endpunkte von ¢
verbindenden reguliren Kurven y = Y (z), die im Intervalle », <2 <u,
den Ungleichungen

Y(z) —y@)|<e, | Y (2) -9 (x) <¢
geniigen. Ist ¢ <& und gehort die Kwrve ¢’ der Gesamtheit T, ., so
wird nach dem Obigen die Funktion E(z, ¥, ¥, p (@, 1)) in jedem Punkte
von ¢ positiv. Da ferner die Ableitung der Kurve ¢ nicht in jedem
Punkte derselben mit der Funktion p(x, y) iibereinstimmen kann, kann
der Integrand der rechten Seite von (2) nicht in jedem Punkte derselben
verschwinden und diese Gleichung gibt uns also

fF(w7 Y, y’)dx"fF(x; Y, ¥)dz > 0.

Wir konnen somit den folgenden Satz aussprechen:
Wenn sich der Bogen ¢ mit einem Felde umgeben lift und g—:ﬁ (z, 9, 9)
n<e<z, y=y@), ¥=9@
ein festes Vorzeichen besitzt, ohne ou werschwinden, und E(z,y, o, p) tm
Bereiche
6 Sa< &, Y=y @), |¥ —y @] <o), p=9y @)

dasselbe Vorzeichen behdlt wnd nur fir o = (x) verschwindet, so kann
man stets @ so klein bestimmen, daf die Kurve ¢ im Vergleich mit allen
Kurven der Gesamiheit T,,, absolutes Extremum des Integrals (1) ergibt.

2. Wir werden jetzt sehen, daB der Ausdebnung des obigen Satzes
za dem einfachsten Problem des relativen Extremums besondere Schwierig-
keiten entgegenstehen.

Indem wir mit G(z, y,y) eine regulire Funktion der Argumente
z, 9y, y bezeichnen, so sei

@) S 6@ v, v)ae
das Integral, das fiir alle in Frage kommenden Kurven einen konstanten
Wert behalten soll. Wenn 4 ein willkiirlicher Parameter ist und

F,9,9)— 4G, y,y)=H(z, 9,9, 4)
gesetzt wird, ist die Lagrangesche Gleichung des Problems

@ dy "oy
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Es sei y =y (x) die Gleichung einer Integralkurve C von (4) und ¢
ein Stiick dieser Kurve, das iiberall regulir verliuft und keine mit der
y-Achse parallele Tangente hat. Die Koordinaten der Endpunkte 1 und 2
von ¢ seien Z,y, und Z,¥,, und mit 2,y, mogen die Koordinaten eines
zu 1 benachbarten Punktes O von C bezeichnet werden, der so liegt, daB
2y < ;. Ferner sei y =y(z, g, 4) die Gleichung der durch den Punkt 0
gehenden Schar von Integralkurven der Gleichung (4) und es werde an-
genommen, daf die Kurve C aus dieser Gleichung fiir g =y, 1 =1,
hervorgeht. SchlieBlich sei © die Funktion von z, 4 und 4, die fiir
jedes Wertsystem der Argumente mit dem Werte des Integrals (3) vom
Punkte O lings der Kurve y =y(z, u#, 1) bis zu dem Punkte mit der
Abszisse z erstreckt iibereinstimmt.

Wir fithren jetzt die folgenden Voraussetzungen ein:

a) Die Funktionaldeterminante 0, @) ist fir xz, <o <@y, p =y, A=12,

. 0w, %)
nicht Null.
b) Die Ableitung g—yﬂ (z, 9, , &) ist fiir

5 <T@ y=y(=), ¥ =y (@), 1=14
positiv und von Null verschieden.

¢) Die Funktion
E@,y,9,p,4) = H(z,9,9,4) — H@,9,p,4) — (¥ —») Z——g (®,9,p,4)
bleibt im Bereiche:

6 <o, y=y@), |y —y@|<e,r=y ), =1
siberall positiv und verschwindet nur fiir y =y (x).

Dies sind die Annahmen, die bei dem Problem des relativen Mini-
mums den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen entsprechen.

Fs sei nun ¢ eine Kurve mit denselben Endpunkten wie ¢, die
tiberall regulir verliuft und keine mit der y-Achse parallele Tangente
zuliBt, und es werden von dieser Kurve die folgenden Annahmen gemacht:

a’) Sie gibt dem Integrale (3) denselben Wert wie der Bogen ¢.

b’) Durch jeden Punkt 3 von ¢ geht eine solche Kurve der Schar
y=1vy(z, p, 1), da das Integral (3) denselben Wert erhilt, wenn es
fiber das Stiick 03 dieser Kurve oder iiber die Kurve, die aus dem
Bogen 01 von C und 13 von ¢’ zusammengesetzt ist, erstreckt wird.

¢’) Die Werte von g und i, die zu der durch den Punkt 3 gehenden
oben definierten Kurve der Schar y = y(z, g, 4) gehoren, bilden zu-
sammen mit der Abszisse z von 3 fir jede Lage dieses Punktes ein
solches Wertsystem von g, 4 und #, fiir welches die Funktionaldetermi-

oy, ©)

3.1 nicht verschwindet.

nante
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Wir bezeichnen mit 1(z) und g (z) die zwei Funktionen von x, die
fir jedes z mit den Werten der Parameter 4 und g, die zu der durch
den entsprechenden Punkt 3 gehenden oben erwihnten Kurve der Schar
y =y (%, w, 1) gehdren, ibereinstimmen. Ferner definieren wir die Funk-

tion p(z) durch die Gleichung p(z) = % (z, w @), 2(x)). Alsdann hat
man*)

®) [F@y,9)dzs— [Flz,9,v)de = [E@,9,¥,0@, 1@)dz,

welche Gleichung fiir das Problem des relativen Extremums von grund-
legender Bedeutung ist. Sie ist der Gleichung (2) sehr #hnlich; ein
wesentlicher Unterschied besteht aber darin, daB in der Gleichung (5)
zwei Funktionen p(z) und A(z) vorkommen, die von der Gestalt des
Bogens ¢ abhingen.

Da die Funktionen 4(z) und p(z) und also die ganze Gleichung (5)
nur unter der Voraussetzung (b") einen Sinn haben, wollen wir zunichst
diese Voraussetzung etwas nsher in Betracht nehmen.

Es seien x,y; die Koordinaten des Punktes 3, I,; der Wert des
Integrals (8) tiber die Kurve erstreckt, die ans dem Stiicke 01 von C
und 13 von ¢ zusammengesetzt ist, und & der grofte Wert, den irgend
eine der GroBen |y; —y(zy)| und |3 — @ (%3, gy, 4)| im Intervalle
z, <2, <z, annimmt. Wenn & hinreichend klein ist, kann man zufolge
der Voraussetzung (a) die Gleichungen

Ys =9y (23, 4, 2)
Iys = o (25, 1, 2)
fiir jedes z, im Intervalle 2, < 2; <2, nach g und 4 auflésen und hier-
aus folgt unmittelbar, daB, wenn o und ¢  hinreichend klein sind, die
Voraussetzung (b”) fiir alle Kurven der Gesamtheit T, erfiillt ist. Etwas
Nzheres iiber die Werte, die hierbei ¢ und ¢’ erteilt werden konnen,
scheint es aber sehr schwer zu sein zu entscheiden, und aus diesem
Grunde ist die Gleichung (5) nicht unmittelbar zur Ableitung von Kri-
terien iiber die Art des Extremums geeignet.
Das schwache Minimum 1i8t sich aber ohne Schwierigkeit auf Grund
unserer Voraussetzungen nachweisen.
Zufolge der Voraussetzung (b) kOnnen wir ersiens eine positive

GroBe ¢ so feststellen, daB g}% (z, 4, 9, A) tm Bereiche

<o, ly—y@)| <& Y —¥ (@] <& [2—4]<e
positiv bleibt, ohne zu verschwinden, und da

*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung.



Zur Theorie des relativen Extremums der einfachen Integrale etc. 337

¢ f— 292H £
E(x: Y, 9,0, l)z'@“'é’"p-)“a'yﬁ(x) Y, 2+ 2y —p), 1)) (0<Le<])

behilt auch die Funktion ¥ im Bereiche

7 Szl2, |Y—y@) | <8 | =y (@) <s, [p—y @) <s, 12| <e
dasselbe Vorzeichen und verschwindet nur fiir y' = p.

Nach dem Vorigen ist nun, wenn o und ¢  hinreichend klein sind,
die Voraussetzung (b) fir jede Kurve der Gesamtheit 7, erfillt, und
es ist offenbar moglich, ¢ und ¢’ noch so klein zu bestimmen, daB auch
die Voraussetzung (c¢’) fiir diese Kurven erfiillt ist und daB, wenn die
Funktionen 4(x) und p(z) einer solchen Kurve entsprechen, die Un-
gleichungen

A@) — 4| <s& |p@—y@)|<s
im Intervalle z, <z <2, bestehen. Die Funktion E(z, y, ¥, p @), A(2))
kann dann auf einer solchen Kurve nicht negativ werden, und da sie
lings einer Kurve, die die Voraussetzung (a") erfiillt, nicht identisch ver-
schwinden kann, gibt uns die Gleichung (5) fiir diese letzten Kurven

fF(w, Y, 4)dx —fF(w, y,y)dz >0,

und hiermit ist gezeigt, daB ¢ wirklich so genanntes schwaches relatives
Minimum ergibt.

Es sel noch bemerkt, daB, wenn sich auch die Voraussetzung (b")
unter sehr allgemeinen Bedingungen als erfiillt nachweigen lieBe, uns doch
bei der Ausnutzung der Voraussetzung (c) zu niherer Bestimmung der Art
des Extremums neue Schwierigkeiten entgegentreten wiirden. Wenn o’
irgend einen festen Wert hat, konnen wir nimlich nicht durch Ver-
kleinerung nur von ¢ bewirken, daB die zu den Kurven der Gesamtheit
T,, gehorigen Funktionen 1(x) und p(z) von 1, resp. y'(z) beliebig
wenig verschieden sind, und es scheint also, als ob die Voraussetzung (c)
fir kein bestimmtes @  hinreichend sei, um die Unveriinderlichkeit des
Vorzeichens von dem Integrande der Gleichung (5) lings den Kurven
einer entsprechenden Kurvengesamtheit allgemein zu sichern.

Im folgenden wollen wir zeigen, wie diese Schwierigkeiten sich um-
gehen lassen, und zuniichst wollen wir den Grundgedanken, der den Aus-
gangspunkt dieser Arbeit bildet, kurz andeunten.

3. Soll das Integral

(6) f H(z,y, Y, )dz
zu einem absoluten Minimum gemacht werden, so ist die Lagrangesche
Gleichung des Problems

oH ’ d 0H ’
"a'g (xa Y Y, 2'0) —dz me’ .Y, lo)=0,
Msthematische Annalen. LIX, 2%
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und dieselbe wird offenbar von der Kurve C befriedigt. Es sei ¢’ eine
die Endpunkte von ¢ verbindende regulire Kurve, die dem Integrale (6)
einen groBeren Wert als ¢ gibt. Man hat dann, zufolge der Definition
von H(z,y, v, &),

dex——dex—-—lo(dex—-dex)>O,

und wenn der Bogen ¢ noch die Eigenschaft hat, dem Integrale (3) den-
selben Wert wie ¢ zu geben, erhilt man also

dex——dew>0.

Es werde jetzt angenommen, daB der Bogen ¢ sich mit einem Felde
im ‘Sinne des obigen Problems umgeben ldBt. Auf Grund der Voraus-
setzungen (b) und (c) folgt dann aus dem Satze des Paragraphen 1, daB,
wenn ¢ hinreichend klein ist, ¢ sicher im Vergleich mit den Kurven der
Gesamtheit 7,,, absolutes Minimum des Integrals (6) ergibt. Dann gibt
aber nach dem Obigen jede Kurve dieser Gesamtheit, die die Voraus-
setzang (a') erfiillt, dem Integrale (1) einen groBeren Wert als ¢, und
hieraus folgt unmittelbar, daB der dem Satze des Paragraphen 1 analoge
Satz bei dem Problem des relativen Extremums wenigstens in dem Falle
richtig ist, wo sich der betrachtete Bogen mit einem Felde, das dem
oben angegebenen Problem des absoluten Extremums entspricht, um-
geben liBit.

Indem wir annehmen, daB diese Bedingung nicht erfiillt ist, setzen
wir jetzt fernerhin voraus, ¢ sei eine die Endpunkte von ¢ verbindende
regulire Kurve, und bezeichnen mit & 1,, &vs, - - -, £,1, die Koordinaten
einer Reihe von Punkten, die auf ¢ so liegen, daB § <, ,, und von
denen §,7, und £, 7, mit den Punkten 1 und 2 zusammenfallen. Ferner
wollen wir annehmen, daB es einen solchen Wert 1’ von 1 gibt, daB
jede zwei aufeinander folgende Punkte dieser Reihe vermittels Integral-
kurven der Gleichung (4) verbunden werden konnen, die dem Werte 2’
von i entsprechen, und daB die ans diesen Bogen zusammengesetzte, die
Erdpunkte von ¢ verbindende Kurve ¢’ dem Integrale (3) denselben Wert
gibt wie ¢. SchlieBlich mogen die Stiicke von ¢ und ¢”, die zwischen
den Punkten £, und £, 9;,, fallen, mit ¢ und ¢ bezeichnet werden.

Obgleich nun ¢ nicht mit einem Felde im Sinne des Problems, das
Integral (6) zu einem absoluten Minimum zu machen, umgeben werden
kann, ist es jedoch moglich, daB die einzelnen Bogen ¢, sich mit Feldern
im Sinne des Problems, das Integral

SH@, 4,4, 0)de
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zu einem absoluten Minimum zu machen, umgeben lassen. Wir wollen
annehmen, da8 dies der Fall ist und da8, mit Anwendung der Gleichung (2),
sich zeigen laBt:

fH(x, Y, 9,4 )dx —[H(x, Y, Y, )dx >0 (4=1,2,.--,n—1).

Summieren wir von ¢=1 bis ¢ =2 — 1, erhalten wir, mit Beachtung
der Definition von H(z,y,y, 1),

> rae— 3 fras— 1 3 foar— 3 faar) >0

=1 ¢, i=1 ¢/ =1 ¢, i=1 g,

wenn ¢ die Voraussetzung (a’) erfiillt, so folgt hieraus, wegen unserer
Annahme, daB dies auch mit ¢” der Fall ist,

dex —dex> 0.

Nun ist es nach § 2 stets moglich, ¢ und ¢” so klein zu bestimmen,
daB ¢ im Vergleich mit den Kurven der Gesamtheit 7 relatives Mini-
mum des Integrals (1) ergibt. Wenn auch ¢’ micht dleser Gesamtheit
angehort, ist es offenbar moghch daB ¢’ eine Kurve derselben ist, und
wenn dies der Fall ist, hat man

dex — [Faz>0
JFaz — [Faz > 0.
< ¢

Es offnet sich also hier ein neuer Weg, die Kurve ¢ mit benach-
barten Kurven hinsichtlich der Werte, die sie dem Integrale (1) erteilen,
zu vergleichen. Im folgenden wird gezeigt, wie sich der oben angedeutete
Gedanke streng durchfiihren 18t und uns zu der Ausdehnung des Satzes
des § 1 auf das Problem des relativen Extremums fiihrt.

Zunichst werden wir eine Reithe von Hilfssitzen beweisen, die wir
fiir unseres Hauptproblem brauchen.

4. Da die Gleichung (4) von der zweiten Ordnung ist, wird dag
allgemeine Integral derselben auBer von i, das schon in der Gleichung
vorkommt, noch von zwei willkiirlichen Parametern abhingen. Wir wollen
zuniichst eine Schar von Integralkurven in Betracht ziehen, die auBer von 1
nur von einem Parameter x abhingt. Es sei y = g(z, 4, %) die Gleichung
einer solchen Schar, aus welcher C fir 4 = 4,, ¥ = %, hervorgeht, und
von der Funktion g(z, 4, x) werde angenommen, daf sie in-der Umgebung
jedes Wertsystems z, <z < x,, 4 = 4, x = %, regulir ist.

und folglich auch
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Wenn man die Funktion g(z, 1, ) und ihre Ableitung nach x anstatt
y und % in die Gleichung (4) einfiilhrt und die so erhaltene Identitit

nach x differenziert, ergibt sich, daB die Ableitung —g—g(x , A, %,) einer
Linearen Differentialgleichung

” ’ ?’ d ” d2
(7 Wt p@W +g@u=0  (u=3% =53

geniigt, wo p(z) und q(z) zufolge der Voraussetzung (b) im Intervalle
z, < z < z, regulire analytische Funktionen sind, die nur von der Glei-
chung y = y(x) von C und von den Funktionen F(z,y,y") und G(z,y,y)
abhingen, aber keineswegs von der Art, wie der Parameter » in der
Funktion ¢(z, 4, x) eingeht,

Wir wollen einige Sdtze hinsichtlich der Integrale von (7) ableiten.

Wenn £ ein Wert von 2 in dem Intervalle z, <z <z, ist und a
eine gewisse positive Zahl bedeutet, so sei u,(z) das Integral von (7), das
den Bedingungen u,(§) =a, u,(§) =0 geniigt. Da u, eine nebst ihren
Ableitungen stetige Funktion von z sein muB, konnen wir erstens einen
solchen Intervall |z — §| <, abgrenzen, da8 in demselben |u,! < 2a,
|u, | <2a. Aus (7) folgt dann, wenn M der groBte Wert ist, den irgend
emme der Funktionen |p(z)| und {g(x)| im Intervalle z, < 2 < x, annimmt,
daB im Intervalle {# — £| <!, die Ungleichung |u,”|<<4aM besteht,
und hieraus folgt weiter

@ 1w, | < 4aM |z — |
|u, | <a+2aM(x — &)
fiir djeselben Werte von . Wenn aber I, die kleinere der GriBen 1
und 53, bedeutet, so sind die rechten Seiten dieser Ungleichungen fiir

[z — §{ < I, kleiner als 2a. Wir werden sehen, daB dies auch mit den
linken Seiten der Fall sein muB.

Wenn 2z vom Werte £ ausgehend stetig bis zo dem Werte £ + 1/,
wichst, gelten nach dem Obigen die Ungleichungen (8) sicher, solange
lu,| <2a und |u,'| << 2a. Andrerseits kann keine der Funktionen |u, |
und |, | den Wert 2a im Intervalle £ < # < & 4+ I, erreichen, ohne da8
diese Ungleichungen schon vordem aufgehort haben zu gelten. Die ge-
nannten Ungleichungen miissen also in dem ganzen in Frage stehenden
Intervalle bestehen, und hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit der oben
gemachten Behauptung.®)

*) Ernst Lindeldf bedient sich in einer Abhandlung , Demonstration de quelques
théordmes sur les équations différentielles (Journal de Mathématignes 1900) einer
analogen SchluBweise.
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Im Intervalle [z — £]| <7, hat man nun somit |u,”|<4aM und
daraus folgt, da u,'(§) =0,

u, >a—2aM(x — E)>

Beachtet man die Bedeutung von J,, so kann man hieraus den Schlu8
zichen, daf », im Intervalle |z — £| <1, nicht Null wird. Da [, in keiner
Weise von £ abhingt, kann man also den folgenden Satz aussprechen:

Hilfssatz 1. Es lapt sich eine nur von p(x) und q(x) abhingige
positive Grofe 1 derart bestimmen, dap, wenn wu(x) irgend ein Integral
von (1) ist und die Ableitung o' (x) fir cinen Wert § von z aus dem
Intervalle 2, < x<1x,, fiir welchen w(z) wicht verschwindet, Null wird,
die Funktion w(z) im Intervalle |z — §] <1 wvom Null wverschieden
seim mup.

Als unmittelbare Folgerung hieraus ergibt sich noch:

Hilfssatz 2. Hat ein Integral u(x) von (7) in zwei Punkten &, und &,
(&, < &) dasselbe Vorzeichen, ohne zu verschwinden, und ist &, — & <1, so
kann das Integral w(x) im Intervalle & < x <&, wnicht Null werden.

In der Tat, wenn das Integral «(z) im Intervalle § <z <& ver-
schwinden wiirde, miiBte dasselbe in diesem Intervalle ein Maximum oder
Minimum besitzen und die Ableitung der Funktion u(z) miiBte also auch
in demselben Null werden. Wenn nun '(%) in einem Punkte verschwin-
den wiirde, wo auch u(z) Null ist, miifite offenbar #(z) identisch ver-
schwinden, und wenn das Verschwinden von u’(x) in einem Pumnkte statt-
finden wiirde, wo u(z) einen endlichen Wert hat, miiBte u(z) nach dem
Hilfssatze 1 in dem betrachteten Intervalle von Null verschieden bleiben.
Da diese beiden Konsequenzen unseren Annahmen widersprechen, folgt
hieraus die Richtigkeit des Satzes 2.

Es seien jetzt £ ein Wert von z zwischen z; und 2, und

Y= yé(xz v, @, 4)
das allgemeine Integral von (4), wo » und g so gewihlt sind, daB

Y= Zlg(g, v, U, 'l))

oy
n= 55(2, v,y A).

Wenn v,, w, und 2, die Werte der Parameter sind, die der Kurve C
entsprechen, so ist, wegen der Voraussetzung (b), die Funktion y;(z, », g, 1)
in der Umgebung jedes Wertsystems z, <2 < %, v =9, g =p,, 4 =14,
eine regulire analytische Funktion ihrer Argumente und aus der gemachien
Annahme iiber die Parameter » und p folgt:
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9y *y
“3"5(31 Vo) Hoy Ro) =1, 3,,”"'"‘3‘%(5’ Vo, thgs 4) = 0,
oy 8’
*5—5(5, Vo, lys Ap) = O, Fnox (5,10, oy %) =1,
oY, oty

*5‘}"(‘6’; Vos Boy Ay) =0, 71 aw(& Yoy tos Ao) = 0-

Wenden wir den Satz 1 auf die Ableitungen ﬁ(w, Vg, Moy Ao) Tnd

oY, :
—w(x, Vo, Uy, 4,) an, so erhalten wir, mit Beriicksichtigung dieser letzten

Glelchu:ngen, ohne Schwierigkeit den éfolgenden Satz:
Hilfssatz 3. Die Ableitung 5(2, v, oy 4o) ist im  Interoadle

|z —&| <1 positiv, ohme zu verschwinden, und die Ablemmg (x, Vo, Uos Ag)

ist Null fir x=§, negativ im Intervalle § —1 < x <& und positiv im

Intervalle £ <z <&+ 1.
SchlieBlich wollen wir, indem wir zur Abkiirzung die Ableitungen

oy oy . .
’3“‘2 (®, vy; #05 4p) und 'ﬂg(x: vy, ¥, &) mib y,(2) und y,(x) bezeichnen,

einen Satz hinsichtlich des Quotlenten beweisen.

.’E
( )
Die Funktion y,(x) geniigt nicht der hnearen Differentialgleichung (7),
sondern man hat, wenn r(z) die Funktion von 2 bedeutet, die dureh Ein-
fiilhrung von y(z), y¥'(x) und 4, anstatt ¢,y und 4 in dem Ausdrucke

(G io6y on
oy dz 5?[) il
entsteht, oy,

az: ; + P(x) da: !+ g@)y, + r(2)= 0.

Multiplizieren wir diese Gleichung mit y () und subtrahieren aus der so
entstandenen Gleichung die Gleichung

*Y, dy,
1.@) (g4 + 2@ 7~ + a(@)y,) =0
erhalten wir, wenn y,y," — 9,9, = w gesetzt wird,

a
75 +ow+ry, =0,
wed hierans folgt, da w(£) =0,

F 4 i x
—fe@dz %f p@)d z
w=—g¢ ¢ - f r(@) gy ()e dx

&
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Es sel jetzt I, eine positive GroBe, die kleiner als 7 ist, und es werde
angenommen, daB der Ausdruck

oG d oG
®) ay iy
fiir alle durch die Elemente des Stiickes von ¢, das zwischen die Geraden
=& und 2z = § + 1, fillt, definierte Wertsysteme von 2, y und y das-
selbe Vorzeichen behdlt und nur moiglicherweise in den Endpunkten des
Stiickes verschwindet. Da nach dem Satze 3 y,(z) in dem Intervalle
£ <z <&+ positiv und von Null verschieden ist, folgt aus der obigen
Gleichung, wenn noch die Voraussetzung (b) beachtet wird, daB w und
der Ausdruck (9) in demselben entgegengesetzte Vorzeichen haben. Nun
ist aber
2

==

w »
)

_;QIQ

d
dxw
Die Ableitung des Quotienten g—l— wird also positiv oder negativ, je

nachdem der Ausdruck (9) negativ odgr positiv ist, und wir erhalten somit
den folgenden Satz:

Hilfssatz 4. Wenn der Ausdruck (9) auf der Strecke von ¢ zwischen
die Geraden =% und x =&+ 1, (I, <) dasselbe Vorzeichen behilt und
nur moglicherweise in den Endpunkien des Stiickes verschwindet, so st der

Quotient ‘;) in dem Intervalle § <z < &+ 1, bestindig sunehmend oder

bestiindig dbnelmend, je nachdem der genannte Ausdruck; in demselben negativ
oder positiv st.

5. Es seien jetzt z,y, und %37, zwei Punkie von ¢, die so liegen,
daB, wenn ! die Konstante des Satzes 1 ist, die Ungleichungen z,> £,
%y — &, <l bestehen. Alsdann behaupten wir, da8, wenn die Punkte z'y’
und £y gewissen Umgebungen der Punkte x,y, und £,%, angehdren und
1 ein beliebiger Wert von 1 aus einem gewissen, den Wert 1, enthalten-
dem Intervalle ist, die Punkie 'y und &y vermittels einer Integralkurve
von (4), die dem Wert 1' entspricht, verbunden werden konnen.

In der Tat, wenn y = y; (x, v, g, 4) das allgemeine Integral von (4)
ist, wo v und g so gewahlt sind, daB

oy
Y= g&.,(gm v, u, l): w= _a_fg(go, v, W, &),
hat man, zufolge dieser Annahme betreffend der Parameter,

oy oy
"3‘5’2(&; Vo, ty, 3') =1, ?—f(g‘” Vo> oy «la) = 0.
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Ferner ist, auf Grund des Satzes 3,
2y
—g‘fg(wo: Vo, lgy o) + 0
und also wird

oy oy
"3‘,%(201 Vo Bos ho)s "5‘5"(50; Vos to; o)
oy oy
*gf"(xo, Vo, oy 40); —55*"(‘”0: Vo5 o, 4o)
Die Gleichungen

Yy = ?l;o(«’lf', v, 8, 4),

N = ?/},:o(g) v, i, 1)

konnen somit in der Umgebung des Wertsystems y' = y,, 2" = z,, 3 = 7,,
E=E&, 4=12, nach » und p aufgelost werden, und hieraus folgt un-
mittelbar die Richtigkeit der oben gemachten Behauptung.

Fihren wir die durch die obigen Gleichungen definierten Funktionen
v und g in y; (2,7, g, 4) ein, so entsteht eine Funktion der sechs Argu-
mente z, &', ¥, &, 4 und 1, die wir mit ¥(z, 2,9, §,%,1) bezeichnen
wollen. Diese Funktion ist offenbar regulir in der Umgebung jedes
Wertsystems

Zy _<_a;§x2, Y = y(«’lﬂ, U] =y(§): ;.’E’ — 5L< by =14,
und die Gleichung
Y= 8’(.2}, x': ?/'; g; 7 }')
stellt die durch die Punkte z'y’ und £# gehende Integralkurve der Glei-
chung (4) mit der isoperimetrischen Konstante 1 dar.
6. Wir wollen jetzt das Integral (3) lings einer Lagrangeschen Kurve
mit der isoperimetrischen Konstante 4 vom Punkte 'y bis zu dem Punkte

gy derselben erstreckt in Betracht nehmen. Indem wir dieses Integral,
das offenbar eine in der Umgebung jedes Wertsystems

|2 —8]<l, ¥ =y(@), 1=y, 1=14

regulire Funktion von #, ¢/, £, % und 2 ist, mit O (2, ¥, &, 5, 1) bezeichnen,
soll der folgende Satz bewiesen werden:

Hilfssatz 5. Wenn x,y, und £yv, solche Pumkte von ¢ sind, dop
Zo > &y und zy— E, <1, und der Ausdruck (9) auf der Strecke von c
awischen den Geraden x = &, und x = x, dasselbe Vorzeichen behilt wnd
wur moglicherweise in den Endpunkien des Stiickes Null wird, so ist die
Ableitung

00
”g'j(xm Yo Eos Mo> 4o)
positiy und wicht Null.
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Wir setzen zur Abkiirzung
9y 0y
'a’j"o'(x: Vos o> Ao) = ?fy(x): ”’a"{gg(x: Vo, loy ho) =Y2(2),
und weiter, indem wir die Funktion u = ¢(1) durch die Gleichung
?/g,(%: Vo, Y, }') Yo
y&,(x) Yo, q’(}'): 2’) = g(x’ l)'

Die Gleichung y = g(x,2) stellt dann die Integralkurven von (4) dar,
die durch die Punkte x,y, und £,7, gehen, und man hat somit

definieren,

0 (@0, Yo» by Mos A) = [ G (2, 900, 1), § @, ) de,
So

woraus folgt, wenn man nach 1 differenziert und rechts partiell integriert,

N
2 0G d &\ ?
(10) 77 (o5 Yo &os Mos 4o) =f(5.3}_ - ﬁ) 2’% dz,

wobel auf der rechien Selte A =1, zu setzen ist. Wir wollen das Vor-
zeichen der Ablextung =1 (x /o) naher untersuchen.
Aus der Definition von g(z, 1) folgt

% (@ 1) = 9,(@) 52 (30) + 4:0) = 9,(2) (32 (30) + ”8

Der erste Faktor rechts ist nach dem Satze 3 im Imtervalle §, <z <,
positiv und das Vorzeichen des ganzen Ausdruckes hingt also vom zweiten
Faktor ab. Da nach der Definition von ¢(1)

do ..\ (&)
7 &) ==y

8o ist dieser Faktor fiir # = z, Null. Da ferner das zweite Glied ylg ;
nach dem Satze 4 in dem Intervalle § < x < #, bestindig zunehmend oder
bestindig abnehmend ist, je nachdem der Ausdruck (9) in demselben negativ

oder positiv ist, so folgt hieraus, daB der in Frage stehende Faktor und
somit die Ableitung 33 9 (2, 4,) in demselben Intervalle positiv oder negativ

ist, je nachdem der Ausdruck (9) positiv oder negativ ist. Der Integrand
der Gleichung (10) ist also bei unseren Voraussetzungen immer positiv
und das ganze Integral also positiv und nicht Null. Hiermit ist der
oben ausgesprochene Satz bewiesen.

7. Wir fiihren jetzt die Voraussetzung ein, daB der Ausdruck (9) auf
der Kurve ¢ nicht iiberall verschwindet. Derselbe kann dann offenbar nur
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eine endliche Anzahl von Nullstellen auf ¢ besitzen; es sei a,b,, 4,b,,---,,5,
eine Reihe von Punkten dieses Bogens, unter welchen sich alle N\ﬂlpunkte
von (9) befinden und von welchen @b, und a,b, mit den respektiven
Punkien 1 und 2 zusammenfallen, und es werde angenommen, daf die
Abszissen ¢; den Ungleichungen

: @< Oy Gy — <l (t=1,2,--,n—1)
geniigen.

Wenn 1 von 1, und ¥, %, -- -, ¥, von den respektiven Werten
by, bg, -+, b, , wenig verschieden sind, kGnnen nach § 5 und zufolge
unserer Voraussetzungen betreffend die Punkte a,b; jede zwel aufeinander
folgende Punkte der Reihe aby, a39s, - -+, @, ¥, 1, @,b, vermittels
Integralkurven von (4) mit der isoperimetrischen Konstante i verbunden
werden; wir befrachten das Integral (3) iiber die aus diesen Kurven
zusammengesetzte die Punkte 1 und 2 verbindende Kurve -erstreckt.
Dieses Integral wird offenbar eine in der Umgebung des Wertsystems
by, by, - -+, b, _4, A, regulire Funktion der Argumente y,, y;,--,y,_, und
4 sein und wenn diese Funktion mit ®(y,, 45, -, ¥,_y, 4) bezeichnet

wird, hat man
n—-1

oP ae
FR (Bay by - -5 by Ao) = (an b;, @ y1s b¢+1; 2 )
i=1

Da zufolge unserer Annabhme iiber die Punkte @b, der Ausdruck (9)
zwischen jeden zweier solcher Punkie ein festes Vorzeichen behilt, ohne
zu verschwinden, so ist nach dem Satze 5

(v 5 Xivvs z+1:lo)>0 (=1,2,- —un—1)
und also wird auch

0P
%Z (b‘n b, -, bn—-l) Ao) =+ 0.
Dies zeigt uns aber, daB die Gleichung

PYss Ysr s Y1y A) = P(By, By, - -+, by, Ay)
in der Umgebung des Wertsystems y, =1b,, ¢5=0b,, ---, y,_;=b,_,
nach 1 aufgelost werden kann, d. h. daB, wenn irgend eine Punkireihe
AoYss GsYsy " 5 &, _1Y,_, aus der Umgebung der Reihe a;b,, a3b;,---,a, _,b,_,
gegeben ist, es moglich ist, 1 so zu bestimmen, daB das Integral (3) lings
der ans den entsprechenden Lagrangeschen Kurven zusammengesetzten
Kurve erstreckt, densélben Wert erhilt, wie wenn es iiber ¢ erstreckt
wird. Wenn wir mit S, den Flichensireifen bezeichnen, der von dem
Kurven y=y(@) -+ b mnd y=y({x)—2% und den Geraden 2=z, und
&= %, hegrenzt ist, konnen wir alse den folgenden Satz aussprechen: .
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Hilfssatz 6. Es lipt sich eime positive Grofe hy so feststellen, dap,
wenn h < hy, 2u jeder Punktrethe a,b,, azys, - -, @, 1Y, _y, ,b, tnnerhald
S, ein solcher Wert X' von 2 gehort, daB jede zwei aufeinander folgende
Punlie dieser Reihe vermittels requlirer Integralkurven wvon (4) mit der
isoperimetrischen Konstante ' verbunden werden kinnen und daf die aus
dieser Kurven zusammengeseizte, die Endpunkie von ¢ verbindende Kurve
dem Integrale (3) denselben Wert wie ¢ gibt.

Wir bezeichnen mit 7, die Gesamtheit aller die Punkte 1 und 2
verbindenden, aus Integralkurven von (4) zusammengesetzten Kurven, die
in der oben angegebenen Weise Punktreihen a,y,, a59;, --+, @,_ ;4,4
innerhalb S, entsprechen. Ferner sei 1, die obere Grenze der zu diesen
Kurven gehorigen Werten von |1"— 4, ].

Die GroBe 1, verschwindet offenbar gleichzeitig mit A, und da die
Kurven T, von Stiicken der Kurven y=9(z, o, ¥;, 0,4, ¥;,1, 4) (§ 5)
zusammengesetzt sind, wo |y, —b,| <h, |9, ,,— b, | <h und {1 —2,1<4,,
so konnen wir hierans und aus der Regularitit der Funktion

(@, @ Uiy Giyys Yigrs A)
in der Umgebung der Wertsysteme
GLr<0,.y, Y$=0b Y. 1=b,, A=14
noch auf das Bestehen des folgenden Satzes schlieBen:

Hilfssatz 7. Wenn die positiven GroBen o und o' noch so Klein fest-
gestellt worden sind, kann doch stets dwrch hinreichende Verkleinerung von h
bewirkt werden, daff alle Kurven T, der Gesamiheit T, angehiren.

8. Wir wollen jetzt noch untersuchen, inwiefern sich die Stiicke der
Kurven 7, mit Feldern umgeben lassen, die dem Problem das Integral

(11) SHG@,y,9, iz,
wo A die zu der betrachteten Kurve gehorige isoperimetrische Konstante
ist, zu einem absoluten Minimum zu machen entsprechen. Wir haben
also das zwischen den Geraden z = a; und z = g, ,, fallende Stiick einer
Kurve y = (2, a;, ¥, @, 4, ¥;,1, 4) zu untersuchen unter der Annahme,
daB |y, —b,[ <h, |91 —bips| <D,y |2—2| <2,

Wenn wir

F(Z, @y Yt %, Gy gy Yy + %, 2) = @ (2, Y5 Yi 15 %5 4)
setzen, stellt offenbar die Gleichung y = @(z, ¥;, ¥;,,, %, 1), Wenn darin
nur x als variabel angenommen wird, eine Schar von Integralkurven der
Gleichung (4) dar, woraus die Kurve y = 9(z, @, ¥;, &1, ¥; 4, 4) fiir
% = 0 hervorgeht. Ferner kann man unmittelbar aus der Definition von
@ schlieflen

0 2
a’%(‘% bis biyy 05 &) = '3’,%(%451; biy 034150, 4g) = 1.
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Hieraus folgt weiter, nach dem Satze 2, daB die Ableitung
3'2(37: bis b1, 0, 4y)

im Intervalle #, <z <, grober als Null bleibt und da @(z, ¥, 4,4, %, 1)

in der Umgebung der Wertsysteme z, < x <&, ,, ¥;=b,, ¥, ,,=b,,,, =0,

=1, In bezug auf ihre simtlichen Argumente reguldr ist, ist es also

moghch eine posifive GroBe ¢ so klein zu wihlen, daB die Unglelchung
(x, Yis Yis1> %, 4) > 0 im Bereiche

<<%, (9—b01<e (a—bl<e [%2l<e [A—2]<e
besteht.
Mit m bezeichnen wir das Minimum von %’i (%, Y5 Y; 1, %, 4) In diesem

6@ oy |09
3 0y, + 0Y; 41 +§§ff

in demselben. Ist ¢ eine positive GroBe < & und O'enugen Yiy Yiyy und 2
den Bedingungen

=8 <o, [Hpa—big | <a, (A2 <eg,

(9@, Y Y:41,0,8) — @(#, b, 8,44, 0, A) | < Mg
fir 7, <2<z, ,. Andrerseits ist aber, wenn g = ¢ — ¢, fiir dieselben
Wertsysteme von y;, #;,, und 2

oz, ¥;, Yir1) &> A — o,y Yiv1s 0,4) > me,

Bereiche und mit M das Maximum der Summe

hat man

und
P2, Yoy Yinr> — &5 &) — P(2, 9, ¥; 11, 0, 1) < — msy.
Bestimmen wir nun ¢ so, daB me > Me, und setzen wir me, — Me, =0,
wird also sicher
oz, ¥; Yiv1r &2 ) — oz, b, z+1} 0, 2,) >0,
& (%, Yis Yip1> — &> A) — @(%, b, 5,4, 0, 3) <— 0
r

L2, 970 <& Y —bial<a [A—24| <.

Dies besagt aber, daf die Kurven der Schar y = ¢(z, 4, 4,1, %, 4),
die den Werten von x zwischen —&, und + &, entsprechen, das Gebiet,
das von den Kurven y=y(z)+ 0 und y=y(z) — 0 und den Geraden
z=uwx; und z =, , begrenzt ist, vollstindig ausfiillen. Da sie eine
Gesamtheit von Lagrangeschen Kurven mit derselben isoperimetrischen

Konstante  sind, wnd die Abloiting 22 (z, , .1 %, ) fir |2] <4

nicht verschwindet, so bilden diese Kurven in dem gena.nnten Gebiete ein
Feld im Sinne des Problems, das Integral (11) zn einem absoluten Mini-
mum zu machen, das die Kurve y = o (z, 9, Y; 41, 05 4) umgibt. Nehmen
wir nun kb Keiner als & und. ¢, und noch so, daB auch 4, <e,, kann also
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das zwischen den Geraden z = z; und z = 2, , fallende Stiick jeder Kurve
der Gesamtheit 7, mit einem solchen Felde umgeben werden, da8 der
Teil von S,, der zwischen diese Geraden fillt, vollstindig bedeckt wird.
Wir kénnen also den folgenden Satz aussprechen:

Hilfssatz 8. Es ldft sich eine solche positive Grofe h, bestimmen,
daf, wenn h < hy, jedes einzelne Stick eimer Kurve der Gesamiheit T, mit
der isoperimetrischen Komstante ) mit eimem Felde im Sinne des Problems,
das Integral (11) zu einem absoluten Minimum zw machen, wmgeben werden
kann, und daf dieses Feld den Teill des Flichenstreifens S, zwischen den
Geraden x = x; und x = x, 4 vollstimdig ausfilli.

9. Indem wir unter h, und %, die Konstante der Sitze 6 und 8
verstehen, sei jetzt angenommen, daf A <k, und k, ist und es sei ¢ eine
die Endpunkte von ¢ verbindende Kurve, die in ihrer ganzen Ausdehnung
im Inneren von S, verliuft und dem Integrale (3) denselben Wert wie
¢ gibt. Nach dem Satze 6 gibt es sicher eine Kurve ¢” der Gesamtheit

T,, die durch die Schnittpunkte von ¢ mit den Geraden

=0y, Z=0qg, "+, T =10, 4
geht; es seien y,’, 43, - - -, ¥n_, die Ordinaten dieser Schnittpunkte. Ferner
seien ¢, und ¢’ dia Teile von ¢ und ¢”, die zwischen den Geraden x=aq;
und z = @, , fallen, und 2" der Wert von 2, der der Kurve ¢” entspricht.
Die Kurvenschar y = ¢ (2, 9, 441, %, 4") bildet dann ein das Kurven-
stlick ¢,” umgebendes Feld im Sinne des Problems, das Integral

fﬂ(x: Y, Y, A)dz
zu einem absoluten Minimum zu machen, und dieses Feld bedeckt, zu-
folge unserer obigen Annahme iiber die GroBe von % und nach dem
Satze 8, vollstindig den Teil von §,, der zwischen den Geraden z =
und z =, , filll. Wenn p,(z, y) die Funktion von z und y bedeutet,
die in jedem Punkte eines solchen Gebietes mit der Ableitung der durch
denselben gehenden Kurve des zugehorigen Keldes iibereinstimmt, hat

man nach Paragraph 1
f H(z,y,y,%)— f H(z,y,y,)dz = f E(, 9,9, p., 9, 4) da

G=1,2, -+, n—1),
wo die Funktion E die im Paragraph 2 definierte Funktion von z,y, 4, p
und A bedeutet. Wenn man die Summe beiderseits von ¢ =1 bis t=n—1
bildet und beachtet, daB ¢ und ¢” dem Integrale (3) denselben Wert

erteilen, erhdlt man hieraus
12) fF@,yv)iz—fF@,y,9)de=f Ez,9,9,p.@, 9, 1) ds.
¢ < ¢
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In der rechten Seite dieser Gleichung sind nun noch 1" und p,(z, %)
GroBen, die von der Gestalt der Kurve ¢ abhiingen. Diese Abhingigkeit
hat aber jetzt nicht mehr denselben Charakter, wie die Abhingigkeit der
Funktionen 4(z) und p(x) von ¢ in der Gleichung (5), sondern wir
konnen jetzt auf Grund der erhaltenen Gleichung Schliisse machen, die
denen des Paragraphen 1 analog sind.

Zunichst sei folgendes hinsichtlich der Funktion E(z, y, ¥, p, 1)
bemerkt.

Aus der Voraussetzung (b) folgt erstens, wie schon im Paragraph 2
gezeigt wurde, daB, wenn & eine hinreichend kleine positive Konstante
ist, die Funktion E (z, y, ¥, p, 1) im Bereiche
5 Se<m, lY—y(@)|<a, |V =¥ (@) [<&, [Py @) <&, [1-L|<4
positiv bleibt und nur fiir 9 = p verschwindet. Andrerseits wird diese
Funktion zufolge der Voraussetzung (c) fiir

5n<z<zm, y=y), a<|y—vy@®|<e, p=y @, A=1,
positiv, ohne zu verschwinden, und da sie in der Umgebung dieser Wert-
systeme stetig ist, so kann man eine solche positive Konstante ¢, finden,
daB sie noch im Bereiche
1, <2<z, |y—y(2) | <&, 6 < Y —¥ @) |< o, 9 (@) |Zey, | A— 4, [<e,
positiv wird, ohne zu verschwinden. Wenn & < & und &, wird also die
Funktion E(z, v, ¥, p, 4) im ganzen Bereiche
2 <e<ay, ly—y(@)| <&, |¥—¥ (@) [<e; [2—y (@<, [1—4|<5
positiv und verschwindet nur fiir p =¥

Nun ist es offenbar, da |12 — 45| < 4, und die Funktion

9 (%, ¥; Yir1o % Y
fiir jedes ¢ in der Umgebung der Wertsysteme
e < %y, Y%=0b, Yu=0b,, x=0, 1=1,
regulir ist, moglich, 5, so klein zu bestimmen, daB, wenn b <%, und ¢
im Inneren von §, verliuft, erstens |1 — 1,| << & und zweitens in jedem
Punkte von ¢ die Ungleichung |p, (2, y) — 9 (x)|< & besteht. Wenn
@ <7, und & und ¢ der Gesamtheit T, , angehdrt, wird also
E@, 4,9, p,, %), &)
in jedem Punkte von ¢ positiv und die Gleichung (12) gibt uns folglich

JF(&:, Y, y’)dx——fF(m, ¥, y)dz >0,

wobei die Gleichheit nur dann besteht, wenn ¢ und ¢” zusammenfallen.
Ferner sei nun moch daran erinnert, daB nach Paragraph 2 ¢ sicher
schwaches relatives Minimum des Integrals (1) ergibt. Bedenken wir,



Zur Theorie des relativen Extremums der einfachen Integrale ete. 351

daB es nach dem Satze T stets moglich ist, durch hinreichende Ver-
kleinerung von % zu bewirken, daB alle Kurven der Gesamtheit T, einer
noch so beschrinkten Kurvengesamtheit 7, angehdren, so ist es also
moglich, eine solche positive Zahl %, zu finden, daB, wenn h < 7,, alle
Kurven T, zu den Kurven gehoren, im Vergleich mit welchen das
Minimum besteht. Ist 2 <<%, und verliuft ¢ in dem Gebiete S,, hat
man folglich

IF("”) Y, y')d.’l) '"’fF(x7 Y, y’;> dz > Oz’

wobei wieder die Gleichheit nur dann besteht, wenn ¢” mit ¢ zusammen-
fallt. Wenn o <%, %, und &, hat man also fiir jede Kurve ¢’ der Ge-
samtheit T,

IF('Q;> Y, y,)dx ~fF(x7 Y, y,)dx_>_07

und wir gelangen somit schlieSlich, indem wir von dem Ausnahmefalle wo
der Ausdruck (9) auf ¢ identisch verschwindet absehen, zu dem folgen-
den Satze:

Wenn die Funktionaldeterminante gg’; ;:? fiir jedes Wertsystem

5, e T, w=y, A=4
und die Ableitung %1_1;_ (z, 9,9, &) fir alle Wertsysteme

<2<z, y=y(@), ¥=9@), i=1%4
von Null verschieden sind und die Funktion E(z, y, y, p, 1) im Bereiche
6 <z, y=y@, |¥—y@)|[le, p=9 @), i=14
dasselbe Vorzeichen behilt und nur dann verschwindet, wenn y =y (x), so
kann stets @ so Klein gewdihlt werden, dafy die Kurve ¢ im Vergleich wit
den Kurven der Gesamiheit T, ,. relatives Extremum des Integrals (1) ergibt.




