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Zur Theorie des relativen Extremums der einfachen Integrale 
mit bestimmten Integrationsgrenzen. 

Yon 

J. W. LINDEBERG in Helsingfors. 

Vergleich~ man miteinancler die Theorien des relativen und des ab- 
solu~en Extremums~ so finder man, dab zwischen denselben eine groBe 
Analogio besteht. So sind die Kriterien des schwachen Ex~remums ein- 
auder volls~udig ~quivalen~ und die Methoden diese Kriterien abzuleiten 
sind sehr ~hnlieh. hndrerseits ist abet die Theorio des relativen Ex- 
tremums in einigen Punkten noch nicht so weir geffihl~ wie die des ab- 
solu~en, und insbesondere sind die S~ze zur n~heren Bestimmung der 
Ar~ des Ex~remums in der ersten sehr wenig beffiedigend. 

Im folgenden wird versucht diesem Mangel abzuheffen, indem ein 
allgemeiner Sa~z bewiesen wird, wonach die Ar~ des Ex~remums bei dem 
einfachsten Problem des rela~iven Extremums ebenso einfaeh wie bei dem 
Problem des absoluten Extremums bestimmt werden kann. 

Um unsere Aufgabe genau formulieren zu kSnnen, erinnern wit zu- 
n~chs~ an die Hauptpunkte der erw~ihnten Theorien. 

1. Es sei ~(x~ y~ y') eine reguI~re analy~ische Funktion ihrer Ar- 
gumentm und y = y ( x )  die Gleichung einer Lagrangeschen Kurve C, die 
dem Problem das Integral 

zu einem absoluten Ex~remum zu machen en~sprichl. Ferner sei c ein 
regulator Bogen yon C, der keine mit der y-Achse parallele Tangen~e 
znl~Bt ~ud der mi~ einem Felde umgeben werden kann. Wei~er be- 
zeidhnen wir mi~ p (x, y) die Funktion yon x und y, die in jedem Punkte 
des Feldes mi~ der Abteihmg der durch denselben gehenden L a g r a n g e -  
schen Kurve fibere'ms~imm~, und seh~eBlich werde eine Funk~ion E der 
vier Argumen~ x,  y ,  y ,  1~ durch die Gleichung 

de~s 
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Wenn nun d irgend eine im Felde verlauihnde regal~re Kurve mit 
denselben Endpun~en wie c ist, so hat man*) 

(2) f F(x, f y, = f y, y; y))ex, 
c" c c 

wobei die Integrale fiber die respektiven Kurven c' u n d c  zu erstrecken sind. 
Indem wir uns auf den Fall des Minimums beschriinken~ fiihren wir 

jetzt die folgenden Voraussetzungen ein: 

Die hbleitung ~ F  (x, y, y') ist, wenn xly  1 und x2y. 2 (x z < ~ )  die 

Endpunk~e yon c sind, fiir x 1 ~ x ~_ x.2, y -~ y (x), y" = y" (x) positiv, ohne 
zu verschwinden, 

Die Funktion /iT(x, y, y,  p) ist im Bereiche 

xz <x<_x~, y = y ( x ) ,  fy'-y'(x)t<~Oo, p = y ' ( x ) ,  
wo Q0' eine gewisse positive Zahl bedeutet, positiv und verschwindet nur 
f~r j = y" (x~. 

Auf Grund der ersten dieser Voraussetzungen ist es mSglich, die 

positive Gr51~e e 1 so klein festzustellen, dab die Ableitung ~"$' 

in dem Bereiche x~ ~ x ~ x ~ . ,  l y - - y ( x ) ] <  ~,  l y ' - - y ' ( x ) ]  < ~z positiv 
und nich~ Null ist; da 

~ ( x ,  y, y'p) (y'-p),~--F = ~ ~y.. (x, y, p + a ~ y ' - p ) ) ,  (0 < a < 1) 

bleibt auch die Funktion .E(x, y, y ,  p) im Bereiche 

Xl ~X<~c,2,  ly--y(;:~,)t < ~l, ! ~ - - y ~ ( x ) l  < ~I, i p - - y ' ( x ) t  <~1 
positiv and verschwindet nur fiir y ' = p .  Fel le r  sei bemerkt, dal~ nach 
der zweiCen Voraussetzung die Funktion _E(x~ y, y'~ p) im Bereiche 

x ~ x ~ x ~ ,  y = y ( x ) ,  ~ ~ l y ' - - y ' ( x ) ]  ~ q o ,  p = y ' ( x )  
posi~iv ist, ohne zu verschwinden. Da sie in bezug auf a~e ihre Argu- 
mente s~etig ist, kann man 'also die positive Gr5t~e e~ so klein bestimmen, 
dal~ diese Eigenschaft noch im Bereiche 

x~ <: x < x~, ' jy --  y (x)  j < ~,  e~ ~ iy" -- y" (x) ] ~ qo, ::p -- y" (x) i < ~. ~ 
besteht. Die GrSi~e e• mut~ offenbar kleiner als ez sein u_ud man kann 
somi~ behauphm, dab die Funk~ion .E(x, y, y , .p)  im ganzen Bereiche 

~-_<x_< ~ ,  l Y - Y ( X ) t < ~ ,  lY'--~ ' (~) l<_Oo ', 1~ " Y ' ( ~ ) t < ~  
positiv bleibt und nut ffir y" = ~ Null wird. 

Wegen der Ste~igkeit ~on s  y) ist es noch m~iglich, ea so klein 

*) Kneser, Lehrbuch der Variations~hnung. 



Wenn ~ die kleinere der GrSBen ~2 und ~s bedeu~et, wird also die Funk- 
tion .E(x, y, y'~ p(x,  y)) im Bereiche 

positiv and verschwinde~ nur fiir y' = p (~, y). 
Es bezeichne jetzt Tee, die Gesamtheit aller die Endpunkte yon c 

verbindenden reguliiren Kurven y = Y(x) ,  die im Intervalle x I < x < x 2 
den Ungleichungen 

r (x) -y (~)I<~,  l r'(~)-y'(~): <~" 
geniigen. ]st Q <~ und gehSrt die Kurve c" der Gesamtheit Tee. , so 
wird nach dem Obigen die Fun'~tion E(x ,  y, y ,  p (x, y)) in jedem Punkte 
yon c" positiv. Da ferner die Ableitung der Kurve c" nicht in jedem 
Punkte derselben mit der Fnnlrtion p(x ,  y) iibereinstimmen kann, kann 
der lntegrand der rechten Seite yon (2) nicht in jedem Punkte derselben 
verschwinden und diese Gleichung gibt uns also 

fF( , y, y')e  > o. 
d c 

Wit k6nnen somit den folgenden Satz aussprechen: 
~ F  Wenn sich der Bogen c mit einem Felde umgeben lSflt und ~ (x, y, y') 

ira Bereiche 
~ ,<x<x~ ,  y=y(x),  y'=y'(~) 

ein festes Forzeichen besitzt, ohne zu verschwinden, und E ( x ,  y, y', p) im 
Bereiche 

VorzeicI~en behiilt und nur fiir y" = y" (x) verschwindet, so kann 
man stets # so klein bestimmen, daft die Kurve c i m  Vergleich mit alL~n 
Kurven der Gesamt~wit Tee 0, absolutes Extremum des Integrals (1) erffibt. 

2. Wir werden jetzt sehen, dab der Ausdehnung des obigen Satzes 
zu dem einfachsten Problem des relativen Extremums besondere Schwierig- 
keiten entgegenstehen. 

Indem wit mit G(x,  y, y') eine regaliire Funktion d er Argumente 
x~ y, y" bezeichnev~ so sei 

(3) r e ( x ,  y, y') ax 
das Integral~ das fiir alle in Frage kommenden Kurven einen konstanten 
Weft behalten soll. Wenn 3. ein willkiirlicher Parameter ist und 

gese!~ wird, ist die Lagrangesche fileichung des Problems 

(4) ~ a, ~ = o .  



Zur Theorie des relative~ Extremums der einfachen Integrale etc. 3-,~ 

Es sei y = y (x) die Gleichung einer Int;egralkurve G yon (4) und e 
ein St~ick dieser Kurve, das iiberaU regular verl~u~ und keine mi~ der 
y-Achse parallele Tangente hat. Die Koordina~en der Endpun~e 1 mad 2 
yon c seien x ly  1 mad x2y~, und mit  xoy o mSgen die Koorainaten eines 
zu i benachbarten Punktes 0 yon C bezeichnet werden, der so liegt, dab 
x 0 < x 1. Ferner sei y = y (x,  #, 2) die Gleichung der durch den Punkt 0 
gehenden Schar yon Integralkurven der Gleichung (4) und es werde an- 
genommen, dab die  Kurve C aus dieser Gleichung fiir g = Sto, 2 = 20 
hervorgeht. SchlieBlich sei co die Funktion yon x~ 9 und J,, die flit 
jedes Wertsystem der Argumente mit dem Werte des Integrals (3) yore 
Punkte 0 l~ngs der Kurve y ~ - y ( x ,  9,  2) bis zu dem Punkte mit der 
Abszisse x erstreckt iibereinsgimmt. 

Wir fiihren jetzt die folgenden Voraussetzungen ein: 
~(y, ,~) 

a) /)/e _Funktionaldeterminante ~(~, ~) ist fiir x~ < x < x~, V = ~o, ~ -  io 

nicht Null. 
~H 

b) ~)~ A b ~  ~W (x, v, v, ~) i~t f~- 

~ <_ x <_ ~ ,  v = v (~), v" = y" (x),  2 = ~o 
l~ositiv und yon Null versehiede~. 

c) D/e l~unktion 
�9 , ~// 

~(~, v,  v ,  p ,  ~) = n ( x ,  v ,  v ,  ~) - H ( ~ ,  v ,  ~, ~) - (v" - p )  ~ (x, v ,  p ,  ~) 
bleibt im Bereiehe: 

x, <x_<~. v=v(~), i v ' - v ' ( x ) t<~o .p=v ' (x ) ,  ~=~o 
iiberall positiv und versehwindet nu t  fi~r y" = y" (x). 

Dies sind die Anna]amen, die bei dem Problem des relativen Mini- 
mums den Voraussetzungen des vorigen Paxagraphen ent~sprec~hen. 

Es sei nun c" eine Kurve mit denselben Endpunkten wie e, die 
iiberall regular verl~uft und keine mit der y - ichse  paral!ele Tangente 
zulii~t, und es werden yon dieser Kurve die folgenden A,nahmen gemacht: 

a') Sie gibt dem Inf~grale (3) denselben Weft  wie der Bogen e. 
b') Dutch jeden Punkt 3 yon d geht eine solche Kurve der Schar 

y = y ( x ,  g, Jr), da~ das I n t%~l  (3) denselben Weft erhiilt, wenn es 
fiber das S~fick 03  dieser Kurve oder fiber die Kurve, die aus dem 
Bogen O 1 yon C und 13  yon c" zusammengesetzt ist, erstreck~ wird. 

c') Die Werte yon g and ~t, die zu der durch den Punkt 3 gehenden 
oben definierten Kmwe der S e h a a - y = y ( x ,  9 ,  2) gehSren, bilden zu- 
sammen mi~ der Abszisse x yon 3 Ftir jede Lage dieses Punktes ein 
solehes Wertsystem yon g, ~t und x, f'dr welches die FunktionaldetermN 

nante ~(~,z) nicht versehwindet. 
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Wir bezeichnen mit ~ (x) und ~ (x) die zwei Funk~ionen yon x, die 
f;Jx jedes x mit den Werten der Parameter 3~ und 9, die za der dutch 
den entspreehenden Punkt 3 gehenden oben erwiihnten Kurve der Schar 
y = y(x,  t*, ).) gehSren, fibereinstimmen. Ferner definieren wir die Funk- 

~Y (x, tion ~(x)  durch die Gleichang p ( x ) =  ~-~. t~(x), ~(x)). Als~ann hat 

mall ~) 

c '  c c 

welche Gleichung ffir das Problem des relativen Extremums yon grund- 
legender Bedeutung ist. Sie ist der Gleichung (2) sehr ~ihnlich; ein 
wesentlicher Unterschied besteht aber daxin~ dab in der Gleiehung (5) 
zwei Funktionen ,v(x) und 2 (x) vorkommen, die yon der Gestalt des 
Bogens c" abh~ngen. 

Da die Ftmktionen Z (x) und p(x)  nnd also die g-anze Gleichung (5) 
nut unter der Voraussetzung (b') einen Sinn haben, wollen wir zan~ehst 
diese Vorausse~zung etwas n~her in Betxacht nehmen. 

Es seien xay ~ die Koordinaten des Punktes 3, lo3 der Weft des 
Integrals (3) tiber die Kurve ers~eckt, die aus dem Stiicke 01 yon C 
und 13 yon c" zusammengesetzt ist, und ~ der g~6Bte Were, den irgend 
eine der Gr~il}en [Y3 --  Y (x~)t und l lo3 -- ~ (xs, ,a0, ~o)] im Intervalle 
x 1 <: xa ~ x~ annimmt. Wenn ~ hinreichend klein ist, kann man zufolge 
der Voraussetzung (a) die Gleichungen 

fiir jedes x s i m  Intervatle x 1 ~ x 3 ~ x~ nach ~ und )~ aufl6sen and hier- 
aus folg~ unmitt~lb~a', daB, wenn O trod O' hinreichend klein sind~ die 
Voraussetzung (b') Ftir alle Kurven dex Gesamtheit Tee, effiillt ist. Etwas 
Ni~heres fiber die Wert~, die hierbei Q und 0' erteilt werden kSnnen, 
scheint es abet sehr schwer zu sein zu entscheiden, trod aus diesem 
Grunde ist die Gleichtmg (5) nicht unmittetbar zar Ableitung yon Kri- 
terien fiber die Art des Extxemums geeignet. 

Das schwache Minimum l~iBt sich abet ohne Schwierigkeit auf Grand 
unserer Voraussetrztmgen nachweisen. 

Zufolge dex Vorausselzuug (b )kSnnen  wit ers4ens eine positive 

GrSSe ~ so fests~ellen, dab ~ (x, y, y ,  ,~) im Bereiche 

laosigi~ "hleibt~ ohne zu verschwin__den, and da 

~) Kneser ,  Lehrbuch der VaxiationsrechJaung. 
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~(x, y, y, p, it)= (u'-p)' o,~ ou,,(x,y,p+a(y'-p),~), ( o < ~ < 1 )  

beh~t aueh die Funktion J~ im Bereiche 

dasselbe Vorzeichen und verschwindet nur,fiir y' ~ p .  
Naeh dem Vorigen ist nun, wenn 0 und ~" hinreiehend klein sind~ 

die Voraussetzung (b~ ffur jede Kurve der Gesamtheit Tee, erf'tillt, und 
es ist offenbar mSglich, 0 und O" noch so klein zu bestimmen, dab auch 
die Voraussetzung (c') f'ttr diese Kurven erfiillt ist und daB, wenn die 
Funktionen it(x) und ~v(x) einer solchen Kurve entsprechen, die Un- 
gleichungen 

Iit(x)-itol < ~, I p ( x ) -  y'(x)t < ~ 
im Intervalle x 1 ~ x ~ x~ bestehen. Die Fnnktion E(x,  y, y ,  p (x), it(x)) 
kann (]ann auf einer solchen Kurve nicht negativ werden, und da sie 
lii~gs einer Kurve, die die Voraussetzung (a') efffillt, nicht identisch ver- 
schwinden kann, gibt uns die Gleichung (5) ftir diese letzten Kurven 

f y, f y, y')a  > o, 
s r 

und hiermit ist gezeigt, dag e wirklich so genanntes sdhwaches relatives 
~inimum ergibt. 

Es sei noeh bemerkt, daft, wenn sich auch die Voraussetzung (b') 
unter sehr allgemelnen Bedingungen als erfiiUt naehwei~en liel~e, ufis doeh 
bei der Ausnutzung der Voraussetzung (c) zu n~iherer Bestimmung der Art 
des Extremnms neue Sehwierigkeiten en~gegentreten wtirden. Wenn Q' 
irgend einen festen Weft hat, k6nnen wit n~mlich nieht durch Ver- 
kleinerung nur yon Q bewirken~ dal~ die zu den Kurven der Gesamtheit 
Tr geh~rigen Fun~ionen it(x) ~nd p(x) yon it, rev. y'(x) benebig 
wenig versehieden sinel, und es scheint also, als ob die Voraussetzung (c) 
fiir kein bestimmtes ~' hinreichend sei, um die Unver~uderliehkeit des 
Vorzeichens yon dem ]ntegrande der Gteichung (5) l~,ngs den Kurven 
einer entspreehenden Kurvengesamtheit; allgemein zu sic-hern. 

Im folgenden wollen wir zeigen~ wie diese Schwierigkeiten sieh um- 
gehen lassen, und zun-achst wollen wir den Grundgeda~en, der den Aus- 
gangspunkt dieser Arbeit bildet~ ]rarz andeu~n. 

SoU das Integra~ 

(6) f R ( ~ ,  u, ~, ~),~x 
zu einem absoluten Minimum gemacht werden, so~ ist die Lagrangesehe 
Gleichung des Problems 

~ ( ~ ,  ~, ~; a~) d ~ , -~  - ~  ~ (~, ~, ~, ao) = o, 

Mathuma~iacho Am~ale~ I~IX, 
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und die.selbe wixet offenbar yon der Kurve U befriedigt. Es sei 4 eine 
die Endpun~e yon c verbindende regul~re Kurve, die dem Integrale (6) 
einen grSBeren Weft als c gibt. Man hat dann, zufolge der Definition 

H(x, y, y, 

f Fax- f Fax- o ( f  oa - f odx) > O, 
C s C C S C 

und wean der .Bogen d noch die Eigensclmft hat, dem Integrale (3) den- 
selben Wert wie e "zu geben, erh~lt man also 

f Fdx-- f Fdx>O. 

Es werde jetzt angenommen, dab der Bogen c sich mit einem Felde 
im "Sinne des obigen Problems umgeben l~ii~t. Auf Grund der Voraus- 
setzungen (b) und (c) folgt dann aus dem Satze des Paragraphen 1, daB, 
wen n ~ hinreichend klein ist, c sicher im Vergteieh mit den Kurven der 
Gesamtheit Tee o, absolutes Minimum des Integrals (6) ergibt. Dann gibt 
aber nach dem Obigen jede Kurve dieser Gesamtheit, die die Voraus- 
setzung (a ~) erfiill~, dem Integrale (1) einen grS~eren Weft als c, und 
hieraus folgt unmittelbar, dab der dem Sstse des Paragraphen 1 analoge 
Satz bei dem Problem des relativen Extremums wenigstens in dem Fa~e 
richtig ist, wo sich der betrachtete Bogen mit einem Felde, das dem 
oben angegebenen Problem des absoluten Extremnms entsprieht, um- 
geben 1~%. 

Indem wir annehmen, dab diese Bedingtmg nieht erffillt ist, setzen 
wir jetz~ fernerhin voraus, d sei eine die Endpunkte yon c verbindende 
regu~e  Kurve, und bezeiclmen mit ~1~i, ~.*/2, "" ", ~ die Koordinaten 
einer Reihe yon Punkten, die auf e" so liegen, dab ~ <  ~-+1, trod yon 
denen ~1~I und ~ mit den Punkten 1 und 2 zusaznmenfallen. Ferner 
wollen wir ~n-ebmen, dab es einen solchen Weft ~.' yon ~t giber, dab 
jede ~wei aufeinander folgende P u , ~  dieser Reihe vermittels Integml- 
kurven der Gleichung (4) verbunden werden kSnnen, die dem Werte Z 
yon ~t entspreehen, and dab die aas diesen Bogen zusammengesetzte, die 
Endpunkte yon c verbindende Kurve d'  dem Integrale (3) denselben Weft 
gibt wie c. SchlieBlich mSgen die Stii~e yon c' und d', die zwischen 
den Punkten ~.~ und ~'+1%+i fa|!en, mit c/ mad c~" bezeichnet werden. 

Ohgleidh nun cnicht mit einem Felde im S~nne des Problems, dss 
Integral (6) zu einem absoluten Minimum zu machen, umgeben werden 

ist es jedoch mSglich, dab die einzelnen Bogen c/' sich mit Feldern 
~m Sinne des Problems, das Integral 
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zu eiaem absoluten Minimum zu maehen, umgeben lassen. Wit  wollen 
annehmen, dag dies der Fall ist und da$~ mit Anwendung tier Gleichung @), 
sieh zeigen lii~t: 

, y, y ,  Z')dx x, y, y ,  it ')dx > 0 (i = 1, 2 , . . . ,  n --  1). 

Summieren wir yon i = 1 bis i = n -  1, erhalten wir, mit Beachtung 
der Definition yon H ( x ,  y,  y', it'), 

n - - 1  a - - 1  • - - 1  ~ - - 1  _ _ ~  

i = 1  e,' i~ - - I  C," \ ~ - ~ - 1  C/ i = 1  e t / 

wenn e' die Voraussetzung (a') erfiillt, so folgt hieraus, wegen nnserer 
Annahme, dag dies aueh mit c" der Fall ist, 

f Fdx-- f Fdx > O. 
c' c" 

lqun ist es nach w 2 stets miiglieh, 0 und ~)' so klein zu bestimmen, 
dag c i m  Vergleich mit den Kurven der Gesamtheit Tee, relatives Mini- 
mum des Integrals (1) erg4bt. Wenn aueh c" nicht dieser Gesa~theit 
angehSrt, ist es offenbar mSglich, dab c" eine Kurve derselben ist~ und 
wenn dies der Fall ist, hat man 

f Fdx -- f Fdx > O 
C" C 

und folglich auch 

f F d x  --(_l; 'dx > O. 
r r 

Es 5finer sich also bier ein neuer Weg~ die Kurve c mit benaeh- 
baron Kurven hinsiehklich der Werte~ die sie dem lntegrale (1) er~eilen~ 
zu vergleichen. Im ~folgenden wird gezeigt~ wie sich der oben angedeutet~ 
Gedanke sfxeng durehFfihren liiBt and nns zu der Ausdehnung des Satzes 
des w 1 auf das Problem des relafiven Exfxemums ffihrr 

Zuni4chst werden wit eine Reihe yon Hilfssi~tzen beweisen~ die wit 
fiir unseres Hauptproblem brauehen. 

4. Da die Gleichung (4) yon der zwei~en Ordnung ist~ wird das 
aUgemeine Integral derselben auger yon 2~ das schon in der Gleichung 
vorkommf~ noch yon zwei willktirlichen Parame~ern abh~ingen. Wit  wollen 
zuniichst eine Schar yon Integralkurven in Befa~acht ziehen~ die auBer yon 
nur yon einem Parameter x abhKng~ Es s~i y = g(x,  it~ it) die Gleichung 
ether sotchen Schar~ aus welcher C ffir X = ~ x ~ - x  o hervorgeht~ mad 
yon der Funktion g(x, ~ z) werde angenommen~ da$ sie in-alex U m g e b u ~  
jedes Wertsystems x 1 _< x _< x~, it =-/to, x =-x o regulKr ist. 
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Worm man die Funl~ion g(x, 2, ~) und ;hre Ableitung nsch x anstatt 
y und y' m die Gleichung (4) einfiihrt and die so erhaltene Identitiit 

nac.h x Jifferenziert, ergibt sich, dab die Ableitung ~g(x,,~o, xo) einer 
O g  

linearen Differentialgleichung 

u' du u" d~u~ 
(7) u'" + p(x)u" + q(x)u = 0 =- J-~' = dx'/  

genfigt, wo p(x) und q(x) zufolge der Voraussetzung (b) im Intervalle 
x 1 < x < x~ regafliire analytische Funktionen sind, die nur yon der Glei- 
chung y = y(x) yon C und yon den Funlrtionen F(x,  y, y') und G(x, y, y') 
ablffmgen, aber keineswegs yon der Art, wie der Parameter x in der 
Funktion g(x, ,~, u) eingeht~ 

Wit wollen einige S~tze hinsichtlich der Integzule v.on (7) ableiten. 
We nn ~ ein Weft yon x in dem Intervalle x l < x < x ~  ist trod a 

eine gewisse positive Zahl bedeutet, so sei u~(x) das Integz~l yon (7), das 
den Bedin~mmgen %(~)=  a, u~'(~)= 0 geniig~. Da t t ,  eine nebst ihren 
Ableitungen stetige litank~ion yon x sein mug, k6nnen wir erstens einen 
solehen Intervall I x -  ~1</~ abgrenzen, dal~ in demselben l u, [ < 2a, 
l u . : l <  2a. Aus (7) folgt dann, wenn M der gr56te Weft ist, den irgend 
eine der Funktionen tp(x) i und Iq(x) l im Inf~rvalle x, < x < x~ annimmt, 
dag im Intervallo Ix -- ~ I </1  die Vngleichung l u,,"! < 4 a M  besLeht, 
und hieraus fol~ welter 

(8) l u'~l < 4 a M  Ix - -  ~ t 

ffir dieselben Werte yon x. Wenn aber l~ die kleinere der GrSlten 1 
1 and ~-~ bedeutet, so sind die rechten Seiten dieser Ungleichtmgen f'dr 

I x -  ~i<~ l~ kleiner als 2a. Wit werden sehen, da6 dies auch mit den 
linken Seiten der Fall sein mug. 

Wenn x yore Werte ~ ausgehend stetig bis zu dem Werte ~-t-l~ 
w~chst, gelten nach dem Obigen die Ungleichungen (8) sicher, solange 
I ~, l < 2a and l u,:i < 2a. hndrerseits kaan keine der Ftmktionen l u, 1 
mid tua'] den Weft 2a "ira Intervalle ~ < x < ~ n t-/~ erreichen, obne daft 
diese Ungleichungen schon vordem aufgehSrt haben zu gelten. Die ge- 
-an nten Ungleichangen miissen also in dem ganzen in Frage stehenden 
Intervalle bestehen, und hieraus folgt unmitIelbax die Richtigkeit der oben 
gemachten Behaaphmg.*) 

*) Exlast Lindel~f bedient sieh in einer Abhandlung ,,Demonstration de quelques 
~ .  sex lea &luat~'ons dit~rentielles ,~ (Journal de M~thgmatiques 1900) einer 
aual~e~ Sehlul~weise. 
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Im Intervalle I x - -  ~ t < / ~  hat  man nun somi l  ] u~" I < 4 a M  and 
daraus folgr da u.'(~)= 0, 

u~ > a -  2 a M ( x  ~ ~)2. 

Beachtet man die Bedeutung yon l~, so kann man hieraus den SchluB 
ziehen, da~ u~ im Intervalle f~ -- 61 < l~ nicht Null wird. Da l~ in keiner 
Weise yon ~ abh~lg4, kann man also den folgenden Satz aussprechen: 

H i l f s s a t z  1. Es IZi~t sich eine nut yon la(x) und q(x) abMi~ige 
positive GrSfle 1 derart bestimmen, daft, wenn u(x) irgend ein Integral 
yon (7) ist und die Ableitung u'(x) fiir e i ~  Weft ~ yon x aus dem 
Intervalle x~ < x <__ x~, fiir welchen u(x) nivht verschwindet, NuZl wird, 
die Funktion u(x) im IntervalZe I x -  ~ ] < l van 2Vu~ verschieden 
sein muff. 

MS u_nmit;tselbare Folgerung hierans ergib~ sich noch: 
Hi l f s sa~z  2. Hag ein Integreg u(x) yon (7) in zwei Punkten ~ und $~ 

(~ < ~) dassdbe Vorzeichen, ohne ~u verschwinden, und ist ~ -  ~ < l, so 
kan~ das jSstegral u(x) im Intervalle $~ < x < ~ nicht ~ull werd~n. 

In der Ta~, wenn das "Integral u(x) im Inbervalle $~ < x ~ ~z ver- 
sehwinden wiirde, miiSte dasselbe in diesem Inf~xvalle ein Maxim~m oder 
Minimum besi~zen und die Ablei~ung der Funk~ion u(x) miiSte also auch 
in (lemselben Null wer(len. Wenn nun u'(x) in einem P u n ] ~  vexschwin- 
den wiird% wo auch u(x) Null is~, mfil~f~ offenbar u(x) iden~isch ver- 
schwinden~ und wenn (las Verschwin(len yon u'(x) in einem Punk~ sfatb- 
finden wiirde, wo u(x) einen endl~chen Wer~ ha~, mfiSte u(x) nach dem 
Hilfssat~e 1 in dem beh"achte~en In~ervaUe yon Null verschieden bleiben. 
Da diese beiden Konsequenzen unseren hn~ahmen wi(lersprechen, folg4 
hieraus die 'Richtigkeit des Satzes 2. 

Es seien je~z~ ~ ein Wer~ yon x zwischen x~ un(l x~ und 

das allgemeine Integral yon (4), wo v und It so gew~hlt sin(, (lab 

x), 

- -  

W e ~  vo, Po ~ d  Zo die Werte der P~a~e te r  sind, die der Kurve C 
e~a~reehen, so is~, wegen der Vorausse~ung (b), die Funk4ion y~(x, v, It, 1,) 
in der Umgebung j~es Worfi~ystems Xl ~ x ~ x~, v = v o, It -~ Ito, 2 ~ 2o 
eine regul~-e analy~isctm FunCtion iln'er Argmnente und aus tier gemach~en 
Azmahme fil)er die Parameter ~ mad It folg~: 
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O~ w,  Vo, ,%~ 

a% (a, a--;~-~ %, ,to, Zo) = O, 

a~,as ,'o, go, Zo) = 1, 

a ~ v  vo, ~o, Zo) = O. 

O, 

O, 

Wenden wit den Sa~z 1 auf die Ableitungen ~ ( x ,  vo~ ~o, 

~Y~[ 
~ ( x ~  %, go, ~a) an~ so erhaI~en wir~ mi~ Beriicksichtigung dieser letzten 
Gleichm~gen, ohne Schwierigkei~ den folgenden Sa~z: 

H i l l s  sa ~z 3. Die Ablei tu~ ~Y~ (x Zo) ist im Intervalle ~v " ~ v~ ~o, 

I x - -  ~ [ < l I~ositiv, ohne zu v e r s c h u g ~ ,  and die Ablei~ng ay~ (x ~o) ~t~ v , Vo, Yo, 
ist 2Cull f'4r x ~- ~, nega~iv ira Intervalle ~ --  l < x < ~ und positiv im 

Schlie$1ich wollen wir, indem wir 

~7(x. ,,o, ,.o, :to) ~ma a - ,  ,,o,~o,~o) 

einen Sa~z hinsich~lich des Quo~ien~en 

war &bkiirzung die Ableiiungen 

mi~ y~(x) und y~(x) bezeictmen, 

y~(z) beweisen. y ~ (x) 

Die Funktion y~ (x) geniig~.nichf der linearen Differen~ialgleichang (7), 
sondem man hat, wenn r(x)  die Ftmk~ion yon x bedeu~e~, die dareh Ein- 
fiihrung yon y(x)~ y'(x) trod ~o a n s ~  y,  y' and Z in dem Ausdrucke 

ents~eh$~ 

(0a d ~G~ am 

a'v~ av~ r(x) = O. ~., + p ( ~ ) .  + q(~)~ + 

Mul~ip|izieren wir diese Oleichung mi~ ff~(x) und sub~rahieren aus der so 
enistandenen 61eichung die Gleiehung 

erhaI~en wir~ wenn y~y~ ' - - y zy f f=  w geseizt wird, 

dw 
a--~ + law + ry~ .~ O, 

~ a  ~eraus folg~, ~ w ( ~ ) =  O, 
ar 

~ - - e  ~ . /  r(x)v.(x)e dx 
t f  
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Es sei jetzt t~ eine positive GrSBe, die kleiner als 1 ist, und es werde 
angenommen, da$ der Ausdruek 

(9) ~G d ~G 
~y dx ~ff 

fiir alle durch die Elemen~e des S~fiekes yon c, das zwischen die Geraden 
x--= ~ und x = ~ + l 1 ffillt, definierte Wertsysteme yon x,  y und y' das- 
selbe Vorzeichen behKl~ und nut mSglieherweise in den Endpunk~en des 
Stiickes verschwindet. Da nach dem Satze 3 y~,(x) in dem Interw~le 

< x < ~ + / i  positiv und yon Null verschieden ist, folg~ aus tier obigen 
Gleichung~ wenn noch die Voraussetzung (b) beachtet wird, da$ w und 
der Ausdruck (9) in demselben entgagengesetz~e Vorzeichen haben. Nun 
is~ abet 

d y ~  w 

Die Ableitung des Quotien~en Y__L~ wird also positiv oder nagativ, je 

nachdem der Ausdruck (9) negativ oder positiv ist, und wir erhal~en somit 
den folgenden Satz: 

Hilfssa~z 4. Wenn der Ausdruck (9) auf  d~r ~qtrezke yon c ~wischen 
die Gerad~ x -= ~ und x = ~ + 11 (Z 1 < ~ &tsselbe Vorzeichen behbIt und 
nut mSglicherweise in den Endpumkten des Stiickes verschwindet, so ist der 

Quotient yz(x) y.(x) i~ dem Intervalle ~ < x < ~ + l I bestiindig zunehmend oder 

besttindig abaehmend, je ~ der genannte Ausdruck in demselbe~ negatix 
oder positiv ist. 

5. Es seien jeLz~ xoy o and ~o% zwei Punk4e yon c, die so hagen, 
dag, wenn l die Konst~m~e des Sa~zes 1 is~, die Ungleichungen x o > ~ ,  
X o -  ~o < 1 bestehen. Alselann behaupten wit, da~, wenn die Punkte x'y" 
und ~r gewissen Umgebungen der Punkte Xoyo und ~o~o angehSren und 
~." ein beliebiger Weft yon ~. aus einem gewissen, den Weft ;t o enthalten- 
dem Interva!!e ist, die Punk~ x'ff and ~ vermittels einer Integralkurve 
yon (4), die dem Wer~ ~.' enf~priehf~ verbtmden werden kSnnen~ 

In der Tat, wenn y ~-y~, (x, v, / t ,  ~.) das allgemeine Integral yon (4) 
is~, wo v und ~t so g e w ~  sind, da$ 

~Ya,~a 
, ,  = t ,  - - -  , ' ,  t , ,  

hal man~ zufolge dieser Annahme beta-effend der Parameter, 
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Ferner is~, auf Grand des Sa(~zes 3, 

~.(x ~o)+O ~ ~ o, Vo, ~o, 
and also wird 

~-~-(h, ,'o, ~o, ~o), 

--~--~' o, ~'o, ~o, ~o), 

Die Gleichungen 

- ~ - ~ ,  ~ ,  ~'o, ;to) 

~--~ (xo, %, ~o, ;to) 
~ 0 .  

y '=  ~.(x, ~, ~,, ~), 

k51men somi~ in der Umgebtmg des Wer~systems y '~-  Yo, x -~ xo, ~ = ~o, 
~-~ ,  it ~ ~ nach ~, und ~ aafgetSst werden, und hieraus folg~ un- 

mib~elbar die Richtigkeit der oben gemach~en Behaupttmg. 
Fiihren wit die dutch die obigen Gleichungen definierten Funk~ionen 

v and ~ in y~.(x, v, ~, $) ein~ so enfi~eh~ eine Fu~kfion der sechs Arg,a- 
�9 r men~ x, x', y; g, ~ und it, die wit mit @(x, x,  y, ~, ~, $) bezeichnen 

wollen. Diese Funktion ist offenbar regulgr in der Umgebung jedes 
Wer~ystems 

and die Gleichung 
y = a(x,  x', y', ~, ~, ~) 

~elt~ die durch die Punk~e s  and ~/ gehende In~a lku rve  der Glei- 
chung (4) mit der isoperime~rischen K o n s ~ e  ~ dar. 

6. Wit woUen jetz4 das lnbegral (3) liings einer Lagrangesdllen Kurve 
mit der isoperimeh-ischen Kons~h~ X yore Pankte x'y' bis zu dem Punkte 
~ derselben erst~eck~ in Beta'ach~ nehmen. Indem wir dieses Integral, 
4as offenbar ebae in der Umgebmag jedes Wertsyst~ms 

i x ' -  ~t < ~, y" = ~(~'), ~ -~ ~(~), ~ = ~o 
regulate Funk~ion yon x', y'~ ~, ~ trod 2~ is~, mi~ O(x, y'~ ~, ~, ~) bezeichn~, 
soll der folgende Satz bewiesen werden: 

Hi]fssa~z 5. Wen~ :roy o ~zd  ~o~o ~ P ~ r d ~  vo~ c sind, daft 
x~ > ~ und x o -  ~ < l, uud der Ausdruck (9) au f  tier ~recke yon c 
~ s d ~ e ' a  d ~  G e r a d ~  x ~-. ~ und x ~ x o ~ Vorzeiche~ beh~t u ~ l  

mitt m ~ g ~ i c ~  iu &n I~nd~nkte~ des Stiickes ~ul~ wird, so ist die 
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Wit  setzen zur Abkiirzung 

-~- , ,n ,~0,z0)  ~.(x), ~(x,n,~~176 
trod wei~er, indem wir die Funktion ~ = (p(it) durch die Gleiehung 

y~,(Xo, ~,o, ~, x) = yo 
definieren, 

ya(x,  Vo, ~(it), X) = g(~, X). 
Die fileichung y=g(x , ,~ )  stellt dam~ die In~egralkurven yon (4) dar, 
die dutch die Ptmkh~ Xoy o und ~o% gehen, trod man hat somit 

xo 

O(xo, y0, ~0, ~0, x) =.fla(x, g(x, x), g'(x, it))ax, 
go 

woraus folgt, wenn mall nach ~. differenzier~ uad rech~s partiell in~egriert, 

zo 

(10) as~_~ ito) = f l ~ o  a~a ~J~ ~g (Xo, yo, ~,, *~o, ~ ~,~ dx,  

wobei auf der rechten Sei~e it = it~ zu s&zen ist. Wit  wollen das Vor- 
~g 

zeichen der Ableitung ~ (x, ito) niiher untersuchen. 

Aus der Definition yon g(x, ).) folgt 

Der ers~e Faktor rechts is~ nach dem Satze 3 im In~ervalle ~ <: x ~ x o 
positiv und das Vorzeichen des ganzen Ausdruckes h~ngt also yore zwei~n 
Fakt~r ab. Da nach der Definition yon r 

d~v y~(~o) 
a-~ (Zo) = ~.(~o)' 

y~(x) 
so is~ dieser Faktor fiir x = x o Null. Da ferner das zweite Glied y~,(x) 

nach dem Satze 4 in dem Intervalle ~o <: x <: x o bestT~ndig zunehmend oder 
bes t~dig  abnehmend ist, .je naehdem der husdruek (9) in demselben negativ 
oder positiv ist~ so folg~ hieraus, dag der in Frage stehende Fak~r  und 

somit die Ableitung ~g ~-~ (x, ~to) in demselben In~ervalle positiv oder negativ 

is~, je nachdem der husdruek (9) positiv odex negafiv isk Der lntegrand 
der Gleichung (10) ist also bet u~seren u immer i)ositiv 
um] alas ~ In~gral  also 1)osifiv nnd nicht Null. Hiermit ist der 
oben ausgeslaroclmae Satz bewiesen. 

7. WL ~ fiihren jet~t die Vorausse~ung ~ dat~ der hasdmck (9) aaf  
der Kurve r nicht iiber~A1 verschwindet. Derselbe l~a~_~ d~.n offenba~ aur 
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eine endliehe Anzahl yon NMlsbeUen auf c besi~zen; es sei a~b~t , ~ b ~ , . ,  .,a,,b,, 
eine Reihe yon Puntden dieses Bogens, unter welehen sieh alle NuUpunkte 
yon (9) befinde~ und yon welchen a~b~ and a,,b,, mi~ den respel~iven 
Pnn~t~n 1 und 2 zusammenfallen, und es werde angenommen, da$ die 
Abszissen a~ den Ungleiehungen 

ai < ai+l, ai+ 1 --a~ < l ( i =  l ,  2 , . .  ., n - - 1 )  
genfigen. 

Wenn Z yon ~t o und y~, y~,-.-,  y~_~ yon den respelddven Wert~n 
b~, b ~ , . . . ,  b ,_ l  wenig versehieden sind, k~nnen nachw 5 und zufblge 
un__serer Vorausset~mgen bet-reffend die Pun~e a~b~ jede zwei aufeinander 
folgende Pun l~  der Reihe a~bl, a ,g~ , . . . ,a~ ,_~y ,~_~, ,  % b ,  vermi~tels 
Integralkurven yon (4) mi~ der isoperime~risehen Konstan~e 3. verbunden 
werden; wit b&rachten das Integral (3) fiber die aus diesen Kurven 
zusammengesetz~e die Punk~e 1 und 2 verbindende Kurve erstreckt. 
Dieses Integral wird offenbar eine in der Umgebung des Wer~systems 
b,, b s , . . . ,  b~,_~, ~o regul~e Funktion der Argumen~e V~, Ya,'" ", V~-~ and 

sein und wenn diese Funkt~on mi~ r  y ~ , . . . , y , _ ~ ,  Z) bezeiehnet 
wird,  lm~ man 

(b~, ~ . . .  b. 2, Z,) = ~ o  
o~ ., _ ~ (a,, ~,, ~ , + ,  ~, +~, )-o)- 

i=21 

Da zufolge unserer Annahme fiber die Punkte a,b~ der Ausdruck (9) 
zwisehen jeden zweier soleher Punkte ein fest~s Vorzeiehen beh~l~, ohne 
zu verschwinden, so is~ naeh dem Satze 5 

~o Z o ) > O  (i=L2,.. ,n-1) ~ (a,, b,, a , ~ ,  b,+~, 
and also wird auch 

~*(b, ,b~,- .  b. ~,Zo)+O. ~--~ ", _ 

Dies  zeigg uns aber, da$ die (]leiehung 

r V .  " " ,  V._~, Z) -~ r  b~, " ", b . _ .  ao) 

in der Umgebung des Werfaystems y, ~ b~, y~ -~ bs, . . . ,  y,,_~ ~ b._ 1 
nach ~ aufgelSs~ werden kann, d. h. daB, wean irgend eine Punk~reihe 
a~y,, %Y3, " ", a,,_ l Y ._  l aus der Umgebang der Reihe a,b,  , %ha, . . . ,  a ._  l b*_ t 
gegoben is~, es mSglieh is~, Z so zu bes{immen, da$ das In~graI (3) liin~ 
tier aus den en~sprechemden Lagranges~hen Kurven zusamm~._ugese~zten 
Karve ersh'eek~ daas6lben Wer~ ethYlS, wie welm es fiber ~ ers~reek~ 
wit& Wo,~ wit mit S~ den ~ e n s t ~ i f e n  bezeichnea, der yon den 
K~vo~ y~--y(x) + h mad y = -y (x ) - -  h mad dea 6oraaon x ~ xx mad 
~ ~ bcgren~ is~, k~naea wit also ,lea ~ ~ t ~  aassprechen: , 
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H i l f s s a t z  6. Es ldflt sich dine 19ositive Gr6fle ]h so f ~ ,  dafli 
wenn h < hi, zu jeder Punkt~e~7~e a~bl, a~y~, . . . ,  a~_ly~_I, a~b~ innerhaYo 
Sk ein solcher Wert 4" yon I gehSrt, dab jede zwei aufeinander foOende 
Punkte dieser 17zihe vermittds regul~rer Inte~alkurven yon (4) m/t tier 
isoperimetrischen Konstanfe 4" verbunden werden kgmnen und daft die aus 
dieser Kurven zasammengesetzte, die Endlmnkte yon c verbindende Kurve 
dem Integrale (3) dense/ben Weft uge c g~%t. 

Wir bezeichnen mi~ T~ die Gesamtheit aller die Punkte 1 und "2 
verbindenden, aus Integralkurven yon (4) zusammengesetzten Kurven, die 
in der oben angegebenen Weise Panktreihea a~ y~, a s Ys, " " ,  am- t Y.- 1 
innerha!b S~ en~sprechem Ferner sei 2 h die obere Grenze der zu diesen 
Kurven gehSrigen Wer~en yon IX' -- 2o!. 

Die GrSBe 2a verschwindet offenbar gleichzeigg mi~ h, und da die 
Kurven T~ yon S~iicken der Kurven y = a ( x ,  ai, Yi, a~+l, Yi+I, 4) (w 5) 
 , sa me ge et.,t sina, lY,-- b,l < h, una 14-- < 4 .  
so kSnnen wir hierans und aus der RegularitK~ der Funktion 

a(x, a~, yi, a~+~, y~+~, 4) 
in der Umgebung der Wer~systeme 

noeh auf das Bes~ehen des folgenden Satzes sehliei~en: 
H i l f s s a t z  7. Wenn die positiven CrrSflen O und O" noch so "~n fest- 

gesteltt worden sind, kann doch stets dutch hinreichende Verk~nerung veto h 
bewirkt werden, daft alle Kurven T k der Gesamtheit Tee. angehSren. 

8. Wir wollen jeiz~ noch untersuchen, inwiefern sieh die Ss der 
Kurven T~ mi~ Feldern umgeben lassen, die dem Problem das Integral 

(11) f 4)ax, 
wo 4 die zu der betraehteten Kurve gehSrige isoperimetrisehe Konstante 
ist, zu einem absoluten Minimum zu machen entsprechen. Wit  haben 
also das zwisehen den Geraden x = a~ and x = a~+~ fallende Stfiek einer 
Kurve y ~ ~(x,  a~, Yi, a~+x, Y~+~, 2) zu untersuehen unter der Annahme, 

Wenn wit 

se~zen, stellt offenbar die (~leiehung y =  r y~, y~+~, u, 4), wenn darin 
nut ~ als variabeI angenommen wird, eine Sehar yon I n ~ r v e n  der 
Gleidhung (4) dar, woraus die Kurve y =  a(x ,  a~, y~, a~+~, y~+~, 4) fiir 

= 0 hervorgehk Ferner kann man unmitt~Ibar aus der Definition yon 
q~ schlieBen 

Z ,  ~v(x, , ,bob,+ 0 , 4 , ) =  1. , ,  
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]~Liexaus fotgt wei~r, naeh dem $atze 2, dab die &bleihmg 

~;~ b~, b~+~, 0, ;to) 

im Intervalle x~ <x'<x~+ I grSBer als Null blel'bt mad da qo(x, Ys, Ys+t, x, it) 
in der Umgebung der Wer~aysteme xs'd. x <  xs+l, yi.-----bo Ys+l ~bi+t ,  x=O, 
2 ~ ~ in bezug auf ihre siimtliehen Arg, ente regul~r is~, ist es also 
m6glich, eine positive Gr6$e e so klein zu wiihlen, da$ die Ungleichung 

~ '  (x it) > 0 im Bereiehe 

x , < x < x , + ,  i v , - b , l < ~ ,  I v , + ~ - b , + ~ l < ~ ,  I~ l<~ ,  I x - ~ o l < ~  
b ~ .  

~ it) in diesem Mit) m bezeiehnen wir das Minimum yon ~ (x, Yi, Ys+l, x, 
I I 16r I l ,i~ 

6Ys+t 
in demselben. Ist e1 eine positive GrSSe < ~ und geniigen Yi~ Yi+l und it 
den Bedingungen 

hat man 
l~(z, Y,, V,+,, O, ~) -- ~(x ,  b,, b,+,, O, ito)l < M~ 

fiir x~ __< x <7 xi+ 1 . Andrersoils ist aber, wenn ,~ ~- e -- ,~, fiir dieselben 
Wertsysteme yon y~, Y~+t mad 2 

�9 @, ys, v,+,, ~, it) - ~@, v,, vs+,, o, it) > ~ 
und 

�9 (~, us. v,+,.  - . ~ ,  it) - ~ (x ,  v,, v , + .  o, it) < - ~,~. 
Bos~immen wit nun e t so, da~ re&z> Mex und setzen wir me~--M,  t ~--8~ 
wird also sieher 

~(x,v,,v,+~, ~ ,  i )  - ~(x ,  b,, b,+~, o, ito) > ~, 
�9 (~, v,, us+ , , - ,~ ,  z) - ~(x ,  ~,, ~,+, o, ito) < -  

far 
~,<x<~,+x, lv,-b,l<~, }y ,§  lit--itol<*x- 
Dies besng~ abet, da$ die Kurvem der Selma- y = r y,, Y~+x, ~, 2), 

die den Werten yon ~ zwisehen--~z mid + e~ entspreehen, daz Gebiet, 
das yon den Kurven y - - - y ( x ) +  ~ und y ~ y ( x ) -  ~ und den Geraden 
x =  x~ mad x~-x~+l begrenzt is~, vollstiindig ausffillen. Da sie eine 
C~esam~heit yon Lagrangesehen Kurven mit derselben isoperimetrisehen 

Konstante 2 sind, und die Ableihmg 6~ 

Meh~ vexse~windet, so bilden diese Kurven in dora genmmten Gebie~ ein 
Fold im SJnne des Problems, das Integral (11) zu einem absoluten Mini- 
~ zu m~hea b das die Kurve y=,,ff~@, y~, y~+:~, O, 2) umgibk Nehmen 
w i a " ~  h Mffmer als ~ madoe t trod n och so, ~ aae.Ja ~ <.ca, ~!m_.nn_ also 
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das zwischen den Geraden x ~- x~ und x ~- x~+~ fallende S~iick jeder Kurve 
der Ges~.mtheit T k mi~ einem solchen Felde urageben werden~ daB- der 
Toil yon S~ dex zwischen diese Geraden f~ill~, vollsi~udig bedeck't wird. 
Wir  kiinnen also den folgenden Satz aussprechen: 

H i l f s s a t z  8. Es liiflt sich eine solche positi~ Gr6fle ~ bestimmen, 
daft, wenn h < h~, jedes einzdne Stiiek ether Kurve der Gesamtheit Tk mit 
der isoperimetrischen Ko~stante ~ mit einem ~'elde im Sinne des Problems, 
das Integral (11) zu einem absoluten Minimum zu machen, umgeben wexden 
kann, und daft dieses ~'eld den Tell des FYichenstreifens Bh zwisehen den 
Geraden x = x~ und x = x~+ ~ vollstiindig ausfiillt. 

9. Indem wit unter h z und h~ die Konstante der S~i~e 6 und 8 
verstehen, set jetzt angenommen, dab h ~ h 1 und h~ isi und es set c" eine 
die Endpunkte yon c verbindende Kurve, die in ihrer ganzen Ausdehnung 
im Inneren yon S~ verliiuft und dem Integrale (3) denselben Wer~ wie 
c gibt. Nach dem Satze 6 gibt es sicher eine Kurve d" der Gesamtheit 
Tt,  die durch die Sclmittpunkte yon c' mit den Geraden 

x = a2, x = as, . . . ,  x = an_ 1 
�9 I �9 �9 �9 geht; es seien Y2, Y~, ., y~_1 die Ordina~n dieser Schnittp~kte. Ferner 

seien c( und ci" dia Teile wm e' und d. die zwischen den Geraden x ~ a  i 
mad x = a~+ I fallen, und ~' der Wert yon 2, der der Kurve c" entspricht. 

r t 

Die Kurvenschar y = ~ ( x ,  Yl, yi+x, ~, it') bildet dana ein das Kurven- 
stack c~" umgebendes Feld im Sinne des Problems, das Integral 

f it3dx 
zu einem absoluten Minimum zu machen, mad dieses Feld bedeckt, zu- 
folge unserer obigen Annahme fiber die GrSBe yon h mad nach dem 
Satze 8, vollsti~ndig aen Teil yon Sh, der zwischen den Geraden x =x~ 
und x = xi+z f~llt. Wenn pr y) die Funktion yon x und y bedeutet, 
die in jedem Punk~e eines solchen Gebietes mit der Ableitung der dutch 
denselben gehenden Kurve des zugehSrigen Feldes iibereinstimmt, hat 
man nach Paragraph t 

, y , y ,  it ')-- , y , y , X ' ) d x =  , y , y , p ~ . ( x , y ) , Z ) d x  
e i e i '  

( i =  1, 2 , - - - ,  n - -  1), 

wo die Funktion ~ die im Paragraph 2 definier~e Funl~ion yon x, y, y ,  p 
mad ~ bedeutet~ Wenn man die Summe beiderseits yon i =  1 his i = n - - 1  
bildet und beach~t, dat~ e' und c" dem Integrale (3) denselben Weft  

er~flen~ erh~lt man hieraus 

(I2) ~_F(x ,  y, y ' ) d x - - ~ " F ( x ,  y, y')dx=JPE(x,~, y, y , , , . ( x ,  y), ~') dar. 
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In der rechten Seih~ dieser Gleichung sind nun noch X' und pc(x, y) 
GrSl~en, die yon der Gestalt der Kurve c' abh~ugen. Diese Abhiingigkeit 
hat aber jet~t nicht mehr denselben Charakter, wie die Abhiingigkeit der 
Fu,!~ionen •(x) und p(x) yon c' in der Gleichung (5), sondern wit 
kSnnen jetzt auf Grund der erha!tenen Gleichung Schliisse machen, die 
denen des Paragraphen 1 analog sind. 

Zun~chst sei folgendes hinsichtlich der F1m~tion E(x, y, y', p, X) 
bemerkt. 

Aus der Voraussetzung (b) folgt erstens, wie schon im Paragraph 2 
gezeig~ wurde, daft, wenn e 1 eine hinreichend kleine positive Konstante 
ist, die Funktion .E (x, y, ~, p, X) im Bereiche 

IX-Xot< l 
positiv bleibt und nut f'tir y'-~1~ verschwindet. Andrerseits wird diese 
~'~anldion zufolge der Voraussetzung (c) ftir 

y=y(x), z = 4  
posi~iv, ohne zu verschwinden~ und da sie in der Umgebung dieser Wert- 
sys~eme stetig ist~ so kann man eine solche positive Konstante e~ finden, 
daft sie noch im Bereiche 

xl < x < x ,  i y--y(x) t < ~,  ~ < i y ' - -y ' (x ) t<q ; ,  ~ - - y ' ( x ) i < ~ ,  I X--Xo t< ~ 
I)osifiv wird, ohne zu verschwinden. Wenn ~s < el und e~, wird also die 
Funktion E(x~ y, y', p, ).) im ganzen Bereiche 

ly-y(xDt< , ly'-y'(xDl<_eo, lZ-Xol<   
posifiv und versehwindet nur ftir/o = y'. 

Nun ist es offenbar, da ]~ ' - -~ to l<  ~h und die Funktion 

 p(x, Yi, Yi+ , Z) 
ffir jedes i in der Umgebung der Wertsysteme 

regular ist, miigtich, ~ so klein zu bestimmen, daB, wenn & ~ ~ und d 
im Inneren yon S~ verl~uft, erstens i~' ~ )~o]~ e~ und zweitens in jedem 
Punkte yon c" die Ungleichung I P~, (x, y) -- y' (x) ] < ~a besteht. Wenn 

. (  ~ und ea undc '  der Gesamtheit Tee ., angehSrt, wird also 
~ ( x ,  y, U', ~ ( ~ ,  ~), Z) 

in jedem Punkte yon e" positiv und die Gleichung (12) ~b t  uns folglieh 

wobei die Gleiehheit: nur dann best~ht, wen~ c" und g" zusammenfalten. 
Ferner sei nu~ noch dama erinuer~ da~ nach Paragraph 2 e sicher 

sch~aches r ~ v e s  Minimum des Integrals (1) ergibt. Bedenken w'~r, 
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dab es nach dem Satze 7 struts mSglich ist, durch hinreichende Ver- 
kleinerung yon h zu bewirken~ dat~ aUe Kurven der Gesamtheit T~ einer 
noch so beschrii~ten Kurvengesamiheit Tr162 angehiiren, so ist es also 
mSglich~ eine solche positive ZaM ~ zu finclen~ dal]~ wenn h ~ ~2, alle 
Kurven T~ zu den Kurven gehSren~ im Vergleich mit welchen das 
Minimum besteht. Ist h ~ ~ und verl~iuft d in dem Gebiete Sh, hat 
man folglich 

y, y,)d  > 0, 
C" C 

wobei wieder die Gleichheit nut dana besteht~ wenn e" m i t e  zusammen- 
f~llt. Wenn ~ ~ ~1, ~ und ~3, hat man also fiir jede Kurve c' der Ga- 

samtheit Tee o, 

f y, f y, y')dx >_ o, 

und wir gelangen somit schliel~lich~ inclem wir yon dem Ausnahmefalle wo 
der Ausdruck (9) auf c identisch verschwindet absehen, zu dem folgen- 
den Satze: 

~(Y' ~) fiir jed~ Wertsystem Wean die FunMionaldeterminante ~(~, ~) 

und die Ableitung ~ (x, y, y ,  it) fiir atle Wertsysteme 

x~<x<x~, y=y(~), y'=u'(x), a=~o 
yon .Null verschieden sind und die ~'unktion ~ ( x ,  y, y ,  p, it) im Bereiche 

x,<x<_x, y=~(~), l~'-~'(x)l<_qo. ~=~'(x), x=x,  
dassdbe Vorzeichen behdlt und nut dann verschwindet, wenn y ' =  y" (x), so 
kann stets ~ so klein gew~ihlt werden, daft die Kurve c i m  Vergleieh mit 
den Kurven der Gesamtheit Te r relatives ~xtremum des Integrals (1) ergibt. 


