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Uber  Funktionalgleichungen,  deren LOsungen keiner  

algebraischen Differentialgleichung geniigen k0nnen. 

Von Heinrich Tietze in Wien. 

Der folgenden Arbeit ist die Frage zu Grundo gelegt~ wann 
man aus der Eigenschaft einer analytischen Fanktion ~ (x), einer 
Funktionalgleichung yon der Form 

A (:~.) ~ (x) + B (x) 
(1) q, (z + 1) = c (x) ~ (.) + D (x) 

zu geniigen, wo A~ B~ C~ D als rationale Funktionen yon x an- 
genommen werden~ den Schlul~ ziehen kSnn% dal3 die Funktion 

(x) transzendental-transzendent ~) ist. Gewisse Spezialf~tlle dieser 
Frage sind bereits beantwortet worden. So hat t t  51 d e r e) bewiesen~ 
dal3 jede analytische Funktion, die einer der beiden Gleiehungen 

q~ (x - i -1 )=~(x ) -~  - 1 ,  ~ ( x - ] - l ) = x ~ ( x )  

gentigt, transzendental-transzendent ist and damit dargetan~ dal3 
C' (x) 

weder 1-~-) noeh F (x) eine algebraisehe Differentialgleichung be- 

friedigen kann. Mit Verwendung dieses Resultats hat H i l b e r t  3) 
gefolgert, dal~ die Riemannsehe Funktion ~ (s) transzendental-trans- 
zendent ist~ wobei die Tatsache beniitzt wird~ dai~ jede analytische 
LSsung einer der beiden Gleichungen 

~(x-~l)~---q~(x)--  -~ x ~- x (x-~ l ) " 

1) Wir wollen mit M o o r e  (On transcendentally-transcendental functions, 
Math. Ann. 48) eine Funktion f(x), die einer algebraischen Differentialgleiehung, 
d. h. dner  algebraischen Gleichung zwischen x, f(x) nnd einer endlichen Anzahl 
yon Ableitungen von f(x) geniigt, ~ls algebraisch4ranszendent bezeichnen, w~thrend 
wir einc analytische Funktion transzendental-transzendent nennen, wenn sie keine 
ttlgebraische Differentialgleiehung befviedigt. 

~) Math. Ann. 28. 
a) D. H i l b e r t .  Mathematische Probleme. G~tt. Iqachr. 1900, S. 287. 
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eine transzendental-transzendente Funktion ist*) und dal3 diesen 

E'  (gx) beziehungsweise die Funktionalgleiehungen die Punktion 9 E (--2 x~' 

(s) 
Funktion E (2 x) geniigt, wobei E (s) - -  ~ (1 - -  s) gesetzt ist. 2) 

Wenn man nun Funktionalgleiehungen yon der allgemeiueren 
Gestalt (1) betraehtet uncl sieh die Frage vorlegt, ob eine solehe 
Funktionalgleiehung mit einer algebraisehen Differentialgleiehung 
far die Funktion ~ (x) vertr~tglieh sei oder nieht, so wird man v()n 
dem trivialen Fall absehen~ dab der Gleiehung (1) dureh eine ra- 
tionale Funktion cr (x) genttgt werden kann, in welehem Falle (1) 
offenbar mit unendlieh vielen Mgebraisehen Differentialgleiehungen 
yertr•glieh ist. ~) 

Es zeigt sieh zun-Xehst (w 1)~ dal3 jede Gleiehung (1) auf die 
Normalform 

r (x) (2) ~ (x + 1) =- ? ~  + 1, 

in der r (x) eiue rationale Funktion bedeute% gebraeht werden 
kann. Es soll nun gezeigt werden~ dal~ eine Gleiehung vom 

~) Die Durehfllhrung des Beweises gibt V. E. E. S t a d i a ' h :  Ein Satz fiber 
P,nktionen, die algebraisehe Differentialgleiehung'en befriedigen, and tiber die 
Eigensehaft der Punktion ~ (s), keiner solehen Gleiehung zu geniigen. Helsingfors, 
Frenek ellska-Tryekeri-aktiebolayet 1902, 

2) Es ist n~mlieh 
1 - - 8  

(Riemanns Ges. W. 2. Aufl., S. 146.) 
3) Es kann in diesem Falle die Gleiehung (1) auger ratlonalen Lbsungen 

noch andere algebraisch-iranszendente LSsungen besitzen. Sei z. B. u(x) eine 
algebraiseh-transzendente Funktion, die der Glelehung u (x @ 1) ~ ~ (x) geniigt, 
R (x) eine rationale Funktion und 

~ ( , ) - - z ( ~ -  ~) = P(x), ~ (x  + 1 ) - - R ( ,  - ~)=  Q(*), 

dann g~ die Funktlon 

(z) =.P(~) u (~)-+1r :0 
(2 (x) u (x) -}- 1~ (.) 

der Funktionalgleichung' 

(:,: E- ~) = 1 (2 (x) + O (x + 1) ~ (x) ' 

und dies ist zugleich die allgemeinste Funktionalg'lelehung yon der im folg'euden 
eing'eftihrten Normalform (2), der eine lineare Funktion yon u (x) g'enfig't. Diese 

_p (x) 
Glelchung hat abet auch die ratlonalen LSsungen ~ ( x ) - - ' ~ ) ~  und ~ ( x ) =  

_P(x)/~(x+ n 
Q (x) I~ (~c) 
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Normaltypus (2), wenn sie keine rationale LSsung hat and wenn r (x) 
im Unendliehen versehwindet, keine algebraiseh-transzendenten LS- 
sungen haben kann, dug also alle eventuell vorhandenen analytisehen 
L0sungen transzendental-transzendente Funktionen sein massen. Das 
gleiehe gilt yon jeder Funktionalgleichung (1), wenn sie sieh auf 
eine Gleiehung vom Normaltypus~ die die genannten Voraussetzungen 
erfttllt, zurtiekftthren 1515t. 1) 

Diese Satze werden i m w  5 verwendet~ um von einigen Funk- 
tionen naehzuweisen, dal~ sie keine algebraisehen Differentialglei- 
ehungen befriedigen kSnnen. ~) 

2) Unter den Gleichu~gen (2), die kelne rationalen L~sungen haben, sind 
diejenigen, in welchen r ( x )  im Unendlichen verschwindet,  nicht die einzigen, 
welehe keine a]gebraisch-transzendenten L~Ssungen h~ben kSnnen. So l~igt sich 

1 
z. B., wie die Entwleklungen des w 1 zeigen, die GIeichung ~ (x -@ 1) ~ ~ (x) -]- --  

X 

auf  die Normalform 
x 2 1 

~ ( x @ l ) = l  (2x - -1 ) (2x~ - l )  ~(x) 

zuriiekftihren, (wobei die dabei auftretende Funktlon r (x)  im Unendlichen nicht  
Null wlrd), and da die erste Gleichung keine algebrMsch-transzendenten LSsungen 
hat, so kann daraus des Glelche fiir die zweite Glelchung gefolgert werden. Es 
mag dahlngeste]it hleiben, ob der Satz, dag eine Gleichung (2), die keine ratio- 
nalen LSsnngen hat, auch keine algebraisch transzendenten LSsungen besltzt~ ohne 
Einschr~tnkungen tiber r (x) gilt. 

2) Von ether Funktionalgleichung, die nicht  die bier betrachtete Gestalt (1) 
hat, n~mlich ~? (x n ) - -  (? (x) - -  x (n > 2), hat  M o o r e (Math. Ann. 48) gezeigt, dug si t  
mit ether algebraischen Differentialgleichung unvereinbar set, und daraus gefoIgert, 

co 

dug die Fankt ion ? ( x ) ~  ~ x nv transzendental-transzendent ist. Ubrigens ist 

man auf den verschiedenartigsten Wegen zu transzendental-transzendenten Funk-  
tionen gelangt. So hat P a i n l e v d  den Satz bewiesen, dug eine eindeutige trans- 
zendente ]~'unktion, die nur in einem Tell der Ebene existiert, deft meromorph 
and nebst allen ihren Ableitungen auf der Begrenzung stetig ist, keiner alge- 
braischen Differential~leichung geniigen kann (Lew de Stockholm, p. 443), 
ferner in seinem Heidelberger Vortrag yon 1904 (Le probl6me moderne de Pin- 
tSgration des dquations diffdrentMles, p. 10) einen Typus yon Differentialgleichungen 
zwelter Ordnun ~ besprochen, deren LSsungeu transzendental-transzendente Funk-  
tionen der ]ntegrationskonstanten Xo, Yo, Y'o sind. Au[~erdem wurden mannig- 
fache S~tze abgeleitet, die meist an gewisse Darstellungsformen analytlscher 
Funktlonen (z. B. dutch eine Potenzreihe) ankniipfen, und besagen, dug die dar- 
gestellten Funktionen transzendental-transzendent sind, sobald diese Darstel lungen 
gewissen allgemeinen Bedingungen geniigen. Diese SMze lessen sich dann ver-  
wenden, um unhegrenzt viele transzendental-transzendente Punkt lonen tats~ichlich 
zu konstruieren oder weaigstens als existent naehzuweisen. Es sind hier folgendc 
Arbeiten ztt nennen:  I t u r w i t z ,  Sur le d~veloppement des fonctions, satisfaisant 
h une e:quation algdbriqtle, Ann. d. l%cole Normale, 1889 ; Gr  5 n w a 11, Oferslgt 
af  kongl. Vetenskapakademiens f~rhandl., Stockholm 1898; M a i l l e t ,  Compt. 
Rend. 132, Bull. d. l. Soc. math. d. Fr . .30,  Compt. Rend. 135~ Journ. d. Math. 8 
(1902). Ferner hat H i l b e r t  in seinen Vorlesungen im Jahre  1902 zwei Kon- 
straktionsmethoden transzendental-transzendenter Funkt ionen angegeben (s. S t a -  
d i g h  a. a. O.). Von der eine Verallgemeinerung yon F (x) bildenden ~Double 
gamma function" hat B a r n e s  (Lend. P h i l  Trans. 196) geze ig t ,  da6 sie keine 
algebraische Differentialgleichung befriedi~en kann. 
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Es sei gleieh hier bemerkt~ daf5 dabei aueh Funktionalglei- 
chungen yore Typus 

a (x) / (x @- 2) -@ b (x)/(x @ 1) @- c (x) / (x) = 0 

wo a~ b, c rationale Funktionen sind~ in Betracht gezogen werden 

kSnnen. Setzt man n~tmlieh f(x-@ 1 ) _ _  - y ~ ) ) ~  - -  ~ (x), so befl'iedigt q: @) 

die Relation 

( x + l ) = - -  - 

(x) (x) 

also eine Funktionalgleiehung vom Typus (1). 

Wit  beabsiehtigen in diesem Paragraphen~ die Untersuchung~ 
ob LSsungen einer Funktionalgleiehung (1) algebraisehen Differen- 
tialgleiehungen gentigen kiSnnen~ auf die Behandlnng yon Funk- 
tionalgleiehungen yon mOgliehst einfaeher Art zurtiekzufahren. 

Nehmen wir an, (1) habe eine algebraiseh-transzendente LO- 
sung ~ (x). Substituieren wit nun an Stelle yon q~(x) eine neue 
Funktion ~ (x) vermSge der Gleiehung 

"T x (x) (x) 

wobei % ~ 7~ g rationale Funktionen yon x mit nieht identisch 
versehwindender Determinante seien. An die Stelle yon (1) tritt 
dann eine Funktionalgleiehnng desselben Baues far 45 (x) 

(4) ,~ @ q-  1) = ~4~ (x) # (x) + B~ (x) 
q (x) + (x) -F D~ (z) ' 

wobei die Koeffizienten AI, B~ ( ~  D 1 wieder rational in x sind~ 
u. zw. hat man: 

A, ( x ) = A ( x ) a ( x ) g ( x  . - @ l ) @ B ( x ) 7 ( x ) g ( x @ I ) - -  
- -  C (x) a (x) ~ (x @- 1) - -  D (x) 5' (x) ~ (x @ 1) 

nebst analogen Formeln far B~, 6'1~ D 1. 

Dabei ist die Determinante 

A 1 (x) D 1 (x) - -  B 1 (x) CI (3g) = [A (x) D (,%') - -  B (x) C (x)]. 
[a (x) ~ (x) - -  ~ (x) 7 (x)] [~ (x @ 1) g (x @ 1) - -  i~ (x @ 1) 7 (x @ 1)] 

also nieht iclentiseh null~ wenn man~ wie selbstverst~tndlieh~ an- 
nimmt, dal3 A (x) D (x) - -  B (x) C (X) =I- 0 sei. 
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Mit Rtieksieht auf den yon S t a d i g h 1) bewiesenen Satz, dal~ 
j ede rationale Verbindung yon algebraisch-transzendenten Funk- 
tionen selbst eine algebraiseh-transzendente Funktion ist~ folgt nun 
aus (3), daft die Funktion r (x) ebenso wie q~ (x) einer algebraischen 
Differentialgleiehung gentigt. Somit: Wenn die Gleichung (1) eine 
algebraiseh-transzendente LSsung hat~ so hat aueh die Gleiehung 
(4) eine algebraiseh-transzendente LSsung. Umgekehrt erhalten 
wir aus (4) mittels der zu (3) inversen Substitution die Gleiehung 
(1). Demnach hat aueh (1) stets eine algebraiseh-transzendente 
LSsung, sobald (4) eine alg..ebraiseh-transzendente LSsung hat, 

Das Ergebnis dieser Uberlegung kSnnen wir folgendermal~en 
formulieren. Wenn wir die Gesamtheit aller Funktionalgleiehungen 
yore Typus (1) betraehten: so zerfallt dieselbe in Klassen wobei 
cine Klasse nile &ejemgen Funktlonalglemhungen umfassen soll, 
die aus einer bestimmten Funktionalgleiehung dutch eine Substi- 
tution (3) hervorgehen. Da zwei Substitutionen (3) sieh wieder zu 
einer Substitution derselben Art zusammensetzen, so ist as gleieh- 
galtig~ "con welcher speziellen Funktionalgleichung einer Klasse wir 
ausgehen, u m a u s  ihr durch die Substitionen (3) die iibrigen Funk- 
tionalgleichungen der Klasse zu erhalten. Von diesen Klassen 
gelten dann die S~itze: 

Besitzt eine Funktionalgleiehung eine algebraiseh-transzendente 
LSsung~ so besitzt jede Funktionalgleichung~ die mit der ersten zur 
selben Klasse gehSrt, eine algebraiseh-transzendente LSsung. 

Umgekehrt : 
Besitzt eine Funktionalgleiehung keine algebraiseh-transzendente 

LSsung, so gilt dasselbe yon jeder Funktionalgleiehung, die der- 
selben Klasse angehSrt. 

Wir wollen nun zeigen, dug es in jeder Klasse Funktional- 
gleiehungen yon der speziellen Gestalt 

,-(x) 
.(2) ~p (x -[- 1 ) =  1 '4 ? (x) 

gibt, wo r (x) eine rationale Funktion yon x bezeiehnet. 2) Daraus 
ist ersiehtlieh~ dal~ man sieh bei der Frage, ob eine Funktional- 

x) A. a. O. Der Beweis wira gefiihrt, indem man zun~ehst zelgt, dt/fi die 
Summe yon zwei al~ebraisch-transzendenten Funktionen algebraisch-trauszendent 
ist. Auf diesen Fal l  l~gt sich der Fall  des Produktes oder Quotienten yon zwei 
algebraisch-transzendenten Funktlonen zuriickfiihren, indem man logarithmisch 
differenziert und den Satz yon t t S l d e r  (Math. Ann. 28 S. 7.) verwendet, dug eine 
Funktion und ihre logarithmische Derivierte entweder belde algebralsch-tran- 
szendent sind~ ocler daft keine yon den beiden einer algebraischen Differential- 
gleichung geniigt. - -  Der yon S t a d i g h  bewiesene Satz ist iibEgens ein Spezial- 
fall eines jener  viel aUgemeinereu Satze, welche M o o r e (Math. Ann. 48 S. 50 bis 55) 
mitgeteilt hat. 

2) Hingegen ist es im allgemeinen nicht  mSglich, eine vorgelegte Funk-  
tionalgleichung (1) in eine andere zu transformleren, deren rechte Seite eine 
g a n z e  lineare Fankt ion yon ~(x)  ist. Wenn  namllch C ( x ) = l = 0  ist, so kann 
C1 (x) dann and nur d~nn zu' Null gemacht  werden~ wenn (1) eine rationale 
LSsung besitzt. 
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gleichung (1) algebraiseh-transzendente LSsungen haben kann~ auf 
Funktionalgleichungen yon der speziellen Form (2) beschr~tnken 
kann. 

Um jetzt zu beweisen, da[3 jede Funktionalgleiehung (1) dureh 
eine Substitution (3) in eine Funktionalgleiehung yon der Gestalt (2) 
tibergeftihrt werden kann~ unterscheiden wir die folgenden Fitlle: 

c (x) = =  o, A ( x - -  1) c (x) + c ( x -  1) D (x) =:= 0. 
I'b) C(x) = =  0, D (x) =I= 0, A (x - -  1) CCx) @ C(x --  1)D (x) = 0. 

u .  , )  c (x) = o, B (z) =I= o, A (x) ~ (z - -  2) + B  (x) D (x - -  ~)=i= 0. 
b) C (x) = 0, B (x) =:= 0, A (x) B (x - -  1) @ B (x) P (x - -  1) = 0. 

III. a) B ( x ) = e ( x )  O. A(x~ ' = �9 ~ =  • D (x). 
b) B (~) = C (x) = O, A (~) = t D (~). 

IV. a) A (x) ~--- D (x) = 0, B (x) keine Konstante, 

B (x) __ Konstans. b) A (x) = D ( ~ ) =  0, C (,~.) 

Fall I a). Wit  setzen 

A (x - -  1) C (x) @ C (x --  1) D (x) = ~ (x) 

qo (x) = a (x) r (x) --  D (x) C (x - -  1) 
c (~) c (x - -  1) 

C ( x - -  1) 

und erhalten dann f~tr r (x) die Funktionalgleiehung 

C(x---1) C(x--[-1)[A(x)D(x)--B(x)  C(x)] 1 
r  

(x) ~x (x -~- 1) r (x)' 

die die gewtinsehte Gestalt hat. 

Fall I b). Setzt man 

(x) = ~ (x) - -  1) (x) 
c (x) , , (x) = c (x) ~ (x) + D (x), 

so erh~tlt man 

(x @- 1) -~- - -  C (x @- 1) [A (x) D (x) - -  B (x) C (x)] 1 
' c (x) ~ (x) 

und damit ist dieser Fall auf den welter unten behandelten Fall IV 
zuriickgeftihrt. 

Fall I I  a). Man kann D ( x ) ~  1 annehmen. Setzt man nun 

-~. (x) = A (~) ~ (x - 2) + B (x) 
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B (z - 1) ~ (x) (~) = 
(x) ~ (x) - -  B ( x - -  1) A (x) 

so erhalt man 

A ( x )  B ( x  1) B ( z 4 - 1 )  1 
-~ (x) ~ (x -t- 1) + (x) 

also eine Funktionalgleichung yon der verlangten Gestalt (2). 

Fall I I b ) .  Man kann D ( x ) ~  1 annehmen. Setzt man 

(~) - (z - -  1) 
3) (x) = x B (x - -  1) ,5 (x) J r  (x - -  1) 

so erhi~lt man die Funktionalgleichung 

x 2 - - 1  
(x 4 -  1) = 1 ~-  ~ (x) ' 

die die gewtinschtc Form hat. Die Gleiehung (1) hat in diesem 

1 (x 1). Falle eine rationale LSsung~ namlieh r (x) ~--- ~-  B - -  

Fall I I I  a). Man kann D ( x ) ~  1 annehmen; setzen wir 

1 - - A ( x ) = P ( x ) ,  1 A(x) A ( x - -  1 ) = Q ( x )  

Q ( x ) ,  (x) - -  P (x - 1) 
,. (x) = 0 ( x ) ,  ( x ) - -  A (x) P ( x - -  1)' 

r (x) P (x --- 1) A (x) r (x) - -  1 
' ---- (2(x) ~ ( x ) - - i  ' 

so erhalten wit ftir t~ (x) die Glcichung: 

_ ~  . P ( x - -  1 ) P ( x 4 -  1) 1 
~ ( x §  ~-(xfQ(~4-1) ,s(x)" 

Fall I I I  b). Man kann D (x) ~ 1 annehmen ; dann ist A (x) ~--- 
~---:k 1 ~ .  Nan setze 

q~ (x) = 2 x r (x) @ (x -~- 1) [-: (x - -  1) - -  x] 
2 r ( x ) 4 - x  1 - - ~ x  

und erhiilt far r (x) die Gleichung 

r (x 4 -  1) : 1 4 -  x 4-  2 - -  e (x -k  1)] I x - -  1 - -  ~ x] * (x)" 

Fall IV a). Wir ksnnen C (x) = 1 annehmen ; setzt man ferncr 

1 - B (~) = / '  (~), B (x) - -  B (x - -  1) = Q (x) 
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0 (x) *, (x) - -  B (x) P (x - -  1) 
(x) ~-- -Q~(x) ~, ix~ ~ - ( x  ~. 1) ' 

r (x) - -  P (x - 1) ~ (x) - -  B (x) 
' O (x) ~ (x) - -  1 ' 

so ergibt sich die Funktionalgleiehung 

r  P ( x  @ l) 1 
' (~) O (x + l )  ~ (x)" 

Fall IV b). Man kann C (x) = 1 annehmen ; dann ist B (x) 
b - -  Konst. Man setze 

2 b x ,, (x) § b Ix (x - -  1) - bl 
q) (x) = 2 b 6 (x) -[- (x @ 1) Ix (x - -  1 ) - - b ]  

und erhidt ftir r (x) die Gleiehung 

r  ~ b  [x(x- -1)- -b][(x@2)(x-[-1)- -b]?-- !~  " ~) 

Damit ist gezeig L dal~ es in jeder Klasse yon Fanktional- 
gleichungen aueh eine Gleiehung yon der Gestalt (2) gibt~ die also 
nut yon e i n e r  rationalen Funktion abh~tngt. Man ersieht jedoeh 
leieht, dal3 jade Klasse unencllieh viele Funktionalgleichungen dieser 
Gestalt enthitlt: indem man auf die eine Gleiehung (2), deren Vor- 
handensein eben bewiesen wurd% eine Substitution (3) anwendet 
und die Koeffizienten a (x), ~ (x): 7 (x): ~ (x) so zu bestimmen sueht~ 
dal~ die neue Funktionalgleiehung far r (x) wieder die Form yon 
(2) erDdt. Die Durehreehnung zeigt dam b dal3 die Substitution 
(3) die Gestalt 

q. (x) ,5 (x) ~-  r (x),q (x - -  1) 
' h (x) 

(5) ~ (~) = 
, (x) -~- [~ ( x §  1) - - 1 ] , q  ( .  - -  ~) 
' h (~) 

haben mul~ wobei 

g (x) = r (x) a (x) ('~ (x-~  1) - -  1) (6) 
h ( . )  = ~ (x) ~ (x - -  ])  - -  [ ,  (x - -  1) + ~ ( .  - -  1)] [~ (o: + 1) - -  tl 

gesetzt ist. Die Funktionalgleiehung far ~ (x) wird dann 

,~ (~ + 1) = 1 § q (x) 
' ,~ (:~) 

1) Die Gleiehung (1) hat in den Fal len II[  b) und IV b), wie in allen 
Fallen, wo siimtliche Koefflzienten A, B, C, D Konstanten sind, rationale L6- 
sungen, niimlieh ~ (x) ~ (s @ 1). Konst., bezw. ? (x) ~ - •  3 ~ .  
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~ e n n  m a n  

g (~ - -  1) ,q (x @ 1) 
f (x) 

(x -k  1) = q 
setzt. 

Dabei ist a (x) eine rationale Funktion} die nur an die Be- 
dingungen gebunden ist~ daI3 keiner der AusdriieEe g(x)~ h (x) 
identisch versehwindet. Diese Bedingungen ~) sind damit gleichbe- 
deutend} dal3 ~ (x) weder eine L~sung der urspriingliehen Gleiehung 
(2)~ noeh auch LSsung der Funktionalgleichung 

(2@ ~ ( x +  1 ) = 1 + ; ~  r ( x - -  l) 

(x - -  1) 

sein darf. 2) 
Wir werden nun den Satz beweisen: 

W e n n  e i n e  F u n k t i o n a l g l e i c h u n g  v o n d e r G e s t a l t  

o (x + ]) - -  (x) ' ~ ( x )  F1 
: k e i n e  r a t i o n a l e  L t i s u n g h a t ,  u n d w e n n d i e i n d e r s e l b e n  
a u f t r e t e n d e  r a t i o n a l e  P u n k t i o n  r(x) im U n e n d l i e h e n  
v e r s e h w i n d e  b so h a t  d i e  F u n k t i o n a l g l e i e h u n g  k e i n e  
a l g e b r a i s e h - t r a n s z e n d e n t e n  L S s u n g e n .  

Auf Grund des Vorhergehenden kiSnnen wit dann aueh all- 
gemeiner sagen : 

Wenn eine vorgelegte Funktionalgleiehung (1)~ die keine ra- 
tionalen LSsungen zulagt, sieh dureh eine Transformation (3) in 
eine GIeiehung v o n d e r  Form (2) tiberftihren liil~t~ so dal] die da- 
bei auftretende Funktion r (x) im Unendliehen versehwindet, so 
kann keine Lbsung yon (1) einer algebraischen Differentialgleichung 
geniigen. 

Dabei ist zu bemerken, dal3, wenn wir aus einer Gleiehung 
(2), in weleher r (x) im Unendlichen versehwindet, dureh eine 

1) Diese Bedingungen siud nebenbei bemerkt,  un ter  den Voraussetzungen,  
die den folgenden En twick lungen  zugrunde gelegt  werden, erfiillt. Denn  es wird 
einerseits vorausgesetzt ,  dab (2) keine rationale LSsnng  ha t  und  anderseits,  daft 

r (x) im Unendl ichon verschwlnde~. Aus der orsten Vorausse tzung folgt, dab g(x) 
sicher --I~ 0 ist. W e n n  aber r (x) so beschaffen w~re, dal~ zwar nlcht  (2), wohl aber 
(2 a) elne rationale LSsang  hat ,  so miif te  es, wenn  R (x) eine rat ionale Fank t ion  
bedeutet,  die Gestalt  

r (x) = R Ix) (• (x + 1) -- 1) (R (x -- 1) --  1) 

haben.  Eine Funkt ion  yon dieser Gestalt verschwindet  aber n icht  im Unendlichen.  
:) Wi r  bemerken noeh, daft die identisehe Substi tution ~ ( x ) ~  ~ (x) unter  

den Substi tut ionen (5) nlcht  vorkommt;  man  erh~tlt sle aber , wenn m a n  mit  e lnem 
kons tan ten  a (x) ~ u zur  Grenze a ~ oo ilbergeht. 
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Transformation (5), eine neue Gleiehung yon demselben Bau ab- 
leiten~ dann die in dieser neuen Gleichung auftretende Funktion 
q (x)~ die dutch die Formel (7) gegeben ist, ebenfalls im Unend- 
lichen versehwindet. Man betrachte ngmlich die Entwicklungen 
um die unendlieh ferne Stelle: 

,- (x) = ro x ~~ + r~ x~ " - ~  + . . .  (,~ < o) 

~. (X) '=  ~0 xa @ ~l xa --1 + . . .  

Ist nun a ~ 0, so zeigen die Formeln (6) ft~r g (x) und h (x)~ dal? 

der Quotient 9(x)  im Unendli'ehen den Weft  1 hat, und daher 

verschwindet q (x) im Unendliehen~ und zwar yon gleieher Ordnung 
wie r (x). Dasselbe gilt aber far a_ ~  0, wie aus der Relation 

t~ (~) -=-g (~ - -  1) + [g (x)  ~ (x  - 1) - -  .~ (:~ - 1) ~ (.~ - F  1)1 

er sichtlieh ist. 
Versehwindet also die in einer Gleichung (2) anftretende Funk-  

tion r (x ) im Unendliehen~ so bleibt diese Eigensehaft Nr  alle 
Gleiehungen (2), die zur selben Klasse gehSren, erhalten. 

w  

Wir gehen nun daran, unter der Voraussetzung~ dal3 r (x) im 
Unendlichen versehwindet, 1) zu beweisen, dug eine Gleiehung 

," (x) 
(2) q~ (x @  1) - -  ~ (X) @ 1 

die keine rationale LSsung hat~ mit einer algebraisehen Differential- 
gleiehung unvertrgglieh ist. Dieser Beweis ist analog demjenigen. 

1 
t t S l d e r s ,  dass die LSsungen tier Gleiehung ~ (x @. 1) =- q~ (z) -~- - -  x 
keiner algebraisehen Differentialgleiehung gentigen kSnnen. W i t  
wollen n~tmlieh die Annahme maehen, eine LSsung q)(x) von (2), 
genttge einer algebraisehen Differentialgleiehung 

(s) a (x, ~ (x), 9 '  ( x ) , . . .  ~(,,)(x)) = o 

und nun ein Reduktionsverfahren angeben~ um aus dieser einen: 
Differentialgleiehung mittels (2) eine Reihe yon weiteren Differen- 
tialgleichungen far ~ (x) zu erhatten~ deren Ordnungen sehliel31ieh, 
immer mehr abnehmen. Endlieh gelangen urir damit zu einer Dif- 
ferentialgleichung nullter Ordnung, d h. zu einer algebraischen 
Gleichung 

,/" (~, ~ (x)) =-  o. 

1) Diese Voraussetzung" wird zu dem in den w167 3, 4 enthaltenen Beweis 
elniger ttilfss~ttze verwendet, w~hrend sie bei den Entwieklungen dieses Par~- 
graphen nicht benSti~t wird. 
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Darin liegt abet ein Widerspruch~ weft keine LSsang yon (2)eine 
algebraisehe Funktion yon x sein kann. Da namlieh ~ (x) nach 
Voraussetzung nieht rational sein kann, so mature es im Endliehen 
mindestens eine Verzweigungsstelle x0 haben; dann w~iren aber 
aueh x o -t- 1~ x 0 -1- 2~ . . .  Verzweigungspunkt% was nnmtiglieh ist. 

Es ist nun das Reduktionsverfahren auseinanderzusetzen, das 
auf (8) angewendet warden sell. Zun~tehst wollen wir die Gr0f~en 

(~), ~' (~), . . .  ~(~)(x) 
sowie die spliter auftt'etenden Grtigen 

qo (x q-  1), ~p' (x q- 1) . . . .  ~?(') (x -H 1 ) 
abkiirzencl mit 

y, y': . . .  y(% beziehungsweise z, z'~ . . .  z (~) 

bezeiehnen. Ferner kiinnen und wollen wir voraussetzen~ die linke 
Seite der Gleiehung (8) sei ein Polynom in y'~ y%. . .  y('~), dessen 
Koes rationale Funktionen yon % y sind. Ist dann 

R (x, y) y';, y"&...y(")~,~ 
irgend ein Gliecl dieses Polynom% so wollen wir die Zahl 

als das quadratisehe Gewieht dieses Gliedes und den gr01~ten Wert  des 
quadratischen Gewiehte% der unter den Gliedern yon G (x, y . . . .  y00) 
vorkommt~ als das quadratische Gewieht der Gleiehung (8) be- 
zeiehnen. Da wit den gewt~hnlieh als Gewicht bezeiehneten 
Ausdrnck nicht verwencten~ Verweehslungen somit ausgesehlossen 
sind~ so werden wir oft statt quadratisehes Gewicht sehlechtweg 
Gewicht sagen. 

Aus (2) erhitlt man dutch Differentiation 

(9) 

z ' =  - -  r(x)~z (Y'~ /(x)7(x) y) 

z" -- r~) (y,, 2 Y'2y + 2 ~r' (x) y' r" (x) (x~ 

~,,, r(x)( 6 r /(x)y,, 6y'~ 
- ;p r  :r + 3 y  )~j(~) -t y~ 

/ ( x )  y'~ 
r (x) y 

/ ' ( x )  , / " ( x )  / 
-[- 3 ~ .  (~j-) y i: (~)) y /  etc. 

und es ist fiir das Folgende erforderlieh, sich tiber das Gewieht 
der einzelnen Glieder auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 
zu orientieren. Man beweist leieht den folgenden 

yS 
H i l f s s a t z .  In dem Ansdruck ftir z("): - /-- (x) 

y(o) 2 ' m  y, ~o~- l )q_. .  (m = 3, 4, . . .)  
y 

22* 
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hat das Glied yo~) das hSehste quadratisehe Gewieht, n/~mlieh m'~ 

nnd das Glied 2 m  , . . . .  y('~-~) hat das n~tehstniedrigere Gewiehg 
Y 

u. zw. m ' 2 - - 2 m @ 2 .  

Da der Satz ftir m = 3 riehtig ist, so wollen wir ihn dureh 
Induktion yon m auf m @ 1 beweisen. Wir nehmen also an, es sei 

r (x) y (~) ~_ 2 m r (x) y' y( .... ') 
(lO) Z(m)__ 

und die Glieder yon Y hgtten hSehstens das Gewieht m ~ -  2m-~-1  
und enthielten keinen hSheren als den ( m -  1) ~" Differentialquo- 
tienten. Aus dieser letzteren Tatsache folgt, dag man durch Dif- 
ferentiation eines Gliedes aus Y~  dessen Gewieht etwa gleich q 
sei~ keine Glieder yon hSherem Gewieht als 

q q -  ~r~ - -  (,,,~ - -  1)" = ~ § 2 . ,  - -  1 

erhalten kann;  da nun das Gewieht irgend eines Gliedes aus Y 
dY,~ 

hiSellstens m ~ - - 2 m - @ l  betr~tgt, so haben die Glieder yon d x  

hSehstens das Gewieht m 'z. Im Hinbliek hierauf best~tigt man nml 
leieht dareh Differentiation yon (10), dal~ in der Oleiehnng 

z(~+a) ~ - - -  r (x)~(': + ~ ) .  .@ 2 (m @ 1) r:qa (x) ?/V('~? _~_... 

die beiden angesehriebenen Glieder der reehten Seite ein grSl~eres 
Gewieht haben als alle folgenden Glieder. Unser Hilfssatz ist da- 
mit bewiesen. 

Es sei nun y das Gewieht der Gleichung (8) und y'~, y " ~ . . ,  y(,O~. 
eines der Potenzprodukte yore Gewieht 5'. Wir denken uns 
dann die Gleiehung (8) dureh den Koeffizienten dieses Potenz- 
produktes, der eine rationale Funktion yon x und y ist~ dividiert 
und setzen 

G (x, y, y'~ . . .  y(,o) = K -{- L 
wobei 

K ----- K (x, y, y', . . .  y(")) :~  y'"' y .... . . .  y(,).. @ ~ R (x, y) y'~', y"  /~ . . . .  y(,o ~. 

die Gesamtheit aller Glieder aus G darstellt~ deren Gewicht gleich 
g ist, w~thrend 

L = L (x, y, ~/', . . .  r  = ~ A (x, ~) y,z, y ' , z , . . .  r 

alle Glieder aus G umfal~t, deren Gewieht ~ 9  ist. Aus dem Be, 
stehen der Gleiehung (8) folgt nun~ wenn wir x dureh x @ 1 ersetzen~ 

(11) G 1 ~ G ( x @  1~ z, z', ... z (n)) ~--- 0. 
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VermSge der Funktionalgleiehung (2) and der daraus abgeleiteten 
Gleiehungen (9) kSlmen wit nun z, z' . . . .  z(~') dureh x, y~ y'~ .. .  y(,o 
ausdrtieken, und den so erhaltenen Ausdruek ffir G 1 wieder naeh 
Potenzprodukten yon y ' ~ y " , . . ,  y(") ordnen. Setzen wit nun 

L (x @ 1, z, z t , . . . . , (n) )  = Ij  I 
so ist 

G 1 -~- K 1 -~- L~ 
und 

= \ _  , ~ _ / y , o ,  ~,,o2... y~)~ 

deren Gewieht kleiner als g i s t .  
Dabei bedeaten g, 4' die (in Bezug auf y', y"~ ... genommenen) 

Dimensionszahlen 

~ = ~ §  . . . .  ~ _ ~ , ~ , = ~ + ~ §  

Ferner ist klar~ dal~ in L~ kein Glied das Gewieht g erreieht. 
Aus dem Bestehen der beiden Differentialgleiehangen (8) 

und (11) folgt nun die neue Differentialgleiehung 

, { ?j2 ,~ 
H (x, y, y ,  . . ,  y(~o) ~_ O - -  - ~=,-] G~ --=- 0 \ r i x ) /  

die sicher weniger Glieder vom Gewicht g enthalt als die Glei- 
chung G ~---0. Dabei ergibt sieh~ wenn man 

~ (x)~'--~ 
R (x, y) - -  - -  ~ 2 - ]  R (x @ 1, r Y(X) _~_ 1) = 0 (x, y) 

setzt, ftir I t  (% y~ y'~ . . .  y(n)) die Gestalt 

(12) It-= ~ o (x, y) y'~ y"~ . . . .  y(-)f,, + Glieder, 

deren Gewieht kleiner als g ist. Wi t  wollen nun zeigen, dai3 die 
Gleiehung H =  0 sieh nieht auf eine Identiti~t reduzieren kann. 

I. Es mSge in K entweder mindestens Gin Glied 

R (x, y) y ' ~ y " ~ . . ,  y(~)~,, 

geben~ dessen Dimension ~' yon g versehieden ist, oder falls die 
Dimensionszahlen aller Glieder  yon K gleieh g sind, so gebe es 
mindestens ein Glied, dessen Koeffizient R (x, y) keine Konstante 
ist. Da nun, wie im w 3 gezeigt werden soil, Gin Ausdraek 0 (x, y) 
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nur dann identiseh versehwinden kann, wenn sowohl 8' 8 ~ 0 
als auch R ( x ~ y ) e i n e  Konstante ist~ so sehen wit aus (12)~ dab 
in H mindestens ein Glied vom G ewieht g einen nicht identisch 
verschwindenden Koeffizienten hat. Die Gleichung I t -~ -0  ist also 
keine Identit~tt. 

II.  Es mSgen alle Glieder in K die gleiche Dimension 8 haben 
und alle Koeffizienten dieser Glieder Konstanten sein. Hieher ge- 
hSrt auch der Fall~ da~ in der Gleiehung G ~ - 0  nur ein einziges 
Glied vom Gewieht g vorhanden ist, dab sieh also K aaf das einzige 
Glied y'~ y .... . . .  y(~') ~o reduziert. Der Nachweis~ dab die Gleiehung 
H ~  0 keine ldentitat is b gest~ltet sieh in diesem H. Falle etwas 
beschwerlicher als im Falle I. 

Znngchst ist ersiehtlieh~ dab in diesem Falle alle Glieder yore 
Gewicht g aus H hinausfallen~ dab also die Gleiehung H ~  0 
von geringerem Gewieht als die Gleichung G ~ 0 sein mu6. Somit 
handelt es sieh darum~ ein Potenzprodakt von geringerem Gewicht 
als g ausfindig zu machen~ das in H einen nicht identiseh ver- 
schwindenden Koeftizienten hat. Sei nun y(~) d i e  erste Gr01~e aus 
der Reihe y'~ y , , , . . ,  y(n) . die in K tats~tchlieh auftritt~ so ist 

wobei die Koeffizienten C Konstanten sind und fiir alle auftretenden 
Exponentensysteme ~ 

~9 ~ + (x @ 1),2 ~ + 1 @ ' " @  '~  ~, ,= ,q= 

+ d--.- + & = = + + ' . .  + 

ist. Dabei kann man offenbar % ~ 1  annehmen. Setzt man noeh 

wobei die Glieder yon K~ h(iehstens das Gewieht g ~  1 haben, 
so ist 

(13) H = - - ( - - r ( x ) ] K ~ @ L - - ( - - r ( x ) ]  

Es sind nun die F~tlle z =:  1 und x > 1 zu unterscheiden. 
1. z ~ 1. In diesem Falle wollen wir den Koeffizienten des 

Potenzproduktes 

1'1 -=- y ' ~ -  ~ ~"~' , . . .  y("> % 

im Ausdrnek H bes~immen. Wie aus (13) ersiehtlich ist, setzt sieh 
derselbe aus den Koeftlzienten zusammen~ die /)1 in den Aus- 
driieken K~ L~ L~ hat. 
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Sei nun Cy'7,y"r: . . .  y(n)7~ irgend ein Glied aus K~ so steht 
in K~ der Aasdruck 

C z ' r~  z " 7 2  . . . z 0 0  7,, 

{_r(x)l~ r' 7, (y. 2y,~ 
( 1 4 ) - ~ C \  y~ /  (~--~(x-)y)  Y Y 

Wir denken uns nuu diesen Ausdruck nach Potenzprodukten 
von y'~ b'"~ �9 �9 �9 ~ Y(~) geordnet and fragen~ wann sich P1 unter den auf- 
tretenden Potev.zprodukten finden kann. Betraehten wit einen der 
Faktoren des Ausdruckes (14) yon der Gestalt 

( , )7~ 
(15) y(O a~y y("-'> + . . .  ( i=  2, 3 , . . .  n) 

Y 
wobei a s = 2 ~  a ~ = 2 i  ftir i ~ 2  ist. Aus dem oben abgeleiteten 
Hilfssatze folgt~ daft hierin das Gewicht yon y(0 mindestens um 2 i - -  2 
grSl~er ist als das Gewieht irgend eines der auf y(0 folgenden Glieder. 

Greifen wir also aus der polynomisehen Entwieklung yon (i5) 
irgend ein Glied herau% in welehem y(O in der Potenz ( 7 i -  P~) 
~uftritt~ so kann das Gewicht dieses Gliedes hSehstens gleich 

(7~ - -  9~) i~ - ?  P~ (i~ - -  2 i + 2) --- "~ i ~ - -  (2 i - -  2) p~ 

sein. ~ erner wahlen wir aus der binomisehen Entwieklung yon 

jenes Glied aus, in welehem y' in der Potenz (71--P~) auftritt und 
dessen Gewieht also ;,~--p~ ist. Multiplizieren wir die aus den 
einzelnen Faktoren yon (14) herausgegriffenen Glieder, so erhalten 
wit ein Glied yon (14), dessen Gewieht q hSehstens gleieh 

(';~ - ~) "~- "~ [7~ i~ - -  (2 i - 2) 91] 

ist. Es ist also 
n 

q=<g-p,- 

Wenn nun das Potenzprodukt des betraehteten Gliedcs gleich P, 
sein soll, so mui~ q gIeich dem Gewicht yon PI~ also q = g - -  1 
sein. Daraus folgt 

Das Potenzprodukt /)1 k a n n  also nur bei jenen Gliedern yon (14) 
aaftreten~ die aus dem Ausdruck 
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herrtihren. Daraus folgt 7~ = %~ �9 �9 �9 ; 7,~ ~ ~ und wegen 

aueh % = %. Von allen Ausdrtieken C z ' r , z " r ~ . . .  z@)r,, aus A~ 
liefert also nur der Ausdruek z '~, z .... . . .  z(")~- sin C-lied mit dem 
Potenzprodukt P1; und zwar r~thrt /)1 speziell aus dem Aasdruek 

r(x),~ / , r' (x) y)~y .... ( 
) ? '  _ . . .  : l<n) <,,, 

her und mul~ daher in K 1 und somit aueh in K 2 den Koeffizienten 

haben. 

Es mSge nun mit S (x, ~) der Koeffizient yon/)1 in dem Ag- 
gregat L bezeichnet werden, wobei S (x~ ~/) eventuell auch idontiseh 
Null sein kann. Es zeigt dann sine einfache Uberlegung, die der 
seeben angestellten vollsti~ndig analog ist, dal~ yon allen Ausdrficke~ 
A ( x @  l~z)z'l~< z" l  r . . . .  zOOts,, die in 

L 1 ~-  " ~  A (x @ 1, z) z'l;, z"/: . . . .  zO,) ,% 

stehen~ nur der Ausdruek S (x @ 1~ z) z '~,-~ z . . . . . . .  zr ~o",, sin Glied 
mit dem Potenzprodukt P1 liefert, nnd dal~ der Koeffizient yon P1 
in Lj gleich 

( 
s § 1, t -  , -y- ,  

ist. Es ergibt sieh also zufolge (13) als Koeffizient yon P1 in H 
der Ausdruek 

~/~ r (x) @ 1) r' (x) S (x, y) 2 r- ~ (x )  S (x m r- 17 ~ - _  _ @ % 7 ( ~  ~]. 

Da nun~ wie i m w  4 gezeigt werden soll~ ein Ausdrack yon 
der eben angesehriebenen Gestalt~ in welehem % ~ 0 ist, nieht 
identisch verschwinden kann, so kiSnnen wir sagen~ dag im Fall 
•  1 dis Gleichung H ~ 0  keine Identiti~t ist; denn es hat das 
Potenzprodukt P~ in H einen nieht identiseh versehwindenden 
Koeffizienten. Wir wenden uns nun zu dem Fall 

2. x ~  1. Es werde eine Kategorie yon Potenzprodukten 
P folgendermal~en definiert: P habe die Gestalt 



TranszendentM-transzendente Funktionen. 345 

und sein quadratisehes Gewieht q.  mSg'e der Ungleiehung 5' ~ q~o 
.'>. y - -  2 •  gentigen. Zu dieser Kategorie der P gehSrt aueh 
da--s Potenzprodukt 

t 9  ~ y '  y@-- l )  y(a)a~--I y (~+l )ae@ 1 . . .  y00 a,, . 

Sei nun 

ein spezielles der Kategorie der / v  angehSrendes Potenzproduk b 
so wollen wir den Koeffizienten yon P in H ermitteln. Dies ktuft 
wegen (13) auf die Bereehnung der Koeffizienten yon P in K~ 
L und L 1 hinaus. 

Was zuniiehst den Koeffizienten yon P in K~ anlangt, so 
sehlagen wit eine Betraehtung ein, die der im Fall x ~---1 zur Be- 
stimmung des Koeffizienten yon P1 in K~ angestellten roll- 
st~ndig parallel l~uft. Auf diesem Wege ergibt sieh, daf~ unter 
allen in K 1 stehenden Oliedern Cz(~)r~z(~+~)r~+~... z(')~, nut der 
Ausdruek z(~)%z(~+~)~.-~-~ ...z(,O'~ bei seiner Darstellung dutch 
x~ y~ y'~ ... y(n) eventuell ein Glied mit einem Potenzprodukt Po, ent- 
halt. Speziell sieht man noeh~ dal~ ein Glied mit einem Potenz- 
produkt P nut aus dem Ausdruek 

r(x)l~ (y(~) a~y' Y(~-l) ~_...)%y(~.+l)o.~.+l... y(~)o.,, 
- -  y2 ! y 

herriihren kann. Entwiekeln wit" diesen Ansdruek naeh Potenz- 
produkten yon y'~ .Y"~ ...~ so sehen wir~ dal~ nur das Oliecl 

,. (x)l  ( y' y(,~-l) y(• l)%+ l_ 
-- i - -  ~ - !  - ~ -  ... 

ein Potenzproctukt ha% das zur Kategorie der Po gehgrt. Es zeigt 
sieh also, dal3 P das einzige Potenzprodukt aus der Kategorie 
der _P is% das in K~. auftritt, und der Koeffizient yon P ist da- 
her gleieh 

y \ - -  --y~-/ 

oder gleieh null, je naehdem P - - - P  oder =l= P.~ ist. 
Der Koeffizient yon P in L m~ge mit R (x~ y) bezeiehnet 

werden. 
Es bleibt noeh der Koeffizient yon P in dem Ausdruck 

= a q- 1, . . .  

zu bestimmen. Man ersehliel~t dureIi eine Uberlegung yon der 



346 ~. Tietze. 

sehon mehrfaeh verwendetsn Art~ dag in der Entwicklung sines 
Ausdrueks h (x @ 1, z)z '/~1 z"A ... z@/~,, naeh Potenzprodukten yon 
Y'~Y"7 " .  Y(~)nur dann sin zur Kategorie der Po, gehSrendes Po- 
tenzprodukt auftretsn kann 7 wenn 

(16) ~ =  % - -  1, ~ + i  ~-  % + 1 , ' "  , ~ =  % 

ist. Setzen wit noeh 

Wenn dann q gleieh dem Gewisht ~(0 yon t ~  ist 7 so kann often- 
bar ein Glied mit dem Potenzprodukt I~= nut dann in dsr Ent- 
wieklung yon A (x @ 17 z) z'A .. .  z(,O,s,, auftreten, wenn auger (16) 
nosh die Gleiehungen 

erfiillt sin& In diesem speziellen Falle fallt also A (z @ 1, z) mit 
R (z @ 1, z) zusammen 7 und der aus dsm Ausdruek 

R (x @ 17 z) z '~ , . . ,  z ( ~ - ~ ) ~ - ~  z(~)%. -~ z(~+~)%+~..,  z(,O~,. 

hsrrtihrsnde Beitrag zu dem g'esuehtsn KoeNzienten yon I~ in L~ ist 

r (x)l~~ 
- -  R (x § 17 / 

Dabsi bezeiehnet 

die Dimension yon P~. 
Ist andsrseits ~/ yon qo versehiedsn7 so kann in tier Entwisk- 

lung yon A (x--~ 1, z) z ' A . . ,  s(~of~ nut dann das Potenzprodukt ~ 
auftreten, wenn ~ />  qo, und also aueh 

(17) q > g - - S z ~ - 2  

ist. Aus (16) und (17) folgt dann, dag ~'~ y " ~ . . ,  y(~0~ zur Ka- 
tegorie der Potenzprodukte P~o geh0rt. Wi t  sehen also: Auger 
dem Glied 

- -  / 

(das aush fehlen kann, wenn R identiseh null ist) kSnnsn in L t 
nut dann noeh andere Glisder mit dsm Potenzprodukt P~ auf- 
treten 7 wenn es in L Glieder yon der Gestalt A (x~ ~)P,,,, gibt~ mit 
nieht identissh versehwindendem A (x~ ~/) und einem Gewieht 7 das 
q0 fibersteigt. 

Nashdem wit  uns im Vorhergehenden fiber dis Koeffizienten~ 
welehe die Potenzprodukte P~o in H haben, orientisrt haben 7 gehen 
wir an den Bewsis, dal~ im Falle z >  1 die Gleiehung H - ~ - 0  
keine Identit~t ist. Dabei untsrseheidsn wir zwei Unterfalle. 
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Der erste Unterfall lieg~ vor~ wenn es unter den Gliedern yon 
L eia oder mehrere Glieder A (x~ y) Po, gibt, (A (x, y) nicht identisch 
null) mit einem Gewieht~ das grSl~er ist Ms das Gewicht g - -  2 x -~- 2 
yon P~. Unter diesen suehen wir dann eines heraus, fttr welches 
das quadratische Gewieht am grSgten ist. Dasselbe werde mit 
R(x, y)P= bezeichnet. Dann hat P,~ in Ks~ L~ L 1 beziehungsweise 
die Koeffizienten 

0, R (x, y), ( - -  r (x) I~~ y~ / (x -4- 1, z) 

und P hat daher in H den Koeffizienten 

(x) / ~~ - '  ~ (.) (~s) R(~, u ) -  (-- 7 /  R(xd- 1 , ~ - + ~ ) ,  

wobei R (x~ y) nicht identiseh null~ und 80 - - ~  % 0 ist. 
Es ist n~tmlich 

~o - ~ = ~ -4- %:d- . . .  § =~-, - 1 

Ist nun % das Gewicht yon P,~ so ergibt sieh aus % > y - -  2 x -4- 2 
die Ungleiehung 

woraus % -4- r~ q . . . .  -~- =~_x > 1 also 8o - -  ~ > 0 folgt. 
Ein Ausdruck (18)kann  abet unter den angegebenen Be- 

dingungen~ wie im w 3 gezeigt werden soll~ nieht identiseh ver- 
sehwinden~ und 1~,~ hat somit in H einen yon null versehiedenen 
Koeffizienten. Es ist also die Gleichung H ~  0 keine Identitat~ 
was zu beweisen war. 

Es bleibt nun noeh der Fall~ dal~ es unter den Gliedern 
yon L kein einziges Glied yon der Gestalt A (% y)P~o mit einem 
quadratischen Oewicht > g - -  2 z -~ 2 gibt. In diesem Falls lg~t sich 
naehweisen~ daft das Potenzprodukt P~ in H einen nicht identisch 
versehwindenden Koeffizienten hat. Bezeiehnen wir ngmlich mit 
S(% y) den Koeffizienten von P in L~ wobei S(% y) aueh gleieh 
null sein kann~ so sind die Koeffizienten yon P in K.2~ L~ L 1 
beziehungsweise gleieh 

( ,, (_  ;y ~ - - ~ - j ,  ~(x, y), ~j-/ s (~+  1,~). 

Daher ist der Koeffizient yon p~ in H gleich 

r (x) ry(x) Z(x,y)+~;s(~+l, + 1 ) §  ~:~ 
y 

wobei ~ und a~ yon null verschieden sind. Es soll nun im 
w 4 gezeigt werden~ da~ ein Ausdruck der angesehriebenen 
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Art nicht identisch in x, # verschwinden kann. Da also P~. in H 
einen yon null versehiedenen Koeffizienten hat, so sehen wir auch 
in diesem Fall% dal3 die Gleiehung H~---0 keine Identit~t sein 
kann. Damit ist aueh der Fall z ~ 1 erledigt. 

Somit kSnnen wir behaupten, dal3 die algebraisehe Differen- 
tialgleiehung H = 0 ,  die in der im w 2 beschriebenen Art aus 
der Gleiehung G-~-0  abgeleitet wurde, keine Identit~t sein kann. 
Wenn wir nun aus der Gleichung H ~ 0  in derselben Weise 
eine neue Differentialgleichung ableiten, wie wir aus G - - 0  
die Gleiehung H~--0 abgeleitet haben, und dieses Verfahren ge- 
nfigend oft wiederholen~ so kommen wir sehliel~lich zu einer alge- 
braisehen Gleichung zwischen x und y; darin liegt aber ein Wider- 
sprueh~ wie bereits zu Beginn des w 2 auseinandergesetzt wurde. 
Damit ist die Annahme, die Funktion y ~ q~ (x) genfige einer alge- 
braisehen Differentialgleiehung~ widerlegt. 

w 
Im voranstehenden wurden mehrere Hilfss~ttze verwendet, 

mit deren Beweis wir uns in diesem und dem folgenden Absehnitt 
zu besehgftigen haben. Bei jedem dieser Hilfssgtze handelt es sieh 
darum~ dal~ gewisse Verbindungen rationaler Funktionen yon zwei 
Veranderliehen nieht identiseh versehwinden kSnnen. 

In erster Linie soll unter der Voraussetzung~ dal3 r (x) eine 
im Unendliehen versehwindende rationale Funktion ist, die sieh 
nieht in die Gestalt ~(x)(~  ( x ~ - 1 ) - - 1 )  setzen l~il~t, 1) wenn q~ (x) 
eine rationale Funktion sein soll~ gezeigt werden~ dal3 eine Glei- 
ehung yon der Gestalt 

(__ (x ) ' (  r (x) 
(19) R (x, Y) -yT- ]  If (z @ 17 --~j~ -@ 1) = 0, 

in weleher R eine nieht identiseh versehwindende rationale Funk- 
tion yon x~ y, und .; eine ganze Zahl ist, nieht anders identiseh 
bestehen kann~ als wenn R (x, 5') eine Konstante und "; ~ 0 ist. 

Nehmen wir an~ (19) sei identiseh erfallt. Es werde dann 

M (x, y) 
1r (x, v) - -  iv (x, 5') 

gesetzt, wobei M(x, ~1) und N(x, 5') Polynome in x und 5' ohne 
gemeinsamen Faktor bedeuten~ deren Grad beziiglieh # beziehungs- 
weise gleieh ,~ und ~ sei. Setzt man nun 

tz 

i ~ O  

1) Diese Voraussetzung ist gleichbedeutend damit, dal~ die Funktional- 
gleichung (2) keine rationale LSsu.g hat. 
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und 
_ _  ~ ( x )  

~,. (x) - -  t (x) 

wobei die Polynome s (x) und t (x) ohne gemeinsamen Faktor an- 
genommen werden~ so erh~tlt man 

lc=o ~ = 0  

60 woraus ersiehtlieh ist, dab t (x)" y*~ 2kl (x @ 1, - y -  _qt_ 1) ein Polynom 

in % y ist, welches nieht dureh y teilbar ist, und dessen Grad ~h 
in Bezug auf y h5ehstens gleich ,~ ist. Die entsprechenden l~e- 

merkungen gelten ftir das Polynom t (x) ~ y~' N ( x  @ 1, ~ - -  @ 1), 

dessen Grad in y mit h bezeiehnet werde. 

Aus (19) folgt 

(20) ~u (x, y)  - -  ~ y~ / t (x) ~ -~ y ..... 

( x )  
[ t (x)"~ '~M(x+ , , - 7 - - +  i) ] 

r (x) [t (xfl y~N (x @ 1 , - ~ -  @ 1)] 

Es soil nun gezeigt werden, daf~ die beiden in eckige Klammern [] 
eingesehlossenen Polynome keinen gemeinsamen von y abh~tngigen 
Faktor haben k~nnen. Sei nimlieh K(x,  y) ein soleher gemein- 
samer Faktor~ und 

~" (x) 
(2i) t(x)~'y.i~l(x+l,~-+l)=K(x,y)A(x,y) 

(22) t (x)" y" N (x @ 1, r ( x )  @ 1) = K(x,  y) B (x, y) 
Y 

wobei ]~, % ~ die Gradzahlen bezfiglich y der Polynomc K, A, B 
seien. Fiihrt man dann in die Identiti~t (21) durch die Gleichungen 

x--~- 1 = x'~ x--= x' - -  l 

, r ( x '  - -  1 )  (23) r (x) _{_ 1 = .y, y - -  
y y ' - -  I 

die neuen Variablen x'~ y' ein~ so ergibt sich 

/ f 1 \ /Z ( Y---- ]KCx' ~q,x ' - - l ) lA(x ' - - l r (x ' - - -1-)]  
M ( x ' , y ' ) = / s ( x , _ _ l ) /  , - -1 ,  v ,  - -  ' y ' - -  1 / 

oder unter Bertieksichtigung yon 
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M (x', y') = 

( y ' -  1)'*-~" [( r 
, ( . '  1)~t(.'  1 >  v ' - - l ? t ( * ' - - l ) ' ~ / ~ ( * ' - l '  ( , ' - -1)~}  

- -  - -  y ' - - I  /J" 

/j 

nebst der analogen ans (22) abgeleiteten Gleiehung. Nun mnl~ sieh 
der Faktor 

( Y ' - - l ) ~ t ( x ' - - l ) ~ K ( x ' - - l '  ?/'--1 ] 

der den beiden Polynomen M (x' y') und N (x'~ y') gemeinsehaft- 
lieh ist~ auf einen yon y' freien Ausdruek reduzieren, d. h. es mnl~ 

, ' (x ' - -  1), J x' (v' - 1)" t ( . ' -  1)k K(.'  - -  1, ~ V )  = ( ) 

sein. F{ihren wir in diese Oleiehung verm~ge (23)wieder die 
Variablen x~ y ein, so folgt 

o ( . + 1 ) ,  
E ( * , v ) =  ~( ;7  ! / '  

,. (,) 
Da abe B wie wir gesehen haben~ weder t (x)f~yt'M (x q-  1, ~ - - q -  1), 

noeh t (x) ~ y~ iv(x q-  1, ~ q-  1) dutch y teilbar sind, so kann 
/ N 

aueh K(x, y) nieht durehy teilbar sein~ d. h. es ist le = 0 nnd K (x, y) 
also nur yon x abh/ingig, wie behauptet wurde. 

Sei nun yJ' die h0ehste in 2r (x, y) autgehende Potenz yon 
y (~. ~ 0) nnd N (x, y) - -  ya N~ (x, y), so folgt aus der Identitgt (20), 

r (x) @ 1) ttbereinstimmen miissen~ dal~ 2V~ (x, y) und t (x)" y" N(x@ 1, - - ~  

wenn man yon etwaigen Faktoren absieht~ die nur yon x~ nieht 
abet yon y abh~tngen. Wir k0nnen also sehreiben 

(*) 
(24) ~v @, ~) = y~ / (.) t (~)~ v" lV(x + 1, - 7 -  + ~ )' 

unter f ( x )  eine rationale Funktion yon x verstanden. Unsere 
naehste Aufgabe wird es sein~ die MOgliehkeit einer Identit~tt yon 
der Form (24) zu diskutieren. 
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Es sei 
?r 

N (z, y) = ~ N~ (x) :~-~ = z (x) r (x, ~), 

wobei Z (x )den  grSfSten gemeinschaftlichen Teiler der Polynome 
.No (x)~ A~ (x) , . . .  bezeiehnet. Man denke sich ferner das Polynom 

~" (x) 
t (x) ~ y~ P i x "d-- 1, ~ -4- l) 

nach Potenzen yon y geordnet, und mit ~ (x) den grSl3ten gemein- 
schaftliehen Teller der Koeffizienten der einzelnen y-Potenzen be- 
zeiehnet. 1) Aus (24) folgt dann 

," (x) 
t (x)"y '+~l~r d- 1 , - : f -  + 1) 

~(x, ~ ) =  [ / r  ~ r  1) 1 
z (x) ~ r  

Beaehtet man nun~ daf~ die beiden Polynome 

1 

keinc Faktoren haben, die frei yon y sind, so sieht man aus der 
eben angesehriebenen Gleiehung, dal~ der in Klammern [] einge- 
sehlossene Ausdruek eine Konstante sein mul~ die man gleieh 1 
annehmen kann. Man erhalt d~mn 

r (x) -4- 1) (25) *, (x) ~: (x, y) = t (x)~ ~+~ P (x -4-1, ~ -  _ 

Es mSgen nun mit F~ i x,y)~.//_2 (x, y ) : . . .  ~ ( x , y ) , . . .  die ir- 
reduziblen Faktoren yen P(x, ~t) bezeiehnet werden. Aus dem Be- 
stehen der Identit~t (25) kann dann gefolgert werden, da[5 die Po- 
lynome F/(x,  y) alle beziiglieh y linear sind. Nehmen wit namlieh 
an, einer dieser Faktoren~ etwa F~ (x~ y) habe beztiglieh y einen 
Grad > 2. Dann definiert die Gleiehung 

F~ (x, y) = o 

eine algebraisehe Funkt[on Y-~-'~I (x), die mindestens einen ira 
Endliehen gelegenen Verzweigtmgspunkt hat. Bezeiehnet dann aLl- 
gemein ~ (x) die dutch die Gleiehung 

F~ (z, y) = o 

~) Ma~n tlherzeugt sich leieh~, gag ~ (x) in t (x)~ s (x)~ aufg'ehen mug. 
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definierte rationale oder algebraisehe Funktion yon x~ so genfigt 
wegen (25) eine der Fnnktionen r~i (x) (i ~ 1~ 2~ . . . )  der Gleichung 

, - ( x - -  1) ~_~. 
qi (x) = ~,i (x - -  1) 

Hat nun die Funktion ~r a (x) an der Stelle x ~---x o einen Ver- 
zweigungspunkt, so hat ~ (x) an der Stelle x ~ x o @ 1 einen Ver- 
zweigungspunkt. Daraus sehliel~t man in gleicher Weis% dal~ eine 
der Funktionen ~1 ( x ) ~  (x) . . .  an der Stelle x - ~ x  o ~-2 ver- 
zweigt ist, u. s. f. Dies enthi~lt einen Widerspruch~ da die Ver- 
zweigungspunkte aller Funktionen ~ (x) nut in endlicher Anzahl 
~,orhanden sein ktinnen. 

Es werde nunmehr 

gesetzt und angenommen~ dal~ P(x~ y) den Faktor T~ (x~ y)mi~ der 
Vielfaehheit m~- enthalte. Es ist also 

i 

wo das Produkt iiber alia voneinander versehiedenen irreduziblen 
Faktoren yon /)(x~ y) zu erstrecken ist. Statt dessen kann man 
aueh sehreiben 

l 

P(x,y) z=(y .-- 1)~o H (Fi(x , y))~ 
i = 1  

wobei das Produkt fiber alle yon (y 1) versehiedenen irreduzibeln 
Faktoren yon P(x, y) zu erstreeken ist~ und m o = 0 za setzen ist~ 
wenn P(x~ y) den Faktor y -  1 nieht enth~lt. Aus (25)folgt dann 

l 

~unter Beaehtung yon v ~---~ ml 

t 1 

i ~ 1  i ~ 1  

l 

- - t ( x ) ~ r ( , ) ~ o u ~ ] I ( A , ( ~ + ~ )  - B~(x+l))" '  ( y - -  f. (xZlt2]?_ 1 ) ~ r ( x )  , 
i ~ 1  
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Daraus folgt durch Vergleichung der Gradzahlen beztiglich y 

~. ~ m o 

und dutch Gteichsetzen der Koefilzlenten yon y~ auf beiden Seiten 
l l 

(27) ]-[ (x/o  = H + B, + 
i = l  i = L  

Au~ (26) und (27) folgt 

~ ~. ( x )  

i = l  i = l  

Mit ~ (x) werde irgend eine der rationalen Funktioneu von 
x bezeichnet~ die ftir y gesetzt die linke Seite von (28) zu null 
machen. "4 (x) ist also eiue der Funktionen 2"1 (x)~ f~ (x) . . .  fz (x) 
oder 1, das letztere jedoch nur~ wenn X >  0 ist. ~ehmen wir an~ 
es sei ~ (x) nicht identisch gleich null~ so fo]gt aus (28): dal~ einer 
tier Ausdrticke 

r (x )  
(x) .L (~-W 1) - -  t 

identisch gleich null sein mul~ d. h .  dais eine der Funktionen 
f i  (x), sio n~lSge fa (X) hei~en, der Gleichung 

r ( x  - -  1) 
L (x) = 1 + ~ (x - l)  

gentigen muB. Nehmen wir nun an; die Funktion f~ (x) sei nieht 
identisch gleich null; so k0nnen wit mi tJ l  ~ (x)dieselbe Uberlegung 
anstellen; wie wir sio soeben mit "q (x) angestellt haben; und wit 
sehen, daft eine der Funktionen f'~(x), etwa fb (x), der Gleichung 

r ( x  - -  1) _ _  r ( x  - -  1)  
j~ (x) = 1 -~ f .  ( x - - l )  1 - ~ - - r ( x - - 2 )  

1 § ~ ( x  - -  2 )  

gentigen mul]. Auf diesem Wege gelangen wir, mit "4 (x )be-  
ginnend~ zu einer Reihe yon rationalen Funktionen 

.(29) ~ (~), A (x), A (x),.  

.die nur dann abbricht, wenn einmal eine Funktion der Reihe iden- 
tiseh gleieh null ist. 

Jede Funktion aus (29) ist mit einer der Funktionen f l  (x); 
f,~ (x)~ . . .  fz (x)~ 1 identisch. ~ehmen wir nun an, die Funktion 

(x) sei so besehaffen~ dal~ keine der Funktionen der Reihe (29) 
identisch verschwindet~ so mul~ offenbar einmal eine Funktion wie- 

Monatsh. f. Mathematik u. Physik.  XVI .  Jahrg .  ~3  
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derkehren, die bereits an fi'tiherer Stelle in (29) steht. Dabei mug" 
~q (x) die erste sich wiederholende Funktion sein, wie man aus der 
eindeutigen und eindeutig umkehrbaren Beziehung 

r ( x -  1) r (x) 
fT~ (x) ~--- 1 @ f j  (x - -  1) '  /~) (x) = A (X @ 1) - -  1 

zwisehen zwei aufeinanderfolgenden Gliedern f j  (x), j~  (x) der Reihe 
(29) ersieht. Ferner bemerkt man, dal~ die Reihe (29)mindestens 
zwei versehiedene Funktionen enthalten mulk Andernfalls ware 
n~tmlieh 

f~ (x) = ~ (x), r~ (x -~- 1) = 1 -~ r (x) 
-,~ (.) , 

was der Voraussetzung widersprieht, dal~ die Funktionalgleiehung 
(2) keine rationale LSsung hat. 1) 

Zusammenfassend kSnnen wir also sagen: Wenn wir mit der 
Funktion ~ (x) beginnend die Reihe (29) in der angegebenen Weise. 
bilden~ so kommt entweder unter den Funktionen dieser Reihe ein- 
real die Null vet  und die Reihe (29) bricht dann ab~ oder es. 
wiederholt sieh einmal die Funktion -q (x) und yon da an kehren 
dann stets dieselben Funktionen periediseh wieder. Im ersten Falle 
besteht eine Identitat von der Form 

0 = 1 - ~  r ( x - -  1) 
1 + ~ ( x - -  2) 

1 § �9 . .  §  , ~ §  ]) 

1-} r (x - -  ,~) 

im zweiten Falle eine Identitat yon der Form 

( . )  = 1 n L 
r ( x  - -  1) 
1-~ r (x - -  2) 

1 + . . .  _~_ ,. ( .  _ ~) 

1 + , . ( . -  ~ - - 1 )  ~ ( x - -  ~,.--1) 

wobei p jedesmal eine ganze positive Zahl becleutet. 

Wit  wollen jetzt beweisen, dal~ die Gleiehung (28) nur dann 
bestehen kann, wenn }, ~ 0 ist. Ware namlieh ). > 0~ so kSnnten 
wir in den voranstehenden l~Iberlegungen r~ (x) = 1 setzen~ und mit 
1 beginnend die Funktionenreihe (29) bilden. Da dann offenbar 

1) Dal~ die Gleichung (25) und dann natiirlich ~uch (24)elne  Identltiit; 
b (,) 

sein kann, wenn (2) eine rationale LSsung r (x)--- a ( ~  hat, ist lelcht zu sehen. 

Man braueht dann nur  k - -  O, P ( x ,  y) - -  (a (x) y - -  b (x))" zu setzen. 
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keine der auf ~ (x) folgenden Fanktionen identisch gleieh 1 werden 
kann, so mug die Reihe (29) sehliel~lich mit einer Funktio% die 
identiseh gleieh null isg abbrechen. Unter Bertieksichtigung der 
frtiher gemaehten Voraussetzung~ da~ r(x)  im Unendlichen ver- 
schwindet~ ergibt sich aber sofort, dal~ dies unmSglieh ist~ da aus 
den Formeln 

r ( z  - -  1) 
f a ( x ) = l - l - r ( x - - 1 ) ,  fb ( x ) =  I - ~ - 7 ~  Z~-), etc. 

ersiehtlieh ist, da~ jede der Funktionen f~(x), f~, (x) , . . .  im Un- 
endliehen den Wert 1 hat. 

Somit ist ~, = 0 und (28) nimmt die Gestalt an: 

l l 

(.o) 1I (, (<~ 1I ( . -  
i ~ 1  i = 1  

Dabei ist keine der Funktionen f~ (x)~ f,~ (x) , . . .  J~ (x) identisch 
gleieh 1~ und offenbar auch keine identiseh gleieh null~ da rechts 
der Faktor y nieht vorkommt. Bezeichnet also ~ (x) eine der 
Funktionen f l  (x) . . . .  ft (x) und bildet man mit -r~ (x) als Anfangs- 
funktion die zugeh~srige Reihe (29)~ so kann diese Reihe keine 
identisch verschwindende Funktion enthalten und es mul5 daher 
in derselbeu die Funktion ~/(x) einmal wiederkehren. Wir k~3nuen also 
sagen: Die Funktioneu f l  (x), f.a (x), . . .  f~ (x) ordnen sieh in Pe- 
rioden derart, dal3 zwei aufeinanderiblgende Funktionen fj(x)~ 
f~ (x) einer Periode der Oleiehung 

r ( x  - -  1)  

fk (x) = 1 @ f~ (x - -  1) 

gentigen. An die letzte Funktion einer Periode sehliel~t sich ver- 
mSge derselben Beziehung wieder die erste Funktion an. Einer 
friiheren Bemerkung zufolge mug jede Periode mindestens zwei 
Funktionen umfassen. 

Es soll nun~ wieder mit Verwendung tier Voraussetzung~ dal~ 
r (x) im Unendliehen versehwindet~ gezeigt werde% dafa eine Iden- 
titat yon der Form (30) unmSglieh ist. Zu dem Zweekie biiden 
wir die mlt f ,  (x) beginnende Funktionenreihe. Dieselbe sei 

A (*), A (x),... G (~) 
wobei ~} ~ 2~ und 

. r ( x - - -  I )  r @ - - -  1) 
f,+, (*) =~ + ) ~ 7 -  ~), A (x)=,  + ZT(-x--l) 

( i =  17 2, . . . ,3-- 1) 
~3 e 
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Man sieht nun sofort, dal3 f l  (x) im Unendliehen weder un- 
endlieh grol~ werden~ noch einen endliehen von null und eins ver- 
sehiedenen Wert annehmen, noeh yon geringerer Ordnung null 
werden kann, als r (x). Denn in allen diesen Fallen warden 3~ (x) 
und alie folgenden Funktionen der mit f l  (x) beginnenden Funk- 
tionenreihe im Unendlichen den Wert 1 annehmen und die Funk- 
tion f l  (x) ksnnte also nieht wiederkehren. Desgleiehen ergibt 
sieh, dab .)z 1 (x) im Unendliehen nicht yon hSherer Ordnung null 
werden kann~ als r (x); denn dies h~tte zur Folge~ da/~ f2 (x) ~m 
Unendlichen einen unendlich grol~en Weft und nile folgenden Funk- 
tionen f.~ (x) . . . .  den Wert 1 h~itten. Fiir das Verhalten von f l  (x) 
im Unendliehen bleiben also nut die beiden MSgliehkeiten: 

a) f l  (x) hat im Unendliehen den Wert 1; dann haben na- 
tiirlich auch alle Fanktionen f., (x)~ . . .  f~ (x) im Unendliehen den 
Wert 1. 

b) f l  (x) versehwindet im Unendlichen yon derselben Ord- 
nung wie r (x). Soll abet die Funktion f l  (x) in der mit f l  (x) 
beginnenden Funktionenreihe wiederkehren, so mug aueh j;~ (x) 
im Unendlichen versehwinden~ und zwar yon derselben Ordnung 
wie r (x). Denn andernfalls wttrden, wie die verhergehenden Be- 
trachtungen zeigen, die auf f~ (x) folgenden Funktionen yon einer 
gewissen Stelle ab alle im Unendliehen den Wert 1 annehmen; 
f~ (x) kSnnte also nieht sieh wiederholen. In gleieher Weise schliel~t 
man, dal3 alle Fanktionen f~ (x)~. . . . fa  (x) im Unendliehen yon 
derselben Ordnung wie r (x) versehwinden iniissen. 

Es lagt sich nun zeigen~ dal~ aueh diese zwei Falle a)und b) 
auf Widersprtiche fiihren. Es kann namlich aus den gemachten 
Annahmen der Sehlnl3 gezogen werden~ dal~ die Potenzreihenent- 
wicklungen der Funktionen f l  (x), f~ (x)~ . . .  y"~ (x) in der Umge- 
bung der unendlich fernen Stelle beliebig welt iibereinstimmen. Da 
aber die 1;'unktionenreihe fL (x ) , . . . fa  (x) mindestens zwei ver- 
schiedene Funktionen enth~lten mug, so enthttlt die genannte Fol- 
gerung einen Widerspruch. :Der Beweis gestaltet sieh in den bei- 
den Fallen a) :und:b) e twa :folgenderma/~en: 

a) Es mSgen folgende Entwicklungen bestehen 

~(X-- 1 ) =  
x : -  x x " 

~i2 

(i =- 17 2~ . . . {}) 

Ferner wollen wir annehmen~ die Koeffizienten a,-o~ a ~ . . .  
a;~ seien yon i unabhangig~ also 
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eine Annahm% die ftir k ~ 0 sieher erftillt ist. Da dieser Voraus- 

setzung gemi*l~ die Koeffizienten von 1, 1 - 1  fttr alle Funk- 
�9 92, ~ " ' "  X k 

tionen f .  (x)dieselben sind~ so stimmen aueh in den Entwick- 
lnngen aller Funktionen f i  ( x - - l )  die Koeffizienten yon 17 

1 1 ttberein. Dana lehrt aber die Gleiehung 
-~-~ � 9  X-~/ 

_!_ r (x_~ 1 ) 
Z +1 (x) = 1 - - Z  ( * -  1)' (s +1 (x) - - / 1  (x)) 

(i == 1~ 2, . . . i).) 

dal~ in den Entwieklungen aller Funktionen f i + l  (x)(d .  h. der 
1 

Funktionen f2 ( x ) ; . . .  f~  @), A (x)) die Koeffizienten yon 1; - - ,  
X 

1 1 
tibereinstimmen. Die Funktionen f l  ( x ) , . . .  f~  (x) 

X 2'  X k . q - v  

haben also beliebig welt tibereinstimmende Entwicklungskoeffizienten. 
b) An Stelle der Funktionen J~(x) mSgen die Funktionen 

& (x) betraehtet werden~ die aus den ersteren dutch die Gleichnngen 

g (z) - -  f,,+~_~ (x) 
r (x)  , ( i~---1,2, . . .{})  

hervorgehen. Zwisehen zwei aufeinanderfolgenden Funktionen gi (i x) 
besteht dann die Relation 

1 
g~+l r  1)= l+r(x)g~(x)' ( g ~ + ~ r  (x)) 

i ~ 1 , 2 , . . .  [). 

Dabei haben alle Funktionen & (x) im Unendliehen den Wert  1. 
Daraus and aus der eben angesehriebenen Reknrsionsformel f{ir 
die Funktionen gi (x) sehliel3t man nun analog wie in a)~ dag die 
Potenzreihenentwieklnngen der Funktionen & (x) nm die unendlieh 
ferne Stelle beliebig weit ~bereinstimmen. NattMieh gilt dana das 
gleiehe yon den Funkt ionen/~ (x). 

Die letzten Betraehtungen zusammenfassend~ kSnnen wir sagen: 
Die Gleiehung (25) kann nieht anders identiseh erftillt sein, als 
dal~ k = 0 ist und P(x, y) sieh anf ein von y unabh~ngiges Poly- 
nora and &her  auf eine Konstante reduziert. 

Somit kann die Gleiehnng (24) nur bestehen, wenn k = - 0  
ist und N (x~ y) sieh auf ein Polynom 7. (x) yon x allein reduziert. 
Wir  hatten nun aus der Gleiehnng (26) die Folgerung gezogen~ 
dal3 das Polynom N(x, y) eine Relation yon der Gestalt (24 )e r -  
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ftillen muff. Aus (20) folgt aber aueh eine ganz analoge Relation 
far das Polynom M(x~ y). Es muf} also aueh M(x~ y) eine Funk- 
tion yon x allein sein. Dies besagt aber~ dab eine Gleichung yon 
der Gestalt (19) nieht anders identiseh erfiillt sein kann, a]s dab 

M(x~ y) eine rationale Funktion q (x) yon x allein ist. R (x, 7/) - -  ~V(x, y) 
(19) nimmt also die Form an: 

(x) - -  (-- 7, (x) \r 
~-)  ~(~+~)=o, 

and da R (G 7/) ~ q (x) als nieht identisch null vorausgesetzt wurde, 
so kann diese Gleiehung nur so erfiillt sein~ dab % ~ 0 und q (x) 
eine Konstante ist. 

Der Beweis unseres mehrfach im w 2 verwendeten Hills- 
satzes ist damit erbraeht. 

Es wurden i m w  2 noeh zwei weitere Hilfss~ttze verwendet~ 
die jetzt bewiesen werden sollen. Diese Siitze besagen, dab unter 
der Veraussetzung~ r (x) sei eine im Unendliehen versehwindende 
rationale Funktion, die sieh nieht in die Gestalt :? (x) (q~ (x -}- 1) - -  1) 
setzen lii l~t} wenn ~ (x) eine rationale Funktion sein sell, Glei- 
chungen yon der Form 

(31) 

und 

(32) 

r(x) S(xq_l ,  r T _ j _ l ) q C  =0 S (x, 7/) q- 7/,~ 

s (x, 7/) q -  ~ s (x § 1, ~ (~) § 1) q- _ ~. (x) 7 /= o 
Y 

nieht identiseh bestehen kOnnen~ wenn S (x, y) eine beliebige ra- 
tionale Funktion yon x~ y und C eine yon nall versehiedene Kon- 
stante ist. Dabei kann man C-~--1 annehmen~ wenn man fcir 

1 S(x~ y) wieder S (x, y) sehreibt. 
C 

Zun~tehst handelt es sich darum~ die Annahm% es bestehe 
eine Identititt (31), ad absurflum zu fiihren. Setzen wir nun 

, �9 s (x) , __ M (x, 7/) 
" t~J = t ~ - '  S (~' Y;--  ~ V G ~ '  N (r 7/) = 7/; G (~, 7/), 

wobei s (x)~ t (x)~ M (x, y)~ N (x, y), N~ (x~ y) Polynome und 7/;. die 
hOchste in N(x~ y) aufgehende Potenz yon y bedeuten (),~0)~ be- 
zeichnen wit ferner mit ,~ beziehungsweise v die Gradzahlen yon 
M(x~ y) und N(x~ y) beziiglich y~ so gewinnt (31) die Gestalt 
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M(x, V) _ 1 
(33) v~" lvl (x, V) V 

," (x) 
.(z) [, (.). ~. ~u (. + 1 , - 7 - +  1)] 

- ~ (x) 

Dabei sind~ wie frtiher (w 3) gezeigt ward% die beiden in 
Klaalmern [ ] eingeschlossenen Ausdrtieke Polynom% welehe keinen 
gemeinsamen yon y abhangigen Faktor haben und nieht durch y 
teilbar sind. Wenn also die Gleichung (33) identiseh erftillt sein 
soll, so kSnnen sich die beiden Polynome N1 (% y) und 

nur um einen Faktor unterseheiden~ der yon x allein, aber nicht 
yon y abh~tngt. Es mul~ also 

N (,, y) = y~' / (x) t (x? y~ ;V (x § 1, r (x) 
- 7  + 1) 

sein~ unter f ( x )  eine rationale Funktion yon x verstanden. Unter 
den ~iber r (x) gemaehten Voraussetzungen wurde aber im w 3 ge- 
zeigt, dal3 eine Gleichung~ wie die eben angesehriebene nur dann 
identiseh erfiillt sein kann~ wenn k = 0 und N(x~ y) eine Funktion 
yon x allein ist. Die Gleiehung (33) erhalt also die Gestalt: 

1 r(x) O ( x § 2 4 7  
O (x~ y) = Y Y'~ 

wobei Q (x~ y) ein Polynom in y mit in x rationalen Koe~fizienten 
bedeutet. In diesem Falle erhi~lt aber die reehto Seite der Gleiehung 
die Gestalt 

1 -1_ O~ (x) _~ O~ (*) 
- 7 , N ~ - -  v~ §  

und die Gleichung kann offenbar keine Identit~tt sein. Damit ist 
bewiesen, daft eine Gleichung yon der Form (31) nicht identiseh 
bestehen kann. 

Betraehten wit jetzt die Gleichu.n.g (32) und nehmen wit an~ 
dieseibe sei eine Identit~tt. Dieselbe Uberlegung~ die wit an der 
Gleiehung (31) durehgeftihrt haben~ zeigt dann~ dag eine Identitttt 
(32) nieht anders m0g'iieh ist~ als wenn S (% y) ein Polynom in y 
mit in x rationalen Koeffizienten ist. Bezeiehnet ferner ~ den Grad 

(x) 
yon S (% y) beztiglich y, so ist S (x § 1, - ~ -  § 1) ein Polynom 

1 
~t~, Grades i n - - .  Anderseits folgt aus (32) 

Y 
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~" (x) r' (x) S(x@l,r(x)--+-l)  - y~ S(x,y) y - -  y 

und somit kann S (x-~-1~ r~(ux)--~-1) hSehstens veto zweiten Grad 

1 i n -  sein. Es (st also y. ~ 2  und wir k6nnen setzen 

(34) S (x, y) = A (x)y ~ + B(x)y + C(x), 

Wobei A(x), B(x), C(x) rationale Funktionen yon x bedeuten, yon 
denen einige aueh identiseh null sein ktmnen. An die Stelle yon 
Gleiehung (32) treten dann die 3 Gleiehungen 

(35) 

C (x) @ r (x) A (x @ 1) =- 0 

r' (x) __ 0 B(x) @ B(x@ 1) @ 2 A ( x @  1) @ , i x  ) 

r (x)A(x)@-A(x@ 1) @ B ( x @  1)@ C(x+  1 ) = 0 .  

wodm'eh Aus denselben lassen sieh A(x)und C(x) eliminieren, 
man ftir B(x) folgende Relation erhitlt: 

(36) r(x-~-2) B (x @ 3) @ (r (x @. 2) -~ l) B (x @ 2) -- 

- -  (r (x @ 1) @ 1) B (x @ 1) - -  r (x -@ 1) B (z) --- 

- -  r (x @ 1) r' (x) r' -;~x)- + r, (x ,+  2) (x + ~) r (x-t-  1) = 0 .  

Die L~sbarkeit dieser Gleiehung dutch eine rationale Funktion 
B(x) ist nieht nut eine notwendige, sondern aueh eine hinreiehende 
Bedingung daftir~ dal3 es eine Funktion S(x~ ]1) v o n d e r  Gestalt 
(34) gibt, die der Gleiehung (32) gentigt. Wenn nfimlieh der 
Gleiehung (36) eine rationale Funktion B(x) geniigt, so lassen sieh 
zu derselben zwei Funktionen A(x) und C(x) so bestimmen, dal~ 
die Gleiehungen (35) erfallt sin& 

Es l~tl3t sieh nun unter Bentitzung der Annahm% dal~ r (x) 
im Unendliehen versehwindet~ leieht zeigen, dal~ der Gleiehung (36) 
dutch keine rationale Funktion B (x) genfigt werden kann, ~) ja tiber- 
haupt dureh keine Funktion~ die im Unendliehen dutch eine 

1 
Potenzreihe naeh steigenden Potenzen yon-x~ in weleher keine 

~) Das Bestehen der Gleiehungen (35) uud somit auch die LSsbarkeit  vo~ 
(36) durch oine rationale Funktion,  (st, wio man slch leicht  iiberzeugt, eine not- 
wendlge Bedingung dafiir~ da~ es nicht-rat ionale  L~isnngen der Funktionalg ' leichung 
(2) gibt, die einer Riccat ischen Gleichusg 

y' + A (x) y~ + B (x) y § C(x) = 0 
mit rationMen Koefflzienten A (x), ~ (x), C (x) genilgen. }gin weiterer Fall~ 
in dem sieh die UnlSsbarkeit  yon (36) durch eine rationale Funktlon l:~(x) un-  
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odor nur eine endliehe Anzahl positiver Potenzen yon x vorkommen~ 
darstellbar ist. Wi t  schreiben zun~tchst (36) in der Form 

V =  W~ 

wobei gesetzt ist: 

v =  V l +  ~ ,  w = w ~ §  
V ~ = r ( x + 2 )  B(x+3)-JTr(x+2)B(x-~-2)--r(x4-~ 1) B(x~-I ) -  

- r ( ~ +  1) S(~) ,  

v~ = B ( .  + 2) - B ( . +  1), 

r' (~  _ r' (~ + 2), w~ = ~ - ( ~ +  1) ~(~) 

r'(x+ 1) 
Wi - -  r (x -]- 1)" 

Se ien  nul l  

r ( x )  --= r o x ~.' -~- r ,  xo - ~  -}- . , . ,  ("o =i = 0) 

B (~) = bo .~ + bl ~ - ~  + . . . .  (~0 ::: o) 

die Reihenentwieklungen yon r(x) uncl B(x) in der Umgebung 
de r  u n e n d l i c h  f e rnen  Stel l% so e r g e b e n  sich fiir  [71, V2~ W ~  W~ 
d ie  E n t w i c k l u n g e n  

V 1 = (4[~ + ~ p) ~,0r0 */J~V~ + . .  "5 "[<2 = ~ b o x [ } - ' + . . . ,  

~ q  = - p (p - -  2),.o . o - ~  + , w~ = p x - ~  + 

Wegen 9 < 0 versehwindet solnit W 1 im Unendliehen yon 
h~3herer Ordmmg als W- 2 und es beginnt also die Entwieklung 
yon W mit dem Glied p X - 1 .  Soll also die Gleiehung (36) durch 
die Funktion B(x) befriedigt werden, so muB man ~ so bestimmen, 
dab ebenso wie die Funktion W auch die Funktion V im Unend- 

schwer zeigen l~l~t, liegt vor, wenn unter der Gesamtheit ~-1, ~2 ' ' ' '  ~qiq' der im 
Endlichen gelegenen :Nullstellen und Pole yon r ( x )  wenigstens eine SteIle, etwa 
~-1, sich finder, so dab keine der StelIen ~1 A1,  ~-1 ~ . 2 , . . .  nnter den Stellen 
~>. .  ~,~ vorkommt. In diesem Falle muB also jede LSsung yon (2), die einer 
Riceatischen Gleiehung mit rationalen Kooffizienten ~ent'tgt, eine rationale Funk- 
tion sein. 

Daft es abet FMle gibt, in denen (36) eine rationale LSsung hat, ersieht man 
aus dem Beispiel der Anm. 3 auf der zweiten Seite der Einleitung. Setzt man unter 
Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen u (x)  ~ e 2 ~ i x 2 ~ i R (x )  - -  R '  ( x )  ~ U (x) ,  
so geniigt y ~ ~ (x) der Gleichung 

9(x) U(x~ _ 'v ~_~9,(x~ P'(~) ~_ U(x+~)+~(x)~ v + P(~)r;(~+~) 
Y'~P(.)V(x+l) '  /9(~) P ( x )  P ( ~ + l )  J p(~+i)Q(x) '  

und der Ausdruek ir~ den Klamlriern { } geniigt f i r  B (x) gesetzt der Gleichung (36). 
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lichen genau yon der ersten Ordnung versehwindet. Es ist abet 
sofort ersiehtlieh~ dag die Funktion V dieser Bedingung nieht ge- 
ntigt, wie immer man aueh die ganze Zahl ~ w~thlen mag. Wenn 
n~tmlieh ~ ~ 0 ist~ so hat V die Entwieklung 

V = ~ b o X ~ ' - ~ @  . . . .  

und unsere Behauptnng ist evident. Ist aber ~ = 0~ so versehwin- 
den sowohl V~ wie V~ im Unendliehen mindestens yon der zweiten 
Ordnung und es versehwindet also aueh V sieher yon hOherer als 
der ersten Ordnung. 

Der Gleiehung (36) kann somit durch keine rationale Funk- 
tion B(x) genfigt werden. Damit ist unter den am Beginn dieses 
Paragraphen fiber r(x) gemaehten Voraussetznngen die UnmSg'- 
liehkeit einer Identit~tt (32) naehgewiesen. 

w  

Es mSge der im w 1 ausgesproehene und im vorstehenden 
bewiesene Satz auf ein paar Beispiele angewendet werden. 

1. Die ganze transzendente Funktion ~) 

co aY 

./'.. (x) = "~ r (~ -t- '~) F (~ § ~) 

gentigt der Differenzeng'leiehung 

/~  (x § 2) - -  x /~  (x + 1) - / o  (x) = o 

und folglieh genagt die Funktion +(x) f .(x + 1) der Relation 
�9 - -  fo (x)  

1 
, (x -k- 1) = '~ (x) x. 

Es ist leieht ersiehtlieh, dal~ diese Relation dureh keine 
rationale Fanktion r befriedigt werden kann. Denn jedev im 
Endliehen gelegenen Nullstelle x = ~ ,yon ,.~ (x) wttrde in x = ~ @ 1 
ein Pol yon gleieher Ordnung entspreehen, and umgekehrt jedem 
Pol in x = ~ @ l  eine Nullstelle in x - - ~ .  +(x) h~ttte also im 
Endliehen gleieh viele Nnllstellen wie Pole und mtil~te somit im 
Unendliehen endlieh und yon null versehieden sein, was mit der 
Relation far ,~ (x) unvereinbar ist. l?erner gentigt die Funktion 

a f ~ ( x +  1) a +(x) 
q~ (x) - -  (1 - -  x)f~ (x) - -  1 - -  x ' 

1) ilgs bedeutet,  a eine von  nul l  ve r sch i edene  Kons t an t e .  Ff i r  a = 0 g e h t  
1 

f , ( x )  in die l angs t  als t r a n s z e n d e n t a l - t r a n s z e n d e n t  b e k a n n t e  F u n k t i o n  1, (x'--~- 

fiber (s. Einl.).  
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der Gleiehung 

a 1 
(37) ~ ( x @ l ) = l @ x ( x _ _ l )  ~(x) 

und es hat also offenbar aueh diese Gleiehung keine rationale LSsung. 
Naeh dem oben zitierten Satze ist daher ~(x) eine transzendental- 
transzendente Funktion. Daraus folgt im Hinbliek auf einen yon 
S t a d i g h  bewiesenen Satz (s, w 1)~ dal3 aueh die Funktion f~ (x) 
keine algebraisehe Differentialg!eiehung befriedigen kann. 

2. Die Funktion 
a a 2 

*a( . )  = 1 + i-:? -t- 1 . 2 . . ( . §  1) + " "  (~ =i= ~ 

die als Funktion yon a einen bekannten Grenzrall der hypergeo- 
metrisehen Reihe darstellt~ gentigt der Relation ~) 

a 
x (x -j- 1) (I)~ (x -@ 2) @ d)~ (x -~- 1) - -  d)a (x) = 0 

und daher gentigt die Funktion 

a d)~ (x@ 1) 
~(x) = x(1 -x-~ ~ (x )  

der Funktionalgleiehung (37)~ ist also transzendental-transzendent. 
Somit ist aueh (I)a(x) transzendental-transzendent. Es ergibt sieh 
dies aueh aus der Relation d)~(x)=f~(x)F(z) :  die die Beziehung 
zur Funktion f~(x) des vorigen Beispiels herstellt und aus der 
hervorgeht~ dal~ ~(x) mit der gleiehbezeiehneten Funktion im 
Beispiel 1 identiseh ist. 

3. Betraehten wir die Besselsehe Funktion 

,--0~,(, ~_ l)F(n §  § 1) 

als Funktion des Index n. Dabei m(ige der Grtige z ein fester 

yon null versehiedener Wert b beigelegt und unter so viel wie 

enl~ - mit einer beliebigen~ jedoeh festzuhaltenden Determination 
des Logarithmus verstanden werden. Ersetzt man nun n dutch x 
und J~(b) dutch Tb(x)~ so besteht die Relation 

~) Es hat  Professor G. v. E s c h e r l c h  in se inem Seminar  die Ver-  
m u t u n g  ausgesprochen,  dab man  aus dieser Relation wiirde folffern kSnnen,  
daft die betrachtete Funkt ion  keiner  algebraischen Different ialgleichung geniiffen 
kann.  Das Bestreben, dies dureh den Beweis zu besti~tigen, ha t  den Verfasser  
zu der vorlieffenden Arbeit gefiihrt. 
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(F~, (x -~- 1) -~- ~Fb (x - -  1) 2 x (Fb (x), 

aus welcher folgt~ dab 

b ~F,~ (x) 
q~ (x) - -  2 ( x - -  1) (F~ (x - -  1) 

b ~ 
der Gleichung (37) gentigt, wenn man in derselben a - -  

4 
setzt und da[~ also ~(x) und daher auch q'b (x) transzendental- 
transzendent ist. Nan bekommt das gleiche Resultat aus dem 
Zusammenhang yon (gb(x) mit der Funktion f , ( x )  des ersten Bei- 

b ~ 
spiels. Setzt man ng.mlich a - -  ~ so ist bekanntlieh 

b ~ 
�9 ~ ( x ) = ( - ~ ) f , ( x +  1), 

wobei ~ (x) in die gleiehbezeichnete Funktion des Beispiels 1 iiber- 
geht. Man erh~tlt also den Satz: 

D i e  B e s s e l s c h e  F u n k t i o n  J~(z) a l s  F u n k t i o u  des  
I n d e x  n k a n n  k e i n e r  a l g e b r a i s e h e n  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g  g e n i i g e n .  


