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Uber Funktionalgleichungen, deren Losungen keiner
algebraischen Differentialgleichung gentigen konnen.

Von Heinrich Tietze in Wien.

Der folgenden Arbeit ist die Frage zu Grunde gelegt, wann
man aus der Eigenschaft einer analytischen Funktion ¢ (z), einer
Funktionalgleichung von der Form

A (x) ¢ () 4 B (w)
)= X T
(1 e+ D C (@) o (@) + D @)

zu geniigen, wo 4, B, C, D als rationale Funktionen von z an-
genommen werden, den Schlufl ziehen konne, dafl die Funktion
¢ () transzendental-transzendent?) ist. Gewisse Spezialfille dieser
Frage sind bereits beantwortet worden. So hat Ho1der?) bewiesen,
daff jede analytische Funktion, die einer der beiden Gleichungen

setD=0@ -+ 9@t =29

geniigt, transzendental-transzendent ist und damit dargetan, dafi
I" (#)
" (x)
friedigen kann. Mit Verwendung dieses Resultats hat Hilbert?)
gefolgert, dafi die Riemannsche ¥unktion ¢ (s) transzendental-trans-
zendent ist, wobei die Tatsache beniitzt wird, dai jede analytische
Losung einer der beiden Gleichungen

weder noch I'(x) eine algebraische Differentialgleichung be-

1 — x?

1
pet+l=9@)—|—+—+) s@t+)=-—F—77 2
Tty ofetg)

1) Wir wollen mit Moore (On transcendentally-transcendental functions,
Math. Ann. 48) eine Funktion f(x), die einer algebraischen Differentialgleichung,
d. h. einer algebraischen Gleichung zwischen x, f (%) und einer endlichen Anzahl
von Ableitungen von f(z) geniigt, als algebraisch-transzendent bezeichnen, wihrend
wir eine analytische Funktion transzendental-transzendent nennen, wenn sie keine
algebraische Differentialgleichung befriedigt.

%) Math, Ann. 28,

3) D. Hilbert. Mathematische Probleme. Gott. Nachr. 1900, S. 287,
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eine transzendental-transzendente Funktion ist!) und dafi diesen

Funktionalgleichungen die Funktion 2 IJ;J @ ;, beziehungsweise die
Funktion E (2 z) gentigt, wobei K (s) = : (1( ) 5 gesetzt ist.?)

Wenn man nun Funktionalgleichungen von der allgemeineren
Gestalt (1) betrachtet und sich die Frage vorlegt, ob eine solche
Funktionalgleichung mit einer algebraischen Differentialgleichung
fiir die Funktion ¢ (x) vertriglich sei oder nicht, so wird man von
dem trivialen Fall absehen, dali der Gleichung (1) durch eine ra-
tionale Funktion ¢ (z) gentigt werden kann, in welchem Falle (1)
offenbar mit unendlich vielen algebraischen Differentialgleichungen
vertriglich ist.?)

Es zeigt sich zunidchst (§ 1), dafl jede Gleichung (1) auf die
Normalform

r(x)

@) ¢l D= 0+

in der 7 (#) eine rationale Funktion bedeutet, gebracht werden
kann., Es soll nun gezeigt werden, dafl eine Gleichung vom

1) Die Durchfithrung des Beweises gibt V. E. E. Stadigh: Ein Satz iiber
Funktionen, die algebraische Differentialgleichungen befriedigen, und iiber die
Eigenschaft der Funktion { (s), keiner solchen Gleichung zu geniigen, Helsingfors,
Frenckellska-Tryckeri-aktiebolayet 1902,

9) Es ist namlich

£(
Lt—s)

(Riemanns Ges. W. 2. Autl,, 8. 146.)

%) Es kann in diesem Falle die Gleichung (1) aufler rationalen Losuntren

noch andere algebraisch-iranszendente Losungen besitzen, Sei z. B. u (z) eine

algebraisch-transzendente Funktion, die der Gleichung wu (% -}- 1) = u (z) geniigt,
R (x) eine rationale Funktion und

R@)—RB(x—1)=P), RBx+1)— Rz —1)=¢ (»),
dann geniigt die Funktion
¢ (@) = Plx) uw@-+Rx41)
‘ 0@ u@LE@
der Funktionalgleichung

und dies ist zugleich die allgemeinste Funktionalgleichung von der im folgenden
eingefithrten Normalform (2), der eine lineare Funktion von u (2) geniigt. Diese

T

Gleichung hat aber auch die rationalen Losungen o () :Z E:; und ¢ (%)=
_P@ B@+1) ’
Q@ R(»
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Normaltypus (2), wenn sie keine rationale Liosung hat und wenn # (z)
im Unendlichen verschwindet, keine algebraisch-transzendenten Lo-
sungen haben kann, dafl also alle eventuell vorhandenen analytischen
Losungen transzendental-transzendente Funktionen sein miissen. Das
gleiche gilt von jeder Funktionalgleichung (1), wenn sie sich auf
eine Gleichung vom Normaltypus, die die genannten Voraussetzungen
erfiillt, zuriickfiihren lifit.!)

Diese Sitze werden im § 5 verwendet, um von einigen Funk-
tionen nachznweisen, daf sie keine algebraischen Differentialglei-
chungen befriedigen konnen.?)

1) Unter den Gleichungen (2), die keine rationalen Liosungen bhaben, sind
disjenigen, in welchen #(z) im Unendlichen verschwindet, nicht die einzigen,
welehe keine algebraisch-transzendenten Losungen haben kénnen. 8o liafit sich

1
z. B., wie die Entwicklungen des § 1 zeigen, die Gleichung ¢ (1) = ¢ (z) 4 =

anf die Normalform
x? 1

e@f1)=1— Qr—1L@Rz+1) @

zuriickfithren, (wobei die dabei auftretende Funktion r (%) im Unendlichen nicht
Null wird), und da die erste Gleichung keine algebraisch-transzendenten Losungen
hat, so kann daraus das Gleiche fiir die zweite Gleichung gefolgert werden. Es
mag dahingestellt bleiben, ob der Satz, dafl eine Gleichung (2), die keine ratio-
nalen Lisungen hat, auch keine algebraisch-transzendenten Lsungen besitat, ohne
Einschrinkungen iiber 7 (z) gilt.

?) Von einer Funktionalgleichung, die nicht die hier betrachtete Gestalt (1)
hat, nimlich ¢ (xn)==¢ (z) — @ (n = 2), hat Moore (Math. Ann. 48) gezeigt, dal sie
mit einer algebraischen Differentialgleichung unvereinbar sei, und daraus gefolgert,

00
dafi die Funktion ;(x):E @ transzendental-transzendent ist. Ubrigens ist
=0

man auf den verschiedenartigsten Wegen zu transzendental-transzendenten Funk-
tionen gelangt. So hat Painlevé den Satz bewiesen, dah eine eindeutige trans-
zendente Funktion, die nur in einem Teil der Ebene existiert, dort meromorph
und nebst allen ihren Ableitungen auf der Begrenzung stetig ist, keiner alge-
braischen Differentialgleichung geniigen kann (Legons de Stockholm, p. 443),
ferner in seinem Heidelberger Vortrag von 1904 (Le probléme moderne de Iin-
tigration des équations différentielles, p. 10) einen Typus von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung besprochen, deren Losungen transzendental-transzendente Funk-
tionen der Integrationskonstanten x, ¥, y(; sind. Auflerdemm wurden mannig-
fache Sitze abgeleitet, die meist an gewisse Darstellungsformen analytischer
Funktionen (z. B. durch eine Potenzreihe) ankniipfen, und besagen, daff die dar-
gestellten Fuonktionen transzendental-transzendent sind, sobald diese Darstellungen
gowissen allgemeinen Bedingungen geniigen. Diese Sitze lassen sich dann ver-
wenden, um unbegrenzt viele transzendental-transzendente Funktionen tatsichlich
su konstruieren oder wenigstens als existent nachzuweisen. Es sind hier folgende
Arbeiten zu nennen: Hurwitz, Sur le développement des fonetions, satisfaisant
4 une dquation algébrique, Ann. d. I'Ecole Normale, 1889; Gronwall, Ofersigt
af kongl. Vetenskapakademiens forhandl., Stockholm 1898; Mailiet, Compt.
Rend. 132, Ball. d. 1. Soe. math. d. Fr. 30, Compt. Rend. 183, Journ. d. Math. 8
(1902). Ferner hat Hilbert in seinen Vorlesungen im Jahre 1902 zwei Kon-
straktionsmethoden transzendental-transzendenter Funktionen angegeben (s. Sta-
digh a. a. 0.). Von der eine Verallgemeinerung von I'(x) bildenden ,Double
gamma function* hat Barnes (Lond. Phil. Trans. 196) gezeigt, daf sie keine
algebraische Differentialgleichung befriedigen kann.




332 H. Tietze.

Es sei gleich hier bemerkt, dal dabei auch Funktionalglei-
chungen vom Typus

4@/ @42+ @)@+ 1)Fe@sf@=0
wo @, b, ¢ rationale Funktionen sind, in DBetracht gezogen werden

Sl ’r‘)1)

konnen. Setzt man nimlich == ¢ (), so befriedigt o (x)

die Relation

] ¢ () . b (v)
@e@ a)

also eine Funktionalgleichung vom Typus (1).

¢le+1)=—

§ 1.

Wir beabsichtigen in diesem Paragraphen, die Untersuchung,
ob Losungen einer Iunktionalgleichung (1) algebraischen Differen-
tialgleichungen gentigen kionnen, auf die Behandlung von Funk-
tionalgleichungen von moglichst einfacher Art zurtickzufthren.

Nehmen wir an, (1) habe eine algebraisch-transzendente Lo-
sung ¢ (z). Substitnieren wir nun an Stelle von ¢ (z) eine neue
Funktion ¢ (z) vermige der Gleichung

_a(@)y (@) 8 (0)
®) OGRS IOk

wobei a, &, 7, & rationale Funktionen von « mit nicht identisch
verschwindender Determinante seien. An die Stelle von (1) tritt
dann eine Funktionalgleichung desselben Baues fiir ¢ (x)

L (@) (x) + B (=
® L e A TIEE e

wobel die Koeffizienten 4,, B,, (,, D, wieder rational in z sind,
u. zw. hat man:

A @=A@s @3+ D+ B@ 1@ )~
— C@a @it — D@ @)e@+1)

nebst analogen Formeln fir B, C,, D,.

Dabei ist die Determinante

A, () D, (z)— B, (x) Cy (@) =[A(x) D (a) — B(x) Cx)]
[’UW\B(W) —f (@) ((x)] \x—}—l) z-+1)—2@+ 1)@+ 1)

also nicht identisch null, wenn man, wie selbstverstindlich, an-
nimmt, da 4 (x) D () — B (2) C(z) —~O sel.
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Mit Riicksicht auf den von Stadigh?) bewiesenen Satz, dal
jede rationale Verbindung von algebraisch-transzendenten Funk-
tionen selbst eine alo"ebrdlsch transzendente Funktion ist, folgt nun
aus (3), dafl die Punktion ¥ (x) ebenso wie ¢ (x) einer algebralschen
Differentialgleichung gentigt. Somit: Wenn die Gleichung (1) eine
algebraisch-transzendente Lisung hat, so hat anch die Gleichung
(4) eine algebraisch-transzendente Losung. Umgekehrt erbalten
wir aus (4) mittels der zu (3) inversen Substitution die Gleichung
(1). Demnach hat auch (1) stets eine algebraisch-transzendente
Liosung, sobald (4) eine algebraisch-transzendente Losung hat.

Das Ergebnis dieser Uberlegunw kinnen wir folgendermafien
formulieren. Wenn wir die Gesamtheit aller Funktlonalglemhungen
vom Typus (1) betrachten, so zerfillt dieselbe in Klassen, wobei
cine Klasse alle dleJenlcren Funktionalgleichungen umfassen soll,
die aus einer bestimmten Funktionalgleichung durch eine Substi-
tution (3) hervorgehen. Da zwei Substitutionen (3) sich wieder zu
einer Substitution derselben Art zusammensetzen, so ist es gleich-
giiltig, von welcher speziellen Funktionalgleichung einer Klasse wir
ausgehen, um aus ihr durch die Substitionen (3) die tbrigen Funk-
tionalgleichungen der Klasse zu erhalten. Von diesen Klassen
gelten dann die Siitze:

Besitzt eine Funktionalgleichung eine algebraisch-transzendente
Lisung, so besitzt jede Funktionalgleichung, die mit der ersten zur
selben Klasse gehort, eine algebraisch-transzendente Liosung.

Umgekehrt :

Besitzt eine Funktionalgleichung keine algebraiseh-transzendente
Lisung, so gilt dasselbe von jeder Funktionalgleichung, die der-
selben Klasse angehort.

Wir wollen nun zeigen, dafi es in jeder Klasse Funktional-
gleichungen von der speziellen Gestalt

) 9 (2 r(@)

¢ ()

gibt, wo 7 (x) eine rationale Funktion von x bezeichnet.?) Daraus
ist ersichtlich, dall man sich bei der Frage, ob eine Funktional-

1) A. a. O. Der Beweis wird gefiibrt, indem man zunichst zeigt, daf die
Summe von zwei algebraisch-transzendenten Funktionen algebraisch-transzendent
ist. Auf diesen Fall 1ift sich der Fall des Produktes oder Quotienten von zwei
algebraisch-transzendenten Funktionen zuriickfiibren, indem man logarithmisch
differenziert und den Satz von Holder (Math. Ann. 28 S. 7.) verwendet, daf eine
Funktion und ihre logarithmische Derivierte entweder beide algebraisch-tran-
szendent sind, oder daf keine von den beiden einer algebraischen Differential-
gleichung geniigt. — Der von Stadigh bewiesene Satz ist iibrigens ein Spezial-
fall eines jener viel allgemeineren Sitze, welche Moore (Math. Ann. 48 8. 50 bis 55)
mitgeteilt hat.

%) Hingegen ist es im allgemeinen nicht muglich, eine vorgelegte Funk-
tionalgleichung (1) in eine andere zu transformieren, deren rechte Seite eine
ganze lineare Funktion von ¢ (%) ist. Wenn néimlich C(x)=}=0 ist, so kann
Cy (x) dann und nur dann zu Null gemacht werden, wenn (1) eine rationale
Losung besitzt.
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gleichung (1) algebraisch-transzendente Losungen haben kann, auf
Funktlonalalelchungen von der speziellen Form (2) heschrinken
kann,

Um jetat zu beweisen, daf jede Funktionalgleichung (1) durch
eine Substitution (3) in eine Funktlonalglelchung von der Gestalt 2)
tibergefiihrt werden kann, unterscheiden wir die folgenden Fiille:

LajC@)==0,4(z—1)Cx)+ C(x—1)D(@)==0.

6) C(x)==0, D (z) ==0, A@—l)()(x)%—()(x——l D (x)y=0.
II. a)O(x)_O B(2)==0, 4 (x) B(x—1)4B(») D (x—1)==0.

by C(x) =0, B(x)==0, A(x)B(x—l)—{»B (@) D (z—1)= 0.
11T a)B(x)*C(:c)*O A@) ==+ D (=).

b) Bx)=C(z)=20, A(1)~+D(a*)

IV.a) 4 (#)=D () =0, C—((_; keine Konstante.
B (x)

) A@=D@)=0 F3

=— Konstans.

Fall T a). Wir setzen
A —1)C@x)+ Cle—1)D@E)=a(z)

_a@d (@ — D) C(x—1)
@)= d@@@—ﬁ

Y (x )___(_ e (C(x)cp(x)+f)(x))

und erhalten dann fir ¢ (x) die Funktionalgleichung

b (@1)=1— Ce—1HCl+1)[Ad@x)D @ —Bx =] 1

ACEICESY 5@
die die gewtiinschte Gestalt hat.
Fall I 8). Setzt man
_ Y@ —D@

PO ="+ Y@=C00@)¢@)+ D)
so erhdlt man
| _ Cl+1)[4@D@)—B@Ck)] 1
v l)= ) @

und damit ist dieser Fall auf den weiter unten bebandelten Fall IV
zuriickgefihrt.

Fall 1T a). Man kann D(z) =1 annehmen. Setzt man nun

v (@)= A4 () B@—1)-+ B@)
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_ B(x— 1) B
7 (@) ¢ (@) —Bx—1)4A()

¢ (z) =

so erhilt man

1 . A@B@—1B@4+1) 1
verl=1—= 1 (@) 7 (@41) ¢ (@)

also eine Funktionalgleichung von der verlangten Gestalt (2).

Fall 11 8).- Man kann D (z) =1 annehmen. Setzt man

(@) — (2 —1)
—ax B —1 _(‘).L_,._., L
F=e By e
so erhdlt man die Funktionalgleichung
vE+=1+57,

die die gewiinschte Form hat. Die Gleichung (1) hat in diesem

Falle eine rationale Losung, nimlich ¢ (z) = 5 Bx—1).

Fall III ). Man kann D (z) =1 annehmen; setzen wir
—A@=P@), 1—A@A@—1)= Q@

Q@) y@ —P@—1)
Q(w) (@)—A(w) Px—1)’
__Plx—1) 'A(x)cp(a) —1

Y= T
so erhalten wir fiir ¢ (x) die Gleichung:
o 1 Px— 1)P(9c—l—1) 1
D= A0 et @

Fall III ). Man kann D (z) = 1 annehmen; dann ist 4 (x) =
= 4+ 1=t Man setze

 200@) @D Ee—1)—g]
@ =T ) 2@ te—1-—c2

und erhilt fir ¢ (z) die Gleichung

v (x) =

Vet D =14l 2— e ljE—1—crl o

Fall IV a). Wir konnen C (z) =1 annehmen ; setzt man ferner

1 —B(@)=P(), B@—B—1)= Q@)
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¢ () = L@@ —B@ Pl —1)
¢ Q@) V(@) — Pl@e—1)
v =21 2@— B

so ergibt sich die Funktionalgleichung

P -
Y@+ 1) =1+ B() %@2§$$”

Fall IV &). Man kann C (x) =1 annehmen; dann ist B (z) =
= b == Konst. Man setze

) — 2bxd(x)-Fbx(x-—1)—b]
LG N s i e e
und erhilt fir ¢ (z) die Gleichung

Yt D=1+ Jr 10+ e+ —

L
TR

1
7@

Damit ist gezeigt, dafi es in jeder Klasse von Funktional-
gleichungen auch eine Gleichung von der Gestalt (2) gibt, die also
nur von einer rationalen Funktion abhiingt. Man ersieht jedoch
leicht, dafi jede Klasse unendlich viele Funktionalgleichungen dieser
Gestalt enthilt, indem man auf die eine Gleichung (2), deren Vor-
handensein eben bewiesen wurde, eine Substitution (3) anwendet
und die Koeffizienten « (z), £ (), v (%), 8 () so zu bestimmen sucht,
dafi die neue Funktionalgleichung fiir ¢ (z) wieder die Form von
(2) erhilt. Die Durchrechnung zeigt ddnn daf die Substitution
(3) die Gestalt

9

@)y (o) L4 L)

¢ (@) - [ (z+ 1) ;(i])g (z—1)

® e@=

haben mufl, wobei

© 9@ =@ — @) @E+D—1)
@) =r@a@—D—Fr@—D+a@— D@1~ 1

gesetzt ist. Die Funktionalgleichung fiir ¢ () wird dann

vt D=1+

1) Die Gleichung (1) hat in den Fillen IIL ) und IV 5), wie in allen
Fillen, wo siamtliche Koeffizienten 4, B, C, D Konstanten sind, rationale Lo-
sungen, nimlich ¢ (z) == (e 4~ 1), Konst., bezw. ¢ (x) =+ V7
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wenln man
@ Saerce il
setzt.

Dabei ist o (z) eine rationale Funktion, die nur an die Be-
dingungen gebunden ist, daff keiner der Ausdriicke g (z), A ()
identisch verschwindet. Diese Bedingungen!) sind damit gleichbe-
deutend, dafl o (x) weder eine Losung der urspriinglichen Gleichung
(2), noch auch Losung der Funktionalgleichung

— r (%)
(2 ) CP(x—{—l)—lJrl_{? r(x—1)

¢ @ —1)

sein darf.?)
Wir werden nun den Satz beweisen:

Wenn eine Funktionalgleichung vonder Gestalt

slwtn="1 4

keine rationale Losuug hat,und wenn diein derselben
auftretende rationale Funktion »(#) im Unendlichen
verschwindet, so hat die Funktionalgleichung keine
algebraiseh-transzendenten Lésungen.

Auf Grund des Vorhergehenden konnen wir dann auch all-
gemeiner sagen:

Wenn eine vorgelegte Funktionalgleichung (1), die keine ra-
tionalen Losungen zuldfit, sich durch eine Transformation (8) in
eine Gleichung von der Form (2) iiberfithren lifit, so daB die da-
bei auftretende Fuuktion r (z) im Unendlichen verschwindet, so
kann keine Losung von (1) einer algebraischen Differentialgleichung
geniigen.

Dabei ist zu bemerken, daB, wenn wir aus einer Gleichung
(2), in welcher 7 (z) im Unendlichen verschwindet, durech eine

1) Diese Bedingungen sind nebenbei bemerkt, unter den Voraussetzungen,
die den folgenden Entwicklungen zugrunde gelegt werden, erfiillt. Denn es wird
einerseits vorausgesetzt, daB (2) keine rationale Liosung hat und anderseits, dafl
7 {x) im Unendlichen verschwindet. Aus der ersten Voraussetzung folgt, dal g(x)
sicher == 0 ist. Wenn aber # (%) so beschaffen wiire, daB zwar nicht (2), wohl aber
(2 a) eine rationale Losung hat, so miifite es, wenn E (x) eine rationale Fanktion
bedeutet, die Gestalt

) B@A1)—1)(B®—1)—1)
(B(x+1)— B(@) (R (x) — B (x—1))

haben. Eine Funktion von dieser Gestalt verschwindet aber nicht im Unendlichen.

%) Wir bemerken noch, dall die identische Substitution ¢ (x) = ¢ (x) unter
den Substitationen (5) nicht vorkommt; man erhilt sie aber, wenn man mit einem
konstanten o (x) == a zur Grenze a = & iihergeht. )

r(x)y=R (x

Monatsgh. fiir Mathematik u, Physik. XVI. Jahrg 22



338 H. Tietze.

Transformation (5), eine neue Gleichung von demselben Bau ab-
leiten, dann die in dieser neuen Gleichung auftretende Funktion
g (x), die durch die Formel (7) gegeben ist, ebenfalls im Unend-
lichen verschwindet. Man betrachte nimlich die Entwicklungen
um die unendlich ferne Stelle:

r @) =roat @ (6 <0)
w(@)=ayz*-toa a4 ...
Ist nun o> 0, so zeigen die Formeln (6) fiir g (x) und % (x), daff

der Quotient %gi im Unendlichen den Wert 1 hat, und daher
verschwindet ¢ (x) im Unendlichen, und zwar von gleicher Ordnung
wie » (z). Dasselbe gilt aber fiir ¢ <{0, wie aus der Relation

h@)=g@—1)-Flg@a@—1)—g@—1)al+1)
ersichtlich ist.
Verschwindet also die in einer Gleichung (2) auftretende Funk-

tion # (#) im Unendlichen, so bleibt diese ligenschaft fiir alle
Gleichungen (2), die zur selben Klasse gehiren, erhalten.

§ 2.

Wir gehen nun daran, unter der Voraussetzung, dafi » (z) im
Unendlichen verschwindet,!) zu beweisen, dafi eine Gleichung

@ @@+n=2@ﬁ4

die keine rationale Losung hat, mit einer algebraischen Differential-
gleichung unvertriiglich ist. Dieser Beweis ist analog demjenigen.

. . 1
Holders, dass die Losungen der Gleichung ¢ (z - 1) = ¢ (z) - -
keiner algebraischen Differentialgleichung geniigen konnen. Wir
wollen namlich die Annahme machen, eine Losung o (z) von (2)
geniige einer algebraischen Differentialgleichung

(8) ' G @@, ¢ (@),... 9M()=0

und nun ein Reduktionsverfahren angeben, um aus dieser einen
Differentialgleichung mittels (2) eine Reihe von weiteren Differen-
tialgleichungen fiir ¢ (x) zu erhalten, deren Ordnungen schliefilich
immer mehr abnehmen. Endlich gelangen wir damit zu einer Dif-
ferentialgleichung nullter Ordnung, d. h. zu einer algebraischen

Gleichung o @) —0
J &, ¢ x)) =L

) Diese Voraussetzung wird zu dem in den §§ 3, 4 enthaltenen Beweis
einiger Hilfssiitze verwendet, withrend sie bei den Entwicklungen dieses Para-
graphen nicht bendtigt wird.
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Darin liegt aber ein Widerspruch, weil keine Losung von (2) eine
algebraische Funktion von x sein kann. Da nimlich ¢ (x) nach
Voraussetzung nicht rational sein kann, so miilite es im Endlichen
mindestens eine Verzweigungsstelle @, haben: dann wiren aber
auch @z, 41, x,+2, . Ver7we1gungspunkte, was unmiglich ist.

Es ist nun das Reduktionsverfahren auseinanderzusetzen, das
auf (8) angewendet werden soll. Zuniichst wollen wir die Griflen

2 @), ¢ @), ... ¢ (@)
sowie die spiter auftretenden Grillen

| o@D, ¢ @t D). ¢ @)
abkiirzend mit
%y, ... ¥y, beziehungsweise 2,2, ... &™

bezeichnen. Ferner konnen und wollen wir vora,ussetzen7 die linke
Seite der Gleichung (8) sel ein Polynom in ¥', %", ... y™, dessen
Koeffizienten rationale Funktionen von x, y sind. Tst ‘dann

B (@ y) gty .y
irgend ein Glied dieses Polynoms, so wollen wir die Zahl

}‘1"{_4)‘2_!"9}‘3—[_"'_{_"2%"

als das quadratische Gewicht dieses Gliedes und den grofiten Wert des
quadratischen Gewichtes, der unter den Gliedern von G (z,y, . .. ™)
vorkommt, als das quadratische Gewicht der Gleichung (8) be-
zeichnen.  Da wir den gewthnlich als Gewicht bezeichneten
Ausdruck nicht verwenden, Verwechslungen somit ausgeschlossen
sind, so werden- wir oft statt quadratisches Gewicht schlechtweg
Gewicht sagen.
Aus (2) erhilt man durch Differentiation

g r@/, (@
= ,!/2 (\7/ — 7'(.%‘) y)
v r@ /., 2y" r (x) (@)
® <= y* (y Y +2 (@)’ r(x) ?/)
A C)) '”__%,’.?/1 o (x) " y: (=) y'*
T yz@ ;TP ! + @ v

L@, (@)
-+ 3 T(Ey ~ @ 3/> ete.

und es ist fir das Folgende erforderlich, sich tiber das Gewicht
der einzelnen (tlieder auf den rechten Seiten dieser Gleichungen
zu orientieren. Man beweist leicht den folgenden

2
Hilfssatz. In dem Ausdruck fir — 7%6 2m)

y(m) ___Z y q(on—1)+ (frn — 37 4, .. )
22%
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hat das Glied ™ das hochste quadratische Gewicht, niimlich m?
und das Glied __2‘;1@ y' y™—" hat das nidchstniedrigere Glewicht,

u. zw. mi—2m + 2.

Da der Satz fiir m =3 richtig ist, so wollen wir ihn durch
Induktion von m auf m -1 beweisen. Wir nehmen also an, es sei
r@)y™  2mr(x) y y

¥ y? Tl

und die Glieder von Y, hitten hochstens das Gewicht m? — 2m -1

und enthielten keinen htheren als den (m — 1)t Differentialquo-
tienten. Aus dieser letzteren Tatsache folgt, dafi man durch Dif-
ferentiation eines Gliedes aus Y , dessen Gewicht etwa gleich ¢

sei, keine Glieder von hoherem Gewicht als
g-Fm2—(m—1)2=q¢g-+2m-—1

erhalten kann; da nun das Gewicht irgend eines Gliedes aus Y

(10) olm = —

hochstens m2 — 2m - 1 betréigt, so haben die Glieder von %’9

hochstens das ‘Gewicht m? Im Hinblick hierauf bestitigt man nun
leicht durch Differentiation von (10), dall in der Gleichung

rx)ymt  2m-1)r @)y y™
At = — ( ;2 _+ ( + ?,/:s vy "I—

die beiden angeschriebenen Glieder der rechten Seite cin grofieres
Gewicht haben als alle folgenden Glieder. Unser Hilfssatz ist da-
mit bewiesen.

Es sei nun g das Gewicht der Gleichung (8) und y'® 4%, . | e
eines der Potenzprodukte vom Gewicht ¢g. Wir denken uns
dann die Gleichung (8) durch den Koeffizienten dieses Potens-
produktes, der eine rationale Funktion von x und y ist, dividiert

und setzen
G@ Yy =K+ L

wobei
E=K@ ¢ ... y") =y y's . y®e 4 FR(@y)yhy ...y

die Gesamtheit aller Glieder aus G darstellt, deren Gewicht gleich
g ist, wihrend

L=L@y,y, ... y) = DA, 9) gyl yo

alle Glieder aus G umfafit, deren Gewicht < g ist. Aus dem Be-
stehen der Gleichung (8) folgt nun, wenn wir & durch - 1 ersetzen,

(11) G,=0@x+1,227,..:2"=0.
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Vermdge der Funktionalgleichung (2) und der daraus abgeleiteten

Gleichungen (9) konnen wir nun 2, 2/, ... 200 durch @, ¢, ¢/, ... y™®
ausdriicken, und den so erhaltenen Ausdruck fiir G; wieder nach
Potenzprodukten von ¢, 4", ... y* ordnen. Setzen wir nun

Kix—4-1,2,2,...eM) =K,
Lx+1,2,2,... 20 =1,

s0 ist
Gy =K, + L,
und

§
Ko (= E g o

rir x) r " n 114
I PICRSREEY (- j)yﬂwz..y<>ﬂn+eheder,

deren Gewicht kleiner als ¢ ist.
 Dabei bedeuten ¢, 3" die (in Bezug auf &/, 4", ... genommenen)
Dimensionszahlen

b=y oy by, ¥ =0 -8+ -3
Ferner ist klar, dafi in L, kein Glied das Gewicht g erreicht.

Aus dem Bestehen der beiden Differentialgleichungen (8)
und (11) folgt nun die neue Differentialgleichung

r i 2/2 J ¥
H @,y y) = 6 —(— 5] 6, =0

die sicher weniger Glieder vom Gewicht ¢ enthilt als die Glei-
chung G =0. Dabei ergibt sich, werm man

B — (20 R, L

setzt, fir H (2, y, 4, - y™) die Gestalt
(12) H= 2 0@, y) by ywbi L Glieder,
deren Gtewicht kleiner als g ist. Wir wollen nun zeigen, dali die

Gleichung H=0 sich nicht auf eine Identitit reduzieren kann.
I. Es mége in K entweder mindestens ein Glied

1) =0 (z,y)

R (a; y) (@/'ﬂl'y”ﬂz . /(/(71) fa

geben, dessen Dimension &' von & verschieden ist, oder falls die
Dimensionszahlen aller Glieder von K gleich 3§ smd so gebe es
mindestens ein Glied, dessen Koeffizient E (,y) keine Konstante
ist. Da pun, wie im § 3 gezeigt werden soll, ein Ausdruck © (2, )
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nur dann identisch verschwinden kann, wenn sowohl 8 —8=0
als auch R (x,y) eine Konstante ist, so sehen wir aus (12), daB
in' H mindestens oin Glied vom Gewicht g einen nicht identisch
verschwindenden Koeffizienten hat. Die Gleichung H =0 ist also
keine Identitéit.

II. Es mogen alle Glieder in K die gleiche Dimension & haben
und alle Koeffizienten dieser Glieder Konstanten sein. Hieher ge-
hort auch der Fall, dafi in der Gleichung G'==0 nur ein einziges
Glied vom Gtewicht ¢ vorhanden ist, dal sich also K auf das einzige
Glied y'ay'®. .. y™o reduziert. Der Nachweis, dal die Gleichung
H=—0 keine ldentitit ist, gestaltet sich in diesem IL. Falle etwas
beschwerlicher als im Falle I.

Zunichst ist ersichtlich, dall in diesem Falle alle Glieder vom
Gewicht ¢ aus H hinausfallen, dall also die Gleichung H—0
von geringerem Gewicht als die Gleichung & = 0 sein mufl, Somit
bandelt es sich darum, ein Potenzprodukt von geringerem Gewicht
als g ausfindig zu machen, das in H einen nicht identisch ver-
schwindenden Koeffizienten hat. Sei nun #® die . erste Griofle aus
der Reihe #/, 4", ... »™, die in K tatsiichlich auftritt, so ist

K= y®ouyet Vo | yon L8 Cyedbu ye+Dbupn | gy

wobel die Koetfizienten C Konstanten sind und fiir alle auftretenden
Exponentensysteme {

P N
ZB _’—(/_{‘ P,+1‘+‘ —{~7’Hp =g ==
= (A Dra Ao,
ﬁ_l_f’/_[_l_f" 46, :5:0(,{—{—&%_]414—..._}_0(“

ist. Dabel kann man offenbar « >>1 annehmen. Setzt man noch

=]

wobei die Glieder von K, hochstens das Gewicht g —1 haben,
so ist
8

(13) H:-( r@) L L — ( 7’%) L

Es sind nun die Fille =1 und x> 1 zu unterscheiden.
1. x=1. In diesem Falle wollen wir den Koeffizienten des
Potenzproduktes

])1 __y w—1, ”(z L. y(ll)(ln
im Ausdruck H bestimmen. Wie aus (13) ersichtlich ist, setat sich

derselbe aus den Koeffizienten zusammen, die P, in den Aus-
driicken K,, L., L, hat.
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Sel nun Cy'ny'r. ., y™r irgend ein Glied aus K, so steht
. yny Y g )
in K, der Ausdruck

Cang'vs, 200 —

a )
(14) —o(_T@y (, @ )y‘(,'j?/’? )y‘ (W_?%_y'y("“” )“
(14) mo( 7/2) (;, L) (B e B

Wir denken uns nun diesen Ausdruck nach Potenzprodukten
von %, ¥", ..., 4™ geordnet und fragen, wann sich P, unter den auf-
tretenden Potenzprodukten finden kann. Betrachten wir cinen der
Faktoren des Ausdruckes (14) von der Gestalt

g g E—1) 7
(15) (y@_%i_;/__Jr...) (=2,8,...n)
wobel a, =2, a,=21{ fiir {>>2 ist. Aus dem oben abgeleiteten
Hilfssatze folgt, dafl hierin das Gewicht von #® mindestens um 27— 2
grofer ist als das Gewicht irgend eines der anf y© folgenden Glieder.
Greifen wir also aus der polyncmischen Entwicklung von (15)
irgend ein Glied heraus, in welchem y® in der Potenz (y,—p,)
auftritt, so kann das Gewicht dieses Gliedes hochstens gleich

(i p) it g, (i — 20 2) =7, — (2 — 2) p,

sein. Ferner wihlen wir aus der binomischen Entwicklung von

, 1,! (x) )ﬂ
=
jenes Glied aus, in welchem ¢ in der Potenz (y, — p,) auftritt und
dessen Gewicht also y;-— p, ist. Multiplizieren wir die aus den

einzelnen Faktoren von (14) herausgegriffenen Glieder, so erhalten
wir ein Glied von (14), dessen Gewicht g héochstens gleich

(1, — 01) —I"E ["(i i?—(2i—2) Pz‘]

=2

ist. HEs ist also

g<g—p—2XG—1)p,.

=2

Wenn nun das Potenzprodukt des betrachteten Gliedes gleich P,
sein soll, so mufl ¢ gleich dem Gewicht von P, also g=g — 1
sein. Daraus folgt

()2:?3:0--2971:0,

Das Potenzprodukt VPI' kann also nur bei jenen Gliedern von (14)
aufireten, die aus dem Ausdruck
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0(‘%?)6(/ :«((x;) Yy

herrithren. Daraus folgt v, =0y, ..., vn =, und wegen
1+ 22t =g = - 280 P,

auch ¢, =a,. Von allen Ausdricken Cz2'n2"7.. 2™ aus K,
liefert also nur der Ausdruck 2'® 2@ . 2™ ein Glied mit dem
Potenzprodukt P, ; und zwar rthrt P, speziell aus dem Ausdruck

_r@ ’ p @ N\ e
< e ) <9 ¥ () !/) Yy

her und muf daher in K, und somit auch in K, den Koeffizienten

B Ny

\ Y v (x)

haben.

Es moge nun mit S(z, y) der Koeffizient von P, in dem Ag-
gregat L bezeichnet werden, wobei S (z, y) eventuell auch identisch
Null sein kann. Es zeigt dann eine einfache Uberlegung, die der

soeben angestellten vollstandlg analog ist, dal von allen Ausdriicker
A+ 1,2) 202" eb die in

L :2 A (x+ 1, 2) B L 00 B

stehen, nur der Ausdruck S(e—+1,2) 241" ... oW ein Glied
mit dem Potenzprodukt P, liefert, und daff der Koeffizient von I

in I; gleich ‘
. S ( _l— . Z) (—- , (x))r)—l
z A\

ist. Es ergibt sich also zufolge (13) als Koeffizient von P, in H
der Ausdruck

s A
@9+ Tmhe

i

Da nun, wie im § 4 gezeigt werden soll, ein Ausdruck von
der eben angeschrlebenen Grestalt, in welchem a, >0 ist, nicht
identisch verschwinden kann, so konnen wir sagen, dall im [all
x =1 die Gleichung H =0 keine Identitit ist; denn es hat das
Potenzprodukt P, in H einen nicht identisch verschwindenden
Koeffizienten. Wir wenden uns nun zu dem Fall

2. x>1. Es werde eine Kategorie von Potenzprodukten
P_ folgendermafien definiert: P~ habe die Gestalt

Pw — y’wl y”"’z e y(“*l) Dy 1 y(")a;«,'—l y(z—*‘l) U, y(n)a”
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und sein quadratisches Gewicht ¢ moge der Ungleichung g > ¢
> g —2x%-4 2 geniigen. Zu dieser Kategorie der P_gehort auch
das Potenzprodukt

1)}5 — :L/ /L'/(A— 1) y(z) a,—1 y(x—}—l)a%_{_l . y(n) O
Sei nun

P — yl’tl ?/”72 ?/(n—l)yz.,,_d y(”)ax*1 y(z—{—l) o 11, ,‘l/('n) On

ein spezielles der Kategorie der P angehorendes Potenzprodukt,
so wollen wir den Koeffizienten von P_ in H ermitteln. Dies liuft
wegen (13) auf die Berechnung der Koeffizienten von P_ in K,,
L und [, hinaus.

Was zunichst den Koeffizienten von P_in K, anlangt, so

schlagen wir eine Betrachtung ein, die der im Fall x =1 zur Be-
stimmung des Koeffizienten von P, in K, angestellten voll-
stindig paraﬂel lauft, Auf diesem 'Wege erglbt sich, dafl unter
allen in K, stehenden Gliedern Czt97xg+Vvs41, ., 7, nur der
Ausdruck 2@y zFD ey 1 2™ bei seiner Darstellung durch
2,9,y ... y™ eventuell ein Glied mit einem Potenzprodukt P, ent-
halt.  Speziell sieht man noch, daff ein Glied mit einem Potenz-
produkt P nur aus dem Ausdruck

. é (% —1) G
<_L@) (y<“)~ﬁ’i9(“_l+...) yoFves 1y

y? Y
herrithren kann. Entwickeln wir diesen Ausdruck nach Potenz-
produkten von %', %", ..., so sehen wir, daB nur das Glied

s
r (x)) % e : -
[ (8 —1) 4,00 0, — 1 g (o 4-1) @,y (1) tn
( y 7 vy Y Yy ti... Y
ein Potenzprodukt hat, das zur Kategorie der P gehort. Ks zeigt
sich also, daBl P das einzige Potenzprodukt aus der Kategorie
der P_ist, das in K, auftritt, und der Koeffizient von P ist da-
her gleich

s Uy ( » (@)s
y Y
oder gleich null, je nachdem P_= P, oder == P, ist.
Der Koeffizient von P_ in L moge mit R (z,y) bezeichnet

werden.
Es bleibt noch der Koeffizient von P_in dem Ausdruck

L= 2 A —1,2) 2P, 25

zu bestimmen. Man erschlieft durch eine Uberlegung von der
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schon mehrfach verwendeten Art, dall in der Entwicklung eines
Ausdrucks A(x-F1,2) 2% 2"/ .. 206 nach Potenzprodukten von
Ly (0 d in zur Kategorie der P gehorendes Po-
YY"y ... y™ nur dann ein z g 8
tenzprodukt auftreten kann, wenn
(16) B =, _—] P/_| 1 A—{—l""sn:an
ist. Setzen wir noch
B 2% 4 nth, =0

Wenn dann ¢ gleich dem Gewicht ¢, von P_ist, so kann offen-
bar ein Glied mit dem Potenzprodukt P _nur dann in der Ent-
wicklung von A (x4 1,2) 2" ... 2®5 auftreten, wenn aufller (16)
noch die Gleichungen

g ==y, 82:7:2,...,6/H1=7rk_1

erfiillt sind, In diesem speziellen Falle fillt also A (z-1,2) mit
R(z -1, 2) zusammen, und der aus dem Ausdruck

Rz 1,2) 2. . 2t Dm—1 01 gtV r, | o0

herrithrende Beitrag zu dem gesuchten Koeffizienten von P _in L, ist

( 7,/?)) R{x-1,2).
Dabei bezeichnet

60:ﬁ1+7‘-2+"'_{_ﬂ,,_.1+a,¢—l+az+1+"'+an

die Dimension von Fy.

Ist anderseits ¢ von g, verschieden, so kann in der Entwick-
lung von A(z—1,2)2 A, .. M nur dann das Potenzprodukt P
auftreten, wenn g > ¢, und also auch

(17) ¢g>g9— 2%+ 2
ist. Aus (16) und (17) folgt dann, dafl #'f ¢, .. 4y zur Ka-

tegorie der Potenzprodukte F, gehmt Wir sehen also: AuBer
dem Glied

@?ﬁ&ﬁ@+1@m,
(das auch fehlen kann, wenn R identisch null ist) konnen in L,
nur dann noch andere Glieder mit dem Potenzprodukt P, auf-
treten, wenn es in L Glieder von der Gestalt A (z, %) P, gibt, mit
nicht identisch verschwindendem A (z,y) und einem Gewicht, das
q, tbersteigt.

Nachdem wir uns im Vorhergehenden iiber die Koeffizienten,
welche die Potenzprodukte P, in H haben, orientiert haben, gehen
wir an den Beweis, dafl im Falle x> 1 die Gleichung H=0
keine Identitit ist. Dabel unterscheiden wir zwei Unterfille.
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Der erste Unterfall liegt vor, wenn es unter den Gliedern von
L ein oder mebrere Glieder A (z, %) P, gibt, (A (z, y) nicht identisch
null) mit einem Gewicht, das grofer ist als das Gewicht g — 2%+ 2
von F,. Unter diesen suchen wir dann eines heraus, fiir welches
das quadratische Gewicht am groften ist. Dasselbe werde mit
R (x,y) P, bezeichnet. Dann hat P, in K,, L, L, beziehungsweise
die Koeffizienten

0, R (2, (”)) Rz +1,9
und P_ hat daher in H den Koeffizienten

) 8y ~0
a9 Rap— (S0 e+, Dy,

wobei R (x,y) nicht identisch null, und 8, — 3 >0 ist.
Es ist niimlich

80—“5:“1+ﬂ22+"'+“z~1—1

Ist nun ¢, das Gewicht von P, so ergibt sich aus ¢, >¢g — 2% -2
die Ungleichung

w4+ =1 > — 1)1

woraus m, 1w, - w1 > 1 also 3, — & >0 folgt.

Ein' Ausdruck (18) kann aber unter den anwegebenen Be-
dingungen, wie im § 3 gezeigt werden soll, nicht identisch ver-
schwinden, und P, hat somit in H einen von null verschiedenen
Koeffizienten. Es ist also die Gleichung H=0 keine Identitit,
was zu beweisen war.

Es bleibt nun noch der Fall, dafi es unter den Gliedern
von L kein einziges Glied von der Gestalt A (x, y) P, mit einem
quadratischen Gewicht > g — 2 x + 2 gibt. In diesem Falle 18t sich
nachweisen, dafl das Potenzprodukt P, in H einen nicht identisch
verschwindenden Koeffizienten hat. Bezeichnen wir nimlich mit
S(x,y) den Koeffizienten von P, in L, wobei S(x,y) auch gleich
null sein kann, so sind die Koeffizienten von P, in K,, L, I,
beziehungsweise gleich

,%q%(—%@) st (=) s

Daher ist der Koeffizient von P_in H gleich
e (x)

» (x o, ay

S+ —-Se+1L——F 1) —=

wobei @, und «. von null Verschleden sind. Es soll nun im
§ 4 gezeigt werden, dal ein Ausdruck der angeschriebenen
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Art nicht identisch in z, y verschwinden kann, Da also P, in H
einen von null verschiedenen Koeffizienten hat, so sehen wir auch
in diesem Falle, dali die Gleichung M =0 keine Identitit sein
kann, Damit ist auch der Fall x> 1 erledigt.

Somit konnen wir behaupten, daff die algebraische Differen-
tialgleichung H =0, die in der im § 2 beschriebenen Art aus
der Gleichung G —0 abgeleitet wurde, keine Identitit sein kann.
Wenn wir nun aus der Gleichung I =0 in derselben Weise
eine mneue Differentialgleichung ableiten wie wir aus G =0
die Gleichung H=0 abgeleitet haben, und dieses Verfahren ge-
niigend oft wiederholen, so kommen wir schlieBlich zu einer alge—
braischen Gleichung zwischen @ und y; darin liegt aber ein Wider-
spruch, wie bereits zu Beginn des § 2 auscinandergesetzt wurde.
Damit ist die Annahme, die Funktion y = ¢ (x) geniige einer alge-
braischen Differentialgleichung, widerlegt,

§ 3.

Im voranstehenden wurden mehrere Hilfssiitze verwendet,
mit deren Beweis wir ups in diesem und dem folgenden Abschnitt
zu beschifticen haben. Bei jedem dieser Hilfsséitze handelt es sich
darum, dafl gewisse Verbindungen rationaler Funktionen von zwei
Veriinderlichen nicht identisch verschwinden konnen.

In erster Linie soll unter der Voraussetzung, dafl »(x) eine
im Unendlichen verschwindende rationale Funktion ist, die sich
nicht in die Gestalt o (z) (p (¥~ 1) — 1) setzen Lillt,!) wenn ¢ (2)
eine rationale Funktion sein soll, gezeigt werden, dal eine Glei-
chung von der Gestalt

19 Ren— ("D re+1" =0

in welcher B eine nicht identisch verschwindende rationale Funk-
tion von z, y, und y eine ganze Zahl ist, nicht anders identisch

bestehen kann, als wenn R (x,%) eine Konstante und y=10 ist.
Nehmen wir an, (19) sei identisch erfiillt. Es werde dann
M(x, y)
Bz =
@ ) N (w, y)

gesetzt, wobei M (x,y) und N(z,y) Polynome in x und y ohne
gemeinsamen Faktor bedeuten, deren Grad beziiglich y beziehungs-
weise gleich v und v sei. Setzt man nun

M (z, y)ZZM(x)y”—i

— i=0

1) Diese Voraussetzung ist gleichbedeutend damit, daf die Funktional-
gleichung (2) keine rationale Losung hat.
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und
8 ()
t ()

wobei die Polynome s(z) und ¢(x) ohne gemeinsamen Faktor an-
genommen werden, so erhilt man

r(2) =

“ u—k

=S yrrr@pts@r S {10 M+

k=90 o=0

woraus ersichtlich ist, daB ¢ (2)* y» M (x + 1, — 4 (J ) ~+ 1) ein Polynom

in z, y ist, welches nicht durch y teilbar ist, und dessen Grad g,
in Bezug auf g y hichstens gleich p ist. Die entsprechenden Be-

merkungen gelten fiir das Polynom ¢ (zy " Nz -+ 1, r(x)+ 1),

dessen Grad in y mit v, bezeichnet werde.
Aus (19) folgt

) wye } (@)
P LTI LY - [y At 1 +1)
Vg L& fery N1, T

Es soll nun gezeigt werden, daf} die beiden in eckige Klammern [ ]
eingeschlossenen Polynome keinen gemeinsamen von y abhingigen
Faktor haben konnen. Sei nimlich K (2, y) ein solcher gemein-
samer Faktor, und

21 t(x)*yr M (x

= K(z,y) A (z, y)

22 @y Net1, Jf) 4+ 1=K (1) By

wobei k, u, § die Gradzahlen beziiglich y der Polynome K, 4, B
seien. Fihrt man dann in die Identitit (21) durch die Glelchungen ’
xe4+1=2a, . r=z — 1

(@) o _r@ =1
 Ti=Y Y —1

{23)

die neuen Variablen «', ¢' ein, so ergibt sich

M) = (s?(/x—l)> K(xml,ry(x 1))A( '—1’_(2_—_19)

oder unter Beriicksichtigung von
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p > =k-to
v >y =k-+8
M@, y)=

(?/' — 1)/“":”: r % ' v N r (x’ —_— 1)
ST |V D D — L)

[(\y — 1)t (@ —1)* A (2 — %lﬂ

nebst der analogen auns (22) abgeleiteten Gleichung. Nun muf sich
der Faktor

(v — 1)t (@ — 1) K@ —1, f%f__;i!l)

der den beiden Polynomen M (x' ') und N («, %) gemeinschaft-
lich ist, auf einen von ' freien Ausdruck reduzieren, d. h. es mufl

r(x

’ ! % r —1 . '
W= 1@ K — 1, ) =)

sein, Fihren wir in diese Gleichung vermoge (23) wieder die
Variablen #, y ein, so folgt

Ko ="

S (Z)k
Da aber, wie wir gesehen haben, weder ¢ (2)*y* M (x -1, L%—I— 1),
noch ¢(xy v N(xz -1, ! (;) — 1) dureh y teilbar sind, so kann

auch K (z, ) nicht durchy teilbar sein, d. h. es ist £ =0 und K (z, y)
also nur von z abhiingig, wie behauptet wurde.

Sei nun y* die hichste in N (z, y) aufgehende Potenz von
y A>0) und N (», v)=y* N, (%, y), so folgt aus der Identitit (20),

r (@ .
dafi N, (z, y)und ¢ (z)” y» N(z-1, ; ) - 1) tibereinstimmen miissen,
wenn man von etwaigen Faktoren absieht, die nur von z, nicht
aber von # abhingen. Wir konnen also schreiben

7 (x)
, T

unter f(z) eine rationale Iunktion von x verstanden. Unsere
niichste Aufgabe wird es sein, die Moglichkeit einer Identitit von
der Form (24) zu diskutieren.

(24) N, y)=y*f@)t @y N@-+1,
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Es sei
N, y)= DN, (@) y =y =) Py)
i=0

wobei y () den grofiten gemeinschaftlichen Teiler der Polynome
N, (@), N, (%), ... bezeichnet. Man denke sich ferner das Polynom

r(2)
y

nach Potenzen von y geordnet, und mit ¢ (z) den griofiten gemein-
schaftlichen Teiler der Koeffizienten der einzelnen y-Potenzen he-
zeichnet.!) Aus (24) folgt dann

t@yy Pa+1," )

7

(«)
y + 1

by y'tr Ple4-1,
Pl i) = [/ @ HEED e

Beachtet man nun, dafl die beiden Polynome

r

P y) 5@yt Pt 1,5 4 1)

keine Faktoren haben, die frei von y sind, so sieht man aus der
eben angeschriechenen Gleichung, daff der in Klammern [] einge-
schlossene Ausdruck eine Konstante sein muf), die man gleich 1
annehmen kann. Man erhilt dann

e

@ 41

(25) Y (@) Fx,y)=t(xy y*+* P(x+1, y

Es mogen nun mit F, (z,y), Fy (@, y),. .. F, (@, ), ... die ir-
reduziblen Faltoren von P(z,y) bezeichnet werden. Aus dem Be-
stehen der Identitit (25) kann dann gefolgert werden, dafl die Po-
lynome F (2, ) alle beziiglich 4 linear sind. Nehmen wir némlich

an, einer dieser Faktoren, etwa F) (z,%) habe beziiglich y einen
Grad > 2. Dann definiert die Gleichung

Fy(z,y) =0

eine algebraische Funktion y=+, (¥), die mindestens einen im
Endlichen gelegenen Verzweigungspunkt hat, Bezeichnet dann all-
gemein 7, (x) die durch die Gleichung

F (z,9)=0

T} Man tiherzeugt sich leicht, daB & (2) in #(#)» s()” aufgehen mub.
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definierte rationale oder algebraische Funktion von #, so geniigt
wegen (25) eine der Funktionen v, (z) (=1, 2, ...) der Gleichung

n@= o

nlx—1)

Hat nun die Funktion 7, () an der Stelle & =z, emen Ver-
zweigungspunkt, so hat 7, () an der Stelle x ==, 41 einen Ver-
zweigungspunkt, Daraus schliefit man in gleicher Weise, daf eine
der Funktionen 7, (®), 71, (¢)... an der Stelle =z, 2 ver-
zweigt ist, u. s. f.  Dies enthillt einen Widerspruch, da die Ver-
zwewun«rspunkte aller Funktionen 7, (x) nur in endlicher Anzahl

vorhanden sein konnen.

Es werde nunmehr

_ B (2)
Fi (2, 9)211;(95) B @), — A —f( )

gesetzt und angenommen, dafi P(z,y) den Faktor F,(z, y) mit der
Vielfachheit m; enthalte. Ils ist also

Pa,yy=[# @)

i

wo das Produkt iiber alle voneinander verschiedenen irreduziblen
Faktoren von P(xz,y) zu erstrecken ist. Statt dessen kann man
auch schreiben

1

Pyy) = — =[] (F:@ )"

Ta=1

wobei das Produkt tiber alle von (y — 1) verschiedenen irreduzibeln

Faktoren von P(x, y) zu erstrecken ist, und m, =0 zu setzen ist,

wenn P(x,y) den Faktor y — 1 nicht enthilt. Aus (25) folgt dann
7

unter Beachtung von v :2 my

i=0

@ @ [[aeg—v[[-rw)" =

=1 ie==1

. ! o r (x) m;
=t@rr@ o [ (et 0 — B+ 0" (y—Fat =1

=1
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Daraus folgt durch Vergleichung der Gradzahlen beziiglich y
L =m,
und durch Gleichsetzen der Koeffizienten von »” auf beiden Seiten
[2
@0 ¢ (w;HA @m=t @ r@ [](4@+1D)—B@L+n)"
i=1 i==1

Aus (26) und (27) folgt

! r () -
@) -y —r@)" =4 H y—F @11

=1 i=1
Mit 7 (x) werde irgend eine der rationalen Funktionen von
x bezelchnet die fiir y gesetzt die linke Seite von (28) zu null
machen. 7 (:c) ist also eine der IMunktionen f; (x),f, (). fl ()
oder 1, das letztere jedoch nur, wenn A>> 0 ist. Nehmen wir an,
es sel v (z) nicht identisch gleieh null, so folgt aus (28), dafl einer
der Ausdriicke
r (x)

T e

identisch gleich null sein mufl, d. h. dafll eine der Funktionen
J:(x), sie mbge f, (z) heiflen, der Gleichung

)= 14—y

geniigen muf. Nehmen wir nun an, die Funktion 7, () sel nicht
identisch gleich null, so konnen wir mit /, (x) dieselbe Uberlegung

anstellen, wie wir sie soeben mit 7 (x) omrrestellt haben, und wir
sehen, daf} eine der Funktionen f, (x) etwa J, (@), der Gleichung

rie—1)
r{x—2)
=9

gentigen muf). Auf diesem Wege gelangen wir, mit v (z) be-
ginnend, zu einer Reihe von rationalen Funktionen

(29) 1 @), £, @), f,@) ...

die nur dann abbricht, wenn emmal eine Funktion der Reihe iden-
tiseh gleich null ist,

Jede Funktion aus (29) ist mit einer der Funktionen f; (%),
Sy @), ... f,(2), 1 identisch. Nehmen wir nun an, die Funktion
7 () sei so beschaffen, daff keine der Funktionen der Reihe (29)
identisch verschwindet, so mufl offenbar einmal eine Funktion wie-

r (@ —

A@=142= 1

Monatsh, f. Mathematik u, Physik. XVI. Jahrg. 23
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derkehren, die bereits an fritherer Stelle in (29) steht. Dabei muf -
7 (x) die erste sich wiederholende Funktion sein, wie man aus der
eindeutigen und eindeutig umkehrbaren Beziehung

r{x—1) N r ()
S @) = +f($ )’ f_,-(x)*—fm
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Gliedern f (2), /;, (%) der Reihe
(29) ersieht. Ferner bemerkt man, daf die Reihe (29) mindestens
zwel verschiedene Funktionen enthalten muffi. Andernfalls wire
pimlich

fﬂ@:n@,ﬂw+D=1+qa

was der Voraussetzung widerspricht, dall die Funktionalgleichung
(2) keine rationale Losung hat.?)

Zusammenfassend konnen wir also sagen: Wenn wir mit der
Funktion v (#) beginnend die Reihe (29) in der angegebenen Weise:
bilden, so kormmt entweder unter den Funktionen dieser Reihe ein-
mal die Null vor und die Reihe (29) bricht dann ab, oder es.
wiederholt sich einmal die Funktion 7 () und von da an kehren
dann stets dieselben Funktionen periodisch wieder. Im ersten Falle
besteht eine Identitit von der Form

1+7"(x

r(xh)
B e — 1)

|

r(x — )
1 e
+ n@—p)
im zweiten Falle eine Identitit von der Form
r(x 1
1(@) =1+ (r&;m
1+ -
I tr@—y)
rx—p—1)
IR o
+n@—v~b

wobei u jedesmal eine ganze positive Zahl bedeutet.

Wir wollen jetzt beweisen, daff die Gleichung (28) nur dann
bestehen kann, wenn k=0 _ist. Wire nimlich />O so konnten
wir in den voranstehenden Uberlegungen 7 (#) = 1 setzen, und mit
1 beginnend die Funktionenreibe (29) bilden. Da dann offenbar

1) DaB die Gleichung (25) und dann natiirlich auch (24) eine Identitit
b ()
a

gsein kann, wenn (2) eine rationale Lisung ¢ (x)= e hat, ist leicht zu sehen.

Man braucht dann nur A =0, P(z,y) = (¢ (x)y — b (x))» zu setzen.
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keine der auf v (z) folgenden Iunktionen identisch gleich 1 werden
kann, so mufl die Reihe (29) schliefllich mit einer Funktion, die
identiseh gleich null ist, abbrechen. Unter Beriicksichtigung der
frither gemachten Voraussetzung, dall » (#) im Unendlichen ver-
schwindet, ergibt sich aber sofort, dafi dies unmiglich ist, da aus
den Formeln

fo@=1+4rE—1, fE@=1+2C"1

TACED I
ersichtlich ist, dal} jede der Funktionen f (%), f, (z),... im Un-

endlichen den Wert 1 hat.
Somit ist A=0 und (28) nimmt die Gestalt an:

1

me ! (X "
(30 ll@—ﬁ@)=1l@~ﬂ@ﬁ$:ﬂ
Dabei ist keine der Funktionen f, (x), /3 ), ... f, () identisch
gleich 1, und offenbar auch keine identisch gleich null, da rechts
der Faktor y nicht vorkommt. Bezeichnet also v (x) eine der
Fuonktionen f; (x),...f, () und bildet man mit 7 (z) als Anfangs-
funktion die zugehorige Reihe (29), so kann diese Reihe keine
identisch verschwindende Funktion enthalten und es mufl daher
in derselben die Funktion 7 (#) einmal wiederkehren. Wir kinnen also
sagen: Die Funktionen f, (x), f, (%), ... f,(®) ordnen sich in Pe-
rioden derart, dall zwei auofeinanderfolgende Funktionen J; (@),
J, (x) einer Periode der Gleichung

f(@)=1 -+ ;__ ((f:: %"

geniigen. An die letzte Funktion einer Periode schliefit sich ver-
mige derselben Beziehung wieder die erste Funktion an. Einer
fritheren Bemerkung zufolge mull jede Periode mindestens zwei
Funktionen umfassen.

Es soll nun, wieder mit Verwendung der Voraussetzung, daf
r () im Unendlichen verschwindet, gezeigt werden, daf eine Iden-
tittiit von der Form (30) unmoglich 1st. Zu dem Zwecke bilden
wir die mit f; (x) beginnende Funktionenreihe. Dieselbe sei

Ji (@), fa (@), .. -qu (%)
wobet §}:>:2, und

. r{xz—1) ) — r(x—1)
fz+1(x)—1+jz(m_l)7 fl() 1+ fﬁ(x_l)

(i=1,2...9—1)
23%
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Man sieht nun sofort, dafi /; («) im Unendlichen weder un-
endlich groff werden, noch einen endlichen von null und eins ver-
schledenen Wert annehmen, noch von geringerer Ordnung null
werden kann, als # (x). Denn in allen dieson Fallen wiirden f2 (x)
und alle folgenden Funktionen der mit f; () beginnenden Funk-
tionenreihe im Unendlichen den Wert 1 annehmen und die Funk-
tion f; () konnte also nicht wiederkehren. Desgleichen ergibt
sich, dafl f, (z) im Unendlichen nicht von hoherer Ordnung wnull
werden kann, als #(x); denn dies hitte zur Folge, dall f, (2) im
Unendlichen einen unendlich groflen Wert und alle folgenden Funk-
tionen f, (z),...den Wert 1 hitten, Fir das Verhalten von f, (x)
im Unendlichen bleiben also nur die beiden Moglichkeiten:

@) f, (#) hat im Unendlichen den Wert 1; dann haben na-
tielich auch alle Funktionen f, (x), .../, (#) im Unendlichen den
Wert 1.

b) f, (@) verschwindet im Unendlichen von derselben Ord-
nung wie  (2). Soll aber die Funktion f; (x) in der mit £, ()
beginnenden IFunktionenreihe wiederkehren, so mufl auch £, (»)
im Unendlichen verschwinden, und zwar von derselben Ordnung
wie 7 (). Denn andernfalls wiirden, wie die verhergehenden Be-
trachtungen zeigen, die auf f, (x) folgenden Funktionen von einer
gewissen Stelle ab alle im Unendlichen den Wert 1 annehmen;
J1 () kinnte also nicht sich wiederholen. In gleicher Weise schliefit
man, dafl alle Funktionen f, (x),... f,(x) im Unendlichen von
derselben Ordnung wie 7 (z) verschwinden miissen.

Es laft sich nun zeigen, dafl auch diese zwel Fille a) und b)
auf Widerspriiche fihren. Es kann nimlich aus den gemachten
Annahmen der Schlnff gezogen werden, dafi die Potenzreihenent-
wicklungen der Funktionen f) (x), f, (%), .../, () in der Umge-
bung der unendlich fernen Stelle beheblcr Weit ttbereinstimmen, Da
aber dio Funktionenreihe Ji@), ... f, (x) mindestens zwel ver-
schiedene Funktionen. enthalten muf, so enthiilt die genannte Fol-
gerung einen -Widerspruch. :Der Beweis gestaltet sich in den bei-
den Fillen a) und.b) etwa folgendermafien :

a) Es migen folgende Entwicklungen bestehen

,
‘ ’(1—”1)— o +xr+1+xr-{—2 s 79==0,72>0
Ji@ =+ ST tio=1
(i=1,2,...9)

Ferner wollen wir annehmen, die Koeffizienten a4, a;

i1y o+ .-
@i selen von 7 unabhingig, also

Qip == Qop == + -+ == Agp == b, (P:0,1>7v)
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eine Annahme, die fiir £ =0 sicher. erfiillt ist. Da dieser Voraus-

. . 1 1 )
setzung gemil die Koeffizienten von 1, PRy fiir alle Funk-

tionen f; () dieselben sind, so stimmen auch in den Entwick-
lungen aller Funktionen f, (x —1) die Koeffizienten von 1,

1 —L tiberein, Dann lebrt aber die Gleichung

x? ‘Z.k
For@=145E=0 (@ =1 @)
(i=1,2,...9)

daff in den Entwicklungen aller Funktionen f, +1(x) (d. h. der

Funktionen f, (z), ... f, (z), f; (x)) die Koeffizienten von 1, —i~,
1

haben also beliebig weit iibereinstimmende Entwicklungskoeffizienten.
b) An Stelle der Funktionen f;(¥) mogen die Funktionen

g, (@) betrachtet werden, die aus den ersteren durch die Gleichungen

iibereinstimmen. Die Funktionen f, (z), ... f, (x)

9i(x)=—-‘~ﬂ’—jji(§)i—(@, (i=1,2,...9)

hervorgehen, Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Funktionen g, (x)
besteht dann die Relation

gi-{—l(x—l): ‘1—_”{_";,'('15)';;@7 (90+1(x):g1 (2))

i=1,2,... 0

Dabei haben alle Funktionen g, (x) im Unendlichen den Wert 1.

Daraus und aus der eben angeschriebenen Rekursionsformel fiir
die Funktionen g, (x) schliefit man nun analog wie in @), daff die
Potenzreihenentwicklungen der Funktionen g, (x) um die unendlich
ferne Stelle beliebig weit iibereinstimmen. Natiirlich gilt dann das
gleiche von den Funktionen f,(z).

Die letzten Betrachtungen zusammenfassend, kénnen wir sagen:
Die Gleichung (25) kann nicht anders identisch erfiillt sein, als
dafi A=0 ist und P(z,y) sich auf ein von y unabhingiges Poly-
nom und daher auf eine Konstante reduziert.

Somit kann die Gleichung (24) nur bestehen, wenn A =0
ist und N (2, %) sich auf ein Polynom ¥ (z) von z allein reduziert.
Wir hatten nun aus der Gleichung (20) die Folgerung gezogen,
dafl das Polynom N (, y) eine Relation von der Gestalt (24) er-
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filllen muB. Aus (20) folgt aber auch eine ganz analoge Relation
fir das Polynom M(x,y). Es mufi also auch M (z,y) eine Funk-
tion von & allein sein. Dies besagt aber, dafl eine Gleichung von
der Grestalt (19) nicht anders identisch erfiillt sein kann, als daf}
Bz, )= %%’i; eine rationale Funktion ¢ (z) von z allein ist,
(19) nimmt also die Form an:

1@~ (~ ")y @ n=0,

und da B (z, y) = ¢ («) als nicht identisch null vorausgesetzt wurde,
so kann diese Gleichung nur so erfillt sein, dafl y=0 und q(x)
eine Konstante ist.

Der Beweis unseres mehrfach im § 2 verwendeten Hilfs-
satzes ist damit erbracht.

§ 4.

Es wurden im § 2 noch zwei weitere Hilfssiitze verwendet,
die jetzt bewiesen werden sollen. Diese Siitze besagen, dal unter
der Voraussetzung, » () sei eine im Unendlichen verschwindende
rationale F unktlon die sich nicht in die Gestalt ¢ (2) (¢ (# 1) —1)

setzen lilit, wenn ¢ (x) eine rationale Funktion sein soll, Glei-
chungen von der Form

r(

(31) S(x,y)+7fl S(x+l,f~%”)—+1)+§'—:0

und c
6 SEp+;ls Se+1 2 44 ol

(@) !

nicht identisch bestehen kénnen, wenn S (x,y) eine beliebige ra-
tionale Funktion von @, ¥ und C eine von null verschiedene Kon-
stante ist. Dabei kann man (=1 annehmen, wenn man fir

y=10

%S (z,y) wieder S (z,y) schreibt.

Zunichst handelt es sich darum, die Annahme7 es bestche
eine Identitit (31), ad absurdum zu fihren. Setzen wir nun

r(w )_T(; Sey)= %%?%’ Nz y)=y" N (z,9),

wobel s (%), t(x), M(z,y), N(z,y), N, (z,y) Polynome und y* die
hochste in N (w, ) aufgehende Potenz von y bedeuten (1 >0), be-
zeichnen wir ferner mit p beziehungsweise v die Gradzahlen von

M(z,y) und N (z,y) bezurrllch y, so gewinnt (31) die Gestalt
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M@,y) 1

(33) y Ny oy
" @ M1,

——t(x)#—v+1y/4—v—}—2 : 1—

r

S+

tery N1, 1)

Dabei sind, wie frither (§ 3) gezeigt wurde, die beiden in
Klammern [] eingeschlossenen Ausdriicke Polynome, welche keinen
gemeinsamen von y abhingigen Faktor haben und nicht durch
teilbar sind. Wenn also die Gleichung (33) identisch erfiillt sein
soll, so konnen sich die beiden Polynome N (z,%) und

7 (x)

Ly N1, )

nur um einen Faktor unterscheiden, der von « allein, aber nicht
von y abhingt. Is mufl also

N@y=yf@t@y Net1,

r

%)
D

sein, unter f (x) eine rationale Funktion von x verstanden. Unter
den iiber 7 (z) gemachten Voraussetzungen wurde aber im § 3 ge-
zeigt, dall eine Gleichung, wie die eben angeschriebene nur dana
identisch erfiillt sein kann, wenn X =0 und N (, ) eine Funktion
von x allein ist. Die Gleichung (33) erhilt also die Gestalt:

7 (2)

1 r ()
)7 Q1 y ~+1),

Q(z, y) =— ? -
wobei @) (z,y) ein Polynom in y mit in « rationalen Koeffizienten
bedeutet. In diesem Falle erhilt aber die rechte Seite der Gleichung
die Gestalt

y
und die Gleichung kann offenbar keine Identitit sein. Damit ist
bewiesen, dafl eine Gleichung von der Form (31) nicht identisch
bestehen kann.

Betrachten wir jetzt die Gleichung (32) und nehmen wir an,
dieselbe sei eine Identitiit. Dieselbe Uberlegung, die wir an der
Gleichung (31) durchgefiihrt haben, zeigt dann, daf eine Identitit
(32) nicht anders moglich ist, als wenn S (z,4) ein Polynom in
mit in 2 rationalen Koeffizienten ist. Bezeichnet ferner p den Grad

von S(z,y) bezstiglich ¢, so ist S(z l,r 2) 1) ein Polynom
) g y y

1, 9@, 6@,
+ S Tt

piom Grades in —!1/— Anderseits folgt ans (32)
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r(x) 7 (x)

Szt 1, +D~—(@M,%—y7

und somit kann S (z 4 1, r(x) -+ 1) hochstens vom zweiten Grad

.1 . .
in = sein.” Es ist also p < 2 und wir konnen setzen
y =

(34) S(@,y) = A@y* + B@)y+ O@),

wobei A4 (z), B(x), C(x) rationale Funktionen von « bedeuten, von
denen einige auch identisch null sein konnen. An die Stelle von
Gleichung (32) treten dann die 3 Gleichungen

C@)+r@A@4-1)=0
(35) M@+B@+D+@A@+D+7m
r(@) 4 @) A@--1) 4 Bl -+1) 4 O+ 1)=0.

Aus denselben lassen sich A4 (z) und C(x) eliminieren, wodurch
man fiir B(x) folgende Relation erhilt:

(36) r@+2)Bla+3)+(r@@+2)+1)B@+42) —
—~(r(x»f—1 —{—1)B(x—{— 1) —r@-+1) B @) —

r (90) r (»’v +1)

—r(x zH-2) — =0.
Die Losbarkeit dieser Gleichung durch eine rationale Funktion
B(x) ist nicht nur eine notwendlge, sondern auch eine hinreichende
Bedingung dafiir, daf es eine Funktion S(x,7) von der Gestalt
(34) gibt, die der Gleichung (32) gentigt. Wenn niimlich der
Glelchung (36) eine rationale Fanktion B(x) gentigt, so lassen sich
zu derselben zwei Funktionen A(z) und C(z) so bestimmen, daf
die Gleichungen (35) erfiillt sind.

Es lift sich nun unter Beniitzung der Annahme, daff »(x)
im Unendlichen verschwindet, leicht zeigen, daf der (Jrlexchung (36)
durch keine rationale Funktion B (%) geniigt werden kann.") ja iiber-
haupt durch keine Funktion, die im Unendlichen durch eine

. . 1. .
Potenzreihe nach steigenden Potenzen von —, in welcher keine

1) Das Bestehen der Gleichungen (33) und somit auch die Lusbarkeit von
(86) durch eine rationale Funktion, ist, wie man sich leicht fiberzeugt, eine not-
wendige Bedingung dafiir, daf es nicht-rationale Losungen der Funktionalgleichung
(2) gibt, die einer Riccatischen Gleichung

¥+ A@y' - B@)y+ C)=0
mit rationalen Koeffizienten A (x), B (z), C (#) geniigen. Ein weiterer Fall,
in dem sich die Unlosbarkeit von (36) durch eine rationale Funktion B (x) un-
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oder nur eine endliche Anzahl positiver Potenzen von @ vorkommen,
darstellbar ist. Wir schreiben zunichst (36) in der Form

V=W,
wobel gesetzt ist:
V=V+7Vy W=W, -+ W,
z4+2)Bx+3)+rx+2)B@+42) —r@-+1)B@+1)—
—r(z+1) B (),
V,=B(@+2) — Bla--1),
W, =r(z-+1) r((;)) — ' (- 2),
- r'@+1
(1
Seien nun
r(x)=roxtfrjze 14 . (ro==0
B(zx)=10byaf } by af—1 1+ .. .. (by == 0)
die Reihenentwicklungen von 7(x) und B(x) in der Umgebung

der unendlich fernen Stelle, so ergeben sich fir V,, V,, W,, W,
die Entwicklungen

Vi= 4084 2p) hyryafte—1 4 . =fbyaf— ..
Wi=—plp—2ryae—24.. ., Plfgsz—l—]’—...

Wegen p <0 verschwindet somit W, im Unendlichen von
hoherer Ordnung als W, und es beginnt also die Entwicklung
von W mit dem Glied pz—?!. SBoll also die Gleichung (36) durch
die Funktion B(z) befriedigt werden, so mufl man § so bestimmen,
dall ebenso wie die Funktion W auch die Funktion ¥ im Unend-

schwer zeigen 148§, liegt vor, wenn unter der Gesamtheit &, %, ...&x der im
Endlichen gelegenen Nullstellen und Pole von #(x) wenigstens eine Stelle, etwa
g, sich findet, so daB keine der Stellen & +£1,% =2,... unter den Stellen
s, ..Em vorkommt. In diesem Falle muf also jede Losung von (2), die einer
Riccatischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten centigt, eine rationale Funk-
tion sein.

Daf es aber Fille gibt, in denen (36) eine rationale Losung hat, ersieht man
aus dem Beispiel der Anm. 3 auf der zweiten Seite der Einleitung. Setzt man unter
Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen # () — e2wix, 2ni R (x) — R (x) = U(x),
so geniigt y = ¢ (x) der Gleichung

@U@, (0@ P UetDUE), | POUEY
A ISTICEm {Qm Po " Patn YT Patho@’

und der Ausdruck in den Klammern { } geniigt fiir B (x) gesetzt der Gleichung (36).
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lichen genau von der ersten Ordnung verschwindet. Es ist aber
sofort ersichtlich, daff die Funktion V dieser Bedingung nicht ge-
niigt, wie immer man auch die ganze Zahl § wihlen mag. Wenn
niamlich § < 0 ist, so hat V die Entwicklung

Ve=130byaf—14- ...

und unsere Behauptung ist evident. Ist aber § =0, so verschwin-
den sowohl V, wie V, im Unendlichen mindestens von der zweiten
Ordnung und es verschwindet also auch V7 sicher von hoherer als
der ersten Ordnung.

Der Gleichung (36) kann somit durch keine rationale Funk-
tion B(x) geniigt werden. Damit ist unter den am Beginn dieses
Paragraphen iiber #(z) gemachten Voraussetzungen die Unmog-
lichkeit einer Identitdt (32) nachgewiesen.

§ 5.
Bs moge der im § 1 ausgesprochene und im vorstehenden

bewiesene Satz auf ein paar Beispiele angewendet werden.
1. Die ganze transzendente Funktion?)

=) a”
fu@) :gor(l + @)

geniigt der Differenzengleichung
afo(®—+2) tafe(@--1) — fu(@) =0
_Jax+1)

und folglich gentigt die Funktion ¢(x) ="———-<— der Relation

Sal®)
azp(x—f—-l):E(ng)——ax.

Es ist leicht ersichtlich, daf diese Relation durch keine
rationale Funktion ¢(z) befriedigt werden kann. Denn jeder im
Endlichen gelegenen Nullstelle  =¢ von ¢ (z) wiirde in z=¢-4-1
ein Pol von gleicher Ordnung entsprechen, und umgekehrt jedem
Pol in z=¢t-}+1 eine Nullstelle in #==£ ¢(x) hitte also im
Endlichen gleich viele Nullstellen wie Pole und miifite somit im
Unendlichen endlich und von null verschieden sein, was mit der
Relation fiir ¢ (#) unvereinbar ist. Ferner geniigt die Funktion

 afulz k1l a
Y= ) 1=

1) Es bedeutet o cine von null verschiedene Konstante. Fiir ¢ =0 geht

- @)

1
f.(x) in die lingst als transzendental-transzendent bekannte Funktion —F(T

L)
fiber (s. Einl).
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der Gleichung

37) ve+ =142 oo

und es hat also offenbar auch diese Gleichung keine rationale Lsung.
Nach dem oben zitierten Satze ist daher ¢ (z) eine transzendental-
transzendente Funktion. Daraus folgt im Hinblick auf einen von
Stadigh bewiesenen Satz (s. § 1), daB auch die Funktion f,(x)
keine algebraische Differentialgleichung befriedigen kann,

2. Die Funktion

(I)“(x):l‘{“f%"i_—l*g—;;—_‘}_—ﬁ—l— (a==0)

die als Funktion von @ einen bekannten Grenzfall der hypergeo-
metrischen Reihe darstellt, geniigt der Relation 1)

@
z(x 1)

und daher geniigt die Funktion

_a D, x-+1)

z(l—z) Oz

der Funktionalgleichung (37), ist also transzendental-transzendent.

Somit ist auch ®,(x) transzendental-transzendent. Iis ergibt sich

dies auch aus der Relation ®,(x) = f.(®)I'(x), die die Beziehung

zur Funktion f,(z) des vorigen Beispiels herstellt und aus der

hervorgeht, dafl ¢(z) mit der gleichbezeichneten Funktion im

Beispiel 1 identisch ist.
3. Betrachten wir die Besselsche Funktion

o 2 \nt2v
HOEDY —=1(3) )
=0l D U (e v+ 1)

als Funktion des Index n. Dabeli moge der GroBe 2 ein fester

Dy (x4 2) 4 B (- 1) — D, (@) =0

¢ (#) =

. . b\» ...
von null verschiedener Wert b beigelegt und unter <§> so viel wie

e85 mit einer beliebigen, jedoch festzuhaltenden Determination
des Logarithmus verstanden werden. Ersetzt man nun » durch z
und J,(b) durch W,(x), so besteht die Relation

') Xs hat Professor G. v. Escherich 'in seinem Seminar die Ver-
mutung ausgesprochen, daff man aus dieser Relation wiirde folgern kénnen,
dal die betrachtete Funktion keiner algebraischen Differentialgleichung geniigen
kann, Das Bestreben, dies durch den Beweis zu bestitigen, hat den Verfasser
zu der vorliegenden Arbeit gefiihrt,
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Tyat 1)+ Ve — =22 ()

aus welcher folgt, dafl

ol e 2 V(@)
POZ 56— Be—1)
2
der Gleichung (37) geniigt, wenn man in derselben a = — %«

setzt und dall also ¢(z) und daher auch ¥, (x) transzendental-

transzendent ist, Man bekommt das gleiche Resultat aus dem

Zusammenhang von ¥, (z) mit der Funktion f,(x) des ersten Bei-
2

spiels. Setzt man nimlich ¢ = — so ist bekanntlich

Ia

W) = (% JFute £ 1),

wobei o (z) in die gleichbezeichnete Funktion des Beispiels 1 iiber-
geht. Man erbiilt also den Satz:

Die Besselsche Funktion J,(2) als Funktioun des
Index #» kann keiner algebraischen Differential-
gleichung geniigen.



