
Sulla teoria delle coordinate curvilinee.
(del Prof. FRANCESCO BRioSCHT, a Milano) .

nota pubblicata nel secondo volume degli Annali di Mate-
(anno 1859), in occasione di alcune ricerche sulle linee di curva-

ture della superficie delle onde, abbiamo data 1'equazione differenziale di
queue linee per una superficie qualunque, formata per mezzo dei parametri
del piano tangente, supponendo i parametri stessi funzioni di due coordi-
nate curvilinee. Il Sig.r OssIAN BONNET Della sua interessante memoria
(< Sur l'ernploi d'un nouveau sysMme de variables dans Ntude des pro-
priWs des surfaces courbes >) ( 1 ) ha esposto una teorica completa delle su-
perficie curve (non sviluppabili) fondata sulla considerazione delle variabili
the servono a fissare la posizione del piano tangente . Rappresentando con
Ox, Oy, Oz i tre assi ortogonali, le variabili del Sig.r BONNET 50110 :
1 .° Pangolo the it piano passante per la normale alla superficie parallela-
mente all' asse delle x comprende col piano x z ; 2 . 0 it logaritmo-tangente
della mete dell' angolo the la normale fa coll'asse delle x ; 3.° la distanza
dall'origine alla traccia del piano tangente sul piano yz. Le due prime
variabili determinano due sistemi di linee sulla superficie e ponno assu-
mersi come parametri Belle medesime ossia come coordinate cur

sebbene questo sistema di variabili si presti assai opportunament
ione di molti ed importanti quistioni geometriche,
r BONNET nella citata memoria e piA recentemente it Pro

nella sua nota e Sulle superficie nelle quali la somma dei due raggi di
curvatura principale e costante >) (s), pure pensiamo the it concetto piA

( 1 ) LIOUVILLF, Journal de Mathimatiques . Deuxibme s6rie, tome V, aninge 1860
(2) Annali di Alateinatica, tome VII, anno 1865 .
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generale adombrato nel breve nostro lavoro rammentato piit sopra, di fondare
cioe la teoria delle superficie sulla considerazione di variabili the deter-
minino la posizione del piano tangente, senza fissare a priori quali deb-
bano essere queste variabili, presenti it vantaggio di far dipendere la scelta
del sistema di variabili dal problema the si ha di mira . Il presente lavoro
non 6 the un saggio di questa maniera di considerazioni nelle ricerche
d'analisi applicata alla geometria delle superficie .

1 .° Se con x, y, z si indicano le coordinate rettangolari dei punti di
una superficie, con u, v le curvilinee, adottando le ordinarie denomina-
zioni
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Ora le (1), (2) danno
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i seguenti valori

,

dalle quali e dalle analoghe si deducono pei differenziali secondi di x, y,
rispetto ad u, v le seguenti espressioni :
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inoltre si considera the dalle relazioni (2) e dalle seguenti

adv+f~'dv +y~v=0

3
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ed analogamente mutando a in (3,

f

y ed x in y, z ; si fa evidente per le
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equazioni (3) the i differenziali di x di qualunque ordine rispetto ad u, v
sono funzioni lineari di wdx , dx , a . Ma differenziando la prima delledv
equazioni (3) rispetto a v, la seconda rispetto ad u, i primi membri diven-
tano identici, quindi sottraendo Tuna equazione dall'altra, si giungera ad
un risultato della forma

Ldu +Mdu+Na=O

it quale, dovendo sussistere col mutare la x in y, z e la a in (3, y,
luogo alle

L=O, M .- 0, N=O .

Cosi derivando la seconda delle (3) rispetto a v, e la terza rispetto ad a,
si arrives a tre equazioni

L' -O, MI :--0, N'=O ;

ma siccome eseguendo le calcolazioni indicate trovasi essere L = Mf, quelle
sei equazioni si ridurranno alle tre seguenti

T (AG-B2 ) = pq- rw+du+ d'-- dadv

_S(AG-2q2dug + 28 dv r+ dv -dq-2q 2 -2pr,
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5

si semplificano e danno le
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Le equazioni (6) non costituiscono effettivamente the una sola equazione
sotto differenti forme, equazione the fornisce it valore di A C-B2 , ed in
conseguenza quello del prodotto dei raggi di curvatura della superficie in
funzione di e, f, g e delle loro derivate prime e seconde rispetto ad u ed
a v, come pel primo ha dimostrato GAUSS .

I valori dei coseni a, (.3, y :
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quindi essendo a 2 ±,(32 + 71 ::= 1, sara a esprimibile in funzione di e, f, g e
dei differenziali primi di x rispetto ad u ed a v . Cosi per g, y mutando x
in y, z .
2.° Sebbene estranee all' argomento principale di questo scritto, aggiun-

giamo alcune applicazioni delle formole superiori, per mostrare come la gene-
ralitA delle medesime non diminuisca la semplicita dei risultati. Se in cia-
scuna delle equazioni (3) si trasportano tutti i termini del secondo membro,
ad eccezione dell'ultimo, nel primo membro, quindi si moltiplicano fra loro
la prima e la terza, e si sottrae dal prodotto it quadrato della seconda, si
ottiene la equazione

d 2x
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la quale, posto per AC- B2 uno dei valori (6) e per a2 it valore dato dalla (9),
diventa una equazione ai differenziali parziali del secondo ordine, i coef-
ficienti della quale sono funzioni di e, f, g e dei loco differenziali. Ora, se
queste ultime sono note, la equazione differenziale superiore, e le altre
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due the ottengonsi mutando la x in y, z, daranno, integrate, i valori di
x, y, z ; cio6 daranno le equazioni delle superficie applicabili a quella defi-
nita dagli stessi valori di e, f, g .

Il metodo generale suesposto per la ricerca di quelle equazioni si modi-
fica peril nei casi particolari, e si puO talvolta giungere ad equazioni diffe-
renziali meno complicate . Per esempio, se le A, B, C fossero legate dalla
equazione :

nella quale le ?, tt, v siano coefficienti numerici od espressioni conosciute
di u e di v, l'equazione differenziale si otterrebbe moltiplicando le (3) per
1, It, v e sommandole. Converrh quindi per determinare queue equazioni ri-
correre nei casi particolari alle relazioni (3) .
Cosh siccome supponendo e = g f= 0, donde 6 e2 , p

	

r
I de

	

I
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de
du

, la prima e la terza delle equazioni (3) som-

mate danno :

daranno :

dA dB

dv du
nche :

d2x

	

d2x

due ± --due

se A + C=0, cioe se la superficie the si considera ha i raggi di curvatura
eguali e di segno contrario, 1'equazione differenziale risulter5a la :

d2x

	

d2x
v1 47 -

42
T-Z

(A+ C) a ;

3.° Nelle formole e nelle applicazioni precedenti si sono supposti noti i
valori dells e, f, g in funzione di u e di v. Supporr6 nel seguito the i
coseni a, t3, 7 degh angoh the la normale alla superficie fa cogli a
togonali sieno funzioni conosciute delle coordinate curvilinee . In que
ipotesi pongasi :
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dalle quali si deducono le reciproche :

ke - 1B2 -2mAB

	

+ nA2 ,

(10)

	

kf-lBC- m(AC+B2)+nAB,

kg - l C' -2mB C

	

+ nB2 ,

essendo k- l n -ml . L' una o l'altra di queste due terne d'equazioni danno
anche le due relazioni :

Sk = (A C- B2)2

k(2B f-Ag-Ce)=(AC-B2)(2Bm-An-CI) ;

e siccome indicando con R 1 , R2 i raggi di curvatura principale della su-
perficie si hanno, come 6 noto, le :

R -
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Cosi, siccome per le relazioni superiori si hanno le (12) :

k(B f-Ce) .J(AC-B2 )(Bm-An), k (A f-Be) .-_ (AC-B2)(Bl -Am)

k(Bf-Ag)=(AC--B2)(Bm--CI), k(Cf •- Bg)-_(AC-B2)(Bn--Cm),

dalle equazioni (5) si deducono le :

kdu-(Bm--An)du+(Am-Bl) dv'

(43)
k dU =(Cm---Bn) -- -a- (Bm-Cl) d7

e le analoghe, mutando x in y, z ed a in 19, 7.

Infine, osservando the per le (2) si ha

dAdB_d2adx d2p dy d2y d,

	

d 2y dx OP dy d2y dz
dv _ du - due dv + dit 2 dv + du-OW - dude du ~ du dv du du dv du '

sostituendo nella medesima i valori superiori di dx 5 dx , si ottiene ladu dv

dA dB

	

4 dk}
(14)

	

dv -du-p,`4+ 2q,- 21c du J B -- r~C

e nello stesso modo la seconda :

TV
-

d~=
w, A--- (2 p, - 21~ d~) B - qj C'

nelle quali le p„ q,, r„ w, Si deducono dalle p, q, r, w mutando ordina-
tamente le e, f, g nelle 1, m, n.

4.° Raccogliamo in questo paragrafo aleune formole colle gnali, dati i
valori delle 1, m, n, si ponno nei casi particolari dedurre quelli delle a, (3, y .

Per le espressioni di 1, m, n si hanno evidentemente le equazioni :

a
dug + due + y due - - l '
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e nello stesso modo :

d, x
du A

d2 a
d-0-
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dalle quali si ottengono analogamente alle (3) del § 1 .° le seguenti :
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( I dk
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-tFv

Wo

d a

Cos! i valori di a, 8, )/ dedotti dalle :
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I dk_

	

d 0'.

-`
n a.GT~ -tfv- A )

v

(1q) I
k

r

4 . 0
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1==n,
Annali di Matematica .

5

2
d,z dx +
d u 71v

I =n=--.0,

	

B-- mh,

I

a11 ± 182 + ;,,!I
== I

L,X)2
do

5.0 Passiamo ora a mostrare come le formole trovate sopra si prestin
portunamente nella trattazione di vane quistioni speciali . Consideriamo
prima le superficie per le quali la somma dei raggi di curvatura 6 costante,
Cos

X+10=2h,
essendo h costante .

La seconda delle equazioni (11) dA :

2Bm- An - Cl

alla quale si soddisfh supponendo :

A+ C-- 21h .
2
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Nel 1 .° caso, essendo p, = q, = r, = w, = 0, le formole (15) danno

d2 oc _ 4 dm d y

	

d'2 a _

	

d2a

	

I dm da
due ` rn du du ' dudv - - rn a, dv2 `_m TV dv

e la (16) diventa

2 dodo =an(1-a2) .du dv

Dalla prima di queste, integrando, si ottiene du = rn $ (v), per la quale

la quarta si muta nella :

2da _ (P (v) dv,4_y2
d a cui

4 + a = f (u) F (v)
4-a

Supponendo per maggiore semplicita :

si avranno
uv-4

	

2a=-

	

,

	

n2--u v+ 4

	

(u.a v -t- 1)2

La (11), pei valori superiori di 1, in, n, a, diventa :

u dP -~- v d~ ---a#,du

	

dv
da cui

4+a
4 - a uv,

u+v
uv+4'

ed infine, essendo a2 + 0'+ y 2 = 4, si hay = i u -- v
uv + 4 .

Determinati cosi i valori di a, (3, y in funzione di u, v, i quali annullan o
1 ed n, osserviamo che, essendo B = - in h le equazioni (14) danno le

dA ^0 , dC --0dv

	

du
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of A
-~-
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v
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(u)
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vrel secondo caso the intendiamo esarainare, se si suppone the l e quindi n
sieno funzioni sOltanto di v, si hanno le :

pt =- - r,

	

-;I- , q j

e la seconda delle (14) d ;k :

d p' (it) VT ,

it quale valore sostituito nella

conduce alla

dv'-

dla
Wi

donde

a delle stesse (15), ossia nella -

-v i A J-po
If (v)

per la quale 1 viene deterininata dalla :

e si ha (v)- :L- -1 . Quest' ultima equazione
ponendo -i - -

CO& iv
; si aura quindi

COS . IV

I d
,
a -f-la-0-

l y 6 Z VIA-mv)

I

	

do

I

valore di a nella (16) si giunne alla :

fferenziale 6 soddisfatta

(U) + 11P
si ha a - =rf . ' , e la (1.1) riducesi per questi valori di a, 1 alla seguente :

Cos. iv
A

cotang.u .

	

+ i tang. i v .
f1l,

	

-

	

I, v
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la quale e subito integrata e dh pet valore di ' :

0 -

cio6 le coordinate curvilinee u, v corrispondono alle prime due variabili del
sistema considerato dal sig .r BONNET nella memoria citata .

Ottenuti cosi i valori di a, 3, 7 pei quali 1=n, m-0 ed l funzione della
sola v, osservando the le (14) riduconsi in questo caso alle :

COS . It

COS . i v

dA dB- i tang . iv. (A+ C)
TV W I

net problema the si ha di mira essendo :

A+C--21h, per cui dA7,+ dG
T -0?,

	

u

A avrh anche :

I

ossia :
A-f(s)+F(t)-it

on? A

posto s-u-4-iv, t-u-iv. Cosi avremo :

0 :

C-

F (f0

i quali valori sostituiti nelle (13) danno le equazioni differenziali delta su-
perficie richiesta, ossia :

dx- hda-f (s) cos . sds-F(t) cos . tdt ,

dy!-- hd[3+f (s) sen .sds±F(t) sen.tdt,

s) A --

e quindi 7 = i tang . iv .

f (s) - F (t) -
11

COO i v

dB dC
T
- T ==O,I
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Notiamo the per le (11) essendo

-R2) 2

all R 1 R2 ,
essere A

	

0, e nel secondo:

A- C=2i

6.0 Abbiamo dimostrato nel precedents paragrafo come le formole e le
considerazioni esposte nei paragrafi terzo e quarto conducono facilmente
alla scelta di quel sistema di coordinate u, v the si presenta pin op-
portuno nel problema particolare the si ha di mira . Potremmo aggiungere
altri esempi, ma ci limiteremo ad alcune osservazioni sulla equazione ge-
nerale delle linee di curvatura, giacch6 la introduzione delle variabili 1, m, n
nella equazione stessa conduce ad alcuni risultati di qualche interesse .

E noto the la equazione delle linee di curvatura in coordinate curvilinee u, v
h la seguente

(eB -fA)du+(eC-rJA)dudv+(f C-uB)dv =0 ,

la quale per le relazioni (12) si trasforma nella :

-2
(18)

	

(inA-lB)du±(nA-1C)dudv±(nB-)tnC)dv==0 .

Questa equazione nell' potesi di 1= n-0 riducesi alla :

Adu2 Cdv2 ;

ssendo per le superficie nelle quali la somma dei rag
costante A .= p(u) , C:-'P (v) , la equazione stessa 6 ridotta

	

uadra-
ture da quel sistema di coordinate u, v .

Cosi se si suppone l - n , in -- 0 , si ottiene la :

(.IV+ 13 du dv

Bn),

e deve

delle
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la quale pei valori di A, B, C trovati per le superficie suddette nel si-
stema di coordinate the ora consideriamo, si trasforma nella :

f(s)ds
.
F(t)dr 2-

noto the per una lines di curvatura si hanno le

dx - dy _= d :
doc u d(i dy

e the la condizione necessaria e sufficiente perche una linea nello spazio
sia piana 6 la

dy

quxn i affinch6 una linea di curvatura sia piana, dovra sussistere la equa-
zione seguente

da df3 dy

d 2 a

	

d 2 /9

	

d2 7

d 3 a

	

d3 1

	

da y

-0 ;

Quest' ultima integrata dy :

%a±Iuj3±vy=h,

essendo 2,, ,u, v, h quattro costanti : propriety dimostrata da JOACHIMSTHAL

per una linea di curvatura piana ; ma supponendo le a, /3, y funzioni di u, v,
la equazione stessa condurrh ad una equazione differenziale del terzo or-
dine, i coefficienti della quale sono funzioni di 1, m, n e delle loro derivate .
Allorquando questa equazione sia integrabile, si otterry la relazione che dove
sussistere fra le u, v lungo quella linea di curvatura .

Sia s (u, v) = c questa relazione, indicando con c una Belle costanti in-
trodotte dalla integrazione ; essa potry evidentemente rappresentare un si-
sterna di linee di curvatura piane ; e se con t (u, v) - c, si indica it sistema
ortogonale, dovranno le s, t soddisfare alle due equazioni :



16

	

B r i o s c h is Sulla teoria delle coordinate curvilinee .

ds dt

	

Ids dt

	

ds d,1,

	

ds dt _
c 4v 71-V

-
f du dv + dv du

+q wit Tit ^ 0,

A ds dt -B (ds dt + ds dt +C ds dt -0,
dv dv

	

du dv

	

dv du)

	

du d-t

i primi membri delle quali, fatta astrazione da un fattore , sono i valori
delle f, B, corrispondenti al sistema di coordinate curvilinee s, t . Da queste
equazioni, rammentando le relazioni (12), deducesi facilmente 1'eguaglianza
dei rapporti

ds dt

	

(Is dt

	

ds dt

	

ds dt
dv dv

	

_ du TV + TV du _ Tit dit
Bn-Cm = An-Cl

	
_ Am-Bl'

(20)

Nei due casi considerati al § 5 .° la ricerca defile equazioni differenziali con-
siderate sopra e la loro integrazione non presenta alcuna difficolta ; ponendo

in fatti - = v' si ottengono le :

2 v 'vln- 3 v"2-O ,

	

(1 --+- 2)
12)v "ll +(1-i-v 12 ) 2 v 1-3v'v112- 0

le quali integrate danno :

(21)

	

v 1 .-	b		vl _	u sen . (it4- b)
(u + a) 2 '

	

rl - 0 sen . 2 (u + b)

essendo a, b le costanti dell' integrazione . Inoltre dalle
deducono le seguenti

ds dt

	

ds dt _

	

ds dt _

	

ds dt
du dv + d du- 0

	

A A dv -- C ~du du'
(22)

ds dt

	

ds (It _

	

ds (It _

	

ds (it

	

ds dt
Tit Tit + dv dv-0' (A-C)dv dv ~' -W-it dv + Tv du) '

dalla prima e terza delle quali, supponendo noto s, si otters colla inte-
grazione la t (u, v) --_ c, . Infine, se quest'ultima equazione sara un integrale
particolare della equazione ai differenziali del terzo ordine considerata sopra,
anche le linee di curv atura del secondo sistema saranno piane .

equazioni (20) si
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Ora trasformando la seconda delle (21) col porre :

V-1
a

a2
cos . (u± b)= i cps .

si ottiene la dv-.ids, per la quale, indicando con c ana costante, si de-
duce

doe supponendo :

cos . (u -(- b)

	

i14 - a2
cos. i (v -I- c)

	

a = h ;

_ cos . (u -i- b)s

	

cos . i (v+ c) '

la equazione s::-__h rappresenta un sistema di linee di curvatura piane . So-
stituendo questo valore di s nella seconda delle (22) si ottiene facilmente
per t ii valore seguente

t~Sen . (u -+- b)
i Sen . i (v + C) ,

e la equazione t -h, rappresenta 1' altro sistema di linee di curvatura . Ma
R

siccome mutando la b in b - nella seconda delle (21), e ponendo 1_0 -_= h,$

si ha la :
u ,

	

cos. (u -i- b)
11h, 2 + sen . 2 (u + b)

di cui 1' integrale e appunto t-_ h,., se ne deduce the le linee rappresen-
tate da quest'ultima equazione sono anche linee piane . Le coordinate curvi-
linee s, t saranno percid le piu opportune nello studio delle superficie nelle
quali le linee di curvatura dell' uno e dell' altro sistema sono linee piane .
Supponendo b=0, otteniamo per s, t i valori trovati dal sig.r BONNET nella
memoria succitata, considerando le trasformate sferiche delle linee di curva-
tura, e dal medesimo applicati allo studio delle superficie nelle quali tutte
le linee di curvatura sono piane . Questa ricerca si rende assai semplice se
osservasi che, indicando 1'equazione del piano della linea di curvatura s=h
con

%x+ ,ay+vz .- Q,

si ha :
d,

Annali di Matematica .
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essendo %, u, v, p, 0 furizioni di s ; e the conoscendosi i valori di a, 9, y
in funzioni di s, t, dalla seconda di queste equazioni e dai differenziali della
medesima rispetto a t si deducono i valori di %, ,u, v . Cost si ha

per le linee s= h

	

x-atz=p(t), a-aty=-bt,

per le linee t -=1i, : y - b s z = w (s) ,

	

(3- b s y =a s ,

a, b essendo due costanti, cioe a = cos. i c , b = cos . i c . 11 sig .r SERRET ha
gift dimostrato nelle sue memorie sulle superficie a linee di curvatura piane,
come da queste equazioni si glunga facilmente a quella delle superficie
stesse .

7.° Nelle ricerche sulle linee di curvatura delle superficie it problema the
d'ordinario ci occupa e it diretto, data, cioe, 1'equazione di una superficie,
determinare quelle delle sue linee di curvatura ; ma le difficoltii the incon-
transi nella integrazione della equazione delle linee stesse non lasciano lu-
singa di molti risultati seguendo quella via . In questi ultimi tempi si prese
anche a considerare it problema reciproco, nel quale si domandano le su-
perficie di cui un sistema od i due sistemi di linee di curvatura sono linee
di una data famiglia ; ed i risultamenti ottenuti nelle ricerche sulle super-
ficie aventi le linee di curvatura piane o sferiche, gia importanti per se stessi,
mostrano la convenienza di limitare ancora piu it problema onde giungere
per gradi ad una soluzione completa . Per esernpio, ristringendoci al caso di
linee piane, quali sono le superficie nelle quali uno dei sistemi di linee di
curvatura soho linee piane di cui le coordinate si esprimano in funzioni ra-
zionali di un parametro, ed in funzioni elittiche od abeliane?

Siano X, Y le coordinate di un punto di una linea piana, e

/;,2x+('t2y+v2z=G)

1'equazione del piano di essa linea, riferito a tre assi ortogonali . Se con
x, y, z denotiamo le coordinate di quel punto rispetto a questi ultimi assi
si hanno le :

(23)

	

x=a+2X'+X, Y ; y=b+,uX+,(.c, Y ; z=c-±vX-')), Y ;

purche fra i coseni R, X	sussistano le sei ordinarie equazioni, e per-
cid sia

2 .i-I-t(,1)4-)12C--(a
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Suppongasi the le a, b, c ed i hove coseni %, F t . . . sieno funzioni di una
variabile u, e le coordinate X, Y funzioni della stessa u e di un'altra va-
riabile v. Le x, y, z date dalle (23) ponno cosi considerarsi come coor-
dinate rettangolari, e le u, v come coordinate curvilinee di una superficie ;
le linee per le quasi a=cost . essendo linee piane . Ora siccome ponendo :

P-- l+r Y+ Ti
dalle (23) si deducono le seguenti

dx =2 P-a-2 Q+2 2 1 ,Tit

e da queste la :

la seconda delle

da - l
~l 46 _ 1

d),

Q=l1-rX±,Y,

d2x _ dP

	

dQ

	

dli
dcsdv ->~ d +%1 dv +2"2 dv '

le condizioni perche le linee u= cost.", v-_ costosieno linee di curvatura pren-
deranno la forma

dx _ d X

	

d,Y
dv -~'d +~1 dv'

quasi per l'antecedente si riduce alla :

1t`1' dp---`;P"=

da
du

d),
du

R.-_h+q X-pY,

d x d ;x
21

	

dx + ()d Y= 0,
du dv `- dv

	

dv

dx dy dz
P Q R =0,

du du du

dx dy dz dX dY 0
dv dv dv

d'-x d2y drz

dv dv

dP dQ dB
du dv du dv du dv dv dv d v
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e questa integrata db, :

(25) P2 + Q2 +R2-92R2 ,

essendo p una funzione della sola variabile u . Le X, Y delle equazioni (23)
dovranno quindi verificare le due equazirni :

(26)

	

AP WdX dAw
dY 0=0

posto .2=p2-1 . La seconda di esse 6 soddisfatta supponendo :

(27)

	

P-Risen.n,

	

Q-R~cos.n,

ed n una funzione di u e di v da determinarsi ; e per queste dalla prima
delle (26) si deducono le :

(28)

	

dX

	

~Cos.n

	

dY-4senm,dv

	

dv

essendo ~ una seconda funzione indeterminata . Differenziando le equazioni
(27) rispetto a v, avuto riguardo alle (28) si ottengono le due seguenti :

~Sen. n rd-4
+ r +,~ (q cos . n +p Sen . n)

	

COS . n [L~ + .R ,~ "' ],[ dts

	

du

	

dv

'Cos nn do +r± ~b (q cos . n +p Sen . n
Idn

per le quali saranno :
.4(29)

	

+ r+ ,~ (q cos.n +p Sen .du

Ora so con (p si indica una funzione

la seconds Belle equazioni (28) dh Y=Osen . ;I, e dalla prima risultando :

dx

	

F do

	

Al
dry_-= - COS.

	

(P -~- Sen+n + son, -v

	

I'dv

	

v

	

. Tj

P2+ Q2 == J2 R2
,

--Sen.



(30)

guenti :

per le quail
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deduce la :
OS.47,

ndo la funzione .p determinata mediante la :

(P

	

sen .)?
dv

	

dv

~ simbolo di una nuova funzione da determi

Alle X, Y si sono cosl sostituite due nuove variabili n legate alle pri-
r le :

.V==--

essendo 0 una funzione di ij, n data dalla (30), ed n una funzione di u, v
determinata dalla prima delle (29) . La equazione differenziale the determine
la funzione ~ pub dedursi dalla seconda delle (29) o pih semplicemente so-
stituendo questi valori delle X, Y nelle (27) . In questo modo si ottengono
le seguenti :

41(1 - :)= A

	

, : I T -

	

- J0 11 U.fj

	

, I',-1-1 13-1-d
. n.

OU'U .fl

	

,du

	

da

	

El ~3

9dalle quali eliminando

	

si ha :du

(32)

colla quale determina
Se nelle formole superiori si suppongono I,,-

(32) diventano :

do
die -P r + ?p Sen .

c uto n per mezzo della prima delle (29) .
q-0 ; 1-1, le (29)

1, bf . . . in luogo di d db
*- Si

deducono facilmente le se-du , &U

,=V=

Y- (P Sen . n ,

21
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ed infine
n"

X == (1,.-a S' +4P Cos . n

	

- cp sen .~7,
.)- r

ed analogamente per y, z mutando la a in b, c . Sono queste le equazioni
gia trovate per mezzo di considerazioni geometriche da JOACHIMSTHAL, per
le superficie nelle quali le linee di curvatura di un sistema. sono piane .

Notisi che, continuando a rappresentare con a, (3, y i coseni degli angoli
che la normale alle superficie fa cogli assi delle x, y, z, si ha :

a = f l - ~~ Sen . n - i t eos . n ,

o ponendo I
sen. d = p cos.8 , sara

a

	

% Sen. B sen.n + %, Sen. 8 cos . ;? + X2 COSA ;

e quindi 9 e l'angolo compreso dal piano tangente e da quello della linea
di curvatura, ed n l'angolo che la projezione della normale sopra quest'ul-
timo piano comprende coil' asse delle Y . Queste espressioni pei coseni degli
angoli che la normale, alla superficie considerata, forma cogli assi ortogo-
nali, e queue che dalle medesime si ponno dedurre per A, B, C, e le altre
quantita delle quali si fete use nei paragrafi precedenti, ci offrirebbero un
mezzo facile allorquando si volessero determinare le proprieta generali a
questa classe di superficie .

Ma nella trattazione del problema speciale che abbiamo enunciato al prin-
cipio di questo paragrafo conviene ritornare alle equazioni (26), contenendo
esse le coordinate X, Y della linea piana . A queste equazioni aggiungendo
queue cbe esprimono le proprieta caratteristiche indicate per le coordinate
medesime, si otterranno da una parte per le sei quantita (24) valori i quali,
si potrebbe dire, limitano i movimenti del piano della linea, e si giungera dal-
l'altra a stabilire le relazioni che devono sussistere fra i parametri della linea
stessa, considerati come funzioni della variabile u, affinche essa possa es-
sere linea di curvatura .
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