
Ueber das Formensystem eines Kreisbogenpolygons vom 
Gesehlecht NulI. 

Von 

~EORG PiCZ in Prag. 

Den ~Ecken eines KreisbogeDpolygons, welches zu einer ,,auto- 
morphen" Function gehSrt, entsprechen gewisse ausgezeichnete trans- 
cendente Primformen.*) Es liegt nahe~ nach den invariantontheoretischen 
Eigenschaften dieser Primformen zu fragen~ welehe ja in speciellen 
Fiillen schon bekannt sind.**) Im Folgendon werden die .F~/r~c~aZ- 
determinant~n***) ~nd l~essdschen C,o~ariant~n sol, her 2Zormen flit 
die Polygene yore Geschl,ch# 2VulI untersucht und mit einer sehr ~week- 
m~q#en invariantentheoretischen Schreibwkise der cugeh6riger~ Differe~. 
tialgldchungen ~weiter Ordnung in Yerbindung gebracht. ~f) Das Resultat~ 
das sich ergiebt, scheint mir in einer besonderen Riehtung interessant 
zu sein. Wiihrend niimlich die Relatlotaen ftir die Fune~ionaldetermi- 
nanten einzig und allein darch die GrSsso der Polygonwinkel  bestimmt 

*) Ueber die Klein'sche Benennung ,,automorph" und die yon Schwarz, 
Halph~n, Poincar~ aufgestellten Grnnd-(od. Prim-) formen siehe die DiBsertation 
yon E. Rittcr , Die eindeutigen automorphen Functionen yore Geschlecht Null" 
diese Annalen XLI (insb. H, w 8). 

**) Siehe bez~glich der algebraischcn FIMle F. Klein ,,Das Ikosaeder und 
die Gleiehung 5 t~ Grades", bez~glieh der el~pt~isehen Modulfunctioncn K]ein- 
Frioke ,,Vorlesungen ~ber die Theoric d. elL ModulL" (I, 4. 9w S u. 5). 

*~*) Die Func~ionaldeteminanten berectme{ Hr. Seh]eslnger in der Abhand- 
lung ,Ueber die bei den liuearen Differentialgleiohungen zweiter Ordnung auf- 
tretenden Primformen/' Journal f. Math. 110. II (11). Die im Tex~ gegcbene Her- 
leitung ist con~equenter in der Verwendung homogcner VerRnderlicher, worauf ioh 
im Zusammenhang mit Nachfolgendem Werth geleg~ habe. 

t) Siehe Waelseh ,,Zur Geometric der linearen algebrais~hen Different~al~ 
gleichungen etc." (Mittheilungen dcr deuteohen mathem. Gesellschaft in~r*s~ ~ 
bei Temp~ky), Pick ,,Znr Theorie tier linearen Differentialgleichungen zwe/~r 0 ~  
nung" (ebenda), Derjelbe, ,,Ueber adjungirte lineare Differeutialgtei~hungen" 
(Wr. Ber. Juni 1592), Hirsch ,,Zur Theorie der linearen Differen~al~lei~mg etc." 
(Dissertation, K~nigsberg 189~). 

Mathemlttiaohe A~alen. X/~LI. ~:~ 
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sind~ h~ngen jene fSr die Hesse'sehea Covarian~en wesenflieh ab yon 
den ~tbrigen Bestlmmungsstfleken des Polygons, welche sie anderersei~s 
auch wieder selbs~ bes~immen. Die Erkenntniss solcher ~bh/~ngig- 
kei~en is~ aber desbalb yon Wichtigkelt, weft aug ibsen sich mi~ der 
Zei~ wohl die Mittel ergeben kSnnen~ die Beziehungen zwisehen der 
~estal~ des Polygons und den Constan~en der Differen~ia|gleichung~ 
welche ja noch im Dunkel sind, sufzudecken. 

w  

Uobor die DifferontIalgleichu~g zweiter 0rdnung. 

im Folgenden wSrden durehwegs homogene b~u~re u 
verwendet. Die Elemente eines Paares solcher u sollen, 
wenn nSthigj daroh obere Accen~e un~erschieden werdea~ um die 
bequemeren Indites der Unterscheidwng verschiedener Wer~hereihen 
vorbehalten zu kSnnen. Dem en~sprechend bezeiehnen wir ein Funda- 
men~alsys~em der Differen6a]gleichung zweiter Ordnung 

(1) (~, ~)~ + ~(B, ~) + C~ ~ 0 

mit ~', 9;', die unabh~agigen Yer~nderliehen mir x', x". Von diesen 
sind zt~ /~, U Formen~ deren Grade eine absteigeade arithmetische 
Reihe der Differenz ~ bilden~ der Grad ton ~ wird sieh gleich nachher 
ergeb on. *) 

V o n d e r  Differentialgleiehung (I) wollen wlr voraussetzen~ da~s 
sic ~ singuli~e Stellen_ a~(h ~ 1, 2, . . .  n) besi~zt, denen beziehungs- 

( ' /  Welge die Exponea~enl~sre 0~ ~ entspreehen sollen. Wit wollen, 

um das einfache geometrische Bild eines Kreisbogen-n-Ecks mit den 

Ws ~ s~e~beibehal~en zu kSnnen~ die ~ als reelle~ am besten gleich 

als .l~os]tive g~nze Zshlen vorausse~zen~ ob zwar im Grunde genommen 
alle folgenden analy~schen En~wickelungen yon ~eder speciellen Voraus- 
se~zung llber die ~ unabh~ngig sind. 

Dureh diego Angabe kSnnon nun die Formen A und ~B und dot 
(~rad yon ~ bes~immt werden. Zun/ichgt k~nnen wir 

se~zen. Zu wei~ren Bes~immungen client der AbeI'scho ~atz, welcher 
~er  d~e Fern 
(3) (~, ~) § ~ .  r - -  o 

*) Man v~rgleiche die in dot ~ierten Fusmote dot Einloitung angegebenen 
Sch~if~en. 
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annimmG worin 
= (~,', ~") 

die Funetionaldeterminante eines Fundamentalsystems yon (1) bedeutet. 
Den Werth yon (~ kann man (his auf einen willkiirliehen eonstanten 
Factor) leich~ aus den Entwickelungen der ~', q~" um die elnze]nen 
SteIlen des z-Gebiets feststellen. Yon (~ unterscheide~ sich itbrigens 
der Ausdruck 

(qp d~) 
(x dx) 

nur durch einen numerischen Factor. Wir wollen nun die Gleichung, 
die man erhiilt, folgendermassen normiren: 

i 

(4) (x ex) " 
h 

I:lierbei ist fiber eineu willkfirliehen Factor passend verfligt, don man 
r  

natiir]ich durch prol)ortinale Ab~iaderung der 9f, ~, oder auch der 
x', x" jederzelt wleder einf~hren k~-~. 

Aus (4) eatnehmoa wir zun~cbst den Grad yon ~ in x, welcher sich 

( ' )  . ~  r. - 1  +~ 

ergieb~, indem wir zur Abkiirzung X' (5 )  ~ = ~ - ~ -  

h 

se~zen. Ferner setzen wit den gefundenen Werth yon q) in Gleiehung 
(3) ein, welche sieh auch in die Form setzen l~isst 

Bez6ichnel man mit Aa die Polare der Form A in Bezug auf den Punkt 
aa, so verwande!t~sich die erhaltene Gleiehung ohne Weiteres in 

(6 )  ~ = - 

oder zufolge.der Identifiit 

( ~ ,  

~4~ 
0 

(6") 

.B zeig~ si.ch als Form ( n ~ 2 )  re" Grades, wie es ~ein muss. 
Die Form C bleibt wi!lkfirlich~ nut ihr Brad ist bestimm~ 

zwar gleich .- 4. 
B2 m 
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w 

Die Primformen und ihre Functionaldeterminant6n. 

Die den Ecken des Kreisbogenpolygons der ~-Ebene entsprechen- 
den Primformen /)~ seien definirt dutch die GIeichungen 

1 

(7) ip~ = (a~x)',, (~-- i, 2 , . . . . ) .  
F, inem beliebigen Punkte �9 ~== y entspreche die Primform 

(8) ~ = @y). 
Aus den Formeln (2) und (4) des vorigen Paragraphen wird jetzt 

(10) ~ ~ 
h 

Sieht man die Gr6ssen ~p als unabhi~ngige Verllnderliche an, 
ergiebt sieh 

2 
der Grad der x ~--- 

der Grad yon P~ ,~= -- s_~_. 

SO 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wit an die Bestimmung der 
Fnnctionsldeterminanten je zweier yon den Formen Pk in Bezug auf 
~', ~" als unabhiingigo Veriinderliche. Zuniichst ist 

(pj,, . P,). 

Andererseits w~rd 

l 
(a,a,) (x dx). 

2 

Aus diesen Gleichungen foigt in Verbindung mit (I0) folgende Formel 
fi~r die .Fst~wtionah~et~rminan~e zweier t~rimfor~en : 

(11) (~,, L )  ~ 
h,~ r,# 
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Wir benutzen diese Formel noch dazu, um die Form J~ durch die 
~ auszudriickea. Zu diesem Zwecke bemerken wir zuniichst~ dass die 
Polare yon A nach a, sich folgendermassen ausdrilckt: 

A 
. 

Setzt man in diese Gleiehung den Werth yon A naeh (9), den yon 
(a~x) nach (7), den yon (a~a,) nach (11), so erhiilt man 

A, ~ 2 iv~ p,... P, ~ (p,, P,) 

r 

und wenn man diese Formel zur Umgestaltung yon (6) w 2 benutzt~ 
so erglebt sich als Ausdrucl~ yon B dutch die Prfmformen 

, . .  

Die Summe ist fiber alIe Combinationen der Indices r~ s zu erstrecken. 

~ 3 .  

Die Hesso'scl~en Covarianten der Primformen. 

Zur Berechnu~g der Hesse'schen Formen der ~Pr dient folgende 
Ueberlegung*). Die partiellen Differentialquotienten irgend einer 
automorphen Form X der q~ 

~X e~X 

sind cogredlen~ mlt clen q)'~ cp" selbst. Es mi~ssen also diese par[iellen 
Differentialquotienten ein Fundamentalsystem einer gewissen Hnearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung bilden, welche sich aus der 
gegebenen Gleichung (I) muss herleRen lassen. Bildet man die 
Ueberschiebung jener beiden GrSssen in Bezug auf die 9)'~ cp" als 
unabh[ingige Verilnderliche~ so erh~It man die Hesse'sche Form yon X. 
Diese Ueberschiebung un~erscheldet sich aber nur durch einen bekannten 
Factor yon jener, welche in Bezug auf x'~ x" als unabhiingig Ver- 
iinderlicbe gebildet wird, und letztere kann nach dem Aberschen Satze 
vermlttelst tier postulirten Differentialgleichung ausgewerthet werden. 

Indess ist die wirklicho Ausrechnung der Differentialgleichung, 
wie man leicht sieht, nicht efforderlich. Vielmehr f~hrt der obige 
(~edankengsng auf sin kilrzeres Veffahren, welches im Folgenden ei~- 
gehslten i s t :  Wit w~ihlen ffir X die GrSsse (yx)~ in welcher .u .d~nen 

�9 ) Dieseibe ent6pricht der Ableitung der Hesse'schen Determinate  yon 
log A mittelBt der Perioden zweitez Gattung in der Tlleorie dev ~21iptiachen 
Modulfuncfdoaen. Vgl, Klein.Fricke. s, s. O. 
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beliebigen Punkt bedentet, den wir zum Schlosse mit a, zusammen- 
fallen lassen. Die GrSssen~ welehe der Berechnung zu Grunde zu 
legen sind, ]auten dann 

Wit wollon nun die x ale unabhiingige Ver~nderliche einfiihren. Gleieh- 
zeitig soil yon folgender abktfrzenden Bezeichnung Geb'raueh gemaeht 
werden: Wenn f eine Form der Veriinderliehen ~', ~" veto Grade g 
ist~ setzen wir 

1 [~f t Of 

~ f  1 a ' f  [ O=f 
f~t = 9(9_1) 0=,1, ft= = g(g-t)0~'0~"'  f~  = g ( g - - i )  O~ '~" 

In soleher Weise bezeiehnen wir auf der linken Seite der folgenden 
Gleichungen die Differentialquotienten naeh ~', ~ ,  auf der rechten 
diejenigen nach x'~ ~". Zu Verwechslungen wird dabei kein Anlass 
gegeben. 

Naeh bekannten Elementafformeln wird 

(yxi) ~ y'~," + y"~," 
(~', ~ ' 

0/~2) = + u'~,: + u'%_'. (u q~") 

Wir bilden die Differonz der to~alen logarithmischen Differen~ialo diesex 
beiden Gleichungen. Es ergiebt sich links 

, I(yx~), d(yx,) [ 

~eoh~ 

I Y'~,' + Y"~2', d(y'~/+y"gff)  t 
Nach Gleichsetzung bolder Selten erh~ilt man mit Bentttzung dot ur- 
spritnglichen Gleichungen 

I 

Links ftlhren ~ die angozeig~en Differenfiationon mit Hilfe tier ~, 
reehts mit Hilfe dot x ale unabhiingiger Verlinclerlicher aus. Es ergiebt 
sieh links 
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rechts 

,) 
[(,~', ,~")j, 

Es ist nun 

[ (4 ,  ~") ] '  " y#q~;.'~ H-- y ~.,,, 
�9 r 

Y , - - . y Y ,  

y ,p~2 -F y"~s 
~ph 
~p~ (xdx). 
.y'= 

so .dass slch 
ergiebt. 

Es er[ibrig~ jetzt nur noch, die rechts stehende Determinante vermlttelst 
der Differentlalgleichung (1) auszawerthen. Zu diesem Zwecke drticken 
~ir in tier DifferentisIgleichung nach dem Euler'schen Satze r und die 
ersten Ableitungen yon r durch die zweiten Ableitungen aus, wodurch 
die (~leichung die Form erh~ilt 

"3 I-" (A.II + ~ B I s  "~- 0~2~"~)~P22 : O. 
Diese Gleichung gilt filr jede der Gr5ssen ~p'? (p" und es folgt also, 
dass die Determinanten der Matrix 

�9 # �9 

sich Ver~hal~en wie 

X - -Cx ~ ) : ( A ~ - 2 B t x  ~f-Cx" ). 
Bekannflich ist abet 

e 

'~,  ~ ,  ---. (,f, ,f'), 

tier hinzutretende Proporfiouali~iitsfac~or gleich ~ 

Die fragliche Determinan~ ist jetzt leich~ zu berechnen. Man ~ l t  
t t 

(~',I~-~ ~,~, ~ ,  ,, ~.~, = "~vy + 2 (yx)~ v~i + (y~)'O, 

y"~ _ y y , y'~ 

(m dxf 1 

r 

~Dll ? 
# r  ?f Z# ~I~, ~ �9 

t t l  

( (~x) ,  (~x) )  ~ - -  - ~-'.~ 

(x dx) ~ 

Ferner ist die Funcfiona]determinante ((yx,), (Y~2)) nichts anderes als 
die Hesse'sche Covariante yon (yx) zur H~ilRe genommen. Somit 
erhlilt man 
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worin durch die angehRngten y Polarisationen nach y angezeigt sind. 
Somit ergiebt sich fQr die Hesse'sche Covariante yon P ~ (yx)d ie  
Relation 

(13) (P, pl ~ = ((~,x), (yx))~ ~' (~ d = ) ,  a~,,+ ~(y~)~, + (~,~,~,o 
~ (~ d ~ )  = ~ �9 

Wit setzen hleriu an Stelle yon y a~ und fithren gleichzeitig ffir die 

rechts vorkommende GrSsse (~ d• und den Nenner A ihre Werthe 

nach (tO) und (9) w 2 ein; es ergieb~ sich so s die ]Ja~se'sche ~orm 
der Primform Pr*) 

(z4) (}',.,P,.)~= "(~+~) IT-]-~'~ ~-' 

Wir unterlassen es in dieser Formel die Grbssen ~rr und B,  auch 
~och dL~ch ihre Ausd~cke in den P~ zu ersetzen, well die Sehluss- 
formel zlemHch complicirt ausfdllt. 

Die gefundene Relation macBt die gegenseitige Abhiingigkei~ der 
Hesse'schen Covarianten der Primformen einersei~s und der Form C 
andrerseits deutlich. 

A1]e aufgesteIlten Forme]n bed~irfen ]eicht angebbarer Modificatlonen 
f~r den Fsll,  dass yon den ~ einige oder alle gleich Unendlich werden 
(Fall ,,parabo]iseher Ecken" des Polygons). Auf diese Modifieationen 
soll nicht n~.her eingegangen werden. 

P r s g ,  October 1892. 

*) Bei diesen Umgesta|tungon hat man yon folgonder Formel Gebrauch zu 
machen, welche ich bei fl~chtiger Umsicht nirgend6 angegeben finden konnte: 
Es sei f eine Form gten Grades yon ~', ~", so ist 

( f ' ,  r~ )  ' - -  g - ~ P " - ~  (r, g - -  i f)" 
Aualog is~ 

I ~ 2 1 g f  ~ 3 ' l g f  
~---~,-r-, ~ ~' a ~  

~ = - g ' C g -  I) f - 2  (f. f ) ,  

I ~t ]g f 3 = lg f 
a ~ ' a ~ " '  


