Ueber trigonometrische Reihen.

Von Caxror jn Harre a. d. S.

Im 72. Bande des Journals fiir die reine und angewandte
Mathematik leite ich einen Satz her, welcher zum Geg.nstande hat
das Unendlichkleinwerden der Coefficienten trigonometrischer Rethen
unter gewissen Voraussetzungen. Ich mbchte eine Darstellung des
dazu erforderlichen Beweises geben, welche vielleicht ip Bezug auaf
Uehersichtlichkeit und Eipfachheit nichts zu wiinschen iibrig lassen
wird. In der Reihe der Sitze, welche ich im Folgenden ableiten werde,
ist es der letzte, um den es sich hier handelt, wihrend die ithrigen
als Hiilfssatze auftreten.

LoIst @y, sy o oo Zny - - . eine gegebene unendliche Ledhe garezer
positiver Zahlen, welche wur an die Bedingungen gebunden ist, dass:

Lo > kg, @Ry, 2, >80, oo,
wo k> 1 ist, so giebt es Zahlengrissen Q, welche eing solche Dezichung
zur Zahlenreihe 2y, ,, - - - - hoben, dass dus Product £, sicl con ciner
ungeraden ganzen Zahl 2y, + 1 up cine Grosse ©, unterscheidet, welche
unendlich Ilein wird, wenn man n s Unendliche wacksen Uisst, und
swar kann die Zahlengrisse Q innerhall eines willkithrlich vorgegebener
Intervalles (w . . B) gefunden werden.”

Beweis: Tch will die Grosse des Intervalles (e .. f) mit ¢ be-
weichnen und dasselbe im Positiven voraussetzen, was erlaubt ist, da,

wenn eine Zahlengrosse Q die be-

0 wﬁ—*m";"“‘y—-(y k6¥ hauptete Eigenschatt hat, auch

— @ dieselbe Eigenschaft behilt,
wenu nur statt 2y, - 1 die Zahl — (2, -~ 1) genommen wird. Man
theile das Intervall in drei gleiche Theile; sejen y und 8 die Theilpunkie,
0 dass: ay:y@:&ﬁ::.;-. ]

Sei z, die erste der Zahlen x,, welche grosser ist, als die grosste
der beiden Grissen % 31)—5 und % .

Wir nehmen die ungerade Zahl 2y, -+ 1 so an, dass der Bruch

2+, . .
Tz, o das Intervall p& fallt; dies ist mbglich, weil z, > g—; als-
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daun denken wir ans die ungeraden Zahlen 2y, o1+ 1, 2y po+1,.....,
50 bestinynt, dass:
Ty 1
(25w 41— @0+ D) <1
(A)
Lyoy1 4
(20 + 1 = @0+ D EE <19
I¢h fiige noch hinza, dass, wenn hierbei irgend wo eine Zweideutig-
keit fiir die Zahl 29, 4 1 eintreten sollte, stets die kleinere Zahl ge-
nommen werden soll; alsdann ist durch das Bedingungssystem (A) eine
Reihe ungerader Zahlen 2y, + 1, von n==v ap, eindentig definirt;
fiir kleinere Werthe vou w setze man der Gleichformigkeit wegen fir
2y, + 1 irgend welche ungerade Zahlen fest.
Die Zahlen £, und y, bestimmen nun eine unendliche Reihe von
Bruchen:
13 2y ) 2 4 1 . 29, +1
(:\) l£! ¥ ‘J/?g P '4“1—;‘,‘—*’-,‘...
welche sich mit wachsendem  elner bestimmten Grenze Q nithern; denn
wegen des Bedingungssystems (A) und da die Reihe E} + 5 !
i v »~+1
convergent ist, siecht man leicht, dass die Differenz:
Wapa Tl 2y, +1
C Bagw
unendlich klein wird, wenn, was auch w sei, 1 unendlich gross wird.
Aus (A) ergiebt sich nun, wenn » > w, fiir Q@ die Relation:

2y, +1 1 1
(=t )< 4oy
" a1, ]
oder:
@ &z £
Qo — 2y, — 1) < Z% 4o Zn [ Tnl Ceeeeea
) Ly Loger Logo
ey st aber:
e Tatr o
J:HTI R o ? ‘['rz«{-)hkn-rl) ‘‘‘‘

Daraus folgt:
oy 1 1 1

Qe — 2y, 1)<ku+w+§m+""
und umsomehr:
® @ =29 — 1) < -

B 1

H%cmus ersieht man, dass, da & > 1, dje Differenz Op =2, Q — 2y, —1
mit wachsendem » unendlich klein wird, und es ist somit der erste
Theil des Satzes bewiesen.

*) Unter {2} verstehe ich immer den absoluten Werth der Grisse z.
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Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die hier gefundene Zahlen-
grosse Q im Intervalle (« .. ) legt; dies ergiebt sich aus (B), wenn
;an darin » == » setzt; man hat:

2y, + 1) L
(Q - mx-l"_— < Zz, (kv-—'- 1)

and umsomehr:

2y,+ 1) 1
( T e, ) S kD)
Es war aber @, 50 angenommen, dass: E'QZL‘&} j?, ; man hat also:
o
¢ 2 - $1 :
© (- mE) <

+1

1 N ) .
L liegt, wie zu Anfang festgesetst wurde, im Inter-

Der Brach
valle (y .. 8); die Grosse Q liegt also wegen (') jedenfalls iny Inter-
valle (« .. 8).

1L, Ist eine wnendliche G rissenreihe:

Cly Gy vevnylny e,

30 beschaffen, dass man cus jeder in ihe enthaltenen wnendlichen Lcihe:
Oy Cuyoeny Gy ey

eme newe Grissenreibe:

[ Co 3 evy G 5 ouvn

& 2 i

ausheben kann, deren Glieder c,‘u mit washsendem n wnendlich Elein
k3

werden, so werden auck die Glieder ¢, der wrsprimglichen, Reshe nyt
wacksendem n wnendlich Flein.©

Beweis. Ist & eine beliebig angenommene positive Grisse, so ist
die Anzahl der Glieder in der Reihe ¢., welche ibrem absolyten Betrage
vach grésser als & sind » endlich; depwn wiirde sie unendlich sein, so
hiitte man eine in der ersten enthaltene unendliche Reihe &, deren

Glieder simmtlich gcbsser wiiren als &, aus welcher sich daher keine
Grissenreihe ¢, ausheben liesse , deren Glieder mit wachsendem #
"

n
wendlich klein wiirden.

Wenn aber in einer Reihe ¢, dis Anzahl der Glieder, welche
grisser als eine willkilick angenommene (résse & sind, endlich ist,
80 heisst dies nichis anders als , dass lim ¢, == 0 fiir n = .

UL Wenn fiir jeden Werth von z swischen O wnd —2— (wo ¢ eine
belichige Dositive Grisse ist):

lim ¢, smne =0,  so st
lime, =0.%
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Bewsis. Sel ¢, irgend eine in der Reihe ¢, enthaltene unendliche
n

Reihe; dann will ich zeigen, dass sich aus der Reihe & eine ueuns

KReihe ¢, ansheben Yisst, so dass Hm 6, = 0 fir % == oc.
# .
3 7
Die Reihe ¢, werde so aus ¢, gehoben, dass, bel irgend einer
H 3
R

{estgenommenen Zahl £ > 1, stets:

{ > Jr-ly .
4] Yu, > 1 (R

Eine solche Aushebung ist immer mbglich.
Man bestimme nun nach 1. eine Zahlengrésse @ im Intervalle
(U .. ;) 50, dass:
v, — (29x+ 1) = 0

mit wgchsendem # unendlich klein wird, wobei ¢, eine ganze Zahl ist.
Die Zablengrosse @ = Q7 (wo unter # die Verhiltnisszahl des
Umfangs zom Durchmesser beim Kreise ist), liegt alsdann im Inter-

valle (0 ee i) und es wird:

o . T ,
(3) Qy}‘ﬂ"’“ Y (34@1,‘-{—1)5@,‘
mit wacbsendem » unendlich klein.
Wenden wir nun die Voraussetzung, welche dem Satze zu Grunde
Legt (dass nimlich:
Hm e, sin %z =0

fir jeden Werth vor @ tm Intervalle (() .. ;)), auf den ¥all & =9
an, so hat man: ‘
lime, sin nQ =0
und daher auch:
lim ¢, sinv, Q =0 fir n = oo
B, ®
Wegen (2) kasn man hier sin vy @ dureh - cos @, ersefzen und wan
hat also:
3) hm € €08 9, =0 {ir n==o0.
n
Da nun sber &, mit wachsendem # upendlich klein wird , so folgt
ohne Weiteres aus (3):
hm ¢, =0 fiir » = oo.
#ﬁ
Mit Zuohilfenahme des Satzes II. schliesst man nun » dass:
lim e, = O fir #n = oc.

V. Weun fir jeden redlen Westh von 2 zwischen gegebenen
Grenzen « . . § die Bedingung erfitllt ist:
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him (a, sinnz + b, cos #z) = 0,
so it sowohl Um a, = 0, wie lim b, =0.¢
Beweis. Sei y der in der Mitte
~ zwischen « ., 8 gelegene Werth;
die Grosse des Intervalles will ich
hier wieder ¢ nennen. Setzen wir:
@y €08 By — by SID WY == ¢,
&y s 0y + by co8 ny =d, so ist:
Q= €, COS B + dy sin ny
by = —¢, sinny + d, cosny.
Wenn wir nun zeigen kbnnten, dass lim ¢, =0, lim &, == @, so wiirde
daraus folgen, dass lim ¢, =0, lim b, = 0. KEs ist aber wegen der
Voraussetzung, welche dem Satze zu Grunde liegt, wenn man sie auf
1 =¢ anwendet:

i

FEEURU DR R S

« y B

i

md, =0
and es verbleibt daher nur noch zu beweisen, dass lim ¢, == (.
Dies geschieht auf folgende Weise, _
Man hat fiir jeden positiven Werth von 2 < % die beiden Rela-
tionen: )
lim (@, sin n (y + @) + b, cos » (p + %)) =
lim (g, sin n (y — ) + by cos n(y — @) =0,
aus welchen durch Subiraction (wenn man ausserdem durch 2 dividirt)
hervorgeht:
lim ¢, sin nx = 0 fir » = 00,
wenn z irgend ein positiver Werth, kleiner als —:— ist. Wegen des

Satzes 1. ist also:
lime, =0. q.e d.

Berlin, den 21. April 1871.



