
Ueber trigonometrische Reihen. 
Yon C~.NTOR ~n H&LLE a. d. S. 

Im 72. Bande des Journals fiir die reine und angewandte 
Mathematik leite ich einen Satz her,  welcher zum Geg,.nstande hat 
das Unendlichkleinx~erden der'Coef~cientel~ trigonotaetriacher ReiheJl 
unter gewlssen Voraussetzungen. Ich m5chte eine Darstelhmg des 
dazu erforderlichen Beweises geben, welche vjelleichL ia Bezug aaf 
Uebersichtlichkeit und Einfachheit  nichts zu wfinscheu tibrig ]a,~en 
wird. t a d e r  Reihe der Si~tze, welehe lch im Folgenden ableite~ werd% 
ist es der letzt% um den es ~ich bier haadel% w~hrend die itbrig'en 
a]s 'Hiilfss~ze auffre~en. 

I. , I s t  x l ,  xz,  . . .  x~, . . .  eiae gegebene unc~dlichc ]lcl]w ganze, 
l~ositivcr Zahlen~ welche nu t  au die ]~edi~gungc~ gcbunden i,>t~ da.~: 

w o k  > 1 ist, so giebt es Zahlengri;sse'J~ ~ ,  writhe ein~ sole'he Bczichm~9 
zur Zahtenreihe x 1 , x,,, . . . .  haben, da~s dus t)roduct x. 0 ~'ieh ~oa eiuer 
m~gcra&n ganzen ZahI 2y~ --F 1 um ei~e G:dssc 0~ ,unterschei~h4, we~che 
uncndlicle ?dein wird,  wenn man n in~ Unendliche wachscJ~ lii,;~t, und 
zwar kam~ die ZahlengrSsse ~ innerhatb elnes willkiil, rlich vorgoebeu~m 
lnterralle~ ( u . .  t3) ge[~.nde~ werclen." 

Bewci~: Ich will die Grbsse des hffervatles (a . .  fl) mit i be- 
zcichnen und dasselbe im Positiven voraussetzen, was erlaubt ist, da, 

wenn eine ZahtcngrS~se Q die be- 
...... ' . . . .  : - -  haup~e~ Eigensch~ft ha~;, m, ch 

0 a 7 # 
1"r e - - s  dieselbe E~,enachait behalf, 

we~t r~ur start  2y. 4- 1 die Zahl ~ (2y ,  -~- 1) genommea wird. Man 
theile das Infervall in drei gleiche Theile; seien 7 und ~ die Theilpunkte, 

so dass: a 7 ~ 7~ ~ 6fl i =.=- ~- - 

Sei x~ die erste der Zah]en x~, welehe grSsser ist,  als die grS.~te 

der beidea GrSssen ~ und 6 
~k-- ~) i ~ 

Wit  nehmen die ungerade Zahl 2 y , - { - 1  so an, da~s der Bruch 
~y,-b 1 6 

x----~ in das Intervall  7~  F~llt; dies ist mSglich~ well x,  ~ i- i als- 



daull denken wir arts die ungemden Zahlen 2y~ + i+ lj 2y~+~.-J-1, ....... 
so be~timm% dass: 

(A) . . . . . . . . . . . . . .  

(2~,+,  + 1 - (2y, + 1) ~"+') < 1,). 

lch fiige noch hinzu, da.ss, wen.u hierbei irgend wo eine Zweideu~ig- 
keit fiir die Zahl 2y,, + 1 eintreten sollt% s~ets die kleinere Zahl ge- 
nommen werdea soll; alsdann ist durch das Bedingungssystem (A) eine 
Reihe ungeraAer Zahlen 2y,, + 1, yon n ~ v an~ eindeu~ig defuair~; 
fih" kleil~ere Werthe yon ~ setze mart der Gleichf6rmigkeit wegen flit 
2y,, + 1 irgend welche ungerade Zahlen fesL 

Die Zahlen x. und y,, bestimmen nun eine unendliche Reihe yon 
Brilehen : 
(A) 2!/, + I 2y.~ + 1 2y,~+ 1 

welche ~ich mit wachsendem n elner bestimmten Grenze Q n~hern; denn 
1 1 wegen des Bedingung~systems (A) und da die Reihe x: + . . . . .  + . . . . . . .  

- X v +  1 

eonvergeut ist, sieh~ man leicht, d~ss die Differenz: 
-2y~+,,,+l zy,, + 1 

ran.{_ m '~a 

unendlich klein wird, wenn, was aueh m sei, n unendlieh gross wiM. 
Aus (A) ergiebt sich nun,  wenn n > % fiir Q die l~elation: 

X~ J - -  ~*~+1., "ca,-r-~ 
Orie l""  

( Q x .  - -  2y, ,  - -  l )  < X,t _ x . . . . ' , , + x  4 -  . . . . . . .  
a.s+ ~ + . ;  *%'z* + 1 ~t'~ + 2 - -  

e~ ist aber: 
x,~ < I x , , + l ~  1 

x ~ +  I - ]c a ~ a ~ , ~ + ~ - -  ~n-~l> . . . . .  

l)araus fol~Ct: 

(9.~. - 2u , ,  - 1)  < ~ + r ~ + . . . .  

und umsomehr: 
1 ( t i )  ( O x , ,  - -  2 y , ,  - -  1)  < ~ ' / - - - i  " 

Hieraus ersieht man, das% da k > I ,  die Differenz O. -~- x .  ~ - -  2y .  ~ t 
mit ~chsendem n tmendlieh klein wird, und es ist somit der erst~ 
Theil des Sa~ze~ bewlesen. 

*) Unter (z'. vcr~tche ida immer den absoluten Werth der GrSsse z, 
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Es bleibt nar  noeh zu zeigen, dass die hier g'efundene Zahlen- 
~Ssse Q im lntervalle @ . . / ~ )  liegt; dies ergiebt sich aus (B),  wenu 
ma~ darin n ~ v setzt;  man hat:  

and umsomehr: 
@__ ~v,+ ~) , 

x, < x~ r l-------~ " 

1 i Es war aber x.  so angenommen, dass: ~i2.-Ls]) < :J ; m a u  hat also: 

. . . . .  \~- -  < ~-. 

Der Bruch ~v-'-+~ l i e~ ,  wie zu Anfang festgesetzt wurde, 7m hater- ~v 

valle ( 7 . -  8); die GrSsse Q ]ieg~ also wegen (C) jedenfails im "Inter- 
valle (a . .  fl). 

IL ,I~r vlne unendllche Gr6ssenreihe: 

e l  ~ C2 ~ . . . .  ~ e n  ~ . . . .  

so besehaff~n, dass man aus jeder ?n ihc enthaltene~ unc~ndlicl~en 12eihe: 

dne rwae Gri;ssvareihe : 

e~, , ,  e ~ ,  , . . ,  e ,  ~ . . . . .  

aushebe~ kann, deren Gl,ieder e~ mit wa~hsen~n ~ une~dliel, klein 
Y u  

u'erdert, so werden aueh die GZie(~er c, der urs~rr'~nglk,hen lI~it, e rail 
waehsen&q~ n unendlich klein." 

lge~weis. Ist e vine be]iebig angenommene positive GrSsse, so ist 
dis Aazahl der Glieder ir~ tier Reihe c,,  welche ibrem absoluten Betrage 
~mch ~Ssser als e sind, eadlieh; deml wiirde sis unendtich sein, so 
h~tte man eine in der ersten enthaltene uaendliche I~eihe e . ,  deren 

(}lieder s~mmtlich gcSsser w~ren als a, aus weleher sieh daher keine 
GrSsseareihe e~ ausheben liesse~ deren Glieder mit wavhsendem n 

tmendlieh klein wiirden. 
Wean aber in eiaer P~ihe e. die Anzahl der Gtieder, welche 

grSsser als sine willkt~rlieh angenommene GrSsae ~ sil~d, endlieh isr 
so heisst dies nichts anders als, dass lira e~ ~ 0 f i i r n  ~ ~,~. 

i (wo i eine HI. , Wenn fiir je~'n Werth v6~ x zwische~ 0 und ~- 
beliebige l~sitlve Grb~se ist): 

l i m e ,  sin ha: ~ 0,  so ist: 
lira e, ~ 0 ."  
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Bea'ei~. Sei c, irgend eine in der Reihe c,~ enthattene unondliehe 

Reihe; dann will ich zcigen 7 dazs sich aus der Reihe e .  eine neue 

Reihe e. ausheben tiisst~ so dass lira e, -~-0 fttr n - ~ - ~ .  

Die l~eihe c. werde so aus c, gehoben~ das% bei irgend einer 

f~stgenommenen Zahl k > 1~ stets: 

Eine ~olche Aushebm~g ist immer mgglich. 
Man bestimme nun nach 1. eine Zahlenerosse Q im IntervalIe 

( 0 . .  ~ ( ) so ,  dass: 
Q v . , -  (2y.  + 1) -~- 0~ 

mit w~ehsendem n unendlieh klein wird~ wobei y~ eine ganze Zahl isL 

Die Zahlengrgsse ~ ' =  Q ~r (wo unter zt die VerhEItnisszMd des 
,1 

Undangs zum Durchmesser beim Kreise ist), lieget alsdann im hater- 

valle ( , ) . . .  ~) uml es wird: 

Q % -  (2v. + = -  o ' .  

mit waehsendem u unendlieh klein. 
Wenden wir nun die Voramasetznng, welehe dem Satze zu Gnmde 

tiegg (dass n'amlieh: 
lira e. sin nx  = 0 

fiir jeden Werth vo~ x im in~rvalle ( 0 . .  ff 
an~ so }la~; nJal2: 

lira (.,, sin n Q' -~- 0 
und daher auch: 

lira c, sin ,v%Q' -~- 0 flit n ~-- oe. 

Wegen (2) kann man bier sin .v~Q" dureh .+  cos 0;, ersetzen und man 
lint also: 

(3) lira e, cos O~ -= 0 far ,, ~ ~ .  

Da nnn aber O~ mit waehsendem ',t unemtlieh klein wird~ so folg4 
ohne Weiteres aus (3): 

lira c~ ~= 0 far n ~-- or.  

51it ZuhiIffenahme des Sa ~tzes II. sehliesst man nun~ dass: 

lira c. ~ 0 flit n = cr 

I V . . ~ l % m  /Tir jeden rcdlc~ tVerth vo~ x zwischea gegebene*~ 
G,'e~en a . .  1~ die ]3edin(fu,~g erfiitlt ial: 
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lira (a~ sin n x  -t- b~ cos nx)  ~-  O, 

so ~ sowo]d lira a~ ~ O~ w/e lira b~ ~--- O. ~ 
.Beweis.. Sei 7 der in der Mitre 

~:--17 . . . . . . . . . .  ~ zwischen e .,, ~ gelegene Werfl~; 
die Gr'Ssse des Iaterval]es will ich 

lfier wieder i nennen. Setzen wir:  

a~ cos n y - -  b,, sin n ~, ~--- c,, 

a ,  sin n7  -~- b~ cos n y  ~-- d~ so ist :  

a~ -~- c,, cos n 7 -.]- d,~ sin n 7 

b,~ ---~ - -  c~ sin n 7  ~ d,~ cos ~7 .  

Wenn wir nun zeigen k S a n t e n ,  dass lira ca ~--- 0, lira d,  ---~ 0~ so w~rde 
daraus folgen, dass lira a,, -~- 0~ lira b,, = 0. Es ist  aber wegen der 
u welche dem Satze za Grunde l i e ~ ,  wenn man sie auf 
x = 7 anwendet:  

lira d ,  -~- 0 

and es verbleibt daher nur  noeh zu beweisen, dass lira c, == 0. 
Dies gesehieht auf  folgende Weise. 

i (he be~den Rela- Man hat fiir jeden positiven Wer th  yon x < =2 

tionen: 

lira (a~, sin n (7 + x) + b,~ cos n (7 -t- ~)) = 0 

aus welehen durch Subtract ion (wenn man ausserdem dureh 2 dividirt) 
hervorgeht: 

lira c~ sin n x ~ 0 fiir n == cx~, 
i ist. Wegen des wenn x irgend ein posit iver Werth~ kleiner als 

~tzes I l l .  is~ also: 
l i m c ~ O ,  q . e . d .  

B e r l i n ,  den 21. Apr i l  1871. 


