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Bans deux communications adresse'es a 1'Academic des Sciences de
Paris,* j'ai indiqu6 des modifications qu'il est ne*cessaire de faire subir
a la thiorie connue des caracte*ristiques pour les coniques. Je me
propose de donner ici un aper9u des r6sultats que j 'ai obtenus dans
l'6tude de cette thiorie, et que j 'ai d6velopp6s dans an m£moire qai
n'a pu 6tre public jusqu'a present.

I. Position de la question.
1. On donne, je le rappelle, le nom de systeme de coniques dans an

plan a l'ensemble des coniques de ce plan qui satisfont a quatre con-
ditions communes. Le probleme principal auquel se rapporte la the'orie
des caracteristiquea est de trouver le nombre des coniques, appartenant
a un systeme donn£, qui satisfont, d'autre part, a une condition egale-
ment donn^e. En consequence, cette thiorie doit enseigner quels sont
les elements num6riques, on caracteristiques, qu'il faut connaitre pour
le systeme et pour la condition, et comment on doit combiner ces
elements nnmeriques afin d'obtenir le nombre cherche\ Pour qu'il y
ait lieu a une theorie sur ce sujet, il faut evidemment supposer entre
ces deux donnSes, le systeme et la condition, une cerfcaine independance;
et on n'a jamais manque* de le faire. Mais cette independance doit
etre definie aveo precision, et c'est par la que j'entrerai en matiere.

2. Disons tout d'abord que la question est port£e sur le terrain de la
ge'ome'trie projective; par suite, toute condition imposes a une conique
devra etre mise sous forme projective. Pour la mettre sous une telle
forme, on peut convenir d'employer an proc6d6 unique, comme je vais
l'expliquer.

Soient, dans un plan, quatre points fixes t, u, v, to et un autre point
«, et designons par t, t', ... X, X les coordonnees de ces points par
rapport a deux axes. Pour abr^ger, employons la notation

(tuv) = t
u
V

if
u
V

1

l-l
l-l

• 4 Septembrd et 13 Novembro 1876. V. Comptea Rendus, T. Lsxxiii., pp. 637
et 88G.
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et posons:
(vw%) (uvt) t_(wuX) (uvt)
(uvX){vwtj> ~~ (uvX)(wut)

Si les quatre points fixes occupaient des positions particulieres,
eavoir u a l'infini sur l'axe des X, v a l'infini sur l'axe des X', w k
l'origine des coordonnees, et que t eut ses deux coordonne'es 6gales a
I'nnit6, il re*sulterait de cette hypotbese: z — X, x'= X'. D'autre
part, x et as' sont les rapports anharmoniques de deux fnisceanx de
droites obtenns en joignant soit v, soit u, aux quatre autres points. Si-
done on fait le changement de coordonnees marque par les equations
(1), x, x e*tant les anciennes coordonnees et X, X' les nouvelles, on
execute ainsi nne transformation homographique quelconque en in-
troduisant, a cet effet, qnatre points t, u, v, w arbitraires, mais fixes.
Done line condition quelconque imposee a une -figure pe.ut etre traduite,
sous forme projective, par une relation numerique entre les coordonnees de
cette figure et celles de quatre points.

3.. Revenons maintenant anx coniques, et posons la question :
Soit $ une condition projective donnee entre une conique et quatre

points t, u, v, w;
Soit, d'autre part, S un system e de coniques donnS;
On envisage les coniques du systeme S qui satisfont a la condition * , et

Von demande de discuter le probUme de la recherche de ces coniques, en
examinant:

1°. S'il y a des solutions independantes des points t, u, v, to, et quellea
sont ces solutions;

2°. Quel est le nombre des solutions distinctes qui dependent de ces
points, lorsqu'ils restent in determines.

La discussion complete exigerait, en troisieme lieu, l'examen des
diverses particularites que peuvent presenter ces dernieres solutions,
en se reunissant soit entre elles, soit avec les pre"cedentes, lorsque les
points arbitraires de $ occupent des positions particulieres. Cette
derniere partie de la discussion est formellement exclue de notre pro«
gramme, et e'est en quoi consiste Vindependmtce supposee entre le
systeme <S et la condition *.

4. A l'^gard de la premiere categorio de solutions, on pent des
l'abord etre fix6 sur leur nature. Par uue transformation homograpbique,
nne conique a pent etre transformed en nne autre conique arbitraire a',
Soit a une conique, qui, dans un systeme S, satisfasse a une condition
*. Par une transformation bomographique, changeons a en o' et, en.
meme temps, les points t, u, v, to de * en t', u, v, to'. La conique a'
satisfait a la condition $ ainsi transformed. Si maintenant on suppose
que a satisfasse a *, quels que soient t, u, v, w, il en est de meme de a'."
Done une conique arbitraire a' satisfait a la condition $, ce qui est
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impossible. Done a ne peufc etre une conique. Done les solutions qui
font independantes des arbitraires de la condition * ne sontpas des coniques,
inais des figures pdrtiadieres, limites de coniques dans le systeme, ou
foniques d£gen6re*es.

En second lieu, si 8 est un systeme de veritables coniques, les solu-
tions qui d6pendgnt des arbitraires de $, et qui, en consequence,
vavient dans le systemo avec ces arbitraires, sont de veritables coniques.
Ainsi la distinction ci-dessus des solutions en deux categories, revient
exactement a la distinction des solutions etrangeres foumies par les
couiques degen6r6es, et des solutions fournies par de voritables
coniques. C'est de ces dernieres qu'il s'agit de determiner le notnbre.
Jo vais exposer ici la solution du problems dans uu cas particulier,
pour lequel les resultats se demontrent avec une extreme facility, et
ont exactement la meme forme que dans le cas le plus general. En ce
qui concerne le cas gen6ral, je renverrai, pour la demonstration, au
m^moire dont j 'ai parl6 plus baut, et qui sera publie ult^rieurement.

I I . Systemes de coniques, et coniques dege'nerees.

5. Considerons d'abord, pour plus de simplicite, des coniques con-
juguees par rapport a un triangle fixe. Soicnt Q = 0, i2 = 0, S = 0 les
equations des c&tes de ce triangle, dont je designerai par q, r, s les
sommets respectivement opposes a ces cotes. L'equation d'une
quelconque de ces coniques est :

(2) ^Qs + J7aR
1 + j/8S1 = O.

Cette conique degenere en deux droites ou en une droite suivant que
un ou deux des coefficients g deviennent nuls. Mais, si Ton envisage
un systeme de coniques (2), cette observation ne suffit pas. Les g
sont alors des functions d'une variable &», et il est necessaire d'examiner
quelles sont les diverses manieres dont ces fonctions parviennent a la
limite zero. De la. trois modes de degencrescence a distinguer:

1°. Degeuerescence A.—Un seul coefficient devient nul, par exemple
gv La conique se reduit a deux droites passant en q. II est aise de
voir que, pour gl infiniment petit, les tangentes menees a la conique
par un point arbitraire la touchent en deux points infiniment voisins do
q. Ainsi ce modo de.dogenerescence est caracterise par ce fait que
les tangentes menees d'un point quelconque a la conique font entre elles un
angle infinhnent petit.

2°. JDegenerescence A!.—Deux coefficients infiniment petits, mais d'un
meme ordre; par exemple gx et gr La conique-limite est la droitc S.
Ce mode de degenerescence est cai'actorise par co fait que la coniquo
est rencontree par une droite quelconque en deux points infiniment voisins ;
mais les tangentes issues d'un point quelconque ne coincident pas.
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8°. DigSnerescence B. — Deux coefficients infiniment petite, mais
d'ordres differents; par ezemple gt du 1M ordre, et gx d'ordre sup^rieur,
1+ft. Les deux caracteres presidents existent alors simultan6ment.
Une droite quelconque coupe la conique en deux points dont' la distance d
est infiniment petite. Les tangentes issues d'un point quelconque font entre
eUes un angle 8 infiniment petit. II y a alors lieu de considerer un novibre
positif h, tel que dh '. $ ait une limite finie, differente de zero.

On remarquera que, d'apres les proprie^s des fonctions alge'briques,
il existe toujours un tel nombre h commensurable, si, comme nous le
supposerons, le systeme est alg6brique.

6. En meme temps que le systeme (a), contenant la conique degen6r6e
a, conside*rons un sjsteme corre'latif (a'), et soit a' la conique qui y
correspond a a. Soient, pour a', de'signe's par. d', tf, h' les elements
analogues. II est visible que a" est du meme ordre infinitesimal que S,
et & du mdme ordre que d. Done h' est l'inverse de h. Done : dans deux
systemes corre'latifs, deux antiques dSgSnSrSes suivant le mode B se corres-
pondent, et leura nombres caractSristiques h sont reciproqv.es. Les coniques
dSginSrSes suivant le mode A correspondent a des coniques deginirees
suivant le mode A'.

Ces resnltats sont d'ailleurs mis en Evidence au moyen de liquation :
8t = 0,

qui repre'sente la polaire rlciproque de (2) par rapport a une conique
fixe.

7. Cette e*tude, faite pour un systeme de coniques conjugates par
rapport a un triangle fixe, B'applique a un systeme quelconque, en
vertu d'une remarqae tres-simple.

Soit, dans un systeme (a), une conique a qui dege'nere. Je prends
arbitrairement un point s et une droite Q passant en 8. Les points
y, z, ou a coupe Q, pen vent etre diff^rents on infiniment voisins; mais,
en tons cas, leurs limites different de s, qui est arbitraire sur Q. Dono
le conjugue harmonique de s par rapport a y, z, a une limifce differente
de s. On pent r6p6ter le meme raisonnement pour toute droite Q
menee par 8, et conclure que la pnlaire de s a une limite qui ne passe
par s. De meme aussi le pdle de Q a une limite qui n'esfc pas sur Q.
Done, dans la serie des triangles respectivement confuguSs par rapport a
chacune des coniques d'un syst&me, et ay ant un sommetfixe ainsi qu'un des
cotes aboutissant a ce sommet,. le tnangle qui repond a une conique
degeneree est un triangle veritable, e'est-a-dire non degcn4r4. On pent
done encore raisonner sur liquation (2) comme ci-dessus, et en tirer
les memes conclusions, que ne modifie en rien la mobility du triangle
qrs.

8. Pour la question qui nous occupe, ce n'est pas le nombre h lui.
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mdme, caracte'ristique du mode B de de'ge'ne'rescence, qui doit intervenir,
xnais deux nombres entiers, dont h est le quotient.

Ayant un systeme alg6brique (a) de coniques a, on pent d'une infinite
de manieres trouver nne conrbe (h), telle que ses points h correspondent
uniformement aux coniques a du systeme. M. Clebsch a, par exemple,
de'montre'* que la courbe, lieu des p61es d'une droite fixe par rapport
aux coniques a satisfait a cebte condition. Ayant une pareille courbe,
on pent lui substituer une quelconque de celles qui lui correspondent
point par point, et varier ainsi a l'infini le mode de representation du
systeme (a) au moyen d'une courbe (k).

Soit K un point d'une telle courbe (k), et, s'il est singulier, consi-
de*rons nne des branches superline'aires on line'aires, disons abreViative-
ment un des cycles fa), entre lesquels se repartissent les branches dela
courbe en ce point. Si le point h se d£place sur ce cycle fa) aux
environs de E, la conique a du systeme (a) varie aux environs de la
conique limite Ax qui correspond a K. Aux divers cycles dont l'origine
est en K peuvent correspondre des limites diverses A de la conique a,
comme aussi ces limites peuvent coincider. De me'me aussi une
pareille conique A pent correspondre a divers points K de la ligne (&).
Mais ces diverses circonstances n'iraportent pas pour la question
actuelle: le point k variant sur deux cycles differents fa), (k^) de la
courbe (k), la conique a aura deux limites Alt At qui, meme si elles
coincident, devront ^tre envisag^es comme distinctes.

Supposons maintenant que Ax soit une conique deg£n£r£e suivant le
mode B, et qu'ainsi deux des coefficients de (2), gv gt, soient nuls.
Soit X l'ordre de multiplicity du cycle fa). Plafons k sur ce cycle a
une distance de K infiniment petite d'ordre X. Pour ce point h, gx et
gt sont infiniment petits. Soient m et m+n leurs ordres respectifs.
Ges deux nombres sont entiers, d'apres la th^orie des fonctions alge*-
briques. Le quotient n : m n'est autre que le nombre h ci-dessus defini.
Mais les nombres m, n eux-mSmes sont caractSristiques de la conique
de'ge'ne're'e Av En effet, ils restent inalter^s si Ton change arbitraire-
ment la courbe (fc), comme cela re'sulte de la proposition suivante,f
appartenant a la th6orie gen^ralo des fonctions algebriques:

Soient (&), (Je) deux courbes algebriques se correspondant point par
point; A un cycle fa) de Vune correspond un seul cycle (A )̂ de Vautre.
Soient X, .V les ordres de mulliplicite de deux cycles correspondants: a un
point placS sur (kx) a distance infiniment petite d'ordre X de Vorigine de ce
cycle correspond un point placS sur fa) d distance mfiniment petite d'ordre
X' de Vorigine de ce dernier cycle.

* Mathematische Annalen, T. vi. p. 4.
f Bulletin de la Societe Math, de France, T, iy. p. 32.
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J'appellerai le nombre m Vprdre et le nombre n la classe dela conique
de'ge'nere'e. On peut re'snmer comma il suit la definition de ces deux
noinbres:

8oit (h) une courbe dont les points k correspondent nniformdment auM
coniques a d'un systeme (a). Sait K uh point de cette courbe, et soil aussi
(fcj) un cycle de branches ayant sonorigine en K, et dfordre de multiplicite
X. Prenovs, sur ce cycle, a distance infiniynent petite Vordre X un point
k, et soit a la conique qui correspond a ce point. 8oit \m Vordre infini-
tesimal du segment intercepts par a sur une droite arbitraire, et \n Vordre
infinitesimal de Vangle des tavgentes menees & a par un point arbitraire.
Les nombres m, n ne changent pas si Von change la courbe (k). Us
seront appeles, le premier l'ordre, le second la classe de la conique
degeneree a.

D'apres cette definition, il n'est plus besoin de considerer troia modes
de degenerescence des coniques, mais un seul; car le mode A de
.degenirescence correspond au cos ou Vordre est nul, et le mode A' au cos oil
la classe est nulle. Enfin, saivant le raisonnement da No. 6, on
apercoit que dans deux systemes correlatifs, Vordre d'une conique degeneree
de Vun quelconque d'entre eux est egal a la classe de la conique degineree
corretspondante dans Vautre.

9. Pour bien preciser ces notions, prenons imm6diatement un exemple
que suggere naturellement le mode actuel d'exposition. Envisageons
un systeme compos6 de coniques (2) conjuguees par rapport a nn
triangle fixe qrs, et, en outre, unicursal; c'est-a-dire que les rapports
des variables g Bont des fonctions rationnelles d'une variable inde'pen-
dante w. II est manifesto qu'on peut choisir cette variable w de telle
eorte, 1°, qu'en 6galant chacnn des g a nn polyndme entier en w, les trois
polyn6mes soient d'un meme degr6; 2°, qu' a chaque systeme de valeurs
des g ne corresponde qu'une seule valeur de w; Enfin il ne doitezister
aucune racine commune a la fois aux trois polynomes, pnisqu'il ne
s'agit que des rapports.des quantitus g.

Ceci entendu, on apercoit immcdiatement qu'a une racine n'appar-
tenant qu'a un seul polyndme correspond une conique dont la classe est
pve'cise'ment l'ordre de multiplicity de cette racine, et dont l'ordre est
nnl, ou, en d'autres termes, une conique degene're'e suivant le mode A.
A une racine commune a deux polyndmes et y ayant le meme ordre de
multiplicity, correspond une conique d^generee suivant le mode A', c'est-
a-dire dont la classe est nulle et dont l'ordre est egal a l'ordre de multi-
plicity de la racine. Enfin, d'une maniere gene rale, a une racine mul-
tiple d'ordre m dans un des polyndmes, et d'ordre w-r;»dans un autre,
correspond une coniqne d6g6n6r6© d'ordre m et de classe n.
- • Dans cet exemple ou Ton pent cr6er des coniques d^gen6r^es en
• aussi grand nombre qu'on voudra, il est a remarquer que toutes celles
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da mode B se saperposeront a nn nombre limits d'entre elles, sans qne
cependant il y ait ancnne difficulty a les distingner les nnes des aatres.

I I I . Nombre8 caracteristiques relatifs a une condition pour une
conique.

10. Ainsi qne je 1'ai montre plus haut (No. 2), une condition quel-
conque $ pour une conique pent etre envisaged comme une relation
nume"rique entre cette conique et quatre points t, u, v, w, cette relation
6taut, en outre, projective. Supposons-la exprim^e an moyen des co-
efficients de liquation ponctuelle de la conique. Alors 4> est repre-
sentee par 1'eVanouisseruent d'an covariant de ax, contenant les co-
ordonnees de quatre points ind^pendants. Quelques-uns de ces points
peuvent y manquer. S'ils manquent tous, on a un invariant de as,
c'est-a-dire son discriminant. Je le mets de cdte\ et il demenre entenda
qu'il no s'agit ici que de covariants. En outre, liquation <&=0, entiere
par rapport aux coordonne"es de t, ... w et aux coefficients de ax, doit
hre indecomposable en facteurs de me"me forme. En d'autres termes,
il s'agit de conditions indecomposables.

Dans l'6quation * = 0 supposons que le triangle de reference soit
conjagn^ par rapport a la conique a, c'est-a-dire supprimons tous les
termes contenant les coefficients des rectangles, a12, .... Comme ci-
desflus, appelons g les coefficients des trois carr^s; groupons les termes
par rapport a ces qaantitcs; designant par <tx ce que devient 4>,
vons alors:

(3) •i

Les coefficients tels que H sont des fonctious des coordonne"es de
t, u, v, iv. Comme $ est nn covariant, il est visible que $ t est
symetrique par rapport aux g, quant aux exposants, c'est-a-dire qu'au
terme mis en Evidence dans (3) correspondent, comme existant effec-
tivement, ceux qui s'en d6duisent par la permutation des exposants, le
coefficient H £tant d'ailleurs change. Considerons l'ensemble de ces
divers termes, et caracterisons-le par les exposants, en l'appelant le
gronpe (TT, X» )̂» e* convenant de supposer TT > ^ > a. Entre ces trois
nombres existe d'ailleurs la relation

(4) ir + x + o" = c = constante. . .
Ce sont ces groupes d'exposants qui vont jouer ici le r61e. preponderant,
et je dois entrer dans quelques d6tails a leur sujet.

11. Parmi les groupes (ir, x> <r)» ^ e n es* u n a u ^oins ponr lequel a
est nul.' Sans quoi, * t qontiendrait le facteur gig9gt, et, par suite, *
contiendrait en facteur le discriminant de a", ce qui est contre
J'bypothese. .
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En meme temps qne *, conside'rons une condition correlative <&'. On
ponrra exprimer cette condition en remplacant dans $ les coefficients
de liquation ponctuelle de la conique par ceux de liquation tangen-
tielle, en m&me temps que les coordonne*es de t, u, v, to par les co-
ordonnSes de quatre droites. On aura done $1 en remplacant, dans $.,
les g par leurs inverses, et chassant les de'nominateurs. Pour obtenir
le re'sultat de*finitif, imaginons d'abord que nous multipliions par
(9i9t9i)e' Alors au terme g*g?g" correspond le terme 9°x~'^g\~xgc

s~
<T'

Si II est le maximum de *-, liquation obtenue contient alors le factenr
(Si 9i9»)°~n' Ce facteur doit etre supprime*. Si Ton pose alors :

/3 = minimum de (x+°0» H = c—/3,

on tronve qu'au groupe (v, x, o) correspond le groupe (v\ x> °0
ainsi de'fini:

(5) ix;=
On passera de meme de (*•', x', *') a (*, X» °") par des Equations
analogues:

>• * 1 * / f * O =

Ges Equations conduisent a d^finir autrement les groupes d'exposants,
en introduisant les nombres qui s'e'ehangent entre eux par duality.
On conside'rera pour * les deux nombres a, )3 et pour chaque groupe
de termes les deux nombres v, a. On dira alors, au lieu du groupe
(*•, x» °")> 1° groupe (<r, a'). On aura d'ailleurs d'apres (5) et (6)

(7) X = * ' - * + & * = a + / W ,
et on remarquera que la condition <r>\>a donne:

(8)... j3 > maximum de (2<r— a'), a > maximum de (2(/—a).

12. Parmi les groupes (<r, <r)t quelques-nns sont a distinguer comme
devant seuls joner un r61e. Ce sont oeux que Ton pent appeler minima.
Je dirai qu'un groupe fa, o\) est non-minimum s'il en existe un autre
(«r, <r') tel que Ton ait a la fois

a < <rv . o < o\, .

tine des deux in^galitSs pouvant se re"duire a I'6galit6. Tons les groupes
non-minima e'liminSs, il en reste quelques-uns. Ce sont les derniers
que j'appelle minima. On pent les obtenir ainsi: rangeons les divers
groupes dans l'ordre croissant relativement a e. Parmi ceux ou <r est
le m^rne, prenons seulement celui ou a est le plus petit, et omettons les
autres. Puis, dans ceux qui restent, ne retenons que ceux qui se tron.
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vent, & partir da premier, ranges par rapport a a' dans l'ordre de'crois-
sant. Les groapes qui res tent sont minima. Comrae on l'a observe"
(No. 11), nne des valears de a est zero. H en est de meme de a. Les
groupes minima ainsi range's forment dono nne suite telle que

(9) (Or,) (?xa\) (*&) ... (*</) ... (**()),

et, en outre, les ine'galite's (8) ont lieu.

13. Je vais maintenant montrer que si Von donne A volonU la suite (9)
et lea deux npmbres a, /3 satisfaisant aux inegalites (8), il existe des co-
variants * ayant les nombres caractSristiques a, /3 et les groupes minima
donnes.

Je prouve cette proposition en formant un tel covariant $ comme il
suit. Soit P(p) une fonction homogene, de degr6 p, des coefficients de
a\, et a coefficients arbitraires. Soit de meme II (p) une fonction
homogene, de degre* p, des coefficients de liquation tangentielle de la
conique, Equation dont le premier membre est repre'sente' par le symbole
(jxbt,y. Soit enfin D le discriminant de ax. Pour cnacun des groupes
donnas (9), par exemple pour le groupe (<r, «r'), consid^rons la fonction

(10) H(«r,a') = D ' . n ( / 8 - 2 f f + (r').P(a-2(r/+<r),

dans laquelle, d'apres (8), les degre*s sont positifs, comme il convient.
Pour chacun des groupes, nous varions, bien entendu, a volonte* les
coefficients des fonctions P et II. Je fais maintenant

et je dis que la condition * = 0 satisfait auz conditions demandees.

1°. * est homogene par rapport aux coefficients de ax. Car D est du
3me degre, les coefficients de l'equation tangentielle sont du 2d degr6;
done le degr6 de S{ot a) est: , '

(11) 3<r+2G3-2<r + <7/) + a--2<r/ + <r = 2/3 + a.
Done * = 0 exprime une condition pour la conique a\ .

2°. Un changement de coordonne'es tel que (1) n'altere pas la forme
des fonctions envisages, mais rend seulement leurs coefficients des
fonctions de t, u, v, w. La forme de Vequation * = 0 est done inalteree
par une substitution homographique. '

8°. lies groupes minima de $ coincident avec la suite (9), et lea nombres
caract&ri8tique8 sont a, /5. G'est la le point le plus important a prouver.
L'e'galite' (11) prouve deja que le degr6 de * est (2/3 +a). Si main-
tenant on remplace dans * les coefficients a de liquation ponctuelle
par ceux a de liquation tangentielle, il faut comme on sait remplacer

par aijt Da^ D».
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- Les degrees de P et II dans (10) s'e'changent entre eux, et D est
affects de l'exposant (/3-j-cr'), dont le minimum est (5. Le facteur Df

supprime', on a le degre de *' en transposant les lettres dans celui de *.
Done le degr6 o de $' est (2a -|-/3). Done a, /J sont bieu les nombres
caracteristiques de $ que d^finissent les equations (5) et (6).

En ce qui concerne les groupes minima de <&, annulons, conforme-
ment au No. 10, les coefficients des rectangles de aa, et rempla^ns les
coefficients des Carre's par les lettres g. Au lieu de (10) nous pouvons
alors e"crire:

(11)..." flifoO = <jixg%g&<jlg%,gtg%tg%gW-u*«*i9»g*9*y*-'"*')-
Dans ce produit il existe eVideminent un groupe de termes dans

lesquels les exposants sout, en ordre croissant, o-, ft — <7+<r', a + ft—o\
e'est-a-dire, d'apres (7), un groupe (<x, <x'). II reste a montrer que,
relativement a tous les autres groupes deduits du memo produit, le
groupe (<r, <x) est minimum. Or deux lettres au raoius, dans un terme
quelconque, ont simultan&ment des exposants non inferieurs a la somme
(ft — a-\-a) des deux premiers exposants dans (11). Soit douc (or,, <T[)
un autre groupe deduit de (11). L'exposant moyen x» dans ce groupe,
est, suivant (7), /3—or,-J-e\. II n'est pas moindre que /3 — <r + a. Done:

a\—ax > a — a. .,

Mais aucune lettre ne peut avoir un exposant moindre que a. Donp
al est au moins ^gal a a. Done aussi, d'apres la derniero inegalite,
a\ n'est pas moindre que a. Done le groqpo (er,, <T[) different de (<7, a)
u'est pas minimum. Done (or, a) est le seul groupe minimum prove-
nant de H(a, a) ; ce qui d^montre la proposition annoncee.

14. On peut former d'une maniere plus geomdttiqne un covariant *
ayant des groupes minima choisis a volonte. A cet egard, je me con-
tenterai ici d'un enonc6 facile a d6montrer au moyen des rcsultats du
No. 13.

Soit, sur une droite L, trois points donu.es yt z, t; soient aj, x Iss points
ou L est rencontree par une conique a. Covsiderons les deux rapports an-
harmoniques (y, z, t, x) et (y, z, t, x'), et suit r leur difference.

Soit aussi, par un point I, trois droites donnees Y, Z, T; soient X, X'
les tangentes ment'es par I a a. Considdrons de meme la difference R des
deux rapports anharnwniques (Y, Z, T, X), (Y, Z, T, X').

Soit maintenant, pour tine conique a, la condition

* = /(r8, i?) = 2Ur2TVT = 0,
/ etant unpolynome entier. Les groupes d'exposants minima (a, o) de la
condition <fr cnincident avec les groupes minima formes avec les nombres r
et r. Les nombres a, ft sont egaux respectivement au double du maximum
de r' et de r.
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On pent, dans l'enonce de cette derniere condition, substituer a r la
longueur de la corde interceptee par a sur L, et a JS le sinus ou la
tangente trigonometrique de Tangle des tangentes issues de I. Les
conclusions ne seront pas alt^rees. Mais, de la sorte, la condition
n'est plus e*noncee sous forme projective.

15. Revenona maintenant a la consideration d'un covariant tf» quel-
conque, et de la fonction $x qui s'en de"duit (No. 10). Les coefficients
H de cette fonction dependent des arbitraires t, w, v, w. Si, corame on
en est convenu (No. 3), on laisse ces arbitraires inde*termin6es, les
quantites H jouissent de la proprie'te suivante, qu'il est essentiel de
mentionner pour la rigneur des demonstrations subsequentos :

Entre les quantites H il n'existe aiicune relation UnSaire et Itomoghie
identique

(12) pH+p'H'+p"JI"+... = 0,

dans laquelle p, p\ p'... soient des constantes independantes de t, u, v, w.

Pour le prouyer, rappelons-nous comment * a Hi suppose deduit
d'une equation quelconque a laquelle doivent satisfaire les coefficients
de l'equation d'une conique. Cost en faisant dans cette Equation le
cbangement de coordonn^es (1). Or il est visible que ceci revient a
remplacer dans les coefficients av, symboliquement ecrits a{ait les
sjmboles

a,, a8, fl8

par (tvw) au, (twu) av,. (tuv) aw.

Puis, pour obtonir $ u on supprime les termes qui contiennent lea
coefficients des rectangles, et on remplace les.coefficients des Carre's par.
les lettres g. D'apres cette observation, on se convaincra aisement qoe
la quantity H, coefficient du terme mis en Evidence dans (B), est par
rapport aux lettres u, v, w affectdes de l'indice 1 (en appelant ulf w,, «,
les coordonn^es de u, . . .), homogene et du degr^ 2c + 27r; par rapport
a ces memes lettres, affecte'es de l'indice 2, du degre 2c + 2%; et par
rapport a ces lettres affect£es de l'indice 3, du degr6 2c + 2<r. Done les
coefficients H de deux termes qui different eutre eux par les exposants
des g, different eux-memes par leur composition en egard aux indices,
des lettres M, V, W. Done l'identite (12) est impossible.

IV. Du nomhre des. coniques d'un systeme, qui satisfont a une
condition.

1G. C'omme je l'ai annonce au No. 4, je vais traiter le probleme pour
un cas partjculier. La condition <b sera quelconque, raais le systems
sera tin de ceux dont la definition a 6t6 donne6 au No. 9; il sera com-
post de coniques conjuguees par rapport a un triangle fixe, qt unicur-
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sal. Les trois quantity g sont alors des polyndmes entiers d'une
variable «, et d'un meme degre*. Bempla9ant les g par ces polyndmes
dans $!, j 'ai an noaveaa. polyndme en tier en w, dont les racines re"-
pondent aax coniqaes da systeme qai satisfont a <t». La question pro-
posed (No. 3) est done ici ramene'e a la discussion des racines de ce
polyndme.

J'examinerai d'abord quelles sont les racines inde"pendantes des
arbitraires t, u, v, w de la condition 4>, et quel est leur nombre. Je
demontrerai ensuite que les autres racines sont simples; elles re"pondent,
comme on sait, aux ve"ritables solutions cherche'es. Le nombre de ces
racines sera done celui des solutions, J'obtiendrai d'ailleurs le nombre
de ces racines comme la difference entre le degre" da polyndme et le
nombre des racin6s de la l^re cate"gorie.

17. Soit ft une racine da polyndme, qae je continaerai a designer
par $!; et supposons que cette racine ne varie pas avec t, u, v,w. En
dSsignant par p la valeur de g*g*g* (No. 10) pour <•» = ft, et de
mdme par p\p" ... les valeurs des autres termes, on a, d'apres l'hypo-

these: pH+p'H'+fH"+...= 0,

qui doit etre une identity. D'apres le No. 15, cette identity est impos-
sible. Done p, p', p" ... sont nuls s^par^menfc. Mais, parmi ces quan-
tite*s, il en est qui ne contiennent pas le facteur gxg%gs (No. 11). Done
deux au moins des quantit^s g sont nulles. D'ailleurs les trois g ne
sont pas nuls a la fois (No. 9). Dono la racine fi correspond a une
conique d6gen6r6e dans le mode A' ou le mode B, ce qui est conforme
aux observations du No. 4. II s'agit maintenant de calculer l'ordre de
multiplicity de cette racine. Soient m, m + n les ordres de multiplicity
de la racine ft dans deux des polyndmes g. Farmi les termes du groupe
(JT, Xi "•) (No. 10), celui qai contient le facteur (w—ft) avec l'exposantle
moindre, le contient au degr6 o (wi + n) + ym. Si maintenant, comme
au No. 12, on introduit au lieu de ir, x> a les nombres a, p, a, a', on a
d'apres (7):

m —

Si dono, considerant les divers groupes (</, a) de $l t on pose

(13) y = minimum de (<m+</m),

on en conclut que *x contient le facteur (w—ft) au moins au degre*
fim+y. Mais je dis anssi que $j ne contient pas ce factear a un degre*
plus Sieve". En effet, ce facteur etant supprim^ (/3wt+y) fois, il reste
dans $! des termes qui sSparement ne contiennent plus le facteur
(w—ft). L'ensemble de ces termes ne peut pas lo contenir de nouv.eau;
car en faisant « = O, ou aurait encore une identity telle que (12), et
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qui est impossible, qaand t, u, v, w restent indetermine's. Ainsi l'ordre
de multiplicite de la racine Q dans *x est pr^eisement /8;» + y.

Que Ton preune succesgivement chacune des racines H qui appartien-
nent a deux des polynomes g, et que pour chacune d'elles on forme le
riombre analogue a y, que Ton fasse ensuite la somme F de.ces nombres y;
que Ton designe ensuite par M la somme des nombres m, c'est-a-dire la
somrae des ordres de multiplicity de ces racines Cl pris pour chacune
d'elles dans celui des deux polyndmes g ou cette racine entre effective-
ment, mais le moins de fois; la somme des ordres de multiplicite de ces
racines XI dans *j est 6gale a fiM-\- F. ; • .

On remarquora: 1°, que les nombres wi, n sont l'ordi'e et la classe de
Ja conique deg6n6ree qui repond a w = £2; 2°, que les groupes minima
(<rt a) de *j concourent seuls a former les nombres tola qne y, ce qui
Justine l'introduction des groupes minima dont j'ai parle plus haut;
3°, parmi les valeurs de <r, a il y a toujours les valeurs zero. Done, si
l'un des nombres m, n est nul, y Test aussi, c'est-a-dire que les coniques
deg6nere"es suivant le mode B concourent seules a la formation du
nombre F j 4°, enfin, si *, ne contient qu'un seul gronpe minimum,
qui est alors (0, 0), y est toujours nul, et par suite aussi F.

18. Demontrons maintenant quo les autres racines du polyn&me
entier «l>i sont simples. S'il en etait auti-ement, ce polyndme pour rait
se decomposer en ¥26, ^ et 9 ayant pour coefficients des fonctions
entieres des coefficients de 4>n par suite des fonctions entieres des co-
ordonuees de t, u, v, w. Ainsi ^, se decomposcrait de la sorte toutes
les fois qu'on y^mettrait pour la conique qui y figure une conique da
systeme envisage; par suite, en raisonuant comme au No. 4>, on en
conclurait que cette decomposition a lieu pour une coniqne quelconque.
Done la condition * serait decomposable, ce qui est contre rhypothese.

19. Les trois polynomes g sont, par hypothese, d'un meuie degr«5 a.-
En consequence, le degre lo plus 61ov6 des termea de 4>, est a ( f + x + ff)
ou (Nos. 10 et 11) a (2/J + a). C'est precis^ment le degr^ do fy; car
un abaisscment de co degre exigerait une identity telle que (1-) et
qui est impossible. Done le nombre des racines variables aveo
t, u, v, w est:

N = a (2j3-f-u)-/3iV-F = aa+0 (2a-M)-T.

Pour obtcnir la signification geoinotrique des nombres a ct (2a —If)
qui dependent du systeme seul, il suffit de choisir deux exemples:

1°. Soit * la condition de passer par un point u. On a alors:

* i =

Ici (Nos. 10 et 11) a = 1, j3 = 0; ot il y a un soul groupo d'cxposanU
VOL. IX.—KO. 1 3 1 . M
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minima (0, 0). DonoF=0. Si done /* est le nombre des coniqnes du
systeme qui passent par le point arbitraire u, on a /i = a.
• 2°. Envisageons maintenant la condition correlative, toucher une

droite. D'apres le No. 11, il suffit d'e"changer a, /3 et a, <r. Done F = 0,
a' = 0, /3 = 1. Done, si v est le nombre des coniqnes qui touchent une
droite arbitraire, on a v = 2a—M. La formule devient ainsi

(14) ." N = a / i + j 3 v - r ,

et satisfait explicitemeut an principe de duality. Dans cette formule,
les elements relatifs a la condition 4> ont 6te ici d£finis pour une condi-
tion quelconque. La demonstration prec^dente a trait a un systeme
particulier. Mais j 'ai donn£ (Nos. 7 et 8) les definitions des nombres
in, n relatifs a nne conique d£g6n£r£e d'un systeme quelconque; d'autre
part, les caracteristiques ft, v ont une definition qui s'applique aussi a
un systeme quelconque. 11 n'y a done aucune difficulty a appliquer a
un tel systeme la formule (14). J'enonce ici, sans le de"montrer, que
cette application est l^gitime, et je renvoie, com me je l'ai dit pr6ce-
demment, potir cette extension a un me"moire plus e"tendu qui sera
public ult£rieurement.

20. Deux cas particuliers de la formule (14) sont a signaler, en se
conformant aux remarques du No. 17,

THEOREMS I.—Si un systtme de coniques, dont les caracteristiques sont
p, vt ne contient aucune conique degSniree suivant le mode B, le nombre
des coniques de ce syst&me qui satisfont, d'autre part, a une condition pro-
jective quelconque, dont les arbitraires restent indeterminSes, est ctfi+Pv,
a et fi Hani deux nombres entiers qui ne dependent que de cette condition.

Remarque.— Les nombres a, /3 ont e" te d^finis par une representation
alg^brique de la condition (No. 11); znais le th£oreme I en donne
maintenant une definition geometrique, que Ton obtiendra en appli-
quant ce th^oreme a la condition envisaged et a deux systemes diflerents,
qui n'aient point de coniques degen6r6es du mode B.

Le second cas parfcicnlier a signaler est celui ou la fonction $t ne
contient qu'un groupe minimum (0, 0). Dans ce cas, la formule (14)
se re"duit encore a a/i+/3v, quel que soit le systems. Pour substituer a
ce criterium algebrique un criterium g6om6trique, il suffit de consid£rer
un systeme particnlier contenant une conique degener^e du mode B.
En se placant a ce point de vue, on verra ais&ment que Ton peut dire:

THEOR&ME II.—Soit S le faisceau des coniques qui ont, en un point
donnS, des contacts du 3me ordre avec une courbe donnSe. Si le nombre

, des coniques de ce faisceau, qui satisfont d une condition $ est a+fi, le
nombre des coniques d'un systeme quelconque (j*t v) qui satisfont a cette
mime condition * est toujours aft + (iv.
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Ajoutoiis maintenant que: Si un systeme 8 envisage ne satis/ait pas a
la restriction enonoee au Th. I, et si une condition * ne satis/ait pas a la
restriction enoncee au Th. II, le nombre des coniques de 8 qui satisfont
d, 4> est inferieur a ap+(iv, et en differe d'un terme complementaire F.

21. II reste maintenant a donner a ce terme comple'mentaire F one
forme ge'ome'trique. Imaginons une fonction entiere ¥ de deux varir
ables as, y, ainsi composee

les coefficients A y e"tant arbitrairement choisis, et les exposants a, a
6tant les exposants minima de 4>r L'equation *9 = 0 represente, en
coordonne'es rectilignes, une courbe qui passe a l'origine des coor-
donn^es, saufau cas ou existe le groupu (0, 0). Dans tout autre cas,
la nature de ses branches a l'origine des coordonne'es dcfinit complete-
in ent les groupes minima (o-, a), et en donne une image. Appelons
cette courbe V attachee a la condition <I>.

Envisageons maintenant le cycle de branches de courbe represented
par les equations:

(15) x = W"/(W), y = ««^(«), '

ou / et 0 sont des developpements arbitraires suivant les • puissances
eritieres et ascendantes de w, commencant par des termes de degrS z^ro.
Le nombre des intersections des branches de ce cycle et de ¥ , re*unies
a l'origine des coordonne'es est eVidemment dgal au minimum de
(on+<r'm). C'est justement l'expression (13) de l'^l^ment y. Com-
posons done une courbe 2 qui, pour chaque conique de'ge'ne'ree, d'ordre
m et de classe n, d'un systeme JS>, contienne un cycle de branches tel
que (15). Alors le terrae complementaire F sera represent^ par la
nombre des points qu'ont en commun, a l'origine des cooi'donne'es, lea
courbes ¥ et 2. On peut varier a l'infini les courbes ^ et.S pour une
meme condition * et un meme systeme S, puisque c'est la nature de
leurs branches autour d'un point qui seule intervient. Je prendrai, par
oxemple, les definitions suivantes:

Pour chaque conique d'un systeme conshUrons les deux nomlres Rs et t1

definis dans Venonce du No. 14, et prenons-les, le premier pour Vabcisse,
le second pour Vordonnee d'un point. La conique variant dans le systbne,
ce point decrit tine courbe, que nous dirons attached au systeme. (On peut,
suivant la remarque du No. 14, remplacer JE et r par un sinus et une
longueur.)

Soit une condition * pour une conique. Supposons une conique con-
jugueepar rapport a un triangle aho; soit pun des points ou cette conique
rencontre be, et soit q un des points on elle rencontre ab. Pour cette

M 2
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conique, la condition pent s'exprimer par une relation \j/ (», y) = 0 entre

La courbe represented par I'equation 4* (as, y) = 0 sera dife attached
& la condition $.

Ces definitions poseea, on pent dire alors:

THEOR^ME III.—Le terme complementaire relatif a tin systems et a une
condition est egal an nonibre des points qu'ont en commun a Vorigine des
coordonnees la courbe altachee au systems et la courbe attachee a la
condition.

V. Exemples.

22. Je vais donner ici quelques exemples du calcul do la formula
(14) en envisageant des conditions $, dormees sous des formes g6o-
znetriqucs.

Je suppose que la condition 4> consisto en une relation projectile
entre la conique a et une conique don nee b. Cette condition s'ex-
prime, comme on sait, par une relation entre les coefficients du discri-
minant de a-\-\b, et cctte relation est homogene par rapport aux co-
efficients de a, ainsi que par rapport h ceux de b. II en resulte aise*-
ment que cette relation peut aussi etre envisagee comme une Equation
Bymetrique et homogene entre les trois racinea X, X', X" de ce discrimi-
nant, et reciproquemcnt. Je suppose la relation mise sous cette der-
uiere forme, et, sans la transformer, je vais faire le calcul de la formula
(14) relatif a cette condition ct u un systeme arbitraire.

En premier lieu, le dcgre de l'equatiou, par rapport a X, X', \", est
aussi celui de * r Soit c ce degre, ou a deja

2/3 + a = c,

snivant les formules (6). Si a est une conique degeneree, d'ordre m
et de classe n, il est visible que deux des X sont infinimcnt petits, Tun
d'ordre m, l'autre d'ordre m + n, exactement comme les g (No. 8).
Faisons done X infiuiment petit d'ordre m + nf X' infiniment petit
d'ordre in. Si lo premier membre de liquation devient ainsi infini-
ment petit d'ordre p, on aura

p — fim + y.

En choisissant do diverses manieres les nombres m, n, on determinei'a
ainsi fi ct les groupes (<r, a) de la condition.

Duns beaucoup do cas, la relation cnlre les X n'est pas imrncdiate-
rnent donnee sous forme symctriqao. Quand il en est ainsi, on la rend
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symetrique en faisant le prodait des factenrs dissyme'triques differents,
obtenus par la permutation des lettres. II est clair qu'alors on pent
faire porter le calcul sur un seal facteur. Ces generalities admises, je
prends des exemples concrets.

23. Soit d'abord pour $ la condition que a toucbe b. Cette condi-

tion s'exprime par ^ = X—\'=0.

II y a six factears analogues a multiplier entre eux. Done :

On en pourrait d6duire a=/3 = 2 ; car il est manifesto que a et /3
sont des nombres egaux. Mais appliquons ici notre me'thode. Le
facteur <p n'est infiniment petit que si \ et X' sont tous deux infiniment
petits; et si les ordres respectifs de X et X' sont vi+n et TO, X—X' est
d'ordre m. Done deux des six facteurs sont infiniment petits d'ordre
w, les autres restent finis. Done

pm + y = 2m.

Dono y est toujours nul, et j3 est egal a 2. Done, suivant un tb6o-
reme bien connu : le nombre des coniques d'un systeme (jt, v) quelconque
qui touchent une conique donnee est egal a 2 (/u-fv). C'est un exemple
du theoreme II.

24. Soit r le rapport anharmonique des quatre points d'intersection de
a avec une conique fixe bt consideres sur a; soit s le rapport anharmonique
des quatre memes points, consideres sur b, dans le memo ordre; et en-
visageons successivement les deux conditions definies, pour la conique a,

par les equations $ — 8p—hrq = 0 , i/> = spr9—k = 0,

Is itant un nombre donne et p, gr des entiers premiers entre eux.

A l'dgard de la condition <f>, on trouvera sans peine, si p > q, que
le facteur type est:

<j> = X'« (X'-X")p- ' - k\" (X-X")"-«.

En raisonnant, comme au No. 23, on trouvera que

Si p >q, le nombre des coniques d'un systeme (/«,»') quelconque, qui
satisfont a la condition <p, est .(Gp—4^)^ +2qi>; ct aussi,

Si p<q, ce nombre se change en 2p/.i-{-((jq — 4p) y.

Ces deux nombres se reduisent de moitie si k = — 1; et, si k = 1, Us
doivent etre dimimtes de 2(ft + »/) et ensidte diviscs par 2. Ces deux
•circonstances proviennent de ce quo, dans le premier cas, <f> est
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syme'trique en X, X', et qne, dans le second, il deyient syme'trique
apres suppression du factenr (X—X').

Ainsi la condition <p donne encore exemple da the*oreme II.
Mais il n'en est pins de me'me de la condition \p. Le factenr type

est alors i/> = (X'-X")*+« X«- k (X-X")* •« X'«,

et l'on en tire les conclusions suivantes :
Soient /u, v les caracteristiques d'un systbme 8, N* la somme des classes

de celles des coniques degenirees de 8 pour chacune desquelles le rapport
de la classe a Vordre est inferieur a p : q, et M" la somme des ordres des
autres coniques degenSrees. Le notnbre des coniques de 8 qui satisfont <J
la condition ¥ est;

6 (pfi+qv)—2N'q—2M"p.

On voit qu'ici il y a nn terme comple'mentaire 2 (N*q + M"p) qui est
nul dans le cas seulement ou le systeme 8 ne contient aucane conique
d6ge"ne"ree suivant le mode B.

On remarquera encore que, si & = — 1 , hresultat doit etre divisepar 2,
et, si k=l, il doit etre diminue de 2 (JA+V) puis divise par 2.

25. Voici un dernier ezemple ou le calcul se fait d'une maniere
analogue. On donne deux coniques fixes b, c, et Von envisage, pour une
conique at la condition que le rapport ariharmonique de ses points d'in-
tersection avec b, pris sur a, soit 6gal au rapport anharmonique de ses
points d'intersection avec c, pris sur c.

Soient X, X', X" les racines du discriminant de a-f \6, et aussi I, l\ I"
les racines da discriminant de a + h. Le facteur est ici:

0 = x (x'-x") ( j - o - x'(x-x") (r-1").
H faut permuter entre elles les lettres X et aussi les lettres I, ce qui
donne 36 combinaisons. Mais, ainsi que je vais le montrer, 12 seule-
ment de ces combinaisons sont distinctes, en sorte qu'on aura:

d'ou l'on pourrait deja conclure a = /3 = 12.
Si Ton dSsigne par r, s les deux rapports anharmoniques, on ob-

tiendra six factenrs distincts en donnant successivement a s six deter-
minations distinctes sans alte>er r. Ces six factcurs derivent done de
(>•—«) par le changement de 8 seulement. . Puis en changeant succes-
sivement r on aura six groupes de six facteurs chacun. Mais trois de
ces groupes contiennent l'expression (r—$) et trois autres l'expression
(#—r), comme on le voit en faisant le meme changement a la fois sur r
et snr e dans (r—t). Done il y a en tout 12 facteurs, savoir les 6 fac-
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tenrs qu'on de"duit de (r—s) par le changement de 8 senl, puis 6 fac-
tenrs respectivement egaux et de signes contraires anx pr£c&dents. II
suffira done d'op^rer sur 6 facteurs deduits de (r—s) par changement
de a senlement, et de doubler les r£sultats. Ainsi je n'ai qu'a permuter
les letfcres I dans <j> en supposant, par exemplo :

X, I infiniment petits d'ordre m+n,

\", r , finis.

II est Evident qne les facteurs seront d'ordre m, a moins que le second
terme, qui contient deja X'(X—X"), n e contienne (I— V). Dono 4 fac-
teurs sont d'ordre m, et il y a exception pour les deux suivants:

^ = X (X'-\") (I"- V) - \'(\-\") ( J - O ,

x") ( r - V) - \ ' ( \ - \") (V- i)t

qui sont d'ordre m + n o n d'ordre 2m suivant que n est infe'rieur ou
sup^rieur a m. Dela enfin la conclusion suivante:

Soient, pour un systeme de coniques, p, v les caractiristiques, N* la
somine des classes de celles des coniques degenirees pour chacune desquelles
la classe est vnferieure a Vordre, et M" la somme des ordres des autres
coniques degenSrSes. Le nombre des coniques de ce systhme qui satisfont a
la condition ci-dessus est 12 (/i + v) — 4 ( - l f '+ N').*

Si, au lieu de cette condition, on envisageait celle qui consisterait en
ce que les deux memes rapports anharmoniques fussent egaux et de
signes contraires, on verrait imm^diatetnent que le r^sultat precedent
devrait etre simplement r^duit de raoiti^.

26. Pour que Ton se rende compte des circonstances qui s'offrent dans
les exemples pr^c^dents, j'ajoute ici quelques considerations g^om6-
triques au snjet du rapport anharmonique de quatre points, pris sur
nne conique qui deg^nere.

Soient 1, 2, 3, 4 les points d'intersection de deux coniques a, b, et
I, II, III, IV les points de contact de b avec les tangentes communes
a a et b. On sait que le point de rencontre de deux cordes conjugates
quelconques du premier systeme est aussi un point de rencontre de
deux cordes conjugates du second. En consequence, si a nn point
d'un des systemes on associe un des points de l'autre, en le choiuissanfc
d'ailleurs a volont6, il en resulte une association parfaitement d^terminee

* Dans ma communication du 13 Nov. 1876, adrcssco a l'Acaddmio des Sciences,'
j'ai 6nonc6 fautivement ce r^sultat, en le divisant a tort par 2.
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entre les points des deux systemes, association de*finie par cette condi-
tion que deux cordes conjaguees quelconques d'un des systemes con-
conrent avec leurs associe'es.

Geci entendu, on a cette proposition : le rapport anharmonique des
quatre points 1, 2, 3, 4, considerSs sur la conique a dans un ordre quel-
conque, est Sgal an rapport anharmonique des points I, II, III, IV sur la
conique b,prU dans Vordre correspondant par association.

Supposons que a, faisant parfcie d'un systeme, dege'nere suivant le
3me mode. Soient D et d la droite et le point, limites de a, le point d
snr la droite D; p, q les points de rencontre de b et D; r, s les points
de contact de b avec les tangentes issues de d. Les coniques a et b ont
en commun deux points 1, 2 infiniment voisins de p, et deux points 3,
4, infiniment voisins de q. Leurs tangentes communes ont aveo b deux
points de contact infiniment voisins de r, et deux points de contact
infiniment voisins de s. Si deux points associes portent le meme
nume'ro, on voit aisement que, suivant la disposition des points 1, 2, 3,
4, le point I e*tant cense* voisin de r, ce sera en meme temps le point III
ou le point IV qui sera aussi voisin de r. Dans le premier cas, le
rapport anharmonique .

a ii in iv) l H I I I I V

croit au-dela de toute limite; dans le second, il a l'unite pour limite,
En meme temps, le rapport anharmonique associe (1, 2, 3, 4), conside're'
sur 6, a ze"ro pour limite. Par suite, le tableau suivant montre que ces
deux cas n'en font qu'un, et qu'aux deux valeurs ze"ro du rapport an-
harmonique de 1, 2, 3, 4 sur b correspondent les valeurs 1 et oo du
rapport anharmonique de I, II, III, IV.

_ 1 _ -I 1 ft) — 1 tO

HI 1 — to to tO— 1

0 co 1 1 oo 0
1 1 0 oo 0 oo

Mais, d'apres la proposition rappelee plus haut, 'les rapports an-
harmoniques de I, II, III, IV coincident avec ceux de 1, 2, 3, 4
envisages sur a. Done on voit que le rapport anharmonique de ces
derniers points, envisage sur l'une des coniques, devenant ze*ro, il
devient 1 ou oo quand on Ten visage sur l'autre. C'est la ce qui
explique les circonstances rencontrees dans les exemplcs precedents.

VI. Des Equivalents.

27. Jusqu'ici j 'ai conside're' exclusivement des conditions indecora-
poeables. J'introduis maintenant des conditions composeea.
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* ' = 0, $"= 0, ... diverses conditions. Liquation 0 = 4» = *'$"...
de'finit une condition composee, que l'on pourra dire la somme des
composantes pour la raison suivante.. Soit N' le nombre des coriiques
d'un syst&me (a) qui satisfont a $'; soit N" le nombre des cohiques
de (a) qui satisfont a $" ; ... soit enfin * le nombre des coniques de (a)
qui satisfont a * ; on a JV= N'+ -ZT+...

Soient $ et *x deux conditions telles que le nombre des coniques d'un
systeme (a) qui satisfont a Tune ou a l'aulre soit le meme, et que cette
circonstance ait toujours lieu, quel que soit (a). Je dirai que <S> et $j
.sont deux conditions equivalentes.

28. Consid6rons, comme au No. 21, une courbe ¥ attach£e a une
condition 0, supposons cette courbe de'composee, a Torigine des
coordonne*es, en ses branches line"aires ou superlin^aires, et soient

les Equations qui repr^sentent une de ces branches. La lettre/de*signe
un developpement suivant les puissances entieres et ascendantes de U
commenfant par un terme constant; et p et q sont deux nombres entiers
positifa. De plus, les coefficients A de l'equation qui definit ^ (No. 21)
restant indetermin^s, on sait par la theorie des courbes algebriques que
p et q sont premiers entre eux. Soient (p, q)f (p', q") ... les couples
de nombres analogues, l'idenfcite de deux couples e*tant d'ailleurs
possible.
. Pour l'objet actuel, on peut remplacer la courbe ^ par la courbe

compost 0 = % = (z"-Byq) (x^—Fif)

En effet, en vertu de l'inde'termination des coefficients A, B, ... le
nombre des intersections confondues a l'origine, avec une courbe quel-
conque, sera le meme pour ¥ ou pour ^r

1.
Or, d'apres un r^sultat du No. 14, ¥a est composee des courbes

attach^es aux diverses conditions

D^signons par (p, q) une telle condition elementaire. Nous avons ce
premier resulfcat, que la courbe attachee a * est la superposition ou la
somme des courbes attachees a. plusieurs conditions elemeutaires.

D'apres le No. 14 encore, les nombres analogues a d et |3 sont, pour
la condition (p, q), respeotivement 2 j et 2p. Done, pour la condition
% somme: de (p,q), (p\ qf), ..., on a:

'+...), A = 2
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Mais, snivant le No. 12, ces deux derniers nombres sont pre'cise'ment
e'ganx respectivement a 2<r'o et 2<rt. Si Ton fait

les ine'galite's (8) montrent alors que a et b sont des nombres positifs.
Designons par P et par D la condition, pour une conique, de passer

par un point ou de toucher une droite; il reunite de ce qui precede

l'^quivalence <& = aP+62? + (p, q) + ( / , <?') + •••
En effet, la condition compose'e, represented par le second membre, a
la meme courbe attaches et les raemes nombres a, /3 que la condition $.
Done elle lui est e*quivalente. Done

THEOpiMK IV.— Une condition quelconque est Squivalente a la somme
d'un nonibre UmitS de conditions SUmentaires.

On pent des lors remplacer les propositions pre'ee'dentes par le TheV
reme IV et le suivant:

THEOBEMB V.—Soit, dans un eysteme, de caractiristiques f*t v, une
conique degSniree d'ordre m et de classe n; soit, pour cette figure, y le
plus petit des deux produits mq, np. Soit enfin T la somme des nombres
analogues a y pour toutes les coniques degenerees du systhne. Le nombre
des coniques de ce systems qui satisfont a la condition (jp, q) est

On pourra conventionnellement mettre an nombre des conditions (p, q)
les deux conditions P, D, en snpposant:

P = ((U), D = G,0).
Pour tout autre cas, p, q seront des entiers premiers entre eux. La
convention pr^cedente a I'avantage de r^duire a sa pins simple expres-
sion la formule qui donne le nombre des coniques satisfaisant a cinq
conditions s£par£es, formule dont la recherche fait la suite naturelle du
me'moire actael.

29. Les exemples envisages an paragraphe V revStiront niaintenant
les formes snivantes:

Pour la condition <j> du No. 24, on aura:

Si p>q, .' • 0 = (6p

Pour la condition ^ de ce meme No. 24, on a :

et pour celle du No. 25,
* = 4P+4Z)+4( l , l ) . . v.

Ces exemples me paraissent snmre a eclaircir les theories exposes
dans ce memoiro.


