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41.
Ueber die Functionen welche der Gleichung
¢x+ @y = Y(«fy + yfr) genugthun.
(Von Herrn N. H. Abel.)

De: Gleichung
| ¢z + ¢y = Y (@fy +yf3)
wird genug gethan, wenn

fy = 3y und Q@r = Yr = logx
ist. Denn dieses giebt:

logz 4 logy = logry;
. desgleichen, wenn

fy=v(A—y) und @z = x,b:v = arc¢ sin z,

welches

arcsinz - arc siny = arcsin[zy (1 —y°) 4 yy (1 —2%)]
giebt.

Es wire moglich, dafs ihr auch noch auf andere Weise genug ge-
than werden konnte. Dieses soll untersucht werden.
Man setze der Kiirze wegen
sfy + yfz =1,
so ist die gegebene Bedingungsgleichung folgende:
1. ¢z + @y = +4r
Differentiirt man diese Gleichung nach = und nach y, so findet man,

wenn man sich der Lia grang eschen Bezeichnung der Differential - Coef-
ficienten bedient,

oo = /r(2) i 9y = 90 (E2).
Dlese Gleichungen geben, wenn man die Grofse ~p’r eliminirt,
0s() = 07(2)
Der Ausdruck von r aber giebt: :
0
2 (52) =fr+yfz wd (35) = fetafy,
also wenn man substituirt,

3. Qy.(fy+yfa) = z.(fx+zfy)
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Man gebe nunmehr der verdnderlichen Gréfse y den einzelnen
Werth 0, welches erlaubt ist, weil z und y von einander unabhéngig
sind, so findet man in (3.), wenn man der Kiirze wegen

Qo =1¢a, fO=2a, fO=a

e —Q'zx(fr+a'zr) =
woraus auch, wenn man y statt x schreibt,

ae — @'y(fy+ao'y) =0
folgt. Diese beiden Gleichungen geben

setzt:

4, r = o ==
@’ Fefam und @'y = 7y +a/
und wenn man, nachdem %ff statt @’z gesetzt worden, integrirt,
ox
5. Qx = aa Fetam

Die Function ¢ x wird auf diese Weise durch fx bestimmt. Es kommt
also nur noch darauf an, fz zu finden. Setzt man in die Gleichung (3.)
statt @’z und @'y die Ausdriicke dieser Functionen (4.), so findet man,
nachdem reducirt worden:
6. (fz+a's)(fy + 3/ 2)—(fy +e'y) (fz +afy) = o
und dieses giebt, wenn man die Factoren multiplicirt, ,
7. fafy+ o'zfy +yfafz+ a'zyf e —frfy — o'y fo—afy fy —a'zyfy=0,
oder
8 x@'fy—fyfy—a'yfy)—y@'fe—fz.flz—a'zfz) = o,

oder, wenn man mit ry dividirt,
9 Sy Sy y—a'yf ) — L fr—frfr—d'z) ) = o.

Die Grofsen z und y sind aber von einander unabhiingig; also kann
diese G]elchung nicht anders Statt finden, als wenn

——(a’fy—-fyf’ —a'yfly) = (oc’f:c Srf'z—a'zf x) = Const. ist.
Es sei also ,
| 10. —i—(o&’fa:-—fxf’x—oc’xfx) =
so erhilt man:
11. fle(feta'z) 4 (mxz—a'fx) = 0.
Durch diese Gleichung wird die Function fz bestimmt. Sie kann inte-

grirt werden, wenn man
fe=1x.z2
setzt. Denn alsdann 1st
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, fo.0x = zdx+ 20z,
und man findet, wenn man substituirt,
(ox+x0z)(xz4a'x) + (mx—a'zz)0xr = 0,
welches, wenn man mit x dividirt,
(z0x+202)(z+4 )4 (m—a’z)dx = o,
[z2(z +oc’)+m——oe.’z]8};x+x8 z(z+a) =0
(@4 m)de +wdz(zta)) = o,
oder, wenn man mit x (z* - m) dividirt,

dax __ _8z(z+a’)

z z2—4m

oder

oder

giebt.
Hiervon 1st das Integral

fam _ z0z dz
= . z"—]—m —|-m

— 2
m = — n

Es sel

so 1st
dx z0z 3‘, 1 T—n
f;— = logx, /;2—— 7 log (z*—n®), f E;logz_.:l——;z’
also wenn man substituirt und eine willkiirliche Constante ¢ hinzufiigt,

1 2 2 o I—n
loge —logx = Jlog(z --—n)+2-—nlogz-—ﬁ, oder

logi— = Iog[(zz—-n")ﬁ.C;Z) ],

LI S ¥ ¥ '_5_:‘_71)2"
- = (= .Iz) . )

~+n

Es war aber fox = xz. Also ist z :::j%c, und folglich, wenn man sub-

~ woraus folgt:

stituirt:

¢ _ [(fe)—n*2*]t (fx—na 5
x x (_/'.:r:-}-n:c) > oder

i+ﬂ‘:. .o
= (fm—naF . (fx+ nz) 7,

oder, wenn man die 2nten Potenzen nimmt:
1. & = (fx— lzrx;)"“*“' (fsc + nx)""“' '

r =0 giebt c=a, weil fo=a war.

Dieses
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Dieses also ist die Gleichung, von welcher die Function fx abhingt.
Sie ist nicht allgemein auflosbar, weil 2 und @’ zwei unbestimmte Gro-
(sen sind, welche selbst imaginair sein konnen.

Die Gleichung (12.) driickt die allgemeinste Form der Function fx
aus, und es ldfst sich zeigen, dafls sie der gegebenen Bedingungs- Glei-
chung allgemein genug thut. In der That entspricht die Function fx
der Gleichung (11.), und aus der Form der Gleichung (9.) sieht man,
dafs sie auch dieser genug thut. Aber die Gleichung (6.) ist die Glei-
chung (9.) in verdnderter Gestalt. Also thut fx auch der Gleichung (6.)
genug. Aus der Gleichung (6.) aber findet man die Gleichung (3.),

wenn man Q'x = ﬁ%‘ﬂ setzt, und die Gleichung (3.) giebt, wenn

man xfy - yfox = r setzt:
or or
o o= () + oy (3) = o
Integrirt man diese partielle Differential-Gleichung nach den bekannten
Regeln, so findet man:
r = F((p'z' + @3),
und hieraus
Qx4+ Qy = r, oder
Qr+ @y = Y(zfy +yfx),
welches die gegebene Bedingungs- Gleichung ist.
Es ist noch iibrig die Functién Y zu finden. Zu dem Ende sei
y =0, so findet man, weil fo=ua,

Qr = Y(az) — QO

-
oder, wenn man — statt x setzt,

Yz = ¢+ Qo
Zusammengenommen findet man also, dals die allgemeinsten Formen
der Functionen, welche der Bedingungs- Gleichung

Pz + 9y = V(=fy t+y/fa) |

genug thun, folgende sind:

ox
@;L’ = aa ﬁ—_l-—_'m uml

x ox
Yz = ¢0+¢'¢;’ = a%f(%)-}-a’x + @o,

Crelle’s Journal. IL Bd. 4. Hft. 50
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wobei fx von der Gleichung

a = (fx—nz)"t (fz 4 nz)*

abhingt.
Es sei z. B.
n=ue = -;-,
so0 1st
o= fo—}a,
also

fx = a + ‘ix}
und folglich
. ox

Qxr = eua e = aalog(a+x) 4k,
-.p;::cpo-}-qo(f) 2k+aulogm+am]og(a+%)

Jr = 2fk - aalog(a®+ 7).
Die Bedingungs-Gleichung giebt also

|

k4 aalog(atx) 4 b4 anlog (a+y) =2k + ealog [a x(at1y) +y(@+32)]5

welches in der That zutrifft, denn beide Theile dieser Gleichung redu-

ciren sich auf

2k 4 aalog(e®taxfay-tzy).

Die Function @z wurde oben in der Form eines Integrals gefun-
den. Man kann auch fiir dieselbe, vermittelst der Logarithmen, einen
endlichen Ausdruck finden, wenn man die Function fz als bekannt an-

nimmt. Es sei nemlich
frd+rr=v und fr—anzx=1¢
so giebt die Gleichung (12.) .

“tzn vn~a’. tn-}-a'

Il

also
. tn{a' — a@zn. va'~n’

und folglich

. i on o'—n
LA S : t — C{;"TF‘;I. vt
Nun ist .
. Jr= 3w+t und nzx = I(v—1),
also 1st
en oal—n
fr = Lv— Lo %+, und
1 on_ a/—n
T = —v— "t e,
: 2n Qn“ v

Dieses giebt, wenn man- differentiirt:
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1 ' —n m
—_— n+a’ a'4n
Oz (271 ~/z(lx—|~n) : v )81},
desgleichen findet man

of ! % a:_—f
Jzt o'z = (%‘l“g;) v (%—571) o', p¥ . oder
fIL’ + a'r = (Iz—l—og/) <—1—'-._..._a_,._—_l____ n+a' 12:.,,) v

2n 2n(e'+4n)
a SO

dx __ ov
Fafas = nfa)o’
welches, wenn man integrirt,
ox 1
feta'x T nd-of ‘
giebt, wo ¢ eine willkiirliche Constante ist. Setzt man also fiir v sei-
nen Werth fr 4+ nx, so findet man

13. Qx = + — log(cnz +cfx).!
In den beiden Fillen, &¢'= o und 2= 0, bekommt die Functwn

Sz eiven particulairen Werth. Um denselben zu finden, mufs man auf
die Differentialgleichung (11.) zuriickgehen.

logev = @«

Es sei zuerst
LS € n = o,

so giebt die Gleichung (11.), weil 7 =— n*: |

fz(frta's)—a'fe =0

Es sel

so findet man / -
ox Oz(z+4e) Oz , 0z
X Z ’ F4 P4
wovon das Integral

loge 4 logz = —logz +—Z—I oder ]og(cz:r) -?- '

oder, weill =z =j—; war,
, .
logefz = ‘}z,;—x oder o'z = fzlog(cfr) ist.
Fir =0 ist 0=ualogce, also ca=1 und
1 ,
C =

alao

a'z = frlog ( )oder

=&
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Diese Gleichung also bestimmt fz fiir den Fall, wenn n =0 ist. Die
Gleichung (13.) giebt fiir diesen Fall

1 1
Pz = —log cfr = —logca 4 —i—log(]—vg)‘,
mithin, weil zu Folge (14.) logj—r‘—r' 71‘—1.— ist:

Ferner ist

16. Yaxr = Qo +¢( ) 2100004

| e
Die gegebene Bedingungs-Gleichung also ist:

]ogca logce — 2logce xfy +yfax
+f =t e +f Y ot af (x_ fy+yfx),’
o

das heifst, es muls
- 17, ocf(fji}:—i-ﬁ‘f) = fzfy
sein.

Um diese Gleichung zu untersuchen, wollen wir statt z und y ihre
Werthe aus der Gleichung (14.) setzen, nemlich J—;-a,f log (%‘E) and
f}’ log (f}’)

Dieses giebt:

(fwfyloo (=£7) )
18. uf fxf_y = o;fr,

wenn man der Kiirze wegen

Faofylog (212 fy)

oo

19.

setzt. Es folgt daraus:
2loge 4 log——— = log(fxfy)

Aber zu Folge der Gleichung (14.) ist
Jfr __ a'r
a o

also erhalt man, wenn man substituirt,

20. 2loga -|-7r— = log (fz fy).
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fr,IOW(f fy)

Da aber fr = =1z fy war (18.), so ist, vermoge (19.),

=1

also 7— T =1log (f f") folglich in (20.): 2log a - Iog(f fy) = log(fzfy),
welches, wie leicht zu sehen, wirklich der Fall ist.

Es se1 ferner
o/ = oo.

Schreibt man in diesem Fall die Gleichung (11.) wie folgt:
L2L2 fafe+ 28 —fz = o,

so 1st klar, dafs xj’x—fx— 0 sein mufs, wenn 72 endlich ist. Also mufs

Sz _ 9

T -—3—0— oder fz = cx
sein.
Ist
m= — pa,
so ist
2f'e — px — fxr = o0.
Es sei

fx = zz,
so erhilt man
z(xdz+4z20x) —(pr—zxz)0x = 0, oder
xdz = pduz,
. Sx .
also z == plogecx = —, und folglich
Jr = pzxlogcz.

Um @z zu finden, substituire man diesen Werth der Function fz
in die Gleichung (3.), so erhilt man, weil f'z = plogcz 4 pc ist:
@'y (pylogeytyplogez+pey) — @'z(palogcz+aplogey+pex) = 0;
also wenn man mit p(logc*zy - ¢) dividirt,

yQ'y—z@'z = o,
folglich

zQ'z =k und 00z = kim,
mithin :
Qz = klogma.
~ Die gegebene Bedingungs- Gleichung geht also in

klogmz 4 klogmy = L (zpylogcy + ypzlogex),

oder in

klogm*zy = Y(prylogc’xy)
iiber, oder wenn man
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. prylogcizy = r und zy = v
setzt, 1n o .
\ Yr = klog m*v.

Durch das Verfahren, welches hier oben die Functionen abi di
der Gleichung s

Oz + 0y = biafy +y/o)

gen?gthun, la.ssen sich auch die unbekannten Functionen in jeder andern
Gleichung mut zwei unabhidngig verdnderlichen Grofsen finden. In der
That lassen sich durch wiederholte Differentiationen nach den beiden v
inderlichen Grolsen, so viel Gleichungen finden als nothig sind, um IE),:-
liebige Functionen zu eliminiren, so dals man zu einer Gleic,huno‘ -
langt, welche nur noch eine dieser Functionen enthalt, und welchz frer;
Allgemeinen eine Differential- Gleichung von irgend einer Ordnung sein
wird. ‘Man kann also im Allgemeinen alle die Functionen verrrf;itlelst
einer einzelnen Gleichung finden. Daraus folgt, dafs eine solche Glei
chung nur selten moglich sein wird. Denn da die Form einer bleliebi-
gen Function, die in der gegebenen Bedingungs-Gleichung vorkommt-
ve.rmb'ge der.Gleichung selbst, von den Formen‘ der andern unabhéingig’
sein soll, so ist offenbar, dafs man im Allgemeinen keine dieser Functio-
nen als gegeben annehmen kann. So z. B. konnte der obigen Gleichu
nicht mehr genug gethau werden, wenn fr eine andere als di fng
dene Gestalt hatte. e




