
330 Abel> ber die Functionen in cpac-\-cpy = ty(ccfy-\-yfx}

4l.
lieber die Functionen welche der Gleichung

= ψ(χ/γ + yy>) genugthun.
(Von Herrn N. H. Abcl)

JLJer Gleichung

wird genug gethan, wenn
fy = -|y und φ χ = ψ χ = log α:

ist. Denn dieses giebt:

desgleichen, wenn
fy = /*(! — y12) und φ a? = ψ a? = arc sin a:,

welches
arc sin a: + arc sin j = arcsin[o?v^(i — J^ + y/X1 — χ2)]

giebt,
Es w re m glich, dafs ihr auch noch auf andere Weise genug ge-

than werden k nnte. Dieses soll untersucht werden.
Man setze der K rze wegen

*fy + yfx — r>
so ist die gegebene Bedingungsgleichung folgende :

1. <f>x + cpj = ψτ.
Differentiirt man diese Gleichung nach χ und nach yf so findet man,
wenn man sich der La gr a n gesehen Bezeichnung der Difiereptial-Coef-
ficienten bedient,

Diese Gleichungen geben, wenn man die Gr fse ψν eliminirt,

^(l
Der Ausdruck von r aber giebt:

also wenn man substituirt,
3. /
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jibel, ber die Functionen in ψχ-^-φγ = ty(xfy '-\-yf&)· 387

Man gehe nunmehr der ver nderlichen Gr fse y den einzelnen
Werth 0, welches erlaubt ist, weil χ und y von einander unabh ngig
sind, so findet man in (3.)? wenn man der K rze wegen

φΟ — a, /O = *, /O = '
setzt:

a a — ( 'x(Jx + #'#) = 0,
woraus auch, wenn man y statt χ schreibt,

folgt. Diese beiden Gleichungen geben
Λ ~ , a a , χ α α4. ffl'jp == 7 — : — — und <p'y = ^τ- - - ! Ύ J' χ Ύ J fy-\~ &' y

und wenn man, nachdem -~^ statt φ'χ gesetzt worden, integrirt,
d χ
-f-α'ΛΓ

Die Function φ χ wird auf diese Weise durch fx bestimmt. Es kommt
also nur noch darauf an, fx zu finden. Setzt man in die Gleichung (3.)
statt φ'α? und <p'y die Ausdr cke dieser Functionen (4.), so findet man,
nachdem reducirt worden:

6. (fx + «'*) (fy + yf'x) — (fy + «'y) (fx + «/» = 0,
und dieses giebt, wenn man die Factoren multiplicirt,

oder
8. x(«.'fy-fy/ly-a.'yfy]—y(*<fx-fx.fix—K'xfX) = o,

oder, wenn man mit xy dividirt,

9. ^(^fy-fyf'y—^yfy}~^fx—fXfx-a,'xfx) = Q.
J &

Die Gr fsen χ und y sind aber von einander unabh ngig; also kann
diese Gleichung nicht anders Statt finden, als wenn

j&fy—fyfY—H'yfy) = ^(*'f*-fxfx*-*'xf*) = Const. ist.
Es sei also

10. —(A'fx—fxfx — *fxfx) e= m,
¼Ï

so erh lt man:
11. fx(fx + *f'x)+(mx--a'fx)*=iO.

Durch diese Gleichung wird die Function fx bestimmt. Sie kanu inte-
grirt werden, wenn man

fx τ=. χ. z
setzt. Denn alsdann ist
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388 Abel, ber die Functionen in <poc~}-<py = ψ (o?

fx.dx =
und man findet, wenn man substituirt,

(zdx-\-xdz) (ΧΖ-\ΌΚ,* x] -{- (τη χ — a'xz)8x = 0,
welches, wenn man mit χ dividirt,

(Z X-{-xd Z)(z-\- &') + (772 - &'ζ)ΰχ =±= 0,
oder ^

[z(£ + a') + 772 — #'£]<3^ + #<3ζ(£ + α/) = π
oder

oder, wenn man mit χ (z? -\-rri) dividirt,
ehe — asQ
a? .s*-

giebt.

Hiervon ist das Integral
r ^_ Ãæèæ „ , Ã Â */ -· — — — — / , ϊ ~— ρς * — - — β,y a; */^z-f-m t/^*-!"771

Es sei
772

so ist

/
<9a? f Γζθ'ζ τ ι / s *\ Γ dz l , £ — 7t- = 1οδ^' 7ΐΓΖ.-̂  = ilogCz·-«·), yr^-^ = ^logrqr^,

also wenn man substituirt und eine willk rliche Constante c hinzuf gt,

l ge — log* — |log(^— ̂ ) + |^Iog~J? oder

2-n
/¾ _ ô,\27* l

-^.(^) J,
woraus folgt:

χ

fxEs war aber/^= χ z. Also ist 2=^-, und folglich, wenn man sub-
2C

stituirt:
(l*

[(fxY — n^x*]* /fx — nxYn ,
=: - — ........ . "·' - · · 1-7 — : - ι , oderx \ x - - τι π/ 7-7 — : -\fx-\- τι π/

oder? wenn man die 2^ten Potenzen nimmt:
12. c2^ = (fx — Λχ)π+β/. (/χ + nx)n""'. s

xy = 0 giebt c = #, weil/0 = war.
Dieses
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Abel, ber die Functionen in ffx-\-(py = ty(xfy-\-yfoc)> 359

Dieses also ist die Gleichung, von welcher die Function fx abh ngt
Sie ist nicht allgemein aufl sbar, weil n und <&' zwei unbestimmte Gr -
fsen sind, welche selbst imaginair sein k nnen.

Die Gleichung (12.) dr ckt die allgemeinste Form der Function fx
aus, und es l fst sich zeigen, dafs sie der gegebenen Bedingungs- Glei-
chung allgemein genug thut. In der That entspricht die Function /x
der Gleichung (11·)* und aus der Form der Gleichung (9.) sieht man,
dafs sie auch dieser genug thut. Aber die Gleichung (6.) ist die Glei-
chung (9.) in ver nderter Gestalt. Also thut /x auch der Gleichung (6.)
genug. Aus der Gleichung (6.) aber findet man die Gleichung (3.),

wenn man φ7 χ = f ? , setzt, und die Gleichung (3.) giebt, wennΐ oc ι Ί ίν oc
man xfy + yfx = r setzt :

Integrirt man diese partielle Differential -Gleichung nach den bekannten
Regeln, so findet man :

und hieraus
= ψ r, oder
= Φ (xfy + yfx),

welches die gegebene Bedingungs- Gleichung ist.
Es ist noch brig die Function ψ zu finden. Zu dem Ende sei

j = 0, so findet man, weil/o = #,
φχ e=

fV\

oder, wenn man — statt χ setzt,

Zusammengenommen findet man also, dafs die allgemeinsten Formen
der Functionen, welche der Bedingungs -Gleichung

Φ* + φ/ = Ψ(*/> +//*) ,
genug thun, folgende sind:

Crelle's Journal. Π. Bd. 4. Hft; 50
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390 Abel, ber die Funktionen in φχ-\-φγ = ty(t

wobei fx von der Gleichung
«·» = (fx — nxy+*(fx + nxy>-<

abh ngt.
Es sei 2. B.

72 = *' = *,
so ist

α — fx~\x,
also

und folglich

ψ a? =
wo

ψ# = 2^ + α log (aa-f-τ).
Die Bedingungs-Gleichung giebt also

* + aa Iog(a+a:) + £+ a* log (α+y) = 2* + <** log [a2+ x(** r
welches in der That zutrifft, denn beide Theile dieser Gleichung redu-
ciren sich auf

Die Function (px wurde oben in der Form eines Integrals gefun-
den. Man kann auch f r dieselbe, vermittelst der Logarithmen, einen
endlichen Ausdruck finden, wenn man die Function fx als bekannt an-
nimmt. Es sei nemlich

fx + nx = v und fx — n χ = ί,
so giebt die Gleichung (12.) ,

also

und folglich

Nun ist
fx == -J($;-j-£) und nx = \(v—t

also ist
2rc '—n

fx Γ·""·" ^ 7» ι ΛΛ^"^"α/ 7»a/"^";t und

_ l _^

Dieses giebt, wenn man differentiirt:

2ra '—n
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, ber die Functionen in tp χ -\-cpy es ty(xfy-\-yfx).\ 39ir

_ _a x = - — -" -«*+«'. i,- ̂ - a „
\2n 2η(α·ή-η) / *

desgleichen findet man

/* + «'* = i + v + i- At^, oder

a so
QX 6 V

welches, wenn man integrirt,
Γ rl Ύ* \i \J éË> JL <

Jfx-\-a'x τζ-j- j'
giebt, wo c eine willk rliche Coristante ist. Setzt man also f r v sei-
nen Werth fx + /2#, so findet man

In den beiden F llen, a'= oo und /? = o, bekommt die Function
fx einen particulairen Werth. Um denselben zu finden, mufs man auf
die Differentialgleichung (11.) zur ckgehen.

Es sei zuerst

so giebt die Gleichung (11.)? weil 7/2= — n2:

Es sei
fx ==: z.X,

so findet man
S χ z (z~f-&'\ dz t z
χ z3- z z2 '

wovon das Integral
et* i / \ a/

^ z z
fx 'oder, weil z = — war,

/-/t ~»
log c/r — -j— oder c'/o? =/Λ? log (c/r) istja?

F r χ = 0 ist 0 = # l o g c # , also c a = l und
_ JL

α ?

also /r^x
^o: =/xlogr—) oder

14. V* =
50 ^
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392 Abelj άber die. Functionen in

Diese Gleichung also bestimmt fx fόr den Fall, wenn n = o ist Die
Gleichung (13.) giebt fόr diesen Fall

* = -^-log cfx = l log c* + J

mithin, weil zu Folge (14.) log*^- = -p- ist:

Ferner ist
AC I. ._ /* ̂  l /* l ** \ A- *Uft 01 , , ?

Die gegebene Bedingungs- Gleichung also ist:
logca? | jr_ · logcog i 21 _ 2jogόg .

^ ^ " ^ ' "»" /

das heifst, es mufs
17.

sein.
Um diese Gleichung zu untersuchen, wollen wir statt und y ihre

Werthe aus der Gleichung (14.) setzen, nemlich ̂  log (—) und

H- log (—).a1 φ \ a /
Dieses giebt:

· «
wenn man der Kόrze wegen

19. - a, w
setzt. Es folgt daraus:\ fr

2loga + log^— = log(/#/y).

Aber zu Folge der Gleichung (14.) ist
, fr_ a'r
° fr >

also erhδlt man, wenn man substituirt,

20. !
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Ab et, ber die Functionen in φ χ -\-tpy = ty(xfy -\-yf&). 393

„ }o„
Da aber fr —·—— war (18.), so ist, verm ge (19.), °

also = l o g , folglich in (20.): 2 log« + log = log(/*/>),

welches, wie leicht zu sehen, wirklich der Fall ist-
Es sei ferner

uf = σο.
Schreibt man in diesem Fall die Gleichung (11.) wie folgt:

fxf*x ι /·/ ι rn.cc /»
—4 -- h *f x λ -- 1 -- /# = o,a' et '

so ist klar, dafs xf χ — fx — Q sein mufs, wenn m endlich ist. Also mufs
f X Soc , rs _ _ -— — 0([er jx = ex/a? o? ^

sein.
Ist

m = — /? α ,
so ist

a?/^ — /?a? — fx = 0.
Es sei

/^ = a?z,
so erh lt man

-|- z a;) — (/?a; — xz)dx c= o, oder

also z = plogcic = - — , und folglich
«37

fx = pxlogcx.
Um φχ zu finden, suhstituire man diesen Werth der Function /tf

in die Gleichung (3.), so erh lt man, weil f χ = p log ex -|- p c ist:

also wenn man mit p(logc*xy -j- c) diviilirt,
yty'y — xQ'x = 0,

folglich
χφχ = * und è ) * =

mithin
φ a? zn ^ log m x.

Die gegebene Bedingungs- Gleichung geht also in

oder in
k log m2 xy = ψ (ρ xy log

ber, oder wenn man
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394 A f r ß l , όber die Functionen in

pxylogc*xy = r und xy = v
setzt, in

r = £log m2/;.
Durch das Verfahren, welches hier oben die Functionen gab, die

der Gleichung

genugthun, lassen sich auch die unbekannten Functionen in jeder δndern
Gleichung mit zwei unabhδngig verδnderlichen GrφTsen finden. In der
That lassen sich durch wiederholte Differentiationen nach den beiden ver-
δnderlichen GrφTsen, so viel Gleichungen finden als nφthig sind, um be-
liehige Functionen zu eliminiren, so dafs man zu einer Gleichung ge-
langt, welche nur noch eine dieser Functionen enthδlt, und welche im
Allgemeinen eine Differential- Gleichung von irgend einer Ordnung sein
wird. Man kann also im Allgemeinen alle die Functionen vermittelst
einer einzelnen Gleichung finden. Daraus folgt, dafs eine solche Glei-
chung nur selten mφglich sein wird. Denn da die Form einer beliebi-
gen Function, die in der gegebenen Bedingungs- Gleichung vorkommt,
vermφge der Gleichung selbst, von den Formen der δndern unabhδngig
sein soll, so ist offenbar, dafs man im Allgemeinen keine dieser Functio-
nen als gegeben annehmen kann. So z. B. kφnnte der obigen Gleichung
nicht mehr genug gethari werden, wenn fx eine andere als die gefun-
dene Gestalt hδtte.
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