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Zum Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen. 

Von 

WALT~ 8C~EE in Berlin. 

w 

Einleitung. 
In seiner kiirzlich erschienenen grol~en Arbeit*): ,,Beitr~ge zur ana- 

ly~ischen Zahlentheorie" hat Herr Landau folgenden Satz bewiesen, in 
welchem s ~ ~ + ti  gesetzt ist: 

,,Es sei fiir jedes ~ > 0 und allen yon einer gewissen Stelle no--- n o (~) an 

I b . l < .  
also a fortior~ 

o o  

n---1 

fiir ~ ( s )  H 1 absoIut konvergent. Die dutch die Reihe dargestellte Funktion 
sei f'~x ~(s )  H ~ regu~ir, wo 0 < • < 1 ist; und fiir It] ~> 1, (~ ~ ~ sei 

If(s)I < BEtI', 
wo .B und k ~ 0 konstant sind. Dann ist die Reihe auf der Geraden 
~ ( s )  ~ 1 und dariiber hinaus konvergent, ~im~ich mindestcns fiir 

> 1 2 v 

wo v die kleinste ganze Zahl ~ k bedeutet." 
Dieser Satz erscheinl mix datum besonders interessant, weil zum 

ersten Mal aus den analytischen Eigensohaften der durch die Reihe dar- 
gestell~en Funklion aUgemein eine Aussage fiber das Konvergenzgebie~ 
tier Reihe en~wickel~ wird; bekanntlich braucht auf der Konvergenzge- 
raden einer Diriehletsehen Reihe kein singul~irer Pankt der dutch dies.e 
l~eihe dargestellten Fun~ion zu liegen, nich~ einmal in beliebiger N~ihe 

*) Rendieon~i del Oircolo ~atema~ico hi Palermo, Bd. 26, 2. Sere, 1908, 
S. 169--302, siehe besonders ffir den zitierten Satz S. 252--255. 
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derselben. Im Falle k ~ 1 ergibt der Satz die Konvergenz der Reihe f(s) 
J 

fiii" ~R(S)> ~ + 1 .  dieser Fall ist darum yon besonderem Interesse, woil 
2 

umgekehrt, wenn ~/ innerhalb, aber nicht auf dem Rande des Konvergenz- 
gebietes der Reihe f(s) gelegen ist, stets fiir a ~ ~, ltl ~ 1 die Beziehtmg 

If(s)l < 
stattfindet, w o k  eine Zahl < 1 isk*) Es ist mir nun gelungen, im Falle  
k ~ 1 aus den Voraussetzungen yon tterrn Landau, aus welchen noch die 
Annahme 0 < ~ weggelassen werden kann, durch eine andere Beweis- 
anordnung die Konvergenz der Reihe sogar fiir 

~+~ z+k 

zu beweisen. Die Reihe is~ also z.B. speziell sicher so wei~ konvergenf~ 
als die duroh die Reihe dargestellte Funktion regulgr isg und kurz gesagg 
die ~r6genordnung (]og ltl)r hat, we 7 oino be]iebig grebe positive gahl 

bedeu~en kann. Die Zahl i--~-+k noeh dureh eine kleinere zu ersetzen, go- 

s~atgeg wenigsgens die yon mir angewendoge Beweismethode nicht. 
leh werde die behaupgete Tatsache gleich ~tir a11gemeinere Dirichlegsch~ 

Reihen beweisen, da dies 
laurel der beireffende Satz: 

.Es set 

nicht viel schwieriger sein wird. Fiir diese 

f(s) = 2 b'*e-~"" 

*) Durch partie[le Summation kann man n~.mlich leicht folgenden Sa~z be-  
~eisen (vergl. die zi~ierte Arbeit yon Herrn L a n d a u ,  S. 259--260): 

. W e n n  

f(s) = ~" 
~Z=l 

ffir s ~ 1 absolu~ konvergiort und fiir s ~ r (0 ~ ~ ~ 1) konvergiez~, so ist, w e ~  

e > O ,  ~ > a  gegeben ist und ~.~1 ist, fiir a ~ Z ,  ! t ! ~ l  

l f(OI < B .  I,I ,~, 
1- -3 .  

w o k  --~ 1 ~  ~ -{- 8 ist un4 • eine absolut~ Konstante bezeiehnet.". 

Der an~loge Sa~z gilt na~rLieh such, wle Herr H a d a m a r d  an der noah hn ~ e ~  
zu ~itierenden S~elle gezeigthat ,  ilir den.aUgemeineren Reihen~wpus 

o~  

f(,) ---- ~ b. ~-~"', 

wo die ~ eine beliebige Folge positiver, monot~n ins Unendliche waehsender Z a~!en 
bedeuten, ffir welche die Beziehung (1) dee Textes erf~llt isk 
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we die 2~ eine beIiebige Folge 29ositiver, monoton ins 
ZahIen bedeuten, fiir welche 

(1) lira sup logn 

Unendliche wachsender 

endlich is4 und wdche fiir jede Zahl 
an der ]~eziel~ung 

geniigen.*) 

~ 0 yon einer gewissen 2telle Oo 

~s  sei [erner fi~r jege Zahl 6 ~ 0 yon einer gewisse~ Stelle % an 

lb,! < e~)'% 

so daft die t~eihe f(s) infolge (1) fiir ~(s)  :> a absolut konvergiert. .Es sei 
die dutch die t~eihe f(s) dargestdlte .Funktion fi~r ~(s)  > ~ regulgr, we 
eine beliebige reelle Zahl ,~ a ist, und es sei fiir ~ ~> ~, l tl ~_ 1 

(4) if(s)l <  [ti 
we 0 ~ k ~ 1 ist. Dann konvergiert die l~eihe f(s) mindestens fiir 

> v  + 1+~ 1+~ 

beniitze ich fiir positive Zahlen w das Riemannsche Zum Beweise 
Integral 

c + ~ t  

f f(s)e ~" ds ,  

welches sehon yon den Herren Phragmgn**) und yon Mangoldt***) in 
der analy~ischen Zahlen~heorie zu strengen Schliissen angewand~ worden ist; 
Herr Hadamard~f) hat in einer kiirzlich erschienenen Arbeit allgemein 
bewiesen, dab dieses Integral nicht nut konvergiert, wenn die Integration~- 

*) kus  (1) folg~ bekann~lich, da~ die Reihe f(s), wenn sie iiberhaupt F6r eJnen 
reellen Punkt  s ~- s~ konvergiert, in der Halbebene ~R(s) ~ s o ~- a absolut konvergiert, 
d .h .  dab die Breite des Streifens bedingter Konvergenz h~chstens a betragen kann. 
Die Beziehung (2) mu~ noch hinzugeff~gt werden, da aus (1) nut folgt, da~ sie 
unendlich oft, aber nich~ yon einer gewissen Stelle an erf~llt is~. 

**) ,TJber die Berechnung der einzelnen Glieder der Riemannschen Primzahl- 
formel", Ofversigt af Kongl. Vetenskaps Akademiens FGrha~dllngar, Bd. 48, 1891, 
S. 721--744, besonders S. 741--7~4,. 

***) Zu Riemanns Abhandlung: ,,Ober die Anzahl der Primzahlen um~er einer 
gegebenen GrSBe", Journal ffir die ~eine und angewandte Mathematik (Crelle), Bd. 114~ 
1895, S. 255--805, besonders S. 274--277. 

t)  ,,Sur les s@ries de Dirichlet", Rendiconti del Circolo Matematico di P~lezmo, 
Bd. 25, 1. Sem. 1908, S. B26--SS0. ,Rectification ~ la note ,Sur les s6ries de Dirichlet'", 
1. c., S. 395--396. 

22* 
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gerade ~ ( s ) - - c  dora absoluten, sondern auch, wenn sie dem bedingten 
Konvergenzbereich der Dirichle~schen Reihe f(s) angeh6r~, Rir welche 
ebenfalls die Beziehung (1) vorausgesetzt wird. Ich gelange nun dadurch 
zum Ziel, dab ich Integrale der Form 

c+Ti  

f f(s)e~'~ ds 
8 

o-- T i  

untersuch% auch wenn die Gerade ~(s) = c nioh~ dem bedingten Konver- 
genzbereich der Reihe f(s), sondern nur dem Definitionsgebie~ der ana- 
lytischen Funktion f(s) angeh~rt. Allerdings werde ich far den vorliegenden 
Zweek nieht den Grenzfibergang zu T = ~ auszuf~ihren haben. 

{}2. 
H i l f s s a t z  1: Es ist fiir jede Zahl T >  0 und zwei Zahlen c > O, 

v > O  
c + T i  c + T i  

0--2"2 c - - T i  

Urn die erste Formal zu beweisen, wenden wit den Cauchyschen Satz 
auf das Kechteck mit den Ecken c-4-Ti,  A - 4 - T i  an, wo A eine sehr 

e - - w  
grolle posir Zahl is~ i in diesem Reehteck is~ der Integrand s reguliir, 

and wir erhalten: 
c 4 - T i  A -  T i  A + T i  c +  T i  

- 7 -  ds = # - 7 -  d s , I - - i -  d s . 
c-- T~ c -- Yi A -- T~ A +Ti 

Gehen wir zur Grenze A = ~ fiber, so verschwinde~ clas an zweiger 
Stdle  reehls stehende Integral', weil dana der Integrand gleiehm~tgig be- 
liebig klein wird, wKhrend der lnt~gra~ionsweg die kons~an~e L~nge 2 T  
behiil~; die beiden anderea Integrale n~ihern sieh ebenfalls bes~imm~en 
Grenzwer~en. Es ergib~ sieh also: 

nuJ ---~ d s =  .] c + a -- Ti d~--e-":J i + a --~ T i  d ~  
c - - T i  c--Ti ~+T~ O 0 

/ t" e-,(.-r~) 

0 

wo J ( a  .q- ib) den imagini~ren Tefl b der komplexen Zahl a + ib bedeu~et. 
Also is~: 
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c+Ti  

' - - - d s  < e _ ~ , d  ~ 2e  ,o  
I J  s r v r  

c - T i  0 

womi~ die erste Formel der Behauptung bewiesen ist. 
Um die zweiie Formel zu beweisen, wenden wir den Cauehyschen 

Satz auf das Reehteck mit den Ecken c • Ti,  -- A • Ti  an, wo wieder A 

eine sehr groBe positive Zahl ist; dann hat der Integrand - -  in diesem s 
Rechteck die einzige auBerwesentliche Singularitii~ s ---- 0, und wir erhalten: 

c+Ti - A - - T I  -A+Ti r  Ti 

- s d S - - j  T d s  + J  s d S  + j  - ~ d s  + 2=i .  
c--Ti  c--Ti  - - A - T i  - - A + T i  

i u s  demselben Grunde wie oben versehwindet auch bier das auf der 
rechten Seite in der Mitre stehende Integral beim Grenziibergang A •= 0% 
und wit erhalten: 

c+Ti  

C -- Ti 

oo 

d s =  -- _ . .  r,ld~ + J  ~ _ ~ T g i d ~ + 2 ~ i ,  
0 0 

c+ Ti o~ 
I ~ ~ ~7gi  ' eVe  2ever2 

7 ds -- < --T- ~ e - '~ d~--- 
0-- Ti 0 

womit auch die zweite Formel des Hilfssatzes 1 bewiesen ist. 
I - l i l fssaiz  2: Bezeichnet w~ den Mittellounkt tides Intervalles k, his 

~+~+1 gst, so ist zu rider Zahl ~ > 0 stets eine k,, + 1, so daft also w, = 

Konstante B 1 anzugeben, so daft fiir alle diese w ffi: w~ die Beziehung 

e - (a + ~) ~v 

besteht.*) 
Beweis :  Ist n hinliinglich grol3, so sind stets zwei Zahlen ~ und v 

vorhanden, so dab 

ie_ ~ < k,, -- 1 ~ k~, ~ <:/~+1 + 1 </~+I 

ist. Dann is~ fiir w = w~ sowie alle v = 1, 2 , . . . ,  0 -  1 die Differenz 

w -- k,> k,,-- k,> I, 

*) Eine hhnliche Formel ist flit ~n = log n zu g~nz anderem Zwecke sehon yon 
Herrn Landau aufgestellb worden, 1. % S. 283, 286. 
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und ebenso ffir allev----~ + 1, v + 2 , - . .  bis ins Unendliehe die Differenz 

~--w > ) , , - -  2~+ 1 > 1. 

Es ist ferner ffir alle v der Beziehung % ~ ~, ~ ~, wo v o nur ton d 
abhiingt, infolge (2) 

w - ;t~= (~, - ,~,) + (z,, - z,,_~) + . . .  + ( z , + ~ -  ~,,) 

> - - g e  + e  + �9 . . + e  

und andererseits ftir n < ~ ~ 

,~,,- ~ -  q . ~ -  ;t,,_~) + ( ; t , _ ~ -  a,,_~) + . . .  + ( z , , + ~ - w )  

- - ( o + { )  
> o  

e 

Endlieh konvergier~ infolge (1) die Reihe 

~ 7  e- (~ + a)a~ B,. 

Man erhiilt daher fiir hinl~inglieh grol~es n u n t e r  BeriieksichLigung yon (1) 

e -  (a + ~)~v 

~ = 1  

~;-----1 ~=q ~=n§ r=~+l 

�9 =I v=q 

+ e  e . 2 .  , , - n - t -  e 
1 , = n + l  * ,=~+1  

< B, + ~ - ~  ~"+ta+r) (,~+ 1),~,~+ae --a " § 2 4 7  (a+l )~  

6 .  d 2 
-u -T n+i 

< B2-t- 4(a  + 1)e r 4(a  q- 1)e ~t,,+, 
< ~ +  ~ s  
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Wird /it, welches ebenso wie alle folgoaden Konstanten t~, B~ , . . .  nur 
yon ~ abhiingg, hinli~nglieh grog gew~hlt, so gflg dieses Resulba~ niehb 
nur fiir a l l e n  yon einer gewissen, yon ~ abhi~ngigen Stello an, sondern 
ffir alle n = 1, 2, . . . .  

Zusa tz :  Es sei a '<a  und es sei 19 der grSBge Index, fiir welehen 
3.~ ~ flw is~, wo fl irgend eine Zahl > 0 bezeiehnes Dann ergibt sieh 
unger Benugzung der vorangestellten Rechnung: 

P e-(a'+~)2v P e- (a+d)2v  �9 -(a+ct)2~ 

= [ w  - z~ I 
1'=1 ~,=i f=l 

�9 ~ e- (=+~ ;*' 
e(~-a')2p < 

v = l  

Von nun an wird die Beziehung (2) nicht mehr. gebraueh~ werden. 

w  

Beweis  des H a u p t s a t z e s :  Es sei zur Abktirzung 

a , = ~ - b k ( a - - ~ 7 ) + 3 6 ,  b = ( 1 - - k ) ( a - - ~ ) - - 6 ,  c=k(a--~7)  q-d 
gesetzt~ wo r > 0 is~ und ~ so gewiihl~ wird, dab f(al) nich~ verseh~vindel 
und b positiv ist, und es sei flit eine beliebig groBe Zahl n, bzw. ftir das 
nach dem Hilfssatze 2 zugehSrige w, die Zahl T :=  e ~(~-~) gesetzt. Wir 
wenden nun den Cauehysehen Sat:z auf den Integranden 

f(al + s) e~'~ 
8 

und auf das l~eehteek mR den Ecken b • T i , -  c +_ Ti an, in welchem 
nach Voraussetzung der Integrand regulgr ist his auf die auBerweseniliehe 
Singularit~it im Punkte s ~ 0. Dann ergib~ sich~ wenn naeheinander 

s = ~ - - T i ,  s = - - c + t i ,  s - ~ a +  Ti 
gesetz~ wird: 

b + T i  
/ - a  

= _~f(al  + s) 
gws 

clS 
8 

b - - T i  
--c--Ti -e+T~ b+Ti  

7fTf  ( eW~ f f (  eWS fr< ~~ a 1 +s) -7- ds + a 1 + s) --; ds + a 1 +s) -7-ds+ 2=i f(a 0 
-- --r Ti -c+ Ti 

b +T 

<5) r- _ Td +ij at 
--c -- T 

b 

(a~ + a +  Ti) 6+ Ti d6 + 2~if(a,) 

= - + i 4  + + f ( . O .  
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Wir  schiitzen zun~chs~ die rechts stehenden Integrale ab. Infolge (4) 
ergib~ sieh: 

6 - - T i d a l  < ( b + c ) B  :I 

ew [(l--k)(a- ~t) - 5] eWk( a -  ~) 

T 

1 

< B~e-~'~ ~ --_ B~e-W[~(,~-,~l+,he~(~-,~) .~ B~e-,~,. 

Das In~egraI ~ untersetieide~ sich fiir reelle Eoeffizienten b, yon '/1 nu r  
dutch das Vorzeichen des imaginiren Teiles und geniigt auch bei komplexen 
Werbn  der KoefilzienWn derselben Absch~itzung. In dem in Gleichung (5) 
links stehenden Inbgrale 'To diiffen wit ffir f ( a  i + s) die Reihenentwicldung 
einsetzen, da ja unsere Reihe f(s) auf der Geraden ~( s ) - - - -a+  26 (absolu~.) 
konvergiert, und diirfen weiter gliedweise integrieren, da sie auf dieser 
Geraden sogar gleichmi[iig konvergierk Wir erhalten: 

(6)  

b + T t  b + T i  oo 

Jo a 1 + s) ,w~ ~ _ ~(~, +,) ds bye ds 
8 = 8 

b+Ti 
- -2  bve-~"al f e(W-~')'8 

, = 1  b-Ti 
ds. 

Wit wenden nun den Hilfssatz 1 an, indem wit ffir ~---- 1, 2, . . .  n dea 
Exl3oaenten w -  s fiir v - - - - - n +  1, n + 2 , . . ,  den Exponeaten 
w -  iL ~ -  v annehrnen, so dal3 immer v ~ 0 ist, und erhalten: 

o o  

,=i lw--i,l ,=i lw--X,l 

Wenden wir weiter die Beziehung (3) und den Hilfssatz 2 an, so ergib~ sieh: 

(7 )  

ew b ~ e-2r (a+$) ewb 

7 1,o_ ,1 < B ,  T 

eW[(1-~)(~-'l)-~] w [~(a-  ,1) + ~] =- = 
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Setzt man alle Abseh~tzungen in Gleiehung (5) ein, so folgt: 

(s) 2~i  f (a~) --  ~b,.e - ~  
v = l  

< 2.Bse "4- .Bse + .BTe 

< Bse 
wo B s eine absolute, nur yon $, aber nichi yon n odor w abhi~ngige 
Konstante ist. Hieraus abet ergibt sieh die Konvergenz der Reihe f(s) ftir 
s = a I = ~  + k ( a -  ~)+ 3~, und, da ~ beliebig klein sein konnte, in dor 
ganzen Halbebene ~ (s) > ~  + k (a--~). Is~ niimlich bei restore ~ eine beliebig 

kleine Zahl d' gegeben, so bestimmen wit w 0 so grog, dag ~ e - ~ o < ~  ~ 

ist; dann ist fiir alle n > n o 

f(al) - - ~ b ~ e  -~~ 

w o n  o dutch dasjenige Intervall /t~o bis ~.o+1 bestimmt wird, in dessea 
Mitre w o gelegen ist. Also konvergier~ f(s) far s = a 1. 

Zweiter Teil des Beweises: Es soll nunmehr im Falle 0 < k < 1 be- 
wiesen werden, dab die Reihe f(s) nicht nur ffir ~R (s) > ~ + k (a --  ~)r 

sondern sogar ffir ~(s) > ~/+ k ( a -  7) konvergiert, und zwar unter Be- 

nutzung des gefundenen Resultates. Dazu nehmen wir allgemoin an, daB. 
die Konvergenz dot l~eihe f(s) ftir ~ ( s ) >  d bewiesen sei, wo d oino be- 
liebig% abet bestimmte Zahl ist, welche den Beziehungen 

~ +  

gont~gt, und setzen 

a' = a(1 --k) @ kd, 

k (a-- n) l + k  < d < a  

Dann is~ fiir alle diese d: 

k(a- -~)< ' < d < a '  ~ +  l + k  a, < a ;  

hierbei vertritt a' im folgenden die Kolle, welche die GriiBe a in dora 
voraagestellten Beweise spielte, und a," ist dasjenige Argument, yon dem 
ab wir die Konvorgenz der Reihe f(s) beweisen wollen. Dazu wenden_ 
wir den Cauchyschen Satz auf den Integranden 

etv 
f(al' + 2 ~ + s) - 7  

und auf das Reeh~eek mit den Eckon b'• Ti, --c'• Ti an, wo 

b" a ' - -  ' - -  ~ c' ' e w(~'- ~- a 1 ~-a  1 - ~ + o  ~, T ~  ~) 
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ist; da bei hinreichend kleinem 5 die Zahl b'~ 0 is~, und da wir der 
Bequemlichkeit halber f(al'--k 2~) verschieden yon Null aanehmen diirfen, 
so is~ in diesem Rechteek der Integrand reguliir bis auf die autterwesen~- 
liehe Singularitgt im Punkte s = 0. Wir erhalten genau wie oben die 
(5) entsprechende Formel: 

(5') J , ' = -  ~" + i4 '  § 4 '  + 2:~i f(a~'+ 2~), 
wo die In~egrale J '  wie die Inlegrale J definiert sind, nur dai] an Stelle 

g J 4er  Griil~en ai, b, c, ~+ 2~ dig Griil~en ai'+ 2d , b, c, ~+ ~ zu setzen sin& 
Es ergeben sieh daher ganz a:aaloge Absehiitzungen: 

e~" T~ 

l'];I < B~' e-~o' T ~ =  Bs'e~(-", '+,-a+~("'-,  ,) = Bs'e- a~; 

ds '  effiillt dieselbe Ungleiehung wie Jl'. Da ferner die Reihe f(s) aaf 
der Geraden ~(s)-----a'+ 6 konvergiert und, wie aus der Konvergenz yon 
f(s)  ftir s = a" folgt, ffir jedes endliche S~tick der Geraden ~(s)~a ' -b  
sogar gleichra~13ig konvergiert, so daft sie auf dieser Geraden gliedweise 
integrier~ werden; wir erhalten fiir #0' die Formal (6), in welc]ier nur 
anstatt a 1 der Wer~ a~'+ 2(~ und ans~att b der Weft b" zu schreiben is~. 
Auf die rechte Seite dieser Formel wenden wir nun wie oben den Hilfs- 
~satz 1, die Beziehung (3) und den Zusatz zu Hilfssatz 2 an, die beiden 

letzteren ftir d ' =  ~ '  die ia dem Zusatz zu Hilfssatz 2 auftretende Zahl Io~ 
2 ~  

welche als der grSl3~e Index definiert ist, ~tir welchen l ~  flw is~, sei 
durch die Gleichung 

k (a" - -  ~) (1 - -  k)  ( a '  ~ ~/) 

fl  ~-- a - - . a "  ~ a ' - -  d 

best]mint, wo iibrigens infolge unserer numerischen Annahmen fl > 1 ist. 
Dann ergib~ sich die (7) entsprechende Gleiehung: 

[ Jo'-- 2 ~ i ~  ~ b,e-~'(~" +~) 

(7') <B~  r ~=, {~--*,1 + b, T ds 
v = p + l  b ' - -Ti  

, e wb' e w f l ( a _ a ,  ) , e wb' T k  
< ~, - t -  + IS, I-- B, T + IZ, I-- ~ '~- '~  + IS, I. 

Aus (5') und (7') in Verbindtmg mit den Absehitzungen .der In~egrale 
J~; 4', 4" fol~ a=~o~ ~.. (8): 

i S ' )  ~ i  ( a l  t -1 I- SO)--2b~,e -)'v(al'+2et) <(~BB' - [ -~ ' .-}-B 7 ')e-~w + i ~  l 
,i, .= -i 



Konvergenz Diriohletscher Keihen. 347 

Um nun S, abzusch{itzen, wenden wit analog wie im Hiffssa~ze 1 
den Cauehysehen Satz auf den In~egranden 

e - l , ,  (ax" + ~$ + ~) e~a__~ * 
8 

.~nd auf das Reeh~eck mi~ den Eeken b' • Ti ,  A +_ Ti  an, in welehom 
tier Integrand regul~ir is~. Wir dfirfen dann wie in Hflfssatz 1 ~.ur Grenze 
A----- oo tibergehen, da ffir ~, __>p+.l die Differenz 2 , - -w > 0  is~, und erhal~en: 

b/+ T i  

~-l~, (a/+~ ~ +~) e ~ 
8 

6" -- Ti  

ds 

+~- Ti b' + 7 i 

--~ fe--~'"(aV+~+') eW' ds  +/e-~'~(a'/+ 'd+') - -  ds 
b, --~ Ti  S 8 

+~+Ti 

0 0 

~ ~ C1, ~ 

~ o  sich c~ und 
scheiden. 

(a,' + 2 ff + b ' + a + T i) 8 w (bt + ~ § T i) 
- - ~ .  da 

c,,' nut um das Vorzeichen' des imagin~ron Teiles uater- 

q 
�9 / ~ e - l , ,  ( a ' -  d + a - T i) 

u------p+l 0 

' -2~) ~ q  f e-~'da'-a+~ e-~+l(~'-a+a-TO ew (b - -  e w a d a  
= ~.~ Sv 3 b'+'-- Ti 

1,=/) + 1 0 

0o 

e w ( b , _ r i )  8 f e - i ~  + t ( a ' - a + a - T O  ~ , o a d ~  
-~ 9r b" + a -- Ti- 

ee ~-J,+l. 

2-['a'--d+~ Y~-~'-'f~ 

..~ eW(Y-~"0 - L + i ( a ' - a - ~ . 0  / '~e - ( l~+l -~ ' )  ~ 

0 

da.  

~ b ~  c~ 
= p + l  

Se~zen wit ferner in den In~egrnlausdruek, den wit mit c,. bezeiotmet 
haben, im Exponenten 

+ + b'= a'+ + (a'-d)  

oin und bezeichnen mi~ s~ die Summe der Olieder bce-~e (~+~) yore Gliede 
~o-----p+ 1 bis zum 01iede #-----~, so ergib~ sieh: 
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b'-+-a-- Ti 

:Nun sind einersei ts  infolge der Konvergenz yon f(s) ffir s = d + ~ alle 
Summen s, absolut~ genommen < 1 ,  wenn mar w und also auch p hin- 
lgnglich grofl ist. Andererseits isi das im zweiten Summanden reeh~s auf- 

1 
tretende In t eg ra l  absolu~ genommen < ;~+~_ w~ so dai;~ da auch a ' - - d > ~ )  

ist;, der zweite Summand  reehts ftir q = o o  den Grenzwert Null ha~. Es ergibt; 
sich, da im ersken Summanden rech~s die Integrationen vertausch~ werden 
kiimae~a, f'tir h inre iehend kleines 8 sowie ftir hinreichond grol~es w: 

2 2'" / "- 
b,.c, ~ e~( ~'- r,') s,~ Te_.(,e_~_.po _(,_~)~ d-q- a--  Ti dtf ~z  , 

�9 = , ~ + 1  v = p + l  21, 0 

,g~ gwb' ~-a(a'-ct) 

i " = / ~ + 1  ~ ~, = ~ +:1. 2v 0 

j ' 1 eWb,e_ap+~(~, a ) e~'~ e- '{"-d)dz  h" : -a  

< B g e ~ ' -  ~(~'-~) = B~e-(~'-~ '-o-a-~,(r  B~e-e,,. 

Es folg~ daher  sehliel~lich ~us (8') 

( 2 )  " 2~i  f (a , 'q -  2 a ) - -  b,,e-~,,("~ '+'~'r) 
\ ,=I 

< Bs'e -~" q- ~ b,(c,,--e~,') 
v=~+l 

< ( & ' +  2B~)e-~" = B~oe -'~, 

d ~  

woraus sich wie oben die Koavergenz der Reihe f(s) ~ir s --- a , '+  2(~, algo 
in der gmazen t ta lbebene ~ ( s ) >  a 1' ergibt. 

Wir  haben  also bewiesen, d ~  aus der Konvergenz der Reihe f ( s )  
far iR(s) :> d, wo  

(9) V + k ( . -  ~) < d < a l + k  

ist, unter unse ren  Voraussetzungen die Konvergenz dieser Reihe sogar fair 

(10) ~(s)  > ~ + k ( a - ~ )  - k~(a--d) 

folgr l~a~h dem ersten Tell unseres Beweises diirfen wit in (10) den  
Wert~ d = - d  o ~ ~7-6 k((~-'r2) einsetzen and erhalten die Konvergenz y o n  

f(s) ~r 
~(~) > ~ + k (a -~ )  ( ~ - k +  ~) = d~. 

Hieraus abet  f o l g t  weiter, wenn in (10) tier Weft d = d 1 eingeset~zt~ wird~ 
dal~ die Reihe f i i r  

~ ( s )  > ~ + ~ (a - -~ )  (1 - -k  + k " - - k ~ + k  ') ---- 4 
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konvergier~. Es sei die Koavergenz yon f(s) sehon fiir 

~(s)  > ~l H k (a - -~ )  (1--k- t -k  ~ . . . . .  k ~'-1 + k  ~*) = d, 

bewiesen; setzen wir den Wert~ yon d~, der ebenfalls noch innerhalb der 
durch (9) bezeichneten Grenzen tiegt, in (10) ein, so ergib~ sich die 
Konvergenz yon f(s) fiir 

Wenden wit unser Veffahren unendlich oft an, so ergib~ sich, dab die 
Reihe f(s) fiir 

go 

> + + 

konvergiert~ was bewiesen werden sollte. 
In des Einleitung wurde die Bemerkung gemacht, dab dieses Re- 

,ulnar das J~ul~ers~e ist, was unsere iget~hode liefer~. In der Tat haben 
wir nach der bis aaf gewisse Grenzen willktirlichen Annahme einer Zahl d, 
,con der ab die Konvergenz der Reihe f (s)  vorausgesetz~ wird, zunBehs~ 
fiber den numerischen Weft yon a 1' freie Verffigung; a~' bedeutet die- 
jenige Zahl < d, yon der ab die Konvergenz der Reihe bewiesen werden 
soll. Ferner daft das Reeh~eck, auf dessen Rand das Argumen~ $ == a/-F 2 ~ A- s 
bei der Integration Iiegt, passend angenommen werden. Dabei mul~ zu- 
~ichst die linke vertikale Seite~ die nach der getroffenen Festsetzung auch 
wirklieh yon der ~eraden ~ ( ~ ) = - ~  + 6 gebildet5 wird, mSglichst nahe 
an ~ angenommen werden, da dann das Integral J~' eine mSgliehst kleine 
GrSSenordnung hat, w~hrend die Wahl dieser Seite far aUe tibrigen Ab- 
schiitzungen irrelevant isk Die Wahl der reehten "ver~ikalen SeRe 
~(g)  = a ' +  ~ dagegen, welehe fiir alle Absch~tzungen auger der yon J~' 
yon Bedeutung is~, ist die zweite in unserer Verfiigung stehende numerisehe 
Annahme, die Wahl yon T, welehe i'(ir alle AbsehK~zungen auger der 
yon S~ yon Bedeu~ung ist, die dritte. Damit ist das Integra~ionsrech~eck 
vSllig bes~immt; wit diirfen nunmehr noch fiber # verfiigen, welches flit 
die AbsehKtzung des ersten Teiles yon Jo' sowie flit die Abseh'~tzung 
yon S~ yon Bedeutung ist. Es stehen also vier numerisehe Annahraen 
frei, dutch die erreicht werdea mu$, da$ vier ganz verschieden gebaute 
Ausdr~icke, ~ ' ,  J~', der erste Tell yon Jo' sowie S~, die GrS[~enordnung 

? ? 

e - ~  haben; dadureh werden die 'vier Konstantsen a~, a ,  T und /~ vSllig 
bes~imm~. Wit  w(irden also dureh andere Wahl der Kons~anten immer 
nut ein weniger genaues Resultat erhaltsen. 

Ber l in ,  den 21. Juli 1908. 


