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Zum Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen.

Von

WavLter ScuNee in Berlin.

§ L
Einleitung,

In seiner kiirzlich erschienenen groBen Arbeit*): ,Beitriige zur ana-
lytischen Zahlentheorie“ hat Herr Landau folgenden Satz bewiesen, in
welchem s = ¢ + #7 gesetzt ist:

s sei fiir jedes >0 und alle n von einer gewissen Stelle ny=n,(0) an

B, <7,

= St

fiir R(s)>1 absolut konvergent. Die durch die Reihe dargestellte Funktion

sei fiir R(s) > n reguldr, wo 0 <n <1 ist; und fiir [t|2>1, 6 27 sei
[f()l < Bitl,

wo B und k>0 konstant sind. Damn ist die Reihe auf der Geraden

R(s) = 1 und dariiber hinaus konvergent, nimlich mindestens fiir

R(s)>1— 57,

wo v die kleinste gamze Zahl >k bedeutet.”

Dieser Satz erscheint mir darum besonders interessant, weil zum
ersten Mal aus den analytischen Eigenschaften der durch die Reihe dar-
gestellten Funktion allgemein eine Aussage iber das Konvergenzgebiet
der Reihe entwickelt wird; bekanntlich braucht auf der Konvergenzge-
raden einer Dirichletschen Reihe kein singulirer Punkt der durch diesg
Reihe dargestellten Funktion zu liegen, nicht einmal in beliebiger Nahe

also a fortior

* Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 26, 2. Sem. 1908,
S. 169802, siehe besonders fiir den zitierten Satz S. 252—255.
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gerselben. Im Falle k¥ <1 ergibt der Satz die Konvergenz der Reihe f(s)
fir R(s) > 37—%:—1; dieser Fall ist darum von besonderem Interesse, weil

umgekehrt, wenn # innerhalb, aber nicht auf dem Rande des Konvergenz-
gebietes der Reihe f(s) gelegen ist, stets fiir 6 > %, |t/ > 1 die Beziehung
f(s)] < Bl¢|*
stattfindet, wo & eine Zahl < 1 ist.¥) Es ist mir nun gelungen, im Falle
k<1 aus den Voraussetzungen von Herrn Landau, aus welchen noch die
Annahme 0 <7y weggelassen werden kann, durch eine andere Beweis-
anordnung die Konvergenz der Reihe sogar fiir
kL —n  n+k
RE>n+ Ik 15k
zu beweisen. Die Reihe ist also z. B. speziell sicher so weit konvergent,

als die durch die Reihe dargestellte Funktion regulér ist und kurz gesagt
die GréBenordnung (log|¢|)? hat, wo » eine beliebig groBe positive Zahl

bedeuten kamn. Die Zahl 7% noch durch eine kleinere zu ersetzen, ge-

T3k
stattet wenigstens die von mir angewendete Beweismethode nicht.
Ich werde die behauptete Tatsache gleich fiir allgemeinere Dirichletsche
Reihen beweisen, da dies nicht viel schwieriger sein wird. Fir diese
lautet der betreffende Satz:

FEs ser .
f(s) = D, bye="nt,
n=1

*) Durch partielle Summation kann man nimlich leicht folgenden Satz be-
weisen (vergl. die zitierte Arbeit von Herrn Landau, 8. 2569—260):

»,Wenn
< b
o= =
n=1 %

fir s > 1 absolut konvergiert und fir s > « (0 << «<1) konvergiert, so ist, wenn
d>0, 2>« gegeben ist und 4 <1 ist, fiir 6 >12, Iti>1
If@ < B- |t

wWo k= 11:%' -+ & ist und B eine absolute Konstante bezeichnet..

Der analoge Satz gilt natiirlich auch, wie Herr Hadamard an der noch im Text
zu zitierenden Stelle gezeigt hat, fir den allgemeineren Reihentypus

{0 =§ be e,
r=1

wo die i, eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender Zahlen
bedeuten, fiir welche die Beziehung (1) des Textes erfiillt ist.
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wo die A eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender
Zahlen bedeuten, fiir welche

(1) lim sup logn _ g

H=0 Rn

endlich ist, und welche fiir jede Zahl 6 >0 wvon einer gewissen Stelle o,
an der Deziehung

(2) }"gn_' 19> e”(“""’)‘e
gendigen.®) Es sei ferner fiir jede Zahl 0> 0 von emmer gewissen Stelle n, an
(3) |B,] < g%,

so daf3 die Reihe f(s) infolge (1) fiir R(s) > a absolut konvergiert. Es sei
die durch die Reihe f(s) dargestellie Funktion fir R(s) > v reguldr, wo 7
eine beliebige reelle Zahl << a ist, und es sei fiyr ¢ > n, |t =>1

4) (o) < B,

wo 0 < k<1 ist. Dann konvergiert die Reihe f(s) mindestens fiir

Ka—n _ntta
1+k  1+k

Zum Beweise beniitze ich fiir positive Zahlen w das Riemannsche
Integral

R(s)>n+

ctod

ff(S)e’“ ds
s b

c—oci

welches schon von den Herren Phrag mén*¥) und von Mangoldt**¥*) in
der analytischen Zahlentheorie zu strengen Schliissen angewandt worden ist;
Herr Hadamard+t) hat in einer kiirzlich erschienenen Arbeit allgemein
bewiesen, daB dieses Integral nicht nur konvergiert, wenn die Integrations-

%) Aus (1) folgt bekanntlich, daf die Reihe f(s), wenn sie diberhaupt fiir einen
reellen Punkt s —s, konvergiert, in der Halbebene R(s) > 5, -+ & absolut konvergiert,
d. h. daB die Breite des Streifens bedingter Konvergenz hochstens a betragen kann,
Die Bezichung (2) muB noch hinzugefiigt werden, da aus (1) nur folgt, daf sie
unendlich oft, aber nicht von einer gewissen Stelle an erfillt ist.

»)  {Uber die Berechnung der einzelnen Glieder der Riemannschen Primzahl-
formel*, Ofversigt af Kongl. Vetenskaps Akademiens Forhandlingar, Bd. 48, 1891,
S. 721—744, besonders S. 741—T44.

##) Zu Riemanns Abhandlung: ,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebenen Grofe, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), Bd. 114,
1895, 8. 255—805, besonders S, 274—277.

1) ,Sur les séries de Dirichlet, Rendiconti del Circolo Matematico di Palexmo,
Bd. 25, 1. Sem. 1908, S. 326—830. ,,Rectification & la note ,Sur les séries de Dirichlet’*,
L c., S. 395—396.

. 22*
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gerade R(s) = ¢ dem absoluten, sondern auch, wenn sie dem bedingten
Konvergenzbereich der Dirichletschen Reihe f(s) angehort, fir welche
ebenfalls die Beziehung (1) vorausgesetzt wird. Ich gelange nun dadurch
zum Ziel, daB ich Integrale der Form

c+ T4
e,
§
e~ Ti
untersuche, auch wenn die Gerade R(s) = ¢ nicht dem bedingten Konver-
genzbereich der Reihe f(s), sondern nur dem Definitionsgebiet der ana-

lytischen Funktion f(s) angehort. Allerdings werde ich fiir den vorliegenden
Zweck nicht den Grenzitbergang zu T = oo auszufithren haben.

§ 2.
Hilfssatz 1: Es st fiir jede Zahl T > 0 und zwer Zahlen ¢ > 0,
>0 .
[f" as| <2 fs—ds——2m¢<%,

¢e—=Ti cT1

Um die erste Formel zu beweisen, wenden wir den Cauchyschen Satz
auf das Rechteck mit den Kcken ¢+ T'%, 4 4+ T7 an, wo 4 eine sehr

—vs

groBe positive Zahl ist; in diesem Rechteck ist der Intecrrand - regular
und wir erhalten:

c+ T4 A+ T4 c+Ti
._@a -—-va -—U.S —'UJ’
f ds = f ds + f ds + f
c—Ti c—~Ti A-Ti 4+

Gehen wir zur Gremze 4 = co iiber, so verschwindet das an zweiter
Stelle rechts stehende Integral, weil dann der Integrand gleichmiBig be-
liebig klein wird, wahrend der Integrationsweg die konstante Linge 27
behilt; die beiden anderen Integrale ndhern sich ebenfalls bestimmten
Grenzwerten. Es ergibt sich also:

c+Ti o =T ¢+ Ti ©

—28 e—"v3 Pt d e—?v(0—T1) e—v{o+Té)
— — p—2C Y4 S ——
f @s fs d”f ds=e /c+v— ;4 [c-r“—}-T*d
0

ce—-Ti c~Ti o+ T¢

— QiJ(evvcf ;—v(a-ft) d@)
c+eo—Ti
g

wo J(a + ¢b) den imaginiren Teil & der komplexen Zahl a + i bedeutet.
Also ist:
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c+Ti oy

—03 2 —?C —-?C
f f< fe—wda L
0

oT ?
c—1T7

womit die erste Formel der Behauptung bewiesen ist.
Um die zweite Formel zu beweisen, wenden wir den Cauchyschen
Satz auf das Rechteck mit den Ecken ¢ 4+ 74, — 4 + T4 an, wo wieder A

v3

eine sehr grofle positive Zahl ist; dann hat der Integrand ?—; in diesem
Rechteck die einzige auBerwesentliche Singularitit s = 0, und wir erhalten:

c+Ti - A-T —A+T¢ c+ Ti

eva e evs evs .
f ds——fs ds -+ —s—ds—l— —s—ds+2m.

i
¢c—Ti c—-Ti - A-Ti - A4 T

Aus demselben Grunde wie oben verschwindet auch hier das auf der
rechten Seite in der Mitte stehende Integral beim Grenziibergang 4 = oo,
und wir erhalten:

c+:’:s weo(c—-a——]'i) ev(c a+Tz)
¢ 14 0

-

0?8 i 9et¢ s 2e0¢
‘j—'ds 2mi| < Tfe dG———v—T',

c—T¢ 0

womit auch die zweite Formel des Hilfssatzes 1 bewiesen ist.

RHilfssatz 2: Beseichnet w, den Mittelpunkt jedes Intervalles 2, bis
Ayi1r S0 daf} also w, = }'—”—*—;3‘3—3 ist, so ist zu jeder Zahl 0 >0 stets eine
Konstante B, anzugeben, so dap fiir alle diese w = w, die Beziehung

~ (@+0)4,
- fw—12,] <
besteht.*)

Beweis: Ist » hinlinglich groB, so sind stets zwei Zahlen ¢ und =
vorhanden, so daB

19—1 <Z’n'— lglg? Zté}”n+1+ 1 <A’1+1
ist. Dann ist fiir w = w, sowie alle v=1,2,.-- 9 — 1 die Differenz

W—'}v,,>'1n-‘lv>1;

*) Eine #hnliche Formel ist fir 4, = logn zu ganz anderem Zwecke schon von
Herrn Landaun aufgestellt worden, L c., S. 283, 286.
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und ebenso fiir alle v=7v+1, 42, --- bis ins Unendliche die Differenz

Ay—w> A — Ay > 1.
Es ist ferner fiir alle » der Beziehung v, < v < #, wo v, nur von ¢
abhéingt, infolge (2)
w— A= (w - 'ln) + (ln - Z'n—l) + et (11,.*.1-—'17)
) s ¢
—~la+—) 2, —lat=—)2,_ —la+—) 4,
2 I &

> 'V—I—l (4+6}1

’

und andererseits fir n <v <=

l,, — W = (Av - lv-—l) + (Av—l“ 111—2) + tee + (ln+1 ""w)

d ) )
S e—- (G+Z) lv~1+ e'- (d'l'z) 17-2_'_ o + % e-— (a+;—-} in
> w;ne—(ﬁ% 1’.

Endlich konvergiert infolge (1) die Reihe

[ <]
e (@400, _ Bz.
=1

Man erhilt daher fiir hinlénglich groBes #» unter Beriicksichtigung von (1)

— (& + &)

L. <]
e v
2 [ — |
-—(a+6)l e —(a+0)4, e~ - (a+0)i, —(a+d‘)l
- +
W — Ly 2 W — Ly

?-v—w Ay — w0
y=1 v=n++1l v=74+1

@-—-

J n
—(a+d8)2, —(a+5)l +{a+—)2 1
<Ee "t e-e< 4)"-2-2

——
ry=1

-(a.+6)),,+1 + a+

Lo . 2 Zv_n_l.z —(a+d)i,

v=n+1 y=z-41

36 é s s
<B + 33 4 ? ( )( n"“«e)logn + 36—%2n+1+(a+1—)(2.t—),n+1)

og v

80 i fnd _39, )

<B+ﬁe4e% )m+nx+3 4*”( J@+nh
d‘

<B,+4(a+ e 3 “ o+ 4(a+ e RS

<B,+1<B,.
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Wird B,, welches ebenso wie alle folgenden Konstanten B,, B, - - - nur
von & abbingt, hinlinglich groB gew#hlt, so gilt dieses Resultat nicht
nur fiir alle » von einer gewissen, von 0 abhiingigen Stelle an, sondern
fiir alle n=1, 2, .- -

Ziusatz: Es sel o'<<a und es sel p der groBte Index, fiir welchen
4, < Bw ist, wo f irgend eine Zahl > 0 bezeichnet. Dann ergibt sich
unter Benutzung der vorangestellten Rechnung:

e +9)2, +9a,
(@' +6) Z ~{a+9) fa—a)i, <e(a-a)i. ¢—(@+0)dy
|w—-lv lw—12,] |w-—-2, Tw—1,]

~ (a+d) 1,
<é (a @)k, 2 T l <_Be(a a)lp<Bew[?(a—a)

r=1

Yon nun an wird die Bezichung (2) nicht mehr, gebraucht werden.

§ 3.

Beweis des Hauptsatzes: Es sel zur Abkiirzung
a,=n+k(a—n)+30, b=(01-—k) (a—n) —29, c==k(a—~og} +0
gesetzt, wo 8 >0 ist und J so gewidhlt wird, daB f(a,) nicht verschwindet
und b positiv ist, und es sei fiir eine beliebig groBe Zahl #, bzw. fiir das
nach dem Hilfssatze 2 zugehorige w, die Zahl T == ¢°@~n gesetzt. Wir

wenden nun den Cauchyschen Satz auf den Integranden

Flagts) 2

und auf das Rechteck mit den Ecken b + T%, — ¢ + 7% an, in welchem

nach Voraussetzung der Integrand reguliir ist bis auf die auBerwesentliche

Singularitit im Punkte s =0. Dann ergibt sich, wenn nacheinander
s=¢—Ti, s=—c+1i, s=6+Ti

gesetzt wird:

b+ 1 )
= ff(a1+3)% ds
b—74
~c—=T% —c+4 T2 b4 T4
ff(a1+s)——ds +ff(a1+s) — ds—{—ff(a1+s) ———ds-|—2mf(a1)
b-T4¢ —c=T —c+ I'¢

D) +10)
dﬁ—;—z[f(n—}—Q&—l—tz) T at

(6~T

®) = f flunto—Ti) 5

+ ﬁ(a1+6+T@) e do + 2 (@)
--—J + idy + Iy + 2wi f(ay).
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Wir schitzen zuniichst die rechts stehenden Integrale ab. Infolge (4)
ergibt sich:

| 00 Tk
[} ] = ﬁ(%-l—ﬁ Tz) —7; dﬁ} <(b+c)B= T
w [(1—F)(a—n)~d] ,wk(z—1n)
==B3e w(a ’Z)e ='.B3 6—"“’,
T
w (—c+12d) tlc
|, | = ﬁ(n+2a+n) o dt| < 2Be“w°f?dt+B4e-w°
1

< B e..Wch B e~ k(a— )+6]ewk(a—v;) — B e-dw

Das Integral J; unterscheidet sich fiir reelle Koeffizienten b, von J, nur
durch das Vorzeichen des imaginiren Teiles und geniigt auch bei komplexen
Werten der Koeffizienten derselben Abschitzung. In dem in Gleichung (5)
links stehenden Integrale J; diirfen wir fiir f(a,+s) die Reihenentwicklung
einsetzen, da ja unsere Reihe f(s) auf der Geraden R (s)=a + 20 (absolut)
konvergiert, und diirfen weiter gliedweise integrieren, da sie auf dieser
Geraden sogar gleichmiBig konvergiert. Wir erhalten:

b1 b4 Tt 0
_ — (e, +9) e’
=—.ﬁ(a1+8)—~d8——f {Zbye }T as
b b—7i V=1
© b”(z 2,)
w— $
—-Zb 4 / s
Wir wenden nun den Hilfssatz 1 an, indem wir fir v =1, 2, ... » den
Exponenten w — 4, =0, fir v =n+4 1, n+2,... den Exponenten
w — Ay == — v annehmen, so daf immer v > O ist, und erhalten:
o | o 2 S R T Y| by | 6t (@ +29)
J(,——ngbve <—1—;v=21]byle fre i P e

Wenden wir weiter die Beziehung (3) und den Hilfssatz 2 an, so ergibt sich:

— 2mZb o

v=1

pdd e -1,,(a+d‘) Pels

<BT 2 mmm<BT

(™

Stk a—n)-d] .
= S - ~-n+d
B, e = B, e~ wika-n+d]
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Setzt man alle Abschitzungen in Gleichung (5) ein, so folgt:

n

2mi (f' () — Zb,e”*v“l) { < 2By + Bye " 4 B gt

y=1

®)

<B —d‘w

wo B eine absolute, nur von 8, aber mcht von n oder % abhingige
Konstante ist. Hieraus aber ergibt sich die Konvergenz der Reihe f(s) fiir
s=a,=n+k(a— )+ 39, und, da d beliebig klein sein konnte, in der
ganzen Halbebene R(s)>n+k(a—m). Ist ndmlich bei festem & eine beliebig
kleine Zahl 0" gegeben, so bestimmen wir w, so groB, daB "’“’°<3
1st; dann ist fiir alle » > n,

|

f(al) ___vae—lyall< 51,
{ va=1

wo n, durch dasjenige Intervall 4, bis 4, ., bestimmt wird, in dessem
Mitte w, gelegen ist. Also konvergiert f(s) fir s =a,.

Zweiter Teil des Beweises: Es soll nunmehr im Falle 0 < k < 1 be-
wiesen werden, daB die Reihe f(s) nicht nur fir R(s) > 4 + k(e — 1),
ka— 1)

14k
nutzung des gefundenen Resultates. Dazu nehmen wir allgemein an, daB
die Konvergenz der Reihe f(s) fiir R(s) > d bewiesen sei, wo d eine be-
liebige, aber bestimmte Zahl ist, welche den Beziehungen

konvergiert, und zwar unter Be-

sondern sogar fir R(s) >y +

N+ 1“+,:7><d<a

gentigt, und setzen
@ =a(l—k)+kd, a'=n+kla—n) —F(a—d).
Dann ist fiir alle diese d:
n + ki“_:,? <o <d<a <a;

hierbei vertritt ¢’ im folgenden die Rolle, welche die Grifie a in dem
vorangestellten Beweise spielte, und «,” ist dasjenige Argument, von dem
ab wir die Konvergenz der Reihe f(s) beweisen wollen. Dazu wenden
wir den Cauchyschen Satz auf den Integranden

flay, +28+5) =~
und auf das Rechteck mit den Ecken &'+ 7'i, —c¢ 4 T'¢ an, wo
V=da—a'—0, d=a/—n+0, T=e@"
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ist; da bei hinreichend kleinem ¢ die Zahl "> 0 ist, und da wir der
Beguemlichkeit halber f(a,"+ 20) verschieden von Null annehmen diirfen,
80 ist in diesem Rechteck der Integrand regulér bis auf die auSerwesent-
liche Singularitit im Punkte s= 0. Wir erhalten genau wie oben die
(b) entsprechende Formel:

{5%) 0 =—dy F iy + I+ 2xi fla+ 20),

wo die Integrale J " wie die Integrale J definiert sind, nur daB an Stelle
-der GroBen a,, b, ¢, 7+ 20 dié GroBen a,+ 24, V', ¢, 7+ 0 zu setzen sind.

Es ergeben sich daher ganz analoge Abschitzungen: :
wb’ k

\J ]<(b+ )B——-———«~——B’ w{o —a —~d— (@' — A - k))..._B e-dw
| J, | < By e=v¢ TF = B ¢v~a/+1=0+ =) — B'e=dw,

oJy erfiillt dieselbe Ungleichung wie J;. Da ferner die Reihe f(s) auf
der Geraden R(s) = o'+ 0 konvergiert und, wie aus der Konvergenz von
f(s) fir s =a folgt, fir jedes endliche Stiick der Geraden R(s)=a + 0
sogar gleichm#Big konvergiert, so darf sie auf dieser Geraden gliedweise
integriert werden; wir erhalten fiir J' die Formel (6), in welcher nur
anstatt @, der Wert a,"+ 20 und anstatt b der Wert & zu schreiben ist.
Auf die rechte Seite dieser Formel wenden wir nun wie oben den Hilfs-
gatz 1, die Beziehung (3) und den Zusatz zu Hilfssatz 2 an, die beiden

letzteren fir 0’ = i die in dem Zusatz zu Hilfssatz 2 auftretende Zahl p,

welche als der groBte Index definiert ist, fiir welchen 1, < fw ist, sei
durch die Gleichung

B — k(a—-n) _a=h@—n

a—a o —d
bestimmt, wo {ibrigens infolge unserer numerischen Annahmen g>1 ist.
Dann ergibt sich die (7) entsprechende Gleichung:

n

S I
Jy — 295@2 b,e” @ +20)

y=1
i ¥ 4T
P i .
p , Y ] e +20+9) &
() <B/ -7 Iw-——-lv 42 5 ds
re=1 { r+1 b’—-lz ‘

w b’
< B/ G eof@-) 4|8, = B T T*+ |8,| = B/e7?% +[8,].
Aus (5) und (7') in Verbindung mit den Abschitzungen der Integrale
g, Jy, Jy folgt analog zu (8):

(8) 2nz(f(a1+26) 2 "v<a1+2");<(23 +By+B)e " + 8,

= Bye~v +18}.
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Um nun S, abzuschéitzen, wenden wir analog wie im Hilfssatze 1
den Cauchyschen Satz auf den Integranden

i 36+4) "’
L)
and auf das Rechteck mit den Ecken '+ T4, A & T an, in welchem
der Integrand reguldr ist. Wir diirfen dann wie in Hilfssatz 1 zur Grenze
A = oo tibergehen, da fiir v > p+1 die Differenz 4, —w >0 ist, und erhalten:
o 4T

iR}
o~y (/20 +3) 'e"é' ds

& ~T
+w"'Ti ,}1+7,
'*) 24 e s —1 e
__f (& + +3) € - d3+.f6 S+ 2d +9) s dS
oot T1
o0
g hr @+ 20+ +0—T0) g Wro—T4) o=ty @ +26 46 kT €V TITTH
= s 6 — [ € dé
¥+o—1T V¥erTi
=0, —C,,

wo sich ¢, und ¢ nur um das Vorzeichen des imagindren Teiles unter-
scheiden.

Setzen wir ferner in den Integralausdruck, den wir mit ¢, bezeichnet
haben, im Exponenten

a+ 20 +b=a+0=(d+0) + (a'—d)
ein und bezeichnen mit s, die Summe der Glieder bee“‘g(“'*"’) vom Gliede
o=p+1 bis zum Gliede ¢ = v, so ergibt sich:

oa

g a ) o=y (@ ~d+ 0 —Ti)
E b,c, =ev®—719 :>__ bye v ("““’{f ~— €7 d6

+6—Ti
v=p+1 y=p+1 0 +

[ ]
(bl T.)Zq e"‘zy(a"“d"“d—Tf)me—lv+l(¢'—d+a—yf) wad6
= gw(t' - Ti ; : e
¢ ‘ Hs’ e

=0 0

[ -]
~iy 4@ =d40=~TH)
2w (b~ T'4) e 91 0o
+e SQJ T re—Ti ¢ de
Aypy

g
= e‘”“’"T"Z Syfa —dt 0= 1% o ‘[e—““'"“"“mdzda
0 ¥

y b +o—1T4

oo

’ ’ ; "‘(l 1-11))0'
w® =T | Ay y(@—d-1) [ € ot
te %¢ fb’—}- o — T
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Nun sind einerseits infolge der Konvergenz von f(s) fir s =d + 8 alle
Summen s, absolut genommen <1, wenn nur w und also auch p hin-
linglich groB ist. Andererseits ist das im zweiten Summanden rechts auf-

1
tretende Integral absolut genommen < Ty — w50 da}, da auch ' — d>0

ist, der zweite Summand rechts fiir g=o0 den Grenzwert Null hat. Es ergibt
sich, da im ersten Summanden rechts die Integrationen vertauscht werden
konnen, fiir hinreichend kleines 0 sowie fiir hinreichend groBes w:

o0

E by, = ew®'—19 2 j-z(a-d 0 [ g 1o @ b,d+”"'ﬂdo‘dz,

r=p+1 v=p+1 1, +o
. " ‘2')}54—1 00 [
, , —z(a'—d)
E bycv <ewb E L/G*”(a‘ —d)f e—-(z—w)(id6 dz = 8Wb'f —%—T dz
y=p+1 i v=p+1 4, 0 J’p+1
0
* . 1
< eWb’ 5(&1 -d)dz . ________é e?/)b'e—/zp_*‘l(d'—-d)
4}9’1’1

< B9 ewb’—wﬁ(a'-—d). - Bgew(a’—al’—-d—(l-—k)(ap’—— ) - Bge—d‘w_

Es folgt daher schlieBlich aus (8)

2m< f(a,+ 20)— Zb @ +”>> 2 b,(c,— c,,’){

< (B +2B9)ef'aw = B %,

< Bye=9v 4

woraus sich wie oben die Konvergenz der Reihe f(s) fir s = a,"+ 24, also
in der ganzen Halbebene R(s) > " ergibt.

Wir haben also bewiesen, daf aus der Konvergenz der Reihe f(s)
far R(s) > d, wo

k
©) 7+ (1a+kn)<d<a
ist, unter unseren Voraussetzungen die Konvergenz dieser Reihe sogar fiir
(10) R(s) > 0 + k(a—n) — B(a—d)

folgt. Nach dem ersten Teil unseres Beweises diirfen wir in (10) den
Wert d = d, = % + k(a—u) einsetzen und erhalten die Konvergenz von

fii
fle) RE>n+kla—y) (1—k+k) =d,

Hieraus aber folgt weiter, wenn in (10) der Wert d = d, eingesetzt wird,
daf die Reihe fiir

R(s) >4+ Fla—n) Q—k+F— L5 = d,
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konvergiert. s sei die Konvergenz von f(s) schon fiir

RE) >+ Ba—n) (L—b+ B — oo~ 01 487) = 4,
bewiesen; setzen wir den Wert von d,, der ebenfalls noch innerhalb der
durch (9) bezeichneten Grenzen liegt, in (10) ein, so ergibt sich die
Konvergenz von f(s) fiir

Rs)>q+kla—n) 1 —k+kE—-. — R+ L P+,
Wenden wir unser Verfahren unendlich oft an, so ergibt sich, daB die
Reihe f(s) fiir

o0 bl —
R(s) > 7 + b(a—n) D) (— 1)k =y + L0
v=0

konvergiert, was bewiesen werden sollte.

In der Einleitung wurde die Bemerkung gemacht, daB dieses Re-
sultat das AuBerste ist, was unsere Methode liefert. In der Tat haben
wir nach der bis auf gewisse Grenzen willkiirlichen Annahme einer Zahl d,
von der ab die Konvergenz der Reihe f(s) vorausgesetzt wird, zunéchst
iiber den numerischen Wert von a,” freie Verfiigung; @,” bedeutet die-
jenige Zahl < d, von der ab die Konvergenz der Reihe bewiesen werden
soll. Ferner darf das Rechteck, auf dessen Rand das Argument5=a,"+2d+s
bei der Integration liegt, passend angenommen werden. Dabei muB zu-
néchst die linke vertikale Seite, die nach der getroffenen Festsetzung auch
wirklich von der Geraden %R (5) =174 0 gebildet wird, mdglichst nahe
an 7 angenommen werden, da dann das Integral J," eine mdglichst kleine
Grofenordnung hat, wihrend die Wahl dieser Seite fiir alle {ibrigen Ab-
schitzungen irrelevant ist. Die Wahl der rechten vertikalen Seite
R(5) = &'+ & dagegen, welche fiir alle Abschétzungen auBer der von Jy
von Bedeutung ist, ist die zweite in unserer Verfiigung stehende numerische
Annahme, die Wahl von 7, welche fiir alle Abschitzungen auBer der
von S, von Bedeutung ist, die dritte. Damit ist das Integrationsrechteck
vollig bestimmt; wir diirfen nunmehr noch iiber g verfiigen, welches fiir
die Abschitzung des ersten Teiles von .J, sowie fiir die Abschiitzung
von S, von Bedeutung ist. Es stehen also vier numerische Annahmen
frei, durch die erreicht werden muf, daB vier ganz verschieden gebaute
Ausdricke, J;', Jy, der erste Teil von J,” sowie §,, die GroBenordnung
¢~ 9% haben; dadurch werden die vier Konstanten @, a’, 7' und g vollig
bestimmt. Wir wiirden also durch andere Wahl der Konstanten immer
nur ein weniger genauves Resultat erhalten.

Berlin, den 21. Juli 1908.




