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Ober die Abz~hlbarkeit der rationalen Zahlen. 

Von 

GEORG FAB~.R in Wfirzburg. 

Die Methoden, die bisher zur Abz~hlung der rationalen Zahlen au- 
gegeben wurden, veffolgen, soweit mir bekannt, lediglich den Zweck, die 
M6glichkeit der Abz~hlung darzutun, versagen jedoch saint und sonders 
infolge der Notwendigkeit nich~ zu bew~ltigender Rectmungen, sobald 
es sieh um die Aufgabe handelt, diejenige gauze Zahl wirklich anzugeben, 
die einem Bruche mi~ einigermaBen groBem Z~hler oder Nenner zugeordnet 
ist oder sobald umgekehrt der einer vorgelegten g'rSl~eren ganzen Zaht 
zugeordnete Bruch gesueht is~. Im folgenden will ich ffir die rationalen 
Zahlen zwisehen Null und 1 eine Abz~hlungsmethode (als Typus unend- 
lich vieler) angeben, welche die genannten Aufgaben mi~ geringerem 
Aufwaud yon Rechnung auszuffihren erlaubt; die so erhaltene gegenseitige 
Zuordnung der gauzen und der rationalen Zahlen zeigt dann auch die 
merkwiirdige Eigenschaft, dab sie dutch Formdn zur arithmetischen 
Evidenz gebracht werden kann. Es wird sich n~mlich eine mehrfach 
unendliche trigonometrisehe Reihe y - ~ F ( x )  ergeben, die fiir jedes 
irrationale x divergiert and ffir irgend ein rationales x nach einem ga~z- 
zahligen Grenzwerte y konvergiert; umgekehrt wird sich durch AuflSsung 
dieser Formel eine andre ~bn!ich gebaute x = r ergeben~ die ffir irgend 
e~n ganzzahliges y nach einem positiven rationalen Grenzwerte x ( <  1) 
konvergierk 

Die echten Briiche mit endlicher Dezimalbruchentwickelung lassen sich 
am einfaehsten in der Weise abz:/~alen, dab dem Bruche 

r ~ +  + . . . +  a~ 
10 n 

( 0 ~ a ~ 9 ;  a~> 0), 

der als Dezimalbruch geschrieben O, a l a ~ . . - a  ~ lautet, die gauze Zahl 
a~ 10 ~-I +~a~_ 1 10 ~-s + -- + a~10 + a~ oder in dezhnaler Schreibart 
a . a ~ _ i . . . ~ a  1 zugeordnet wird, und amgekehrt. 
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Zu einer analogen Abziihlalag s~imtlicher echf~n Briiche gelang~ man 
under Zugrundelegung einer die sys~ematischen Brtiche verallgemeinernden 
Reihendarstellung, in welcher die ra~ionalen Zahlen dutch endliche Ent- 
wickelungen charak~erisier~ sind; derar~ige Darstellungen sind zuerst yon 
Herrn G. Cantor  betrachtel worden.*) 

Man denke sieh die St-reeke 01 in e 1 gleiche Tefle je yon der GrSSe 

f ge~eflt; jede Zahl x, die, wo nich~ anders bemerld, positiv und < 1 
e 1 

gedacht werde, lieg~ dann in einem der so entstehenden In~ervalle, es 
isl also 

Xl 0)  x , 
el el 

wo 0 ~ a  l < e  i u n d  x 1 < 1  ist. Ebenso kann x~ in der Form 

a~ x 2 
(2) = r,  + (0 s a~ < e,a; x 2 < l )  

dargestel]t werden, wo e~ wieder eine beliebige ganze Zahl bedeutets, die 
yon e i verschieden sein daft. Setzg man diesen Wer~ yon x i in (1) ein, 
so findet5 man 

~+a~ + ~  
(3) X = e--~- e 1 .e~ e 1 .e~ 

and so fortschlieBend die Reihe 

n 

Z ai + x,, 
(4) X -~  e 1 . e ~ . . .  e, e 1 . e o . . . e  n '  

1 

und schlie$1ich, da 

ist: 

(5) 

x~ 1 
lim e~.-. ~ lim = 0 

n = ~  e l  " r ~ n = ~  e l  . e ,  . . .  e n 

oo 

X ~ el . ~ - . .  ei 
1 

Ergibt~ sich f~r x die e,ndliehe Ent~wiekehmg 

(o=< a , <  e,). 

2 " ( 6 )  x = e~.  e,  . . . .  e i '  
1 

*) Z. f. Math. I~ (1869) p. I2~. Die Begrfindung des Herin C a n t o r ,  dex iibrigens 
nut ~ ~ e  den unendlichen Dezimalbr(ichen mi~ der Periode 9 entspreche~de 
En~wickelungen ~betrachtet, ist eine andre als die bier gegebene; insbesondre gib~ 
Herr C a n t o r  ~ r  die Koeffizient~n % (in (5)) nut Ungleichungen, w e l c ~  die r e ~ ' e ~  
Bere~,kuung der a~ erm~glichen, w ~ r e n d  im Tex~ ~ F o ~ e l n  (vgL (22) u. 
(26)) aufgestellt werden. 
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so IK$~ sich an deren Stelle auch die unendliehe 

o._1  e,_i 
a l  21- k - ~  :-. .  ei (7) X = e,- e~---e i e 1 -e, .--e~ el 

1 n + l  

sehreiben vermSge der IdentitKt 

1 en +1 - -  1 1 en +1 - -  1 

( 8 )  e ~ -  e~, �9 �9 e,~ e x �9 e , . . .  e, ,  +1  e l"  e ,  �9 �9 �9 en +1 el" e s " "  % + 1  

1 + 
e 1 . e:~.. ,  e n +2 

ea +2 - -  1 
+ 

e x . e ,  . . . e  n + 2  

e i - -  1 

el  . e~  . . .  e~ 
n + l  

Abgesehen yon der soeben erwiilm~n M6gliehkeit~ 
~t~wiekehmg lii$t~ sieh jede Zahl x zwisehen Null trod 
Weise dureh eine Reihe der F o r e  (5) darstellen; 
es besfehen gleiehzeitig die Beziehv_ugen 

( 5 )  x = 

1 

u n d  

O) X ~ el  . e s . . . e i  
o 

einer doppel~n 
1 nut auf eqne 

angenommen n~mlich 

(O ~ ai < ei) 

(O <= a; < e,) 

und es sei a i =  a~' fiir i < n, dagegen 
traktion der Gleichungen (9) und (5): 

(10) 

and 

(11) 

umsomehr 

(12) 

a.  >,a~', dann folg4 dutch Sub- 

o=S', 
f _ ~  e 1 .  e~ . . . e i 

t �9 

a n -  a n ~ i a i  - - a i l  

e 1 . . . e  n e 1 e . . . . e  z ~ 
n + l  

e,__-_l 
e x �9 e n e x �9 e ~ .  �9 �9 e i 

n + l  

(well sowoM a~ a!s ai'< e~ ist). 
In (12) kann das Gleichheitszeichen nut dann zu stmade kommen, wenn 

(13) a~- -a~= 1; a~'=-e~-- 1; a ~ = 0  is~ flit i > n .  
Da andrerseits, wie die Identitiit (8) lehr~, in (12) stets das Gleiehheiis- 
zeiehen gilt~ so bestehen notwendig die Gleichungen (13) mad man befindet 



~ber die Abz~iJalbarkei~ dot rationalen Zalrlen. 199 

sieh in dora oben erwihnten dutch die Gleichungen (6) und (7) charak~e- 
risier~en Ausnahmefall. 

Im folgenden soll, sobald fiir x eine end//che En~wiekelung mSglieh 
is~, die ebenfalls mSgliche unendliche EnSwickehag und somit jede Zwei- 
werfigkeit der Koeffizienten a, ausgeschlossen werden. 

Durch besondre Wahl der e~ li$~ sieh leicht erreicBen, dab jede 
rationale Zahl eine endliche En~wickelung zuli~$~; die nob~rendige und 
hlnreichende Bedingung hieftir is~, daiS, wenn q irgend eine ganze Zahl 
is$, das Produkt e~ e.~--.e~ yon einem besfimmf~n Index n a b  dutch q 
teilbar wird. 

Die Bedingang is~ notwendig; denn damit der als irreduzibel voraus- 

gesetzte Brueh 2_ die endliche En~rickelung q 

a i �9 e ,  e s . . .  e , ,  -~- a~ e ~ . . .  em - 4 - . . .  ~ -  a m _  1 em  ~ -  a,, ,  2 = ~ , , .  a~ 
q ex e~ �9 �9 �9 e i e 1 e ~ . . . e , a  

1 

zuliiis~, muis q ein Tefler yon el ca---e,~ sein. 
Die Bedingung is~ aber aueh hinreichend, denn ist 

so is~ 

nun sei 

dann ist 

femer sei 

also 

e 1 e ~ . . . e , = q . r ,  

p = _  z (wo l---p.r); 
~l e 1 eg, �9 �9 �9 e n 

1 -~ 11 e. ~- a,, 

p__~ lI + a,~ . 
e l e 2 . e ' e ~ z _ t  e 1 .  e ,  . ' '  ~n ~ 

l 1 = l~ e,~_ 1 + a , , _ l ,  

(0 < a .  <e~--  1), 

1), 

a~ 
2 _ =  z, -4- a"-I  A'el e~ 
q e 1 - e~ . - -  e~_2  e l �9 e~ - . -  e , _ l  . . . .  % ~ 

dureh Fortsetzung dieses Verfahrens erh~t  man, vom letzt~n angefaugen, 
sii~ntliche Koeffizienten a i. 

Am elnCachsten ist es e i -=-i + 1 zu setzen; man hat demnaeh fiir 
jede rationale Zahl x zwisehen 0 mad 1 eine einzige Darstelhng der Form*): 

n~ 
~--- ~ a ~ - I  (14) x ~-~" ~f-.  - ( O ~ a , <  v). 

2 

Andrerseits lii~t sich jede gauze Zahl y auf e/ue Weise in der Form: 

(15) Y =  bl --b b~.e~ -l- b~.ea.e~ + ' . .  Jr b,~'ea'~"'e~_l  ( O ~ b , < e , )  

�9 ) A u c h  yon  C y p a r i s s o s  S t d p h ~ n o s  a n g e g e b e n :  Bull .  de  l a  Soc. M ~  de 
F r a n c e  8 (1879) p.  81. 
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darstellen. Ist n~imlich y eine beliebigo gegebene ganze Zah!, so finder 
man die Koeffizien~en b 1, b ~ , . . ,  successive dureh die Bedingungen: 

y = b  l+exy~t  ( O ~ b  1 < e l )  , 

+ 

Y,-I = bi or. ei Y, (0 ~ b~ < e,). 

Wegen der Endlichkeit yon y mu$ y~, sobald i eine gewisse Zahl m 
erreieht~, versehwinden; dutch Einselzen der Werte yon Yl, Y~, '"  ",Y,,,-1 
in die erste der Gleichungen (16) ergibt sich dann eine Reihe der Form 
(15) fiir y; eine zwei~e derarCige Dars~ellung ist abet nicht mSglich, da 
man umgekehrr yon tier Summe anf der rech~en Seite in (15) ansgehend, 
das Bestehen tier die b~ eindeutig bestimmenden Gleichungen (16) als 
notwendig erkennk 

Speziell werde wieder e~ = i 5- 1 gesetzt. 
Die AbzShlung der rationalen Zahlen urird nun in der Weise vor- 

genommen, daft die ratiorade Zahl  

al a2 an 
(17) x = 2-Y + ~.' + "" " + (n + 1),, 

und die ganze Zatd 

(18) y = b, + ~ - 2 !  + b 3 �9 3! + . . .  + b~. m~ 

ei~utnder zugeordnet werden, wenn 

( l a  m = n und al = b~, a~ = b:, . . ., a,, --= b, 

ist. 
Die Zuordnung ist nach dem zuvor Bewiesenen eine umkehrbar 

eindeu~ige. 
Beispie le :  Nach einer dutch zweekmii6ige Anordnung abzukiirzen- 

den Reehmmg yon einigen Minuf~n finde~ man als Nummer der ratio- 
nalen Zahl 

999 1 2 3 4 5 1 7 6  1 2 2 

5 2 12 

+ i~,, + ~T , q  15, 

die gaaze Zahl 

y = 1 + 2.2! + 3-3! + 4-4! + 5.5! + 1.6! + 7.7! + 6-8! + 1.9i + 2-10! 

A- 2 -11! + 5.12! q- 2.13! + 12-1~4! = 1 061 076 276719; 

desgleichen ergibt sic~ die der ganzen Zahl 

y = 999000 ~- 3.5! + 1.6! + 6-7! + 6-8! + 2-9! 
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zugeordnete rationale 
3 ~! 8921 x=~+ ~ + + 6 

~., ~., + iV., = i 8~ 4oo" 

Es handelt sich zum Schlusse noeh datum, explizi~e Ausdrficke fiir 
die a, als Funktionen yon x und ftir die b, als Fun'~ionen yon y auf- 

zus~ellen. 

A.~ (17) fo~: 
(20) # ! .x  = a,-3.4 �9 �9 �9 ,u q- a , -4 .5 �9 �9 �9 9 q- . . .  q- a~_~./~ q- a~,_l +/~, , ;  

hier is~ 
%,+1 % % +  + . . . +  1~,,= ~ + 1  (.~+I)0.+~) ( .+1)~+9) . - - ( ,~+, )  

v---V = 1 (s. (8)), 
a + l  

so dab also~ wenn [v] die grSBie in v enthaltene ganze Zahl bedeutet~ 

(21 )  [~!  x ]  = a 1 . 3 . 4 .  �9 �9 ~ + a.~-4.5 �9 �9 ~ + . - .  + % _ : . u  + %_~ 

wird; hieraus ergib~ sich sofo~: 

(22) a~(x) = [(p-t- 1)! x] -- (,u-t- 1) [/~! x], 
wo nun auf der linken Seite die Abh~i~gigkeit des Koeffizien~en a~ yon 
der darzustellenden Zahl x auch ~iuBertich angedeutet ist. 

Gleichung (22) g41~ ihrer Ableitung nach ebenso gut ffir irrationale 
als ftir rationale x; da die letzteren dadurch ausgezeichnet sind, da~ die 
a~ yon einem gewissen Index ab bestgndig gleich Null werder~ so ergibt 
sieh hier nebenbei das tibrigens auch ohne welfares einleuchtende~ durch 
air,ache Formulierung mehr als dutch groBe Anwendbarkeit ausgezeichne~e 
Irrationalitiitskriterium : 

..... = 0 Ffir rationale x, 
(23) lira [# ! x] -- # [(~ -- l ) ! x] > 0 fiir irrationale x. 

Um eine der Formel (22) entspreehende ffir b~(y) zu finden, gehe man 
aus yon der Formel 

y b, b, 
(24) , : = ~ . 3 - . . ~ . ,  ~ 3 . 4 . . . ,  

hier ist die Summa 
gleich 

so dab 

+...+ b~,-* + b~ + b.+,.(,+~>+... 
b. 

+ b~-(~+ 1) (, +2) �9 �9 .~; 

tier ( ~  1) Brfiche auf der reehten Sei~e h~hs~1s  

I. I: + ~. s, + a. a, +... (,~-- I) (~-- i): I <I, 
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(25) [ ~ . J ~ - b ~ + b ~ , + ~ ( ~ - ~ l ) + . . . + b ~ ( ~ + l ) ( # + 2 ) . . . m  

is~ und daraus fol~ unmith~lbar: 

(~) Y 

Fiir die hier mehrfach angewandte FunkS!on Iv] hat man folgende 
Formel'*) 

a o  

1 l 

mi~ deren Benutzung man finder 

1 ~ sin ~k (v+  1)! :~x 
(28) a , ( x ) =  -~ k 

1 

r 

-~-~ l ~ s i n 2 k v ! k  ~x  

1 

+ 

2 

I 

aO,+l) { t ~ s i n ( 2 k - 1 )  v ! ~ x  t e 
2 k - - 1  / ~ 

y sin 2k~ !v~ 
(~9) b,O) = ~ ~ k 

1 

8 sin (2 k - -  1) ~ v--~ 

/ sin 2k~ Y ~ sin(2]~-- 1)~ (v _~ 1) ! , , + 1 ~  (~+1), 80,+1) 

1 1 

Diese husdrticke ftir a,(x) und b,(y) dense man sich in die folgen- 
den Re!hen eingesetz~: 

(30) y = F(x) = ~ ~,(x) �9 ~!, 
1 

b~(y) (31) ~ = r = ( ~ : .  
1 

Ftir rationales x is~ die Re!he uuf tier rech~en Seite yon (30) eine 
endliche (da ja dann die a, schlieglich verschwinden); ihr Wer~ !st die 
dem x dutch die angegebene Abz'~flung zugeordne~e na~irliche Zahl y; 
Ffir irrationales x divergiert die Re!he (30), da schon ihre einzelnen 
Glieder ins unendliche wachsen. 

*) 8. P r i n g s h e i m ,  Ma~h. Ann. 26 (1886) p. 195. 
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In gleicher Weise brieht die Reihe auf der recht~n Sei~e yon (31) 
ffir ganzzahliges y ab und konvergiel4 so nach derjenigen rationalen Zakl x, 
deren :Nummor y ist. Definier~ man b.(y) fiir nicht ganzzald~e y dutch 
(26) oder dutch die damit identische Reihe (29), so ersieht man leicht, 
a ~  b , ( v ) =  b,([v]) wird; es ersche~ ~so auroh (~1) die =~on~ae Za~a 
x = �9 (y) nieht nur einer bestimm~en ganzen Zahl y, sondern dem gn~zen 
In~ervalle yon y his y + 1 zugeordnet. 

T r a u n s t e i n ,  im April 1904. 


