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Uber die Abzahlbarkeit der rationalen Zahlen.

Von

Geore FaBErR in Wiirzburg.

Die Methoden, die bisher zur Abzihlung der rationalen Zahlen an-
gegeben wurden, verfolgen, soweit mir bekannt, lediglich den Zweck, die
Maglichkeit der Abzahlung darzutun, versagen jedoch samt und sonders
infolge der Notwendigkeit nicht zu bewiltigender Rechnungen, sobald
es sich um die Aufgabe handelt, diejenige ganze Zahl wirklich anzugeben,
die einem Bruche mit einigermaBen groBem Zihler oder Nenner zugeordnet
ist oder sobald umgekehrt der einer vorgelegten grofleren ganzen Zahl
zugeordnete Bruch gesucht ist. Im folgenden will ich fiir die rationalen
Zahlen zwischen Null und 1 eine Abzihlungsmethode (als Typus unend-
lich vieler) angeben, welche die genannten Aufgaben mit geringerem
Aufwand von Rechnung aunszufiithren erlaubt; die so erhaltene gegenseitige
Zuordnung der ganzen und der rationalen Zahlen zeigt dann auch die
merkwiirdige Eigenschaft, daB sie durch Formeln zur arithmetischen
Evidenz gebracht werden kann. Es wird sich nimlich eine mehrfach
unendliche trigonometrische Reihe y = F(x) ergeben, die fiir jedes
irrationale x divergiert und fiir irgend ein rationales x nach einem ganz-
zahligen Grenzwerte y konvergiert; umgekehrt wird sich durch Auflssung
dieser Formel eine andre dhnlich gebaute z = &(y) ergeben, die fiir irgend
ein ganzzahliges y pach einem positiven rationalen Grenzwerte z (< 1)
konvergiert.

Die echten Briiche mit endlicher Dezimalbruchentwickelung lassen sich
am einfachsten in der Weise abzihlen, daf dem Bruche

r=fstiet e 0L4<94,>0),
der als Dezimalbruch geschrieben O, a,a, --- a, lautet, die ganze Zahl
a,10°~* +a, ;10~%*4 .. 44,10+ a, oder in dezimaler Schreibart
a.a - - aga, zugeordnet wird, und umgekehrt.
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Zu einer analogen Abzihlung sdmilicher echten Briiche gelangt man
unter Zugrundelegung einer die systematischen Briiche verallgemeinernden
Reihendarstellung, in welcher die rationalen Zahlen durch endliche Ent-
wickelungen charakterisiert sind; derartige Darstellungen sind zuerst von
Herrn G. Cantor betrachtet worden.*)

Man denke sich die Strecke 01 in ¢, gleiche Teile je von der GroBe
-} geteilt; jede Zahl x, die, wo nicht anders bemerkt, positiv und <1

gedacht werde, liegt dann in einem der so entstehenden Intervalle, es
ist also

(1 z= g
wo 0 < a, <e und z, <1 ist. Ebenso kann z, in der Form
(2) x1=§f+% 0<La,<6; 2,<1)

dargestellt werden, wo e, wieder eine beliebige ganze Zahl bedeutet, die
von e, verschieden sein darf. Setzt man diesen Wert von z, in (1) ein,
so findet man

®) A S

und so fortschlieBend die Reihe

n

4 D o
( ) & zel.ez...g"_{—el.eg...en’
- - 1
und schlieBlich, da
. . 1
) re= 31-62--' v = n==oo 81‘82"'en
ist:
o0
5 - Z-'__ﬁ»;__ < e
( ) x tel°62"'ei (Ogaz<e‘)’
1

Ergibt sich fiir # die endliche Entwickelung

n
6 = '___ﬁ;___
(6) z Ezel-efme,-’
1

") Z. f. Math. 14 (1869) p. 124. Die Begriindung des Herrn Cantor, der ibrigens
nur wnendliche den unendlichen Dezimalbriichen mit der Periode 9 entsprechende
Entwickelungen "betrachtet, ist eine andre als die hier gegebene; insbesondre gibt
Herr Cantor fiir die Koeffizienten a, (in (5)) nur Ungleichungen, welche die rekurrente
Berechnung der a, ermdglichen, withrend im Text independente Formeln (vgl. (22) u.
(26)) anfgestellt werden.
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so 1aBt sich an deren Stelle auch die unendliche

n—1
O d =Z e - e:i- -€; elane, + 2 6y <y €
1 n+1
schreiben vermége der Identitét
(8) 1 _ €1 —1 + 1 _ €41 — 1 4 €, 49— 1

ez.ez...en 31.63”.en+1 81'62"'87;-}-1 61'82'”811,-}-1 61'62”'87;-{-2
1

€ €€, 10

@®
Z‘ e;— 1
== .
A .32...e£
n+1

Abgesehen von der soeben erwihnten Moglichkeit einer doppelten
Entwickelung 148t sich jede Zahl x zwischen Null und 1 nur auf eine
Weise durch eine Reihe der Form (5) darstellen; angenommen nidmlich
es bestehen gleichzeitig die Beziehungen

o

(5) D s (0<a<e)
1

€ &
und

1 ; ; p
9) 2= e (0<4/<e)
0

¢;

und es sei a,=@a, fir ¢ <n, dagegen a, >a,, dann folgt durch Sub-
traktion der (leichungen (9) und (5):

(10) _2 a —a,

und
’ » r
(11) “n“‘““n< ii“i — G,
e -6, =~ e, €---¢’°
n+1
umsomehr
@D
1 e — 1
(12) <>l =l
el...en—— el.gz...ei
n+1

(weil sowoh! g, als a; < ¢ ist).

In (12) kann das Gleichheitszeichen nur dann zu stande kommen, wenn
(13) a,—a,=1; a/=¢—1; a,=0 ist fir s > n.
Da andrerseits, wie die Identitdt (8) lehrt, in (12) stefs das Gleichheits-
zeichen gilt, so bestehen notwendig die Gleichungen (13) und man befindet
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sich in dem oben erwihnten durch die Gleichungen (6) und (7) charakte-
risierten Ausnahmefall.

Im folgenden soll, sobald fiir z eine endliche Entwickelung mdglich
ist, die ebenfalls mogliche unendliche Entwickelung und somit jede Zwei-
wertigkeit der Koeffizienten a, ausgeschlossen werden.

Durch besondre Wahl der ¢ 1Bt sich leicht erreichen, daB jede
rationale Zahl eine endliche Entwickelung zuldBt; die notwendige und
hinreichende Bedingung hiefiir ist, daB, wenn ¢ irgend eine ganze Zahl
ist, das Produkt ¢ ¢, ---¢, von einem bestimmien Index » ab durch ¢
teilbar wird.

Die Bedingund ist notwendig; denn damit der als irreduzibel voraus-
gesetzte Bruch £ dle endliche Entwickelung

m

P 21. a; ay -5, F a6 €, + +am—-1 enta,
—_— —— i =
q €166 € 6

1
zuldft, muB ¢ ein Teiler von ¢ & - - - ¢, sein.
Die Bedingung ist aber auch hinreichend, denn ist

. €16 -6 =4q-"7,
so ist
P _ l
e wWo l=p-7);
. q 3132"'% ( p )’
nun seil
) l= 16,‘—}-05 (O,éanéenmlx
dann ist
P I T a, .
q € 6-€-€, 4 e €€,
ferner sei
lh=1le,_y+a,, 0La,_1<Ze,_y—1),
also
» l + Q, 1 + @, .
q €8 - €, o € €€, 4 e -€y--e.)

durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhiilt man, vom letzten angefangen,
simtliche Koeffizienten a,.

Am einfachsten ist es ¢,— ¢ -+ 1 zu setzen; man hat demnach fiir
Jede rationale Zahl x zwischen O und 1 eine einzige Darstellung der Form¥):

(14) g =Dyt 0<La,< ).

Andrerseits 1iBt sich jede ganze Zahl y auf eine Weise in der Form:
(15)  y=b +bye, + b5 e6+ +boaa6_ (0OZh<e)

¥) Auch von Cyparissos Stéphanos angegeben: Bull. de la Soc. Math. de
Franee 8 (1879) p. 81.
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darstellen. Ist nimlich y eine beliebige gegebene ganze Zahl, so findet
man die Koeffizienten b, b,, - - - suceessive durch die Bedingungen:

y =b+ey 0Lh <ey),
(16) ¥ =by + &y (0L by <es),
Y1=b + ¢y, 00, <e).

Wegen der Endlichkeit von y muB y;, sobald ¢ eine gewisse Zahl m
erreicht, verschwinden; durch FEinsetzen der Werte von ¥, %5, - ¥,y
in die erste der Gleichungen (16) ergibt sich dann eine Reihe der Form
(15) fir y; eine zweite derartige Darstellung ist aber nicht moglich, da
man umgekehrt, von der Summe auf der rechten Seite in (15) ausgehend,
das Bestehen der die b, eindeutig bestimmenden Gleichungen (16) als
notwendig erkennt.

Speziell werde wieder ¢, = ¢ 4 1 gesetat.

Die Abzihlung der rationalen Zallen wird wnun in der Weise vor-
genommen, daf die rationale Zahl

(17) x=%+§%+'“+ﬁ'ﬁi

und die ganze Zahl

(18) y=0b +by-2'+by-3'+---40, m!
etnonder zugeordnet werden, wenn

(19 m=mn und a, =by, ay="=b,---,a,=20,
1st.

Die Zuordnung ist nach dem zuvor Bewiesenen eine umkehrbar
eindeutige.

Beispiele: Nach einer durch zweckmiBige Anordnung abzukiirzen-
den Rechnung von einigen Minuten findet man als Nummer der ratio-
nalen Zahl

999 1 2 3 4 5 1 7 6 1 2 2
T=pe-—n TnTatr tTatTutatatoe Tt
5 2 12
t i T Ty
die ganze Zahl

y=1+2.2143.3'44-4!4 55!+ 1.6+ 7.7 4 6-8!' + 1-91 4 2-10!
+2.111 4 5121 + 2.18! + 12.14! = 1 061 076 276 T19;
desgleichen ergibt sich die der ganzen Zahl
¢ = 999000 = 3-5! + 1-6! + 6-7! -+ 6-8! 4 2.9!
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zugeordnete rationale
3 1 6 6 2 8221
T=mtatatat e~ Tsitd00
Es handelt sich zum Schlusse noch darum, explizite Ausdriicke fiir
die a, als Funktionen von z und fir die b, als Funktionen von y auf-
zustellen.
Aus (17) folgt:
(20) y!.x = a1'3.4 ‘e y/ + a2.4.5 e + e + a,#_“g.y, + a,#__l + ‘R).t;
hier ist
R @y 41 a

&
S —_— L. i
Dy g 1 P B T ) R B O 5
<ut! M1 (5.8),

g+l

so daf also, wenn [v] die groBte in v enthaltene ganze Zahl bedeutet,
@) [wal=a 34 ptadb ptota,_uta,
wird; hieraus ergibt sich sofort:

(22) @, (z) = {{(w+ D!z} — (u+1) [p! 2],
wo pun auf der linken Seite die Abhiingigkeit des Koeffizienten o, von
der darzustellenden Zahl x auch #uBerlich angedeutet ist.

Gleichung (22) gilt ihrer Ableitung nach ebenso gut fiir irrationale
als fiir rationale #; da die letzteren dadurch ausgezeichnet sind, daB die
a, von einem gewissen Index ab bestdndig gleich Null werden, so ergibt
sich hier nebenbei das iibrigens auch ohne weiteres einleuchtende, durch
einfache Formulierung mehr als durch grofie Anwendbarkeit ausgezeichnete
Irrationalititskriterium:

(23) T Fut c = O fiir rationale z,
oo (o) —elle—1121 1§ e irrationale 2.

Um eine der Formel (22) entsprechende fiir b,(y) zu finden, gehe man
aus von der Formel

Y b, b b,
@) Gmsmmt e T TG Pl b e D
+ b, (u+1) (4 +2) - - - w3
hier ist die Summe der (up— 1) Briiche auf der rechien Seife hdochstens

gleich

1-1042-21 413831 h . (ue 1) (g— 1)! ! 1
ul =i-a<b

so daB
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@) [G] =t b D+ b D (p+2) - m

ist, und daraus folgt unmittelbar:

(26) b= 51—+ D) [ |

Fir die hier mehrfach angewandte Funktion [v] hat man folgende
Formel:*)

® 2
(27> [v] = o + Zv sin 2707:17 { ks’yi_gkk:i)nv} ’
1

mit deren Benutzung man findet

k n’} 2k —1
1 1

(28) a(x) 281D275(v-}-1)|7zx 8 | mksin<2k——1)(v-{-1)!7t$}2

v+1251n‘)k11'7zx n 8(v-1) wksin(2k-—1)v!nx‘2
k P Z 2k —1 f ?

1 i

Y

< gin 2k=w =

29 b)) =% A ———

1

© g1 Y 2
sin (270—-1):1”—!
2k —1

1

) 2
®_sin(2k

U —
Z’Z DA my
2k — 1

1

© gin2k=w

Y
v4+1 v+ 1! 8(»-}1)
T Tz 2 k + x2?

1

Diese Ausdriicke fiir a,(x) und b, (y) denke man sich in die folgen-
den Reihen eingesetzt:

(30) y = F(z) = Dra()- v,

<
1

Fir rationales x ist die Reihe auf der rechten Seite von (30) eine
endliche (da ja dann die a, schlieBlich verschwinden); ihr Wert ist die
dem z durch die angegebene Abzihlung zugeordnete natiirliche Zahl y;
fir wrationales = divergiert die Reihe (30), da schon ihre einzelnen
Glieder ins unendliche wachsen.

*) 8. Pringsheim, Math. Ann. 26 (1886) p. 195.
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In gleicher Weise bricht die Reihe auf der rechten Seite von (31)
fiir ganzzahliges y ab und konvergiert so nach derjenigen rationalen Zahl z,
deren Nummer y ist. Definiert man b,(y) filr nicht ganzzahlige y durch
(26) oder durch die damit identische Reihe (29), so ersieht man leicht,
daB b,(y) = b,([y]) wird; es erscheint also durch (31) die rationale Zahl
2 = ®(y) nicht nur einer bestimmten ganzen Zahl y, sondern dem ganzen
Intervalle von y bis y + 1 zugeordnet.

Traunstein, im April 1904.




