Uber die Fourierschen Koeffizienten der nach Riemann
integrierbaren Funktionen.

Von
C. Carathéodory in Géttingen.

{Aus einem Brief an Herrn L. Fejér.)

In unserer letzten gemeinsamen Arbeit!) haben wir u. a. die notwen-
digen und hinreichenden Bedingungen dafiir aunfgestellt, daB einc Folge
von unendlich vielen Zahlen die Fourierschen Koeffizienten einer be-
schrankten Funktion darstellen®). Vor kurzem habe ich nun die Bemer-
kung gemacht, dall man mit &hnlichen Mitteln die Bedingungen dafiir
aufstellen kann, dafl die Folge (1) aus den Fourierschen Koetfizienten
einer nach Riemann integrierbaren Funktion bestehe.

Dieses Resultat, das im ersten Augenblick etwas iiberrascht, weil ja
die Fourierschen Koeffizienten einer Funktion mit Hilfe Lebesguescher
Integrale berechnet werden miissen, folgt aus sehr einfachen Uberlegungen,
die ich Thnen hier auseinandersetzen mdochte.

Dabei werde ich die Terminologie und die Bezeichnungen meiner
., Vorlesungen iiber reelle Funktionen (Leipzig, Teubner, 1918) benutzen
und dieses Buch im folgenden mit ,, V. zitieren.

1. Es sei f(«) eine im Intervalle (0 < 2 << 2z definierte, beschriinkte,
meBbare Funktion mit den Fourierschen Koeffizienten

(1) a’()) al) aly a’g) a’g; c

Jede zu f(z) ,aquivalente’ Funktion (V. § 359), d. h. jede Funktion
fi(#z), die nur hochstens in einer Nullmenge des gegebenen Intervalls von
f (@) verschieden ist, besitzt dieselben Fourierschen Koeffizienten wie /()

1) Uber den Zusammenhang der Extremen von harmonischen Funktionen mit
ihren Koeffizienten und iiber den Picard-Landauschen Satz, Rendiconti del Cir-
colo Matematico di Palermo 32 (1911), 8. 218—239.

%) a. 8. 0. 8. 226.
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und es wird sich darum handeln, zu untersuchen, ob unter diesen Funk-
tionen f,(x) solche existieren, die nach Riemann integrierbar sind.

Wir fithren zu diesem Zweck folgende Definitionen ein: eine Funktion
@ (x) soll Unterfunktion von f(z) genannt werden, falls die Punktmenge
(V. §85)

Mg >f)
eine Nullmenge ist; ebenso soll ¢ (x) eine Oberfunktion von f(x) genannt
werden, falls die Punktmenge

Mg =< [)
eine Nullmenge ist.

Aus diesen Definitionen entnimmt man unmittelbar eine Reihe von
Eigenschaften der Unter- und Oberfunktionen, die ich in folgendem Satze
zusammenfasse:

Satz 1. Eine Funktion, die zugleich Unter- und Oberfunktion von
f(x) ist, ist dieser Funktion dguivalent.

Ist @ (x) Unterfunktion von f(z), so ist f(x) Oberfunktion von ¢ ().

Ist @ (x) Unterfunktion von f(x) und v (x) Unterfunktion von ¢ (),
so ist () auch Unterfunktion von f(z).

Es seien ¢,(x), @,(#),... abzihlbar unendlich viele Unterfunktionen
von f(x) und

@ () — obere Grenze von {¢p (%), @,(x),...}.

Dann ist, wenn man

'Nl: M(f<(ph)
N- N+ N, +N,+...

setzt, die Punktmenge N als Vereinigung von abzihlbar vielen Nullmengen
ebenfalls eine Nullmenge; auferdem hat man aber

M(f<p)<N

und hieraus folgt, daB ¢ () eine Unterfunktion von f(z)ist. Ganz ebenso
1st der zweite Teil des folgenden Satzes zu beweisen.

Satz 2. Die obere Grenze einer abzihlbaren Folge won Unterfunk-
tionen wvon f(x) ist eine Unterfunktion von f(x). Ebenso ist die untere
Grenze einer abzdihlbaren Folge von Oberfunktionen eine Oberfunktion.

2. Es seien ¢(«) und & (x) zwel beschrinkte Funktionen, von denen
die erste nach unten, die zweite nach oben halbstetig ist (V. § 127); ferner
sel p(x) eine Unterfunktion von ®(x) Wegen der Halbstetigkeit der
gegebenen Funktionen folgt, daB ¢(z) die obere und ®(x) die untere
Grenze eine Folge von stetigen Funktionen ist (V. §867). Es gibt also
stetige Funktionen ¢, (%), @, (2), so daB die Gleichungen
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(2) ¢ ()= obere Grenze von { ¢ (z), ¢,(&), ...}

(3) @ (x) - untere Grenze von { @, (z), D, (), ...}

zugleich gelten. Ferner muB nach dem Satze 1 jede Funktion ¢, (x) eine
Unterfunktion einer jeden Funktion @ (z) sein und dieses ist, wegen der
Stetigkeit der Funktionen ¢, (x) und @, (x), dann und nur dann der
Fall, wenn fiir jeden Wert von =

(4) #,(2) < Py (2)

ist. Es miiBte namlich sonst mindestens ein Intervall auf der z-Achse,
d. h. eine Punktmenge von nicht verschwindendem Inhalte geben, in dem
¢, (x) > D, (x) ist.

Aus (2), (3) und (4) folgt ferner, daB fiir jeden Wert von x

p(z) -~ P(z)

sein mub.

Die Eigenschaft von ¢(x), eine Unterfunktion von ®(x) zu sein, ist
aber vorhanden, wenn wir voraussetzen, da} ¢ (z) eine Unter- und & (z)
eine Oberfunktion von f(x) ist und daher haben wir den

Satz 3. KEine nack unten holbstetige Unierfunktion von f(x) kann
nirgends eine nach oben halbstetige Oberfunktion dieser Funktion iiber-
treffen.

3. Wir wollen jetzt zeigen, dafl im Intervalle
I:0<a<2n

eine grofte nach unten halbstetige Unterfunktion von f(x) existiert. Dazu
betrachten wir die abzdhlbar unendlich vielen Teilintervalle ¢,, 9, ...
von I, deren Endpunkte rationale Abszissen besitzen. Jedem dieser Teil-
intervalle 8, ordnen wir eine zweiwertige Funktion y (%) zu, diein(f —¢,)
gleich der unteren Grenze g von f(z) ist, und in 4, ebenfalls konstant
sein soll und den groBten Wert annimmt, der sich mit der Bedingung
vertragt, dafl y (») eine Unterfunktion von f(x) ist. Die Punktmengen
(I — 8,) sind relativ zu I abgeschlossen (V. § 74), woraus man entnimmt

(V.§136), daB die Funktionen y () nach unten halbstetig sind.
Nun setze ich
(5) # (@) = obere Grenze von {y, (%), 2,(%),...}

und bemerke daB y(z) erstens nach dem Satze 2 eine Unterfunktion von
f(#) ist, und daB zweitens diese Funktion als obere Grenze von nach
unten halbstetigen Funktionen ebenfalls nach unten halbstetig ist (V. § 174).
Es sei jetzt @(z) eine beliebige im Intervalle I definierte nach unten
halbstetige Unterfunktion von f(z) und z, ein fester Punkt von I.
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Ist dann e eine beliebige positive Zahl, so gibt es eine stetige Funk-
tion y(x), die beide Bedingungen

(6) wx) <o)  (0<z<2n)

N 4
(7) v (%)) Z 0 (2,) -
zugleich erfiilis.
Ferner kann man im Streifen zwischen den beiden stetigen Funktionen

(q/(x) — %} und () mindestens eine zur x-Achse parallele Strecke fin-
den, die einen inneren Punkt mit der Abszisse z, und Endpunkte mit
rationalen Abszissen besitzt. Bezeichnet man mit ¢, das Intervall un-
serer Folge, in das sich diese Strecke projiziert, so mufl nach unserer

Konstruktion
Lo (x(J) oy (xo) *%
und daher nach (5) und (7)

1 (%) 2 (%) — ¢
sein. Die Wahl des Punktes x, innerhalb I und der positiven Zahl ¢ ist
aber willkiirlich; man hat daher allgemein
() < x(x)
d. h. den

Satz 4. Im Intervalle 0 < x << 2 gibt es eine gréfte nach unten
halbstetige Unterfunktion y(x) der gegebenen Funktion f(x).

Ebenso beweist man den

Satz 5. Hs gibt om Intervalle 0 < & < 27 eine Kleinste nach oben
halbstetige Funktion X () der Funktion f(x).

4. Es sei f,(x) eine beliebige, zu f(2) Aquivalente Funktion und
mit @, () ihre untere, mit @, () ihre obere Limesfunktion bezeichnet
(V. §123). Aus @, () <, (x) folgt, daB o, (x) eine Unterfunktion von
f(x) ist; auBerdem ist aber ¢, (x) nach unten halbstetig und daher, nach
dem Satze 4

(8) o) <7 (x) (0 <@ < 2m).
Man beweist auf gleichem Wege, daB
(9) X(z) < 9, ()

ist. Tch bezeichne ferner mit f,(z) eine Funktion, die in jedem Punkte

der Punktmenge
M(t<f<X)

gleich f(x) ist und auf der iibrighleibenden Nullmenge des Intervalls



Fouriersche Koeffizienten. 313

0 <2 < 2n gleich y(x) ist. Die Funktion f, (2) ist zu f(x) dquivalent
und geniigt der Bedingung

(10) 2(®) </, () = X ().

Aus (10) folgt nun mit Beriicksichtigung der Halbstetigkeit von y (x)
und X (z), daB die Limesfunktionen ¢, (z) und @, (x) von f,(x) den
Bedingungen

1(@) Loy (z) und Dy (2) = X(2)

geniigen und hieraus folgt mit Beriicksichtigung von (8) und (9)
@ (x) = (%),  Dy(2)= X(x).

Dieses Resultat kann folgendermaflen ausgesprochen werden:

Satz 6. Die Funktion y(z) ist nirgends kleiner als die unfere
und die Funktion X (x) nirgends grofler als die obere Limesfunktion
esner beliebigen zu [(x) dquivalenien Funktion. Bs gibt zu f(x) dqui-
valente Funktionen, deren Limesfunktionen mit y(x) und X (x) zu-
sammenfallen.

5. Nach einem bekannten Satze von Lebesgune ist eine Funktion

dann und nur dann nach Riemann integrierbar, wenn ihre Limesfunktionen
einander aquivalent sind (V. § 415).

Gibt es eine zu f{x) dquivalente Funktion f, ()} mit den Limes-
funktionen ¢, (2) und @, (z), die nach Riemann integrierbar ist, so
folgt aus der Aquivalenz dieser letzteren Funktionen und aus

@ () Sx(z) = X(2) < D, (),
2(x) ~ X ()

ist. Umgekehrt folgt aber aus der Aquivalenz von z(z) und X (z), nach
dem letzten Satze, daB es zu f(x) dquivalente, nach Riemann integrier-
bare Funktionen gibt.

dall auch

Satz 7. Es gibt dann und nur dann nack Riemann tntegrierbare
und z2u f(2) dquivalente Funktionen, wenn die Funktionen y (x) und X (x)
emnander dguivalent sind.

6. Aus der Tatsache, daB nach dem Satze 8 stets y(z) < X (2) ist,
folgt, daB die Funktionen y(z) und X (x) dann und nur dann einander
dquivalent sind, wenn

(11) :fnx(x)dx:an(x)dx

ist (V. §405). Bezeichnet man die Fourierschen Koeffizienten von (%) mit
(12) by, by by by, By, ...
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und die Fourierschen Koeffizienten von X () mit

(13) B,, B,, B,, B,, B,, ...,
so kann man die Gleichung (11) durch
bo— B,

ersetzen und folgendes Resultat aussprechen.

Satz 8. Fir die tm worigen Satze geforderte Aquivalenz der
Funktionen y(xz) und X (z) ist notwendig und hinreichend, daf3 die
konstanten Glieder in den Fourierschen Entwicklungen dieser Funk-
tionen ubereinstimmen.

7. Ich will nun zeigen, wie man die Zahlen b, und B, bestimmer
kann. Ich bezeichne mit s, die obere Grenze der Lkonstanten Glieder
aller trigonometrischen Polynome p®" Ordnung, die Unterfunktionen von
f(2) sind; diese Zahlen bilden natiirlich nach ihrer Definition eine monoton
wachsende Folge und es existiert daher der Grenzwert

ph:x:r; 8,
Da ferner jedes trigonometrische Polynom, das Unterfunktion von f(z)
ist, als stetige Unterfunktion von f(z) nie gréBer als y(«) sein kann,
muf} fiir jeden Wert von p

Sp S bO
und daher auch
(14) lim 5, < b,

sein. Anderseits kann man, nach einem bekannten Satze iiber Lebesguesche
Integrale (V. § 399), wenn man noch beriicksichtigt, da8 x(x), als nach
unten halbstetige Funktion, die Grenze einer monoton wachsenden Folge von
stetigen Funktionen ist, jeder positiven Zahl ¢ eine stetige Unterfunktion
@ (x) von f(x) zuordnen, fiir die

1 1 ( 2
2—-ﬂfqo(x)dx>§;fx(x)dx—— ; == by — ;
0 ¢

ist. Ferner gibt es fiir hinreichend grofe p trigonometrische Polynome,

die eine zwischen den stetigen Kurven g(x)— - und ¢(z) verlsufende

2
Kurve darstellen. Fir diese Werte von p ist dann
s, = by, —¢
und man hat, -weil s, < s, <... st
(15) lim s, > 8, — ¢.

p=®
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Der Vergleich von (14) und (15) liefert dann den ersten Teil des folgenden
Satzes, dessen zweiter Teil ebenso zu beweisen ist.

Satz Y. Bezeichnet man mit s, die obere Grenze der konstanten
(Hlieder aller trigonometrischen Polynome p'*" Ordnung, die Unterfunktionen
von f(x) sind, so ist stets

(16) b, ,}Lnlo Sp-
Ebenso 1st
(17) B, ~—ph=ni 8,,

wenn S, die uniere Grenze der konstanten Glieder aller trigonometrischen
Polynome p*r Ordnung bedeutet, die Oberfunkiionen von f(x) sind.

8. Die Bestimmung von b, und B, ist also auf die Berechnung von
Sy und Sp suriickgefiitbrt. Die Zahl i, die wir in § 8 unserer schon oben
erwihnten gemeinsamen Arbeit berechnet haben, stellt die grofte konstante
Unterfunktion von f(z) dar und fillt daher in der Bezeichnung des vorigen
Paragraphen mit s, zusammen,

Die von uns damals benutzten Hilfsmittel erlauben, wie jetzt zu
zeigen ist, ganz allgemein die Zahlen s, und 8 zu bestimmen. Diese
Hilfsmittel beruhen im wesentlichen auf folgenden beiden Sitzen:

Satz A, Hine meflbare Funktion f(xz) mit den Fourierschen

Koeffizienten
@y Qyy Gys - e

i8¢ dann und nur dann einer beschrdnkien wicht negativen Funktion
dguivalent, wenn die hormonische Funktion

(18) Ulr, 9) = a, + Zrk(acoska‘)+aksink:’))

k=1
Jir r <1 reguldr und dort beschrdnkt und nicht negaliv ist.
Satz B. Sind

(19) Gy Gys Gyy ooey Oy, O

n? "

wrgendwelche (2n + 1) reelle Zahlen, so gibt es dann und nur dann
eine fir r << 1 reguldre, wicht negative harmonische Funktion U (r, 9),
deren Entwicklung (18) mit den gegebenen Koeffizienten (19) beginnt,
wenn a, nicht kleiner ist als die grifite Wurzel 1 der algebraischen
Gleichung in 2

(20) D, (22, ¢/, ey, ..., ;) = 0.
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Die linke Seite von (20) ist eine Abkiirzung fiir die rekurrente Determinante

124, «,, ¢y, R !

a_,, 24, t, R

!‘ P . L T
. . ia_n’ Eoptrs Cypgsr oees 217
in die man

1, = G, + 1@, o, =@ — 14, (k=1,2,...,7n)

zu sefzen hat. Ks gellen auflerdem stets die Ungleichheiten
(21) la, | <22, .a|<27 (k=1,2,...,n).

9. Ich kehre nun zu unserer beschréinkten, meBbaren Funktion f(#)
mit den Fourierschen Koeffizienten

(22) @y, Ay, By, Uy, By, ...

zuriick und bezeichne wieder mit ¢ ihre untere Grenze.

Es sei p eine beliebige natiirliche Zahl und n > p; ich fithre 2
Veranderliche ein

(23) Yo Tis - Yy Ypos
sowie auch die Abkiirzungen
(24) Ne = Y+ 1G> N =Y — G, (k=1,2,...,p).

Hierauf suche ich die unfere Grenze der groften Wurzel der al-
gebraischen Gleichung in A

(25) D, (3,05 s My Gy e 1,) =0,

wenn man die p komplexen Zahlen 1), ..., 7, irgendwie variieren lGpt.
Nun bemerke ich, daB, da die Funktion (f(z)— g) nach Voraus-

setzung beschrénkt und nicht negativ ist, die gréBte Wurzel der Gleichung

D,(Aya...0,)=0

nach den Sitzen des vorigen Paragraphen sicher nicht grofer als (e, — g)
sein kann, Ich brauche also nur solche Wertsysteme ¥, %, ---» Yo Ty
zu betrachten, fiir die die groBte Wurzel der Gleichung (25) die Zahl
(@ — ¢) nicht iibertrifft, und hieraus folgt, mit Beriicksichtigung von (21 ),

(26) fyl <2(a—9), 19 < 2(ap—9) (k=1,2,...,p)

Es geniigt also, wenn ich die g,, g, innerhalb der beschréinkten und
abgeschiossenen Punktmenge (26) variieren lasse, und da die gréSite
Wurzel der Gleichung (25) eine stetige Funktion dieser Zahlen ist, wird
ihre untere Grenze filr mindestens ein System von Werten der y,, 3, er-
reicht, das i1ch mit

(27) ypk(n)’ ?/-pk(n) (k=1,2,...p)
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bezeichnen will. Es ist fiir das Folgende bequem die untere Grenze selbst
mit (@, — s, (n)) zu bezeichnen.

10. Aus dem Satze B folgt dann, dal jede nicht negative harmonische
Funktion (18), fiir welche die Koeffizienten a,, @, fHir k—p+1,.. ., n
mit den gegebenen aus der Folge (22) iibereinstimmen, ein konstantes
Glied besitzt, das sicher nicht kleiner ist als (@, —s,(n)). Hierans ent-
nimmt man aber, wenn man p festhdlt und » wachsen lilit,

(28) aowsp(n)gao—wsp(nu}—l)
und daher existiert auch stets der Grenzwert
(29) ,}Eﬂ s,(n)=s,.

Dieser Grenzwert s, ist wegen a, —8,(n) < @, — 8, < a,— g eine end-
liche Zahl.
Ferner bemerke man, dal wegen (20)

| ypk(n),éz(a’o ~ g }:_ypl. (n)i§2(a0 —g) (k=1..,p)
ist. Man kann daher aus der Folge
n p+1, p+2 ...
von natiirlichen Zahlen eine Teilfolge
n, (7 =1,2,...)

7
auswihlen, so dafl die 2 p Grenzwerte
thtg Yor (n]) = Y

(30) (k=1,2,...p)

,h:.lo Ypr <nj) = Y
zugleich existieren.

11. Nach dem Satze B kann man jeder natiirlichen Zahl j eine im
Einheitskreise regulire nicht negative harmonische Funktion U, (1, #) zu-
ordnen, deren Entwicklung die (27 -+ 1) Anfangskoeffizienten

(31) Qo — sp (nj)’ ypl(nj)’ e ypp(nj)’ ap+1’ L a’n,
besitzt. Diese und auch die folgenden Koeffizienten von U, (7, ¢) sind
ihrem absoluten Betrage nach nicht groBer als die feste Zahl 2 (g, — g¢).
Da nun iiberdies die Koeffizienten der Entwicklung von U, (r, &) nach
(29), (30) und (31) mit wachsendem j gegen die Zahlen der Folge
(32) G = 8ps Yp1s+ + » Upps Tpr1> Bpigs - - -

konvergieren, so existiert ebenfalls der Grenzwert
]_lirf Ui(r, )=U(r, 9).

Hierbei bedeutet U (7, &) eine nicht negative fiir r << 1 regulére harmo-
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nische Funktion, die die Koeffizienten (32) besitzt. Hieraus folgt nach
dem Satze A, da das trigonometrische Polynom
»
¥, () = s, +2_7 (a, — yp,h)cos kx -+ (a, — gpk)sin kx
he=1
eine Unterfunktion von f(x) ist.

Es sel nun
»

Wp(2) -8 12 (a, — o, ) coskx + (a, —y))sinkz
k=1
ein beliebiges trigonometrisches Polynom pter Ordnung, das zugleich Unter-
funktion von f(x) ist. Dann muf fir jedes » > p mindestens eine fiir
7 < 1 regulire und nicht negative harmonische Funktipn existieren, deren
Entwicklung mit den Koeffizienten

’ ’ ’ -
Ay = Sps Yys- v Yps Tptrts - - 5 Oy
beginnt. Hieraus folgt, nach der Definition von s (n),

a’O—sp(n)iao—sl"‘

und es ist daher auch
s <lim s, (n)=s,.
Die Zahlen s, haben also genaw dieselbe Bedeutung wie tm Satze ().
12. Um auf analogem Wege die Zahlen S zu berechnen, muff man
mit (8, (n) —a,) die untere Grenze der groBten Wurzel der Gleichung
‘Dn(;‘l" Ty T ’71;’ - “p+1’ R I “n):: 0
oder was dasselbe ist mit [a, — §,(n)] die obere Grenze der kleinsten

Wurzel von
D,(2, 9, ... Npr Uprs -« o ¢,) =10

fir alle moglichen Wertsysteme #,, ..., %, bezeichnen. Dann ist
,P:Ig S, (n)=48,.

Vergleicht man diese letzten Resultate mit unseren fritheren Sitzen,
so erhalt man schlieBlich den

Satz 10. Man bezeichne mit (ay —s,(n)) die untere Grenze der
grofiten Wurzel der Gleichung in 2
D, (4,7, ... Tps Cpirr + v o @,)=20
und mit (@, — 8, (n)) die obere Grenze der kleinsten Wurzel dieser Glei-
chung, wenn man die komplexen Zahlen 1, ..., 0, beliebig varsieren
lapt. Dann driickt die Gleichung

(33) lim lim (8, (n) —s,(n))=0

pP=w® A=w
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die notwendige und hinreichende Bedingung dafir aus, dafi eine nach
Riemann integrierbare Funkiion mit den Fowurierschen Koeffizienten
@y, Ay, By, o . . exiSTiErt.

18. Der letzte Satz enthilt das Resultat, das ich beweisen wollte,
und ich habe nur noch emnige kleinere Bemerkungen hinzuzufiigen. Zu.
niichst bemerke ich, daf da stets b, <a, < B, ist, die Bedingung b, B°
des § O sich spalten 1Bt in die zwei Bedingungen

by =a, und a,-= B,.

Was bedeutet nun jede dieser letzten Gleichungen, wenn man sie
einzeln nimmt?

Die Gleichung b, = a, sagt z. B. aus, dall unter den zu f(z) dqui-
valenten Funktionen mindestens eine existiert, deren unieres Darbouxsches
Integral gleich dem Lebesgueschen ist, und die Gleichung o, = B, hat
eine analoge Bedeutung. Es ist daher sehr leicht Funktionen anzugeben

fir welche b, = aq, und @, - B, ist. Man betrachte z. B. auf dem
Intervalle

I:0<x <2n
eine iiberall dicht liegende offene Punktmenge A, deren Inhalt gleich »
ist, und setze f(z) - 1 auf A und f(x) 0 auf I -A. Es ist sehr
leicht einzusehen, dall man hier
by- @, — 5 und By=1
hat.

14. Zweitens mochte ich noch zeigen, wie man auch die iibrigen
Fourierschen Koeffizienten b,, b, der Funktion z(z) ermitteln kann.
Nach dem § 11 ist die Funktion y(x)— w,(z) eine nicht negative Funk-
tion, deren Fouriersche Entwicklung mit (b, —s,) beginnt. Man hat
also z. B. fiir jedes § < p

&bj——(a’j—*ypj)léz(bo_—sp)
und wegen der Gleichung (16)

b =pli3i (a; — ypj)

und ebenso findet man
b; :pllzlz (@; — ¥p;)-

Man kann sogar die b;, b; direkt aus den y,, (%), ¥,,(n) berechuen,
ohne von dem Auswshlprinzip, das im § 10 benutzt worden ist, Gebrauch
zu machen. Man kann nimlich die Teilfolge n , n,, ..., die wir in diesem
Paragraphen benutzt haben, so bestimmen, dafl fiir ein festes j < p

Yps == Tl;m; Ypy (7)
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ist; tut man dies fiir jedes p > j. so wird

b o lim o
und diese letzte Gleichung gilt fiir jedes beliebige 4.

15. Endlich mochte ich Sie darauf aufmerksam machen, dal man
mit ahnlichen Mitteln auch versuchen konnte zu untersuchen, ob unter
den zu f(x) dquivalenten Funktionen eine stefige, periodische Funktion
existiert. Dazu miilte man statt der fritheren trigonometrischen Polynome
andere @, (z) und £ (z) bestimmen, mit folgenden Figenschaften:

w, (%) Ist ein trigonometrisches Polynom p** Ordnung, das Unter-
funktion von fix) ist und fir welches die obere (Grenze der Differens
% (%) - w, (x)] mdglichst klein ist. Das trigonometrische Polynom £ ()
aber ist eine Oberfunktion von f(z), fiir welches die obere Grenze der
Differenz [Q () — X (2)] moglichst klein ist. Setzt man dann
- rt, = obere Grenze von [2 (%) — o, ()],

ll—f?o a, =
notwendig und hinreichend dafiir, daB eine zu f(x) aquivalente stetige
und periodische Funktion existiert. Man miilite diesen Gedanken aber er-
heblich weiterverfolgen, ehe erin bequeme algebraische Form erscheinen kann,

Der § 12 unserer gemeinsamen Arbeit fithrt ebenfalls zu vielen inter-
essanten Anwendungen, z. B. zu notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir die Summierbarkeit oder die Totalstetigkeit einer durch ihre
Fourierschen Koeffizienten gegebenen Funktion. Das sind aber Fragen,
die ich heute nicht mehr berithren méchte.

Gottingen, den 23. Marz 1917.

(Eingegangen am 1. Februar 1918.)



