
l~ber die Fouriersehen Koeffizienten der uach Riemann 
integrierbaren Funktionen. 

Von 

C. Carath~odory in GSttingen. 

(Aus einem Brief an Herrn L. Fej6r.) 

In unserer letzten gemeinsamen Arbeit 1) haben wir u. a. die uotwen- 
digen und hinreiehenden Bedingungen dafiir aufgestellt, (tai5 einc Fo[ge 
von unendlieh vielen Zahlen die F o u r i e r s e h e n  Koeffizienten eiuer be- 
aehrdnkten Funktion darstellen~). Vor kurzem babe ich nun die Bemer- 
kung gemacht, dal3 man mit 5hnlicheu Mitteb~ die Bedi,~gung('n dafiir 
aufstellen kann, daI3 die Folge (1) aus den Fouriers~'he,l  K()ctfizw,~ten 
ebler nach Riemann integrierbarea Fanktion bestehe. 

Dieses Resultat, das im ersten Augenbliek etwas iiberrascht, wed ja 
die F o u r i e r s c h e n  Koeffizienten einer Funktion mit Hilfe Lebesgueseher 
Integrale berechnet werden miissen, folgt aus sehr einfachen (~ber]egungen, 
die ich Ihnen bier auseinandersetzen m6ehte. 

Dabei werde ich die Terminologie und die Bezeichnungen meiner 
,,Vorlesungen iiber reelle Funktionen" (Leipzig, Teubner, 1918) bemltzen 
und dieses Buch im Iolgenden mit ,,V." zitieren. 

1. Es sei f(x) eine im Intervalle 0 ~ x < 2zt definierte, besehriinkte, 
mel~bare Funktion mit den F o u r i e r s c h e n  Koeffizienten 

(1)  a 0, a 1, a 1, a. 2, a~,, . - . .  

Jede zu f (x)  ,,~quivalente" Funktion (V. w 359), d.h.  jede Funktion 
~ ( x ) ,  die nut  hSchstens in einer Nullmenge des gegebenen Intervalls yon 
f (a t )  verschieden ist, besitzt dieselbeu F o u r i e r s c h e n  Koeffizienten wie f (x)  

i) t~ber den Zusammenhang der Extremen yon harmonisehen Funktionen mit 
ihren Koeffizienten und fiber den Pieard-Landausehen Satz, Rendieonti del Cir- 
colo Matematieo di Palermo 32 (19tl), S. 218--239. 

2) a. a. O. S. 21~6. 
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u n d e s  wird sich datum handeln, zu untersuchen, ob unter diesen Funk- 
tionen /~(x) solche existieren, die nach R i e m a n n  integrierbar sind. 

Wit fiihren zu diesem Zweck folgende Definitionen ein: eine Funktion 
ix) soll Unter]unktion von f (x)  genannt werden, falls die Punktmenge 

iv. 85) 

eine Nullmenge ist; ebenso soll 7~(x eine Ober/unktion yon f (x )  genann~ 
werden, falls die Punktmenge 

eine Nullmenge ist. 

Aus diesen Definitionen entnimmt man unmittelbar eine Reihr von 
Eigenschaften der Unter- und Oberfunktionen, die ich in folgendem Satze 
zusammenfasse : 

Satz 1. Eine Funktion, die zugleich Unter- und Ober/unktion vo~ 
f (x)  ist, ist dieser Funktion dquivalent. 

_[st el(x) Unter/unktion yon f(x) ,  so ist f (x )  Ober]unktion yon q~(x). 
Ist q~ (x) Unter]unktion von f (x)  and ~f (x) Unter/unktion yon q9 (x), 

so ist ~(x)  auch Unter/unktion von f(x). 

Es seien 9~(x), cp:(x) . . . .  abziihtbar unendlich viele Unterfunktionen 
von f (x)  und 

( p ( x ) -  obere Grenze von {opt(x), qJ~(x) . . . .  }. 

Dann ist, wenn man 
;v,, M ( f <  %,) 

setzt, die Punktmenge N als Vereinigtmg yon abzi~hlbar vielen Nullmengen 
ebenfalls eine Nullmenge; au~erdem hat man aber 

2~/(f < V ) ~ ( N  

und hieraus folgt, daft c~(x) eine Unterfunktion vor~ f ( x )  ist. Ganz ebenso 
ist der zweite Teil des folgenden Satzes zu beweisen. 

Satz 2. Die obere Grenze einer abzdhlbaren Folge yon Unter/unk- 
tionen yon f ( x )  ist eine Unter/unktiou yon f (x) .  Ebenso ist die untere 
Grenze einer abzdhlbaren Folge yon Ober]unktionen eine Ober/unktion. 

2. Es seien ~(x)  und qS(x) zwei beschr~inkte Funktionen, yon denen 
die erste nach unten, die zweite nach oben halbstetig ist (V. w 127 ); ferner 
sei T(x) eine Unterfunktion yon ~(x) .  Wegen der Halbstetigkeit der 
gegebenen Funktionen folgt, dal] q~(x) die obere  and ~ ( x )  die u n t e r e  
Grenze eine Folge yon stetigen Funktionen ist (V. w 367). Es gibt also 
stetige Funktionen %.(x), ~j~(x), so dull die Gleichungen 
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(2)  ~f(x) :-  obere Grenze yon { q~l(x), ~ (x), . . .} 

(3) ( P ( x ) -  untere Grenze yon { ~51(x), ~P.,(x),...} 

zugleich gelten. Ferner mul~ uach dem Satze 1 ]ede Funktion ~p(x~ eine 
Unterfunktion einer jeden Funktion eq(X) sein und dieses ist, weget~ der 
Stetigkeit der Funktionen q'.p(x) und q),~(x), dann und nur dann der 
Fall, wenn fiir j e d e n  Weft  you x 

< 

ist. Es miil~te n~imlich sonst mindestens ein Intervall auf der x-Achse, 
d. h. eine Punktmenge yon nicht verschwindendem Inhalte geben, in dem 
q~z(x) > ~q(x) ist. 

Aus (2), (3) und (4) folgt ferner, dal~ fiir j e d e n  Wert  yon x 

q,(x) 
sein mul3. 

Die Eigenschaft yon ~ (x ) ,  eine Unterfunktion yon r  zu sein, ist 
abet vorhanden, wenn wit voraussetzen, dal] q (x) eine Unter- und gi(x) 
eine Oberfunktion von f (x)  ist und daher haben wir den 

S a t z  3. Eine nach qlnten halbstetige Unte~'/unktion von f(x) kann 
nirgends eine nach oben l~albstetige Ober/unktion dieser Funktion ~ber- 
tre//en. 

:~. Wir wollen jetzt zeigeu, da/~ im lntervalle 

eine grdfite nach unten halbstetige Unterfunktion yon f (x )  existiert. Dazu 
betrachten wit die abz2ihlbar unendlich vielen Teilintervalle (~1, ~. . . . .  
yon I, deren Endpunkte rationale Abszissen besitzen. Jedem dieser Teil- 
intervalle 5~ ordnen wir eine zweiwertige Funktion Zj. (x) zu, die in ( I  -- (~) 
gleich der unteren Grenze g yon f ( x )  ist, und in" 5~, ebenfalls konstant 
sein soll und den grSl3ten Weft  annimmt, der sich mit der Bedingung 
vertr~gt, daI~ ZT:(x ) eine Unterfunktion yon f (x)  ist. Die Punktmengen 
( I  - -  (~k) sind xelativ zu "/abgeschlossen (V. w 74), woraus man entnimmt 
(V. w 136), dab die Funktionen gk(x ) nach unten halbstetig sin& 

Nun setze ich 

(5) Z(x)  = obere Grenze von {Z~ (x), g . . , (x ) , . . . }  

und bemerke dal] g(x)  erstens nach dem, Satze 2 eine Unter/unktion yon 
f (x)  ist, und dat~ zweitens diese Funktion a]s obere Grenze yon nach 
unten halbstetigen Funktionen eberffalls nach unten halbstetig ist (V. w 174). 

Es sei jetzt ~9(x) eine beliebige im Intervalle I definierte naeh unten 
halbstetige Unterfunktion you f(x) und x o ein fester Punkt  von I. 
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Ist dann e eine beliebige positive Zahl, so gibt es eine s t e t i g e  Funk- 
tion W(x), die beide Bedingungen 

(6) ~ ( x )  <=~(~)  ( 0 < z < 2 ~ )  
g 

(7) v,(xo) > V(~o) -- ~: 
zugleich erfiillt. 

Ferner kann man im Streifen zwischen den beiden stetigen Funktionen 

yJ(xt--=~ und ~(x)  mindestens eine zur x-Aehse parallele Streeke fin- 

den, die einen inneren Punkt mit der Abszisse % und Endpunkte mit 
rationalen Abszissen besitzt. Bezeiehnet man mit d~0 das Intervall un- 
serer Folge, in das sieh diese Streeke projiziert, so mul? naeh unserer 
Konstruktion 

zko(x0) > v' (%) 2 

und dahe~ ~ e h  (s)  u~a (7) 

sein. Die Wahl des Punktes x o innerhalb I und der positiven Zahl e ist 
aber willkiirlich; man hat daher allgemein 

~(x) < z(z) 
d.h. den 

Satz 4. Im Intervalle 0 ~ x ~ 2n gibt es eine grdfite naeh unten 
ttalbstetige Unter/unktion Z ( x ) der gegebenen tZunktion f ( x ). 

Ebenso beweist man den 

Satz  5. Es gibt im Intervalle 0 < x < 2~r eine kleinste nach oben 
halbstetige 2'unktion X ( x )  der Funktion f(x).  

4. Es sei fa(x) eine beliebige, zu f ( x )  aquivalente Funktion and 
mit 9~ (x) ihre untere, mit ~5 (x) ihre obere Limesfunktion bezeiehnet 
(V. w 123). Aus ~1 ( x ) ~  f~ (x) folgt, dab ~ (x) eine Unterfunktion yon 
f ( x )  ist; auBerdem ist abet ~v~ (x) nach unten halbstetig und daher, nach 
dem Satze 4 

(s) 

(9) 

ist. 

~1 (~) -<_- z (x) (o < x < 2~).  

Man beweist auf gleichem Wege, dag 

Ich bezeichne ferner mit )~(x) eine Funktion, die in jedem Punkte 
der Punktmenge 

~ ( Z s  

gleich f ( x )  ist und auf der iibrigbleibenden Nullmenge des Intervalls 
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0 < X < 2~ gleich Z (x) ist. Die Funktion f_, (x) isC zu [ (x)  5quivalent 
und geniigt der Bedingung 

(10) X(x) < /..,(x) < X ( x ) .  

Aus (10) iolgt nun mit Beriicksichtigung der Halbstetigkeit yon Z(x) 
und X(x ) ,  dag die Limesflmktionen % (x) und r (x) yon /~ (x) de,, 
Bedingungen 

ziz)<~,,_(z) u~a ,p~(z)s-X(x)  

geniigen und hieraus folgt mit Beriieksiehtigung yon (8) und (9) 

vo.(x)-~ x(~)~ r == X(x). 

Dieses Resultat kann folgendermal3en ausgesprochen werden: 

S a t z  G. Die Funktion ):(x) ist nirgend8 kleiner als die untere 
und die Funktion X ( x )  nirgends grofler als die obere Limes[unktion 
einer beliebigen zu f (x )  dquivalenlen Funktion. Es gibt zu f (x )  dqui- 
valente Funktionen, deren Limes/unktionen mit 7.(x) und X ( x )  z~t- 
sammen/allen. 

5. Nach einem bekann~en Satze yon Lebesgue ist eine Funktion 
dann und nut dann naeh R i e m a n n  integrierbar, wenn ihre Limesfunktionen 
einander iiquivalent sind (V. w 415). 

~ibt es eine zu f (x )  ~iquivalente Funktion /'~ (x) mit din: Limes- 
funktionen f : ( x )  und q)~(x), die naeh R i e m a n n  integrierbar ist, so 
folgt aus der s dieser letzteren Funktionen und aus 

~: (~) < z (~) _-< x (~) < r (x), 
dai] aueh 

ist. Umgekehrt folg~ aber aus der Aquivalenz yon Z(x) und X ( x ) ,  neeh 
dem letzten Satze, dal3 es zu f (x )  iiquivalente, nach R i e m a n n  integrier- 
bare Funktionen gibt. 

Sa~z 7. Es gibt dann und nur dann naeh R i e m a n n  integrierbare 
und zu f ( x ) iiquivalente Funktionen, wenn die aVunktionen Z ( x ) und X ( x ) 
einander iiquivalent sin& 

6. Aus der Ta~sache, dal~ nach dem Satze 3 s~ets Z ( x ) ~ X ( x )  ist, 
tolgt, dal3 die Funktionen X(x) und X ( x )  dam: und nur dann einander 
iiquivalent sind, wenn 

2 ~  ~ x  

(11) f z(x)dx = f x ( x )dx  
o o 

ist (V. w 405). Bezeiehnet man die Fourierschen Koeffizienten yon Z (x) mit 

(12) bo, bl, /~1, b~, 5~, . . .  
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und die l~ourierschen Koeffizienten yon X ( x )  mit 

i18) Bo, B:, . . . . .  

so kann man die Gleichung (11) dutch 

b0 ~ B o 

ersetzen und folgendes Resultat aussprechen. 

S a tz  8. F/~r die im vorigen Satze ge/orderte AquivaIenz der" 
Funktionen ;f(x) und X ( x )  ist notwendig und hinreichend, daft die 
konstanten Glieder in den Fourierschen Entwicklunffen dieser Funk-  
tionen i~bereinstimmen. 

7. Ich will nun zeigen, wie man die Zahlen b 0 und B o bestimme~ 
kann. Ich bezeichne mit s~ die obere Grenze der konstanten Glieder 
aller trigonometrischen Polynome ptr Ordnung, die Unterfunktionen von  
f ( x )  sind; diese Zahlen bilden natiirlich naeh ihrer Definition eine monoton 
wachsende Folge und es existiert daher der Grenzwert 

lira s~. 

Da ferner jedes trigonometrische Polynom, das Unterfunktion yon f(a: ) 
ist, als stetige Unterfunktion yon f (x)  nie grSl~er als Z(x) sein kann, 
muB fiir jeden Wert yon p 

s ~ b o 
und daher auch 

(14) lim s ~ -  ~ b o 

sein. Anderseits kann man, nach einem bekannten Satze fiber L e b e sgu e sche 
Integrale (V. w wenn man noch beriicksichtigt, daI3 Z(x),  als naoll 
unten halbstetige Funktion, die Grenze einer monoton wachsenden Folge vol~ 
stetigen Fun]:tionen ist, jeder positiven Zahl e eine ~tetige Uaterfunktion 
~o(x) yon f ( x )  zuordnen, flit die 

0 0 

ist. Ferner gibt es ffir hinreichend grol]e p trigonometrische Polynome, 
E die eine zwischen den stetigen Kurven ~ ( x ) - - y  und q~(x) verlaufende 

Kurve darsteIlen. Fiir diese Werte yon p ist dann 

%~bo--e 
und man hat,-well ~o ~ sl ~ . . .  ist, 

(15) lira s:~ ~ b o -  ~. 
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Der Vergieich yon (14) und (15) lielert dann den ersteu Teil des [otgenden 
Satzes, dessen zweiter Tell ebenso zu beweisen ist. 

S a t z  9. Bezeichnet man mit s~ die obere Grenze der konstanto~, 
Glieder aller trigonometrischen Polynome pt~ Ordnung, die Unter/unktione~ 
yon f ( x ) sind, so ist stets 

Ebenso ist 

(17)  

b o lira s~. 

B o = lira S~, 

wenn Sp die untere Grenze der konstanten Glieder aller trigonometrisct~e~ 
Polynome pter Ordnung bedeutet, die Ober/unktionen yon f (  x ) sind. 

8. Die Bestimmung yon b o und B o ist also auf die :Berechnung yon 
% und S~ zuriickgefiihrt. Die Zahl ~, die wir in w 3 unserer schon oben 
erw~ihnten gemeinsamen Arbeit berechnet haben, stellt die gr61~te konstante 
Unterfunktion yon f ( x )  dar und f~llt daher in der Bezeichmmg des vorigen 
Paragraphen mit s o zusammen. 

Die von uns damals benutzten Hilfsmlttel erlauben, wie jetzt ztt 
zeigen ist, ganz allgemein die Zahle~l sp und Sl, zu bestimmen. Diese 
l-[ilfsmittel beruhen im wesentlichen auf folgenden beiden S~itzen: 

S a t z  A. Eine mefibare Funktion / ' (x) mit den Fouriersehen 
_Koe[/izienten 

ao,  a l ,  ~1, ' ' '  

ist dann und nut  dann einer bezchrdnkten nieht negativen Funktion 
dquivalent, wenn die harmonische Funktion 

k = l  

]i~r r < 1 regul~r'r und dort beschrdinkt und nicht negativ ist. 

S a t z  B. Sind 

(19) a o, a.,  a 1, . . . ,  a , ,  a,, 

irgendwelche ( 2 n - { - 1 )  reelle Zahlen, so gibt es dann und nut dann 
eine /iir r < 1 ~eguldire, nicht negative harmonische Funktion U (r, ~), 
deren Entwicklung (18) mit den gegebenen Koe/]izienten (19)  beginnt, 
wenn % nicht kleiner ist als die gr6flte Wurzel ~ der algebraischen 
Gleichunq in 

(20)  D,(9,~,  ~ ,  a ~ , . . . ,  ~r 0. 
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Die linke Seite yon ( 20 ) ist eine Abki~rzung /i~r die rekurrente Deterrainante 

~'~i~ 2~ f~l~ "''~ (~n--I 
�9 . ~ o ~ . . . . .  ~ . , 

~-~' f"-n+i, (C-n+2~ '''' 2~, 
in die man 

,'~ = a k +  ia~, col , - % -- ia~ ( k =  1, 2, . . . ,  n )  

zu setzen hat. Es  gelten au/3erdem stets die Ungleichheiten 

(21) iakl ~ 22- ,  i a ~ ] < 2 2  ( k =  l ,  2 , . . . ,  n) .  

9. Ich kehre nun zu unserer beschrinkten, mel3baren Funktion f ( x )  
mit den Four ierschen Koeffizieaten 

(22) ao, al, a~, a~, cz~ . . . .  

zuriick und bezeichne wieder mit 9 ihre untere Grenze. 
Es sei p eine beliebige natiirliche Zahl and n > p;  ieh fiihre 279 

Verinderliche ein 

(23) y~, 9~ . . . .  , y~, yp, 

sowie auch die Abkiirzungen 

(24) V ~ = y ~ + i y k ,  V_~==yk--iy~ ( k =  1, 2, . . . ,  p ) .  

I-Iierauf suehe ich die unte~e Grenze der 9rdflten Wurzel der al-  
9ebraischen Gleichung in 2 

(25)  D,, w , - . - ,  b ,  . - . ,  " , ) =  0, 

wenn man die p komplexen Zahlen Y a , . . . ,  ~Tv irgendwie variieren lgt'flt. 
Nun bemerke ich, dal], da die Funktion ( f ( x ) -  g) naeh Voraus- 

setzung beschr~nkt und nicht negativ ist, die grSll~e Wurzel tier Gleiehung 

= 0 

nach den Sgtzen des vorigen Baragraphen sicher nicht grS~er als ( % -  I?) 
sein kann. Ich brauehe also nut solche Wertsysteme y,, Yl , - .  ", Y~, Y~ 
zu betraehten, fib die die grSi3te Wurzel der Gleiehung (25) die Zahl  
(a o -- g) nieh~ iiber~rifft, und hieraus folgt, mit  Beriieksichtigung vorl (21) ,  

(26) l y ~ l ~ 2 ( a o - - g  ), t g ~ { ~ 2 ( a o - - g )  (k - -=1 ,2  . . . .  , p ) .  

Es geniigt also, wenn ich die y~, ~ innerhaib der beschr~nkten u n d  
abgeschlossenen 1)unktmenge (26) variieze~ lasse, and da die grSl~te 
Wurzel der Gleiehung (25) eine stetige Funktion dieser Zahlen ist, wi rd  
ihre untere Grerme Iiir mindestens ein System yon WerSen tier y~, ~I~ e~- 
reieht, das ich mit  

(27) y,~,(n), ~]~,~,(n) ( k =  1, 2 , . . . ,  79) 
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bezeichnen will. Es ist fiir das Folgende beciuem die untere Grenze selbst 
mit  (a o - - s ~ ( n ) ) z u  bezeichnen. 

10. Aus dem Satze B folgt dann, dal~ ]ede nicht negative harmonische 
Funktion (18),  fiir welche die Koeffizienten a k, a1~ fiir k ~ p + 1 . . . .  , n 
mit  den gegebenen aus der Folge (22)  iibereinstimmen, ein konstantes 
Glied besitzt, das sicher nieht kleiaer ist als (% - - sp  (n)) .  Hieraus ent- 
n immt man a b e l  wenn man p festh/ilt und n wachsen ]/i~t, 

{28) a o --  sp(n)  ~_~ a o -- 5, (n -~- 1) 

und daher existiert auch stets der Grenzwert 

~ a O  

Dieser Grenzwert sp ist wegen a o -- sp (n )  _< a o -- s~ ~ a o -- g eine end- 
liche Zahl. 

Ferner bemerke man, dall wegen (2ti) 

l y ~ k ( n )  t<_~2(ao--g) ,  t ] ] ~ ( n ) i ~ 2 ( a o - - g )  (k - 1 , . . . , p )  

ist. Man kann daher aus der Folge 

u p - / - 1 ,  p ~ - 2 , . . .  

yon natiirliehen Zahlen eine Teilfolge 

5 ( j  = 1 ,2  . . . .  ) 

auswiihlen, so dat~ die 2 p Grenzwerte 

!ira Y,k ( n: ) = yp,. 

augleieh existieren. 
11. Naeh dem Satze B kann man jeder natiirliehen Zahl /" eine im 

Einheitskreise regal/ire night negative harmonis&e Funktion Us(r, ~ ) z u -  
ordnen, deren Entwieklung die (2 N - ~  1) Anfangskoeffizienten 

(a) %-8,%),y,~(,~),..., y,,(~;), ~+~, . . . ,  ~, 

besitzt. Diese und auch die folgenden Koeffizienten yon Ui(r,  O) sind 
ihrem absoluten Betrage nach nicht grSl~er als die feste Zahl 2 ( % -  g). 
Da mm iiberdies die Koefiizienten der Entwieklung yon U: (r, ~) naeh 
(29),  (30) und (31) mit waehsendem j gegen die Zahlen der Folge 

(a2) ao-%, y~,,..., ~,,, %+,, a~+~,... 
konvergieren, so existiert ebenfalls der Grenzwert 

lim Uj. (r, t~) ---- U (r, v~). 

Hierbei bedeutet  U (r, v ~) eine nicht negative liir r < 1 regulhre harmo- 

( k = -  1, 2 . . . .  p )  
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nische Furtktion, die die Koeffizienten (32)bes i tz t .  Hieraus folgt nach 
dem Satze A, dal~ des trigonometrische Polynom 

P 

~,,, ( , )  :_ ~ ~ "  (a,, - v,,,, ) o o s  k x  + (a,, - # , ,k ) ~ i n  ~ x  
I,~=1 

sine Unter/unktion yon f ( x )  ist. 
Es sei nun 

Y 
! f 

k = l  

sin beliebiges trigonometrisches Polynom pie,. Ordnung, das zugleich Unter- 
funktion yon f ( x )  ist. Dann muB fiir jecles n > p mindestens eine fiir 
r <:: 1 regulgre und nieht negative harmonische Funktion existieren, deren 
Entwicklung mit den Koeffizienten 

p l f - -  

a o --s~, y . . . . .  , Yr, a~+~,... ,  % 

beginnt, Hieraus folgt, nach der Definition yon sp (n) ,  

a o -- s v (n) 5 ao -- r 
und es ist daher aueh 

s; s lim sp (n)  -- s~,. 

Die Zahlen s j, haben also genau dieselbe Bedeutung wie ira Seize 9. 

12. Um auf analogem Wege die Zahlen Sp zu berechnen, mul~ man 
mit  ( S ~ ( n ) -  ao) die untere Grenze der gr6Bten Wurzel der Gleichung 

D , ,  ( ~ ,  - ,~, . . . .  , - -  ,7~,, - % + ~ ,  �9 . . ,  - ,',,) = o 

oder was dasselbe ist mit [ % - - S ~ , ( n ) l  die obere Grenze der kleinsten 
Wurzel yon 

D , ,  ( ; , ,  v~  . . . .  , , ~ , ,  % + ~ ,  . . . ,  , , , , )  = o 

fiir alle mSglichen Wertsysteme ~1, . . . .  , ~ bezeiehnen. Dann ist 

Vergleicht man diese letzten Resultate mit  unseren friiheren Sgtzen, 
so erh&lt man schlie/3heh den 

S a t z  10. Man bezeichne mit (a o --sp(~,)) die untere Grenze der 
grSflten Wurzel der Gleichung in Z 

Jo. ( ~ ,  , ~ ,  . . . ,  , ~ , ,  % + , , . . . ,  g , ) =  o 

und mit (a o - -S~ ( n )) die obere Grenze der kleinsten Wurzel dieser Glei- 
chung, wenn man die kompIexen Zahlen ~1 , ' . . ,  ~Tp beliebig variiereu 
ldflt. Dann driiclct dis Gleichung 

(33) lim lira (Sp (r~) - s~, (n ) )  = 0 
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die notwendige und hinreichende Bedingun~ da/iir aus, daft eine nach 
R i e m a n n  integrierbare Funktion mit den ~'ouriersche~ Koe]fizienten 
ao, al, al . . . .  existiert. 

13. Der letzte Satz enth~it das Resultat, das ich beweisea wollte, 
und ich habe nur noch emige kleinere Bemerkungen hinzuzufiigen. Zu- 

ngehst bemerke ich, da$ da stets b o ~ a  o <=~B o ist, die Bedingung b o B" 
des w 9 stch spalten l{iSt in die zwei Bedingungen 

b o - - a  o und a o - = B  o- 

Was bedeutet nun ]ede dieser letzten Gleiehungen, wenn man sie 
einzeln nimmt ? 

Die Gleichung b o = a o sagt z. B. aus, da$ unter den zu f (x )  ~qui- 
valentea Funktionen mindestens eine existiert, deren unteres Darbouxsches 
Integral gleich dem Lebesgueschen  ist, und die Gleichung a o = B  o hat  
eine analoge Bedeutung. Es ist daher sehr leicht Funktionen anzugeben, 
ftir welehe b o = ao und a o ~ B o ist. Man betrachte z. B. auf dem 
Intervalte 

I : 0 < x  < 2 n  

eine iiberall dicht liegende offene Punktmenge A, deren Inhalt  gleich 
ist, und setze f ( x )  - 1 auf A und f ( x )  0 auf I -_A. Es ist sehr 
teicht einzusehen, daL~ man bier 

- ~ und B o----1 bo  - a o  2 
hat. 

14. Zweitens m6chte ieh noch zeigen, wie man auch die ~ibrigen 
Four i e r schen  Koeffizienten b~, b~ der Funktion Z (x) ermitteln kann. 
Nach dem w 11 ist die Funktion g ( x ) -  y~ (x )  eine nicht negative Funk- 
tion, deren Four ie r sehe  Entwicklung mit  (b o --s~} beginnt. Man hat 
also z. B. fiir jedes ] < p 

Ibm-- % . - -  y , , ) l <  2 (b  o -  ~ )  

und wegen der Gleiehung (16) 

bj = lim (aj -- YrJ) 

und ebenso findet man 

Man kann sogar die bj, direkt aus  den  yr.(n), ~v~(n)berechnen, 
ohne yon dem Auswahlprinzip, das im w 10 benutzt worden ist, Gebrauch 
zu maehen. Man kann namlich die Teilfo]ge n~, n~, . . . ,  die wit in diesem 
Paragraphen benutzt haben, so bestimmen, dal~ fiir ein ]estes ~ < p 

y ~  == lim ysj (n) 
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ist; rut man dies fiir ]edes p > ]. so wird 

b~ aj - lira lira ypj (n) 

und diese letzte Gleichung gilt I0r jedes beliebige j. 

15. Endlich mSehte ich Sie darauf aufmerksam machen, dal3 man 
mit iihnlichen Mitteln auch versuchen kSnnte zu untersuchen, ob unter 
den zu f(x) iiquivalenten Funktionen eine stetige, periodische Funktion 
existiert. Dazu miil~te man start der friiheren trigonometrischen Polynome 
andere (% (x) und (-2~,(x) bestimmen, mit folgenden Eigenschaften: 

<%(x) ist ein trigonometrisches Polynom pt,,r Ordnung, das Unter- 
funktion yon /'ix) ist und fiir welches die obere Grenze der Differenz 
[Z (x) - a ,  (x)] mSgliehst kleiu ist. Das trigonometrisehe Polynom t~  (x) 
aber ist eine Oberfunktion yon f(x) ,  fiir welches die obere Grenze der 
Differenz [~(2 ( x ) - X ( x ) ]  m6glichst klein ist. Setzt man dann 

% ~- obere Grenze yon [D~ (x) -- co~ (x)],  
so ist 

lira ~p =- 0 

notwendig und hinreiehend dafiir, dal3 eine zu f (x)  ~qnivalente stetige 
und periodische Funktion existiert. Man miil~te diesen Gedanken abet er- 
heblich weiterverfolgen, eheer in bequeme algebraisehe Form erscheinen kann. 

Der w 12 unserer gemeinsamen Arbeit fiihrt ebenfalls zu vielen inter- 
essanten Anwendungen, z. B. zu notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen fiir die Summierbarkeit oder die Totalstetigkeit einer dutch ihre 
Fourierschen Koeffizienten gegebenen Funktion. Das sind aber Fragen, 
die ich heute nicht mehr beriihren mSehte. 

GSt t ingen,  den 23. M~rz 1917. 

(Eingegangen am 1. Februar 1918.) 


