5. Fine neue Form der Gesetze
der Lichtbewegung in absorbirenden Kirystallen
und ihre Anwendung auf die Theorie der Total-
reflexion an durchsichtigen Krystallen;
von E. Ketteler.

In meinen beiden letzten Abhandlungen!) glaube ich ge-
zeigt zu haben, dass reine eigenen langjahrigen Arbeiten auf
dem Gebiete der Optik den Forderungen der heutigen electro-
magnetischen Lichttheorie ganz und voll geniigen, und dass
ihnen daher der Charakter einer zwar unbewussten, aber
consequenten Durchfihrung Maxwell’scher Gedanken nicht
abgesprochen werden kann.

In einem kurzen Nachtrag zur letzten Arbeit ist es dann
noch moglich geworden, den Gesetzen der Fortpflanzung und
Absorption des Lichtes in anisotropen Medien eine Gestalt zu
geben, welche eine viel bequemere Anwendung gestattet als
die friiheren Formeln. Dieser Nachtrag soll im Folgenden
erweitert, und sollen von den neuen Gleichungen einige An-
wendungen mifgetheilt werden. Dahin gehért insbesondere
der absorptionsihnliche Vorgang, welcher unter gewissen Um-
stinden mit der Totalreflexion an durchsichtigen Krystallen
verkniipft ist.

Endlich mdchte ich Bedeutung und Inhalt der beiden
Bedingungsgleichungen (5) und (6)?) naher begriinden und ihr
gegenseitiges Verhiltniss eingehend erdrtern.

1) Ketteler, Wied. Ann. 6. p. 525 u. 540. 1895.

Berichtigung. Da die Hauptgleichungen (18) der absorbirenden
Krystalle (p. 547) sich als eine verallgemeinerte Zusammenfassung der
Gleichungssysteme (26) auf p. 535 und (34) auf p. 538 darstellen, so ist
selbstverstindlich in ersteren tang 6 durch den mehrdeutigen Factor:

Ae

=y
zu ersetzen, Fiir Strahlwellen wird dann J; = tg 6, dagegen fir Normal-
wellen §7= sin 6. Entsprechend tritt dann auch in Gleichungen (27) auf

p. 548 und (27b) auf p. 552 sin 6 an die Stelle von tg 6.
2) 1. ¢ p. 528 u. 548.
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2. Die Fortpflanzung und Absorption des Lichtes in Kry-
stallen von nur einer Moleciilart. Die allgemeinsten Gesetze
derselben, so lange wenigstens die Krystalle allseitig von
einem isotropen Medium umgeben sind, lassen sich folgender-
maassen entwickeln.

Ausser den zusammengehorigen Grundgleichungen, wegen
deren Bedeutung als solcher ich auf meine letzte Arbeit ver-
weise, nimlich:

) vi—u?=1+pD, Z2vxcosr=qlD,

sind daselbst die beiden weiteren Beziehungen aufgestellt

worden: \ \ ,
i ) 1

@) 5-ptn,-pt D - D

entsprechend der Strahlenfliche der durchsichtigen Medien,

und:

n? u? ni o? 113102
(3) D~V D,-pTD,=D" 0,

entsprechend der Normalenfliche dieser Medien. Darin haben
die Hiilfscosinus u, v, w die Bedeutung:

=0,

1,5 uﬂ + x% /2 ’,2 @ﬂ + 22 7)’2 . »2 w2 + nﬂ w/’
(4) u“l/ 2 £ x = ORI S = 2+ 22
und steht abkiirzungsweise n? statt des Ausdruckes:
(5) w? = Y1 + p D) + (g DY

In allen diesen Formeln ist » der Refractions- und » der
Extinctionscoefficient, p und ¢ sind bekannte Functionen der
Wellenléinge, der Wellenléinge des Absorptionsmaximums und
der Reibungsconstante, und 2 ist eine von der Orientirung
abhiingige Variable. Die Fortpflanzungsrichtung ist durch die,
auf die Krystallaxen bezogenen Cosinus , v, w, die Extinctions-
richtung (Einfallsloth) durch «’, v, w’ gegeben, und entspricht
demnach der Brechungswinkel » dem Ausdruck:

(6) cosr = uu + vv' + ww'.

Dies vorausgesetzt, lassen sich bei Kinfithrung der Aus-
driicke (4) in die Gleichungen (2) und (3) diese letzteren auf
die Form bringen:

V20 4+ 22'= 0,
(M) { u? v? w? w'? v'? w'®

@ =0, DT D,= DT Dy=

=p-pTp-pt =D’
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sowie:
2X + #*X' =0,

(8) { ni w? ng  niu? nio? ng w'?
— 2 ® (e UGN Wi’ SRR D B
X=p ptp,-D +/) D’ X=p -ptp,-ptD,—D

Andererseits zieht man aus den Gleichungen (1) die Werthe:

200 =1/ +p DR + (2, D) + (1 +pD)

2x2=l/(1 +p Dy 4 (g D)—(l + pD.

cos8 7

(9)

Deren Substitution in (7) und (8) ergiebt:
Ot +p02+ (2, 0)] @+ @y -1 +pDR(@—dr=0
a0 +pp+ (L, 2)] (X + X7~ +pDP(X—Xy=

Diese Gleichungen gestatten, die Variable D als Function
von p, ¢q; u, v, w; u, v, w’, d. h. fiir jede gegebene Farbe und
jede gegebene Krystallrichtung bei jeder gegebemen Lothrichtung
zu berechnen. Ist aber D bekannt, so geben die Gleichungen (9)
die zugehorigen Werthe von » und .

Ich darf daher die Qleichungen (1) und (I1) wohl zu den Haupt-
gleichungen der Krystalloptik zihlen; die erstere bezieht sich
auf die Strahlrichtung, die zweite auf die Normalrichtung.

8. Fortsetzung. Man kann iibrigens vorstehenden Glei-
chungen durch Einfithrung eines sogenannten Einfallswinkels i
eine nicht unwesentlich verschiedene Form geben. Setzt man
namlich in Gleichungen (1):

veosr =p, vsinr=n sini, p=7r?—n?sin%i,

unter n, den Brechungsindex des umgebenden Mediums ver-
standen, so lassen sich dieselben schreiben:

pi—x? =14 pD—nlsin?i, 2ux =qD.
Daraus folgt dann:
‘2,uz= YV +pD —n? sin?i)? + (¢.D)2 + (1 + p D — n?sin?)
(10) 12x2=]/(1 + pD — n? sin?i)? + (¢.D)? — (1 + p D — nlsin?i)
202 =11 +pD —n?sin?i)? + (¢ D>+ (1 + p D + n?sin?i).
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Ist also vermdge Gleichungen (I) und (II) die Variable D
bekannt, so berechnen sich mittels (10) die dem Einfalls-
winkel i entsprechenden Werthe von u, x, ».

Selbstverstindlich kann man die beiden letzten dieser
Ausdriicke auch in die Relationen $7) und (8) einfiithren, man
erhilt dann:

[y | [0+ pD —nisin®if 4 (@ DFP(D + Y

(L) \ —[(1 4+ pDY(D— D) + nlsin?i(D+ D)2 =0,

| (U PD = nisin? P 4 (DX + X

(LLb) \ —[1+pD)(X — XY+ n2sin?i(X + X)2=0.
In diesen Gleichungen erscheint sonach U zugleich als

Function der inneren Attribute p, ¢; u, v, w; ', v, " und der

beiden #usseren n,, i. Man bedient sich derselben mit Vor-

theil nur fir den speciellen Fall, dass in den Gleichungen (I)

oder (IT) der dort vorkommende Bruch die unbestimmte Form

erhilt:
@ _ 0
cos 7 0
Dieser Specialfall, welcher in der Theorie der Totalreflexion
an durchsichtigen Krystallen zu charakteristischer Bedeutung
gelangt, soll weiter unten ausfithrlicher besprochen werden.
Beschréinkt man sich schliesslich auf einaxige Krystalle,
setzt z. B. in allen obigen Formeln D, = D,, n;=n,, so ver-
einfachen sich zunichst die Gleichungen (7) und (8) auf die
gemeinsame, schon im Nachtrag zu meiner letzten Arbeit mit-
getheilte Form: )

(11) e — D)+ %2 (e — § D)= 0,
in welcher die Coefficienten ¢, §8; ¢, &, je nachdem sie auf
eine Strahlrichtung oder eine Normalrichtung bezogen werden,
die Bedeutung haben (v, = v, = 0):

¢, = Dyu® + Dy w?, B,
{ o, = Dyu?+ D w?, g, =

(12) L
1,

fiir erstere und:
13) {%=nfﬂzu2+nzﬂlw2, B, = w4 niwt,

oy =1} Dyu?+ n} Dyw?, f=n?u?24 ndw?

fiir letztere.
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Unter Benutzung der Ausdriicke (9) erhiilt man jetzt statt
(Gleichungen (I) und (II) die beiden gemeinsame neue Form:

Jla+r02+ (L DY |l + )~ @ + ) D2

'~ +pDpe—a)— @ D1 -0,
Die Ausdriicke (10) dagegen liefern statt (Ib), (IIb) eine
(Fleichung, die in der einfacheren Gestalt:

(Iv;{ [V +pD—nisin®if'+(g D)+ nisin’i | [(w+ ) — (8+£) D]
+(1+pD)le—a)—(B—-F)D]=0
weiterhin verwandt werden soll.

4. Einige Anwendungen der Hauptgleichungen. a) Die Be-
rechnung der Variabeln D. In aller Strenge erhilt man die-
selbe durch Auflosung der biquadratischen Gleichung (LII).
Es geniigt indess bei missig starker Absorption, Doppel-
brechung und Refraction, sie in der Form:

D2 — (_"‘_ LAY, WAL . - D=
" ) D+ o (k) — B+ F) D) =
Q= i S oTens
" [1 + pD]cosr
niherungsweise quadratisch aufzulésen. Den ersten Niherungs-
werth erhdlt man dann fiir @, =0, den zweiten, dritten u.s.w.

durch Einsetzen des vorhergehenden in das letzte Glied. In
dieser Weise ergiebt sich:

D=,

D=5 Z) (55 imad
=45 053 =Sl =)=

in welchen Ausdriicken zu setzen ist:
= a« .
Q= B + pe)cosr
Den diesen D entsprechenden Quotienten /v findet man
in ‘erster Naherung = 0, dagegen in zweiter und dritter
Niherung nahezu ibereinstimmend:

(I
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Im Uebrigen verweise ich auf die im fritheren Nachtrag
gemachten Bemerkungen.

5. b) Die Theorie der Totalreflexion. }orliufiges zur Orien-
tirung. Neben der Totalreflexion der isotropen Medien, welche
ich in meinem Buche einmal als selbstindige Erscheinung
p. 167—183 und sodann als einen der Metallreflexion unter-
geordneten Grenzfall p. 232—240 ziemlich erschopfend be-
handelt habe, findet man daselbst neun Seiten (p. 364—378),
welche sich mit der Totalreflexion an Krystallen beschiftigen.
Diesen letzteren Entwickelungen sind dann spiiter noch zwei
weitere Abhandlungen gefolgt.!) Ich habe in denselben das
Gesetz des Grenzwinkels und der Neigung der Grenzlinie (bei
deren Beobachtung im Kohlrausch’schen Totalreflectometer)
zum ersten Mal entwickelt und auch die Polarisations- und
Intensititsverhiltnisse des gespiegelten und streifend ge-
brochenen Lichtes in den Kreis der Betrachtung hineingezogen.
Letztere insbesondere konnten unter Anlehnung an den Be-
griff der Strahlwelle fiir das ganze Intervall zwischen der
Incidenz des Grenzwinkels und der streifenden Incidenz ver-
folgt werden. Da bisher der Normalbegriff. welcher aller-
dings hier mehr als anderswo entbehrlich ist, noch nicht all-
seitig in die Untersuchung aufgenommen werden konnte, so
soll jetzt dieses Versiumniss nachgeholt werden. Auch sollen
die frither ad hoc gebrauchten speciellen Formeln durch die
allgemeinen Gleichungen (IV) ersetzt werden. Ich beschrinke
mich indess der Einfachheit wegen wieder auf einaxigée
Krystalle. o

Nach den von mir festgestellten Gesetzen ist eine Total-
reflexion als abstracter Grenzfall nur méglich in ideell durch-
sichtigen Medien, d. h. in Medien, fiir welche die Reibungs-
constante mindestens unendlich klein ist, und zwar muss der
in das Innere des Krystalles gebrochene Strahl der Trennungs-
fliche beider aneinander grenzender Medien parallel sein. Der
Brechungswinkel der zugehirigen Normalen ist dagegen gleich-
gultig. So haben wir die Bedingungen:

(15) g=0, cosr,=0, cos‘rngo.

1) Ketteler, Wied. Ann. 28. p. 280 u. 520. 1886.
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Nun gelten in durchsichtigen wie absorbirenden Krystallen
die mittels passender Figur!) leicht ableitbaren allgemeinen
Beziehungen:

(16) { cosr, = cosr, cos ¢ — sinr, sin ¢ cos O

cos ¢ = cosr,cosr, + sinr sinr, cos vy,
und aus letzterer wird mittels Eliminirung von cosr,:
{161b) sin r, cos i = sinr, cos & + cosr, sin J cos 6.

In diesen Gleichungen bedeutet < den Winkel zwischen
Strahl und Normale, 6 den Flichenwinkel zwischen Haupt-
schnitt (Ebene von Strahl und Normale) und Brechungsebene
der Normalen (Ebene von Normale und Loth oder Einfalls-
ebene), endlich v den Flachenwinkel zwischen Brechungsebene
der Normalen und Brechungsebene des Strahles (Ebene von
Strahl und Loth).

Fortan sollen die beiden FEinfallswinkel i, und i,, von
welchen der erstere in der Ebene von Loth und Strahl, der
letztere in der Ebene von Loth und Normale liegt, durch
besondere Bezeichnung unterschieden werden. Zu dem KEnde
moge gesetzt werden:

v 8in7, = n,8iné, v,sinr = n,sine.

an |

p,=v,cosr,=Vvi—nlsin?i, pu =9 cosr =}vl—nsinZe.
Der Zusammenhang von ¢ und ¢ ergiebt sich unter Be-

achtung der Beziehung:

(18) v, = v, cO8 F

durch Multiplication der ersten der Gleichungen (16), bez. der

Gleichung (16b) mit »,v,, bez. »,. Dieselben gehen dadurch

iiber in:

(19) nl sinisinecos ¥ = v} — v,€08 7,9, COS 7,

(2Q) n,sinicosy = n sinecos?F 4 v, cos r, 8in I cos I cos b;

und mag es dahingestellt bleiben, ob letztere Beziehﬁngen
etwa fiir absorbirende Medien einer allgemeinen Verwendung
fihig sind.

1) Vgl z B. die Figur im letztcitirten Aufsatz.
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In alle diese Gleichungen fithren wir jetzt, dem speciellen
Vorgang bei der Totalreflexion entsprechend, die Bedingung ein:
(15b) Yy = 1,087, = ¥, (u, % + w,w) =0,
sofern namlich die Y- und Z-Axe des Coordinatensystems in
die Ebene des benutzten Hauptschnittes hineinfallen mége,
wodurch dann v = 0 wird.

Aus den Gleichungen (16) erhalt man sodann die einfache
Verkniipfung von 6 und w:

21 sin yr = sin 7 sin f},
und Gleichung (19) vereinfacht sich auf:

(22) n?sinisinecosyw = v = »icos? I
Endlich liefert die erste der Gleichungen (16):
(23) cotr, = tang?cos @,

und daraus folgt in Riicksicht auf die zweite der Gleichungen
(17) fir den Grenzwinkel ¢ das Gesetz:
ngsine o
(24) sin [arc cot(tg # cos )] ¥i )
oder kiirzer wegen der dritten der Gleichungen (17):
(24b) n,8in i’ = v,.

Dem so besprochenen allgemeinen Falle?) subsumiren
sich die beiden folgenden Einzelfille.

(1.) Der Hauptschnitt (Ebene von Strahl und Normale) fallt
nmit der Einfallsebene zusammen und steht senkrecht auf der
Trennungsfliche. Dann wird:

V=0, =0 =0, y,' + w,w =0.

1) Niherungsweise liisst sich dafiir schreiben:

L Mesing
sin (90 — Y cos )

2) Die Abhiingigkeit des Grenzwinkels von der Orientirung der
optischen Axe eines einaxigen Krystalles zur Einfallsebene wird dargestellt

durch die Gleichung:

sinte = nj —(n] —nfeosty
n3 n3 — n} — ni) (cos®u + sin* g cos?y’) *

V-

Darin bedeutet u den Winkel zwischen Axe und Loth, und y' den
Flachenwinkel zwischen der Ebene von Axe und Loth und der Einfalls-
ebene. Vgl. Ketteler, Wied. Ann. 28. p. 523. 1886.
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Ferner hat man:

00

0={ 00w =0,r=r,x&=00°
und:

{24¢) n, sin € = v,.

(2.) Der Hauptschnitt stehe senkrecht auf der Einfallsebene

und falle zusammen mit der Trennungsebene. Dann ist:
v, =0, =0; W =w =0,v=1.
Ferner hat man:
0=9° yv=9, ro=r, = 90¢
und folglich gleichzeitig:
s = vy¢0871, =0, p, =w,cos87, =0,
Endlich erhalt man fir den Grenzwinkel:
(244d) nysine = v,.%)

6. Anwendung der Hauptgleichungen. Nach dieser vor-
gangigen Skizzirung der obwaltenden Verhiltnisse sollen jetat
die allgemeinen Gleichungen (IIT) und (IV) auf sie angewandt
werden,

Besprechen wir indess zuvor die Losung, wie sie durch
die Coexistenz der vier Gleichungen (1) in der Form:

25) {'vﬁ——xz-—1=pD,, v:—x2—1=pD,

) 2u,3cosr, = ¢l,, 2w,xcosr, = ql,
vorgezeichnet ist. Subtrahirt man die beiden oberen, so ent-
steht in Beriicksichtigung von Gleichung (18) die Bedingung:
(26) p (D, — D)= v2sin? .

Beziiglich der beiden unteren bleibt die doppelte Mog-
lichkeit, dass entweder ¢ > 0 oder ¢ = 0 ist.

Fir ¢ > 0 lassen sich beide zusammenfassen in:

D, D,

P, CO8 7, . ¥, CO8 7y

1) Auch fiir die besprochenen beiden Specialfiille ist eine Zeichnung,
welche die beziigliche Huygens’sche Construction zur Anschauung bringt,
niitzlich und ibersichtlich. Wenn z. B. im ersten Specialfall bei ge-
gebener Lage der Huygens’schen Ellipse fiir einen Grenzwinkel + ¢ der
Normalwinkel 7, < 90° wird, erhilt man fiir einen Grenzwinkel — ¢’
einen Normalwinkel rn > 90°.
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Fir ¢ = 0 dagegen hat man die doppelte Lsung: es ist
entweder erstens x = 0, oder es ist zweitens cosr, = cosr, = 0.

Diese letztere Doppellssung haben wir jetzt niher in's
Auge zu fassen. Wir wollen uns indess bei dieser Unter-
suchung nicht bloss auf die Incidenz des Grenzwinkels be-
schrinken, sondern den Einfallswinkel ¢ continuirlich von 0°
bis 90° ansteigen lassen. Ks sind dann das Intervall von der
senkrechten Incidenz bis zum Grenzwinkel und das Intervall
vom Grenzwinkel bis zur streifenden Incidenz gesondert zu
behandeln.

1. Allgemeiner Fall. Schliessen wir in den allgemeinen
Fall den ersten Specialfall ein und verweilen zunichst bei den
Normalwellen.

a) Fiir das Intervall zwischen senkrechter Incidenz und
der Incidenz des Grenzwinkels hat cosr in Gleichung IIL
einen endlichen Werth, wihrend ¢ = 0 ist. Beide Seiten
lassen sich daher ohne Weiteres radiciren und durch (1 + pD)
dividiren. Es erhalten folglich D, und »; — 1 = p D, wegen

n2 = n? die fiir ein gegebenes u, v, w constanten Werthe:
ey, 3D wrniDywt 1 W w?

@) D=t D , L=t
o n} 7}

"8 nd u? + n} w?
und Gleichungen (9) zufolge ist » = 0.

- Fiir dieses Intervall haben die Schwingungscomponenten
(unter Beschrinkung auf die Aethertheilchen) die Form:

E =9 cosQﬂ(ﬁ_ vn(xcrosrn-;-istrin,,"))
n x T o

3
oder unter Zuziehung der Ausdriicke (17):

t ﬁ'_az; x s
(28) n:ﬂ[xc()s:gn (__%V”n g sin‘e + ’nosme) L

Vi A

sofern sie auf ein durch Trennungsfliche und Loth gelegtes
Coordinatensystem bezogen werden, dessen Z-Axe mit dem
Loth zusammenfallt, und dessen X-Axe in der Einfallsebene liegt.

Den zugehodrigen Werth des Grenzwinkels ¢ liefert Glei-
chung (24); fur ihn tritt der ,,Strahl® in die Trennungs-
fliche ein.

b) Fir das Intervall zwischen der Incidenz des Grenz-
winkels und der streifenden Incidenz ist eine weitere Drehung

Ann. d. Phys, u. Chem. N. F. 36, 5
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der gebrochenen Wellebene nicht moglich, da ihr der Strahl
nicht zu folgen vermag, wohl aber ist eine Aenderung der Ge-
schwindigkeit méglich.  Fiir den Grenzwinkel selbst lisst sich
in Beriicksichtigung von Gleichung (23) schreiben:

_ ¢ (xtg & cos b + z)m, sine
(28b) &, = U, cos 27 <7 — . o ) .

und diese Ausdriicke werden ihre Giltigkeit bewahren, wenn
e von ¢ bis 90° wichst. Da in denselben nur reelle Grossen
vorkommen, so fehlt jede Ursache zu etwaiger Extinction.
‘Wenden wir uns nunmehr zu den Strakiwellen, so tritt zwar
a) fir das Intervall zwischen senkrechter Incidenz und
Grenzwinkel, diesen eingeschlossen, der Quotient ¢ /cosr, in
Gleichung III in unbestimmter Form auf, indess nur scheinbar,
sofern sich aus der dritten der Gleichungen (25) wegen » =0
der bestimmte Werth ¢ /cosr, = 0 ergiebt.
Demgemiss erhdlt man (! — 1 = pD,):
29) Dy = a; = Dyu® + D, w?, v; =nlu+ n]w.
Fir dieses Intervall haben die Schwingungscomponenten
der (Aethertheilchen der) Strahlwellen, wofern sie zunschst auf
ein Coordinatensystem bezogen werden, dessen Z-Axe mit dem

Loth, und dessen X'-Axe mit der Strahlrichtung zusammen-
fallt, die Form:

(80) & = U, cos2n (; - ’i‘(?’fz =3 S,i? +xtn,sine

Den Werth des Grenzwinkels, fiir welchen der Strahl
seinen grosstmoglichen Brechungswinkel 90° erreicht, liefert
die dritte der Gleichungen (17), nimlich:

v, €087, = Jv} — nlsin?i = 0.

b) Fiir das Intervall zwischen Grenzwinkel und streifen-
der Incidenz ist wieder nur mehr eine Aenderung der Ge-
schwindigkeit moéglich. Und so werden denn die fir den
Grenzwinkel geltenden Schwingungsausdriicke ihre Giiltigkeit
bewahren, wenn ¢ von ¢ bis 90° anwichst. Es muss also
vorstehende Gleichung fiir das ganze Intervall erfiillt bleiben,
d. b. das bis dahin feste Brechungsverhiltniss v, wird nunmehr
vom Einfallswinkel abhingig, entsprechend dem Gesetze:

(31) v, = m,8ini.
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Von besonderem Interesse ist nun fiir dieses zweite Inter-
vall der Zusammenhang zwischen den einander entsprechenden
Einfallswinkeln ¢ und e. Denselben liefert die Combinirung
der (leichungen (22) und (31); man findet so:

(32) sin ¢ = sin e cos .

Und wenn jetzt die Strahlwellen auf dasselbe Coordinaten-
system bezogen werden wie oben die Normalwellen, so be-
kommen dieselben wegen x = 2’ cosy die definitive Form:

(30Db) & =U,cos2x: (%_&?ﬁ) o

Diese Ausdriicke reprisentiren einen Schwingungszustand
parallel einer auf Kinfallsebene und Trennungsfliche senk-
rechten Ebene, welcher mit der Geschwindigkeit w, fir welche
1/ = nysine, in der Richtung der X-Axe fortwandert. Ein
zweites System von Kbenen, die auf Normale und Trennungs-
flaiche senkrecht stehen, gibt der oben behandelte Ausdruck
(28Db) fir &,. Da sich nun beide Schaaren von Ebenen (lings
der Trennungsfliche) in lauter Geraden schneiden, so reduciren
sich also hier die sonst zweidimensionalen gebrochenen Well-
ebenen auf diese Schnittlinien selber.

Im Uebrigen stehen Strahl- und Normalgeschwindigkeit
in dem festen Verhaltnisse 1 /v, = (1/#%,)cos . Sofern nun
die entsprechenden Brechungsindices mit zunehmender Inci-
denz in gleichem Verhiltnisse wachsen, so wird die Huygens’-
sche Construction auch innerhalb des ganzen zweiten Inter-
valles fiir jeden Finfallswinkel ¢ bestehen bleiben, aber vom
Grenzwinkel ab schrumpft das bis dahin constante Huygens’-
sche Ellipsoid, sich selber parallel bleibend, soweit zusammen,
bis schliesslich fiir ¢ = 90° der Radius vector @, den Extrem-
werth erhalt; 1/w, =1 o COS .

Setzt man schhesshch in allen blsherlgen Formeln v = 0,
so geht man damit zu demjenigen Specialfall iiber, fiir welchen
der Hauptschnitt des Krystalles mit der Einfallsebene zu-
sammenfillt.

8. Zweiter Specialfall. Da fiir denselben nach obiger
Characterisirung neben ¢ = 0 gleichzeitig:

cos 7, = cosr, =0
ist, so wird die Gleichung (III) fiir gewisse Einfallswinkel un-
5*
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anwendbar, und tritt hier vielmehr die zweite der im § 6
angedeuteten Losungen ein, welche, wie sich zeigen wird, mit
einem endlich grossen Extinctionsindex » verkniipft ist. Wir
werden daher zur Untersuchung dieses Falles die Hauptglei-
chung (1V) heranziehen, und zwar unterscheiden wir beziiglich
derselben wieder ein doppeltes Intervall.

Fiir das Intervall zwischen senkrechter Incidenz und der
Incidenz des Grenzwinkels ist das Vorzeichen des Wurzel-
ausdrucks positiv zu nehmen. Der erste Factor reducirt sich
daher wegen ¢ = 0 auf (1 4 pD), und so erhiilt man sowohl
fir Normal- wie fiir Strahlwellen die fritheren constanten
Werthe U und D, der Gleichungen (27) und (29) als auch
hier giiltig zuriick.

Fiir das Intervall zwischen der Incidenz des Grenzwinkels
und der streifenden Incidenz ist das Vorzeichen der Wurzel
negativ zu nehmen. Die Gleichung geht dadurch iiber in:

[2n; sin®i — (1 4+ pD)] (e« + &) — (6 + ) D]
+ (1 +pD)(¢ —e)—(E—-8)D]=0
oder auch .kiirzer in:
(33) nisin?i(e — D) + [nlsin?i — (1 4+ pD))(e — fD)=0.
Man ersieht daraus, dass die einer gegebenen Fortpflanzings-
richtung - entsprechende Grosse D [fir dieses Intervall vom Ein-
fallswinkel abhingig wird.

Identificirt man letztere Gleichung mit Gleichung (11),
so ergiebt sich die weitere Folgerung:

(34) v? = n?sin?i, %= n]sin?i— (14 pb),

ganz in Uebereinstimmung mit den Ausdriicken (10), aus denen
man sie unmittelbar hitte ableiten konnen. Es variiren also
fur dieses Intervall Refractions- und Extinctionscoefficient gleich-
falls mit dem Incidenzwinkel.?)

1) Es mag niitzlich sein, anmerkungsweise anzuftihren, dass der
Gleichung (88) ausser der gleich zu besprechenden allgemeinen Lésung
noch die beiden folgenden particuliren Losungen entsprechen. Entweder:

o —fD=0 und: nZsin?i — (1 + pD) =0
oder:
o — "D =0 und: nsin®’i=20.



Gesetze der Lichtbewegung. 69

Bis jetzt ist indess auf die der Strahl- bez. Normal-
richtung zukommenden Einzelwerthe von e, ¢'; 8, #'; 1 noch
keine Riicksicht genommen. Bei der Einfithrung derselben
gemiss Ausdriicken (12) und (13) beachte man, dass wegen
des rechten Winkels zwischen Propagation und Extinction
{Gleichung 15b auf p. 63) geschrieben werden kann:

(85) ' u?=w? w?=ul

Beginnen wir diesmal mit den Strahlwellen, die ich schon
frither 1. ¢. behandelt habe. Fir diese soll indess (leichung
(83) nicht in Beziehung auf D,, sondern auf rx=1+pD, auf-
gelost werden. Man multiplicire dieselbe zu dem Ende mit p

und setze abkiirzungsweise:

(36) {pl)l=nf—1, pDy=n—1, po=N?2—-1,
N2 = n?w? 4 nlu2

Alsdann erhilt sie die Gestalt:

22 — (N2 + 2nlsin?i)z + (n} + nl)n) sin?i = 0.

So kommt schliesslich: .
1+ pD, = L(N.? + 2n? sin?7)
{ + V3 (V.2 + 20l sin?0)? — (v? + n?)nlsin?i,
und darin ist der Wurzelausdruck positiv.

Nunmehr ergiebt die zweite der Gleichungen (84) den
zugehdrigen Werth des Extinctionscoefficienten x,, und so
reprasentiren denn die beiden folgenden (leichungen:
¢ { v? = ngin?d,

%} = + YL (N,?+2n}sin?i)? — (n? + n2)nd sin?; — L V,?
die auf die Strahlwellen beziigliche vollstindige Liosung des
Problems; sie liefern den Refractions- und Extinctionscoeffi-
cienten fiir das ganze zweite Intervall. Um den Grenzwinkel
selbst aus vorstehenden Ausdriicken zu berechnen, dazu geniigt

es, x,=0 zu setzen. Man erbalt dann die Bedingungs-
gleichung:

87

N2 4 nlsin?i — (0! + nl) =0,
und daraus:

(39) n)sin?é = nl w? 4 nlw? = v},

Auch jetzt noch driickt sich der Zusammenhang zwischen
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¢ und e durch die frithere Beziehung (32) aus; nur ist darin
wegen 0 = 90° der Fliachenwinkel yw = ¢ zu setzen. Sonach
hat man diesmal:

(40) sin¢ = sinecos ¢,

welcher Werth sich hier nicht bloss auf dem fritheren Wege
der Combination der Gleichungen (22) und (81), sondern auch
mittels directer Benutzung der Gleichung (20) ergiebt. — Die
Gleichungen (34), (37), (38), (40) findet man bereits in meinem
Buche entwickelt.

Was nun andererseits die Normalwellen betrifft, so fithre
man die Bestimmungsstiicke derselben nach Ausdriicken (13) in
Gleichung (33) ein und setze dabei zur Abkiirzung:

(pDi=m=1, pDi=mi=1, p L
(41) ] 1 w? w2

E = T
N 73 n}

=]V1;2_1’

Dann erhilt letztere die in Beziehung auf z =1 + p.D_ auf-
zulésende Form:

nng nd + n? . 2n2 n? .y
1.2_( 15'2 + ’ﬁ, L nlginfe)z + ﬂl' L n?sin?e = 0.

Die Auflosung selber gibt:

=L e !
1+ pD,= 2 N, {[1+(n%

v 1Y e aog |2 Bmsin®e
Y/ G oo o] = 22
Setzt man diesen Werth in die zweite der Gleichungen (34)

ein, so liefert dieselbe den zu », gehorigen Extinctionsindex #, .
Fiir %,=10 ergiebt sich als Bedingung des Grenzwinkels:

1 .
+ “nT) ng sin? e]
(42) i

(43) e w1

n3sinte’  m? | mi  a?
Vergleicht man schliesslich fiir dieses zweite Intervall die
zusammengehorigen Werthe von », und #,, so fand sich:
v, = nysini = n,sinecos &, v, = n;sine,
und daher:
(44) v, = v, cos ¢,
welch letzteres Verh#ltniss ja in der That bestehen muss.
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Andererseits erhielt man fiir die beiderseitigen Extinctions-
coefficienten:
{ #, = Ynisin*ecos? ¥ — (1 + pD,)
%, = Ynisine — (1 + p D).

Thre Gleichsetzung fithrt zur Bedingungsgleichung (26), die
ihrerseits gleichfalls stets erfullt ist. Es ist folglich:

(46) ® = % = X

8 n

(45)

Demnach reduciren sich fiir das zweite Intervall des in
Rede stehenden Specialfalles die Schwingungsausdriicke fiir
Strahl- und Normalwellen auf die identische Form:

2x .
47) E=§ =Ue 7 cos [2 7 (3} - ‘””"f“f) —zz] eens
sofern sie namlich auf ein identisches Coordinatensystem be-
zogen werden.

Dieser Tripel reprisentirt eine Schwingungshewegung
lings eines Systems von geraden Linien, welche unter sich,
der Trennungsfliche und der Strahlrichtung parallel sind.
Dieselbe ist zugleich mit einem sich gleichmissig auf Aether-
und Korpertheilchen erstreckenden und daher von der Orien-
tirung abhingigen absorptionsihnlichen Vorgang verkniipft. Fiir
die Incidenz des Grenzwinkels sind die Amplituden auf allen
diesen Geraden von gleicher Grosse und die Schwingungen
linear, fir grossere Incidenzen nehmen dagegen die Amplituden
mit zunehmender Entfernung von der Trennungsfliche ab,
und die Schwingungen werden elliptisch.

Lasst man schliesslich den Winkel % continuirlich ab-
nehmen, so nahern sich Strahl und Normale immer mehr.
Es gilt also auch fiir das isotrope Medium die Losung des
zweiten Specialfalles, die mit einem von Null verschiedenen
Extinctionscoefficienten verbunden ist. Zu dem nimlichen
1sotropen Medium gelangt man beim Ausgehen vom allgemeinen
Fall, sofern dann die Ausdriicke (28) und (30) beim Passiren
des Grenzwinkels complexe Werthe erhalten.

9. Schlussfolgerungen. Aus simmtlichen drei Abhandlungen,
welche sich mit den gewdhnlich durchsichtigen, mit den ab-
sorbirenden und mit den totalreflectirenden anisotropen Medien
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beschiftigten, ergab sich mit Nothwendigkeit der Schluss, dass
die beiden Bedingungsgleichungen:

86X Y 0z

@) e Tay Tas =0
oder in anderer Schreibart als Incompressibilititsgleichung:
( 68 , by 0t _ g,
(a) o Tay Tau =0
sowie:

24X | LAY |, AZ _
(®) mae T Ay T =0

oder in anderer Schreibart als Ausdruck des Huygens’schen,
Princips:
N . . ,

(0) 7o T (45 + A7 4 45) — i [, 4+ B, 4T 4By ) = 09
sich niemals widerstreiten, vielmehr stets miteinander vertriglich
sind und sich sogar gegenseiti erginzen. Die erstere fithrte
in Verbindung mit den Gleichungen (18) auf p. 547 zu den
Attributen der Strahlrichtung, die letztere in Verbindung mit
denselben Gleichungen zu denen der Normalrichtung. Auch
liessen sich die Ausdriicke fiir die eine Richtung ohne Weiteres
in die der anderen Uberfihren. Gleichwohl konnte keine
dieser beiden Bedingungen entbehrt werden, erst ihr Zusammen-
wirken ermoglichte die wvollstindige Liosung der beziiglichen
Aufgaben.

Was nuon das correcte Verhiiltniss der Gleichungen (a)
und (b) betrifft, so sind daritber nur in der ersten Abhandlung
einige Andeutungen gemacht worden. Diese sollen jetzt unter
Wiederankniipfung an durchsichtige Medien einigermaassen
vervollstandigt werden. Wir integriren Gleichung (a) mittels
des Schwingungsausdruckes fiir Strahlwellen (Wellen von un-
endlich kleinem, nur die Aetherumgebung einer einzelnen
Moleciilreihe umfassenden Querschmitt):

) s 68
0= %Gcos2n(% - ”; )

1) Vgl GL () auf p. 528 u. 543. Die zweite der dort aufgefiihrten
Gleichungen ist irrthiimlich in die Arbeit hineingekommen und daher
zu streichen. Vgl. Ketteler, Wied. Ann, 49, p. 520. 1893,

2) Vgl. GL (6) auf p. 528 u. 543.
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und erhalten so die Integralgleichung:
(@) U, + 7,0, 4 W, = 0.

Dagegen sind in (Gleichung (b) die fiir beliebig ausgedehnte
Wellen (Normalwellen) geltenden Ausdriicke zu substituiren:

ot 7,0
=9 2Pl
0 Jecos2n(T ,1)

fiir die Korpertheilchen und:

' 0,= U cos2xn (-t,f - n"f")
fiir die Aethertheilchen. In diesen letzten Awusdriicken #ndern
sich z, y, z sprungweise um Az, Ay, Az, sofern eben diese
Incremente als Projectionen des Abstandes benachbarter Mole-
cille aufzufassen sind. Es ist daher auch die Bezeichnung in
Gleichung (b) selber entsprechend gewihit.

So ergiebt sich:

O%sin @
e
— WU, (6, Uy, + b, 7, + by W) sing = 0,

, mW (U, + Vevn + W,w,)
(b)

unter ¢ die Phase verstanden.

Man kann in gewissem Sinne die Schwingungen der
Gleichungen (a) und () als freie, dagegen die Schwingungen
des ersten Gliedes der Gleichungen (b) und (b") als erzwungene
bezeichnen, sofern in ersteren ~die Nichtausdehnbarkeit des
stetigen Aethers, in letzteren das Senkrechtstehen einer ge-
gebenen gemischten Bewegungsquantitit auf einer gewissen
Richtung zum Awusdruck kommt. Ks widersprechen daher
auch Gleichungen (b) und (b") nicht dem Incompressibilitits-
princip, denn wenn die linke Seite der Gleichung (a’) gleich
Null ist, kann es unmdglich das erste Glied der auf eine
andere Fortpflanzungsrichtung (die mit Schwingung und Strahl
in gleicher Ebene liegende Normale) bezogenen Gleichung (b
sein. Krst wenn man in derselben b, =5, =b, setzt, kann
der eingeklammerte Factor verschwinden, und werden dann
die Richtungen %, », w, und %, v, w, identisch.

Die hier vorgetragene Auffassung hat sich schon in einem
fritheren Aufsatz von mir vorbereitet.!) Dagegen gelangt

1) Ketteler, Wied. Ann. 49. p. 517. 1893.
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neuerlich Hr. Drude?!) zu einer anscheinend abweichenden
Ansicht. Nach ihm soll ,in Krystallen im allgemeinen nicht
mehr die resultirende Stromung in Richtung der resultirenden
Kraft fallen und daher soll ,,bei Krystallen nicht mehr wie
bei isotropen Korpern die Gleichung (A), sondern nur mehr
die stets giiltige Gleichung (B) anwendbar sein“. Nun meine
ich, wenn man in der Electricititslehre niemals Anstand
nimmt, den Stromrohren nach Bediirfniss einen endlich weiten
oder unendlich engen Querschnitt zu geben, sollte man doch
auch in der electromagnetischen Optik von den veralteten,
jede Dispersion ausschliessenden Vorstellungen Fresnel’s und
Neumann’s nicht linger ausgehen. Ich selbst habe iibrigens
schon 1873 den Begriff einer unendlich diinnen Lichtréhre
(von Aether umgebenen Moleciilreihe) auch fiir die analytische
Behandlung gewisser Aberrationserscheinungen, also eines
ziemlich heterogenen Gegenstandes, mit Erfolg verwerthen
kénnen. 2)

Wie noch bemerkt werden mag, ist die hier mitgetheilte
dritte Abhandlung gerade durch Hrn. Drude’s Aeusserung
veranlasst worden; sie stimmt freilich in ihren Resultaten mit
den vorhergehenden iiberein.

Zusatz. Zur weiteren Erliuterung meiner Bedenken gegen
die vorstehenden Sitze mogen zuniichst die beiden folgenden
Definitionen in grosstmoglicher Schéarfe wiederholt werden.

Unter einer ,Normalwelle* oder ,mnormalen Gesammt-
welle* verstehe ich eine (kleine) ideclle Ebene von endlicher
Ausdehnung, welche an der Stirn eines Biindels sich fort-
pflanzender ,,Strahlen® mit deren Geschwindigkeit vorriickt,
und welche mit der Strahlrichtung irgendwelchen Winkel ()
bildet. : '

Unter einer ,,Strahlwelle’ dagegen verstehe ich eine un-
endlich kleine physische Ebene senkrecht zum ,,Strahle®, welche
sich mit der Geschwindigkeit des Strahles ebenfalls an dessen
Stirn verschiebt.

1) Drude, Physik des Aethers. Stuttgart 1894. p. 505.
2) Ketteler, Astronomische Undulationstheorie. Bonn 1873. p. 182
u..218 (Nr. 14). )
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Als minimale Flichenausdehnung der Normalwelle mag
fiir irgend einen Punkt der sogenannten Elementarwellenfliche
die Berithrungsellipse der Kriimmungskreise, als maximale
Flichenausdehnung der Strahlwelle dagegen eine Kilipse be-
trachtet werden, deren Durchmesser ein kleines Vielfaches
der Amplitude eines einzigen, elliptisch schwingenden Mole-
clils sind.

Nun ist offenbar die Fortpflanzung von unendlich kleinen
Wellebenen um ein einziges, im Inneren eines Krystalles
gelegenes, spontan bewegtes Moleciil, von welchem dann solche
Wellebenen nach allen Richtungen ausgehen werden, eine
einfachere KErscheinung als die um beliebig viele Moleciile,
welche sich in einem gewissen gemeinschaftlichen Schwingungs-
zustande befinden; es ist also auch die Fortpflanzung von
Strahlwellen an sich einfacher als die von Normalwellen.!)
Nichtsdestoweniger hat die #ltere Optik den umgekehrten
Weg eingeschlagen und auch mit Nothwendigkeit einschlagen
miissen, sofern sie mit einem homogenen anisotropen Aether
operirte und auf das Mitschwingen der Moleciile, an welche
eben der Begriff der Strahlwelle ankniipft, verzichten musste.
Fresnel und Neumann kannten keine anderen Wellen als
Normalwellen mit Schwingungen in der (als mathematische
Ebene gedachten) Wellebene. 2)

Als dann zunichst durch die Verdienste von Boussinesq
und Sellmeier und sodann durch weitere Verfolgung der

1) Wohl jeder Docent wird sich der didaktischen Schwierigkeiten
bewusst sein, welche die iibliche Ableitung der Wellenfliche aus der
Voraussetzung beliebig ausgedehnter ebener Wellen mit sich bringt.
Oft wird wohl dabei auch die Frage vermieden, ob denn die Wellenfliiche
eine reelle physische Fliiche oder eine bloss mathematische Abstraction ist.

2) Freilich hat 1876 schon Kirchhoff (Abhandl. der Berl. Akad.
p. 55. — Vgl auch Ketteler, Theor. Optik, p. 289), sich mit dem platten
Umbiillungsverfahren nicht begniigend, die tiefere Wesenheit des Strahles
durch eine geistreiche mechanische Betrachtung begriindet. Thm zufolge
gelangt man zum Strahlbegriff mittels der Erwigung, dass der Erfahrung
zufolge die Lichtbewegung auf der einen Seite einer Ebene bestehen
kann, wéhrend ‘auf der anderen Ruhe stattfindet, falls nimlich die Ebene
dem Strable parallel ist. Es muss also die Arbeit des Druckes, die auf
die Elemente einer beliebigen, parallel dem Strahle genommenen Ebene
von der einen Seite her ausgeiibt wird, in jedem Augenblick verschwinden.
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anomalen Dispersion die Berechtigung selbstindiger Moleciil-
schwingungen anerkannt wurde, erst da konnte die Frage
aufgeworfen werden, ob denn auch die Moleciile parallel der
sogenannten Wellebene oder in anderer Richtung ihre
Schwingungen ausfiihren. Wird diese Frage in letzterem Sinne
bejaht, so hort sofort die Wellebene auf, eine mathematische
Ebene zu sein. Sofern namlich selbst in durchsichtigen
Medien die Aethertheilchen in der nichsten Umgebung der
massigen Moleciile unmoglich geradlinige, sondern krumm-
linige Bahnen beschreiben, so ist es doch wahrscheinlich, wenn
nicht sicher, dass ihre mittlere Schwingung geradlinig und
der der Moleciile parallel ist. In diesem Sinn wird dann die
Wellebene zu einem Aggregat unendlich vieler und unendlich
kleiner Treppenflachen. '

Das Incompressibilitiitsprincip regulirt dann die Schwingungen
jedes einzelnen Strahles fiir alle sich in dieser Richtung suc-
cedirende transversale Strahlwellen, und nichts steht im Wege,
die allgemeinen Bewegungsgleichungen fiir diese Art der Fort-
pflanzung zu-integriren. Man erhilt so direct die Greschwindig-
keitsfliche der Strahlen.

Das Huygens’sche Princip endlich, welches verlangt, dass
auch die gesammte von aussen zugefiihrte Bewegungsquantitit
sich nach Kbenen gleicher Phase anordne, vereinigt die ein-
zelnen Strahlwellen zu einer gemeinsamen Normalwelle. Diese
Bedingung muss natiirlich, vollig unabhingig von der mole-
cularen Constitution, von jedem wellenfihigen Medium erfiillt
werden, besteht sie ja doch ausschliesslich in der Statuirung
der Solidaritit der Schwingungen aller einzelnen Elemente
desselben.

Die mathematische Formulirung des Huygens’schen
Princips kann daher eine doppelte sein. Geometrisch folgt aus
der Huygens’schen Construction die ebenso allgemeine wie
einfache Gleichung:

n — Me _ sine
m cosd  sinr,

welche, nicht an die Schwingungsrichtung gekniipft, fiir alle
denkbaren anisotropen Medien bestehen muss. dnalytisch fihrt
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andererseits Gleichung (b) fir die normale Gesammtwelle zu
den gleichen Gesetzen der Fortpflanzung wie Gleichung (a),
und so wird denn begreiflich, dass dieselbe eine zweite Be-
dingung ist, welcher die Bewegungsgleichungen zu geniigen
haben. Auf dem einen oder anderen dieser Wege gelangt
man zur Geschwindigkeitsfliche der Wellennormalen,

Miinster 1. W., im Juli 1895.





