Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quadratische
Form unendlich viele Primzahlen darzustellen fahig ist.

Von

H. WeBer in Ko6nigsberg in Pr.

Der Satz, mit dem sich der vorliegende Aufsatz beschiftigt, wurde
zuerst von Dirichlet bewiesen auf Grund der Methoden, die bereits
friiher zum Beweis des analogen Satzes beziiglich der arithmetischen
Progressionen gefithrt hatten, und dieser Beweis findet sich bis zu
einem gewissen Punkte ausgefiihrt in den Monatsberichten der Berliner
Academie vom Mirz 1840 und im Crelle’schen Journal Bd. 21 fiir den
besonderen Fall, dass die Determinante der quadratischen Form eine
negative Primzahl — p ist, welche abgesehen vom Zeichen die Form
4n 4 3 hat, und ausstrdem regulir ist. Von diesen Beschrinkungen
macht man sich leicht frei durch Anwendung des allgemeinen Satzes
iiber Abel'sche Gruppen (§ 1), der zuerst von Schering, spiiter aber,
wie unter dem Text niher angefithrt, noch von andern auf verschie-
denen Wegen bewiesen wurde, auf den ich mich also einfach hitte
berufen konnen. Trotzdem zog ich es vor, des Zusammenhangs und
leichteren Verstiindnisses wegen noch einen moglichst einfachen und
auf das Nothwendige beschriinkten Beweis dieses wichtigen Satzes, der
in den verschiedensten Theilen der Zahlentheorie und Algebra eine so
wichtige Rolle spielt, voranzuschicken.

Abgesehen von dieser Erweiterung fiir beliebige Determinanten
ist es aber noch ein anderer Punkt des Beweises, der der Erginzung
bedarf. KEs heisst nimlich in dem citirten Aufsatz von Dirichlet:
,Untersucht man nun -die unter dem Logarithmenzeichen vorkommen-
den Ausdriicke in dieser Voraussetzung, so findet man durch sehr ein-
fache Betrachtungen, die jedoch hier nicht ausgefuhrt werden konnen,
dass L, unendlich wird, dass hingegen L, wenn ¢ nicht den Werth
0 hat, sich einer endlichen von Null verschiedenen Grenze nahert.‘
Dieser Punkt, der gerade den Kern des Beweises bildet, findet sich
bei Dirichlet nirgends ausgefiihrt, und auch die spiteren Arbeiten,
die diesen Gegenstand betreffen, von Scherlng (l ¢.) und Mertens
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(Ueber einige asymptotische Gesetze in der Zahlentheorie. Journ. f.
Mathematik Bd. 77) enthalten keine Andeutung dariiber. Diese Liicke
fiir negative sowohl als positive Determinanten auszufiillen, und zugleich
eine zusammenhingende Darstellung des ganzen Beweisverfahrens zu
geben, ist der Zweck der folgenden Arbeit, ’

Einen auf wesentlich anderer Grundlage ruhenden Beweis des
Satzes hat Kronecker angedeutet, der jedoch zur Zeit nur auf negative
Determinanten anwendbar erscheint, indem er die Grenzwerthe der
simmtlichen Reihen L direct als Classenzahlen in den Korpern der-
jenigen algebraischen Zahlen darstellt, die der complexen Multiplication
der elliptischen Functionen entstammen, in analoger Weise wie Kummer
die entsprechenden Reihen fiir die arithmetischen Progressionen auf
die Classenzahlen in den Kreistheilungskbrpern zuriickgefiihrt hat.
(Kronecker, Monatsberichte der Berliner Akademie, October 1857,
und Februar 1880.)

§ 1.
Hiilfssiitze iiber Gruppen.

Definition. Ein System G von /. Elementen irgend welcher Art,
0,, 9,, - - -, ©, heisst eine Gruppe vom Grade I, wenn es den folgen-
den Bedingungen geniigt:

I. Daurch irgend eihe Vorschrift, welche als Composition oder
Multiplication bezeichnet wird, leitet man aus zwei Elementen des
Systems ein neues Element desselben Systems her. In Zeichen

0,0,=0,.

II. Es ist stets

(er es) el = Or (es et) = er 93 G), .

III. Aus 90, = 00, und aus 0,0 = 0,0 folgt 6, = O,.

Aus dieser Definition ergeben sich durch die einfachsten Schliisse
die folgenden Sitze:

1. Es giebt in G ein und nur ein Element ©,, welches der Be-
dingung geniigt, dass fiir jedes Element O,

0,0, = 9,0, = 0,.

Ist nimlich © ein beliebiges Element in G, so sind nach III die

Elemente
00,, 00,, ---, 00,

alle von einander verschieden und miissen daher mit der Gesammtheit
aller Elemente G identisch sein. Es ist darunter also auch das Element
© selbst enthalten, und folglich giebt es ein und nur ein Element 0,
welches der Bedingung © 0, = © geniigt. Hieraus folgt aber, wenn
©, ein beliebiges Element ist, 0,8 Q) = 0, ©, oder, da mnach III
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0,0 zugleich mit O, alle Elemente der Gruppe ( durchliuft, fir

jeden Index i

(1) 0,0, =0..

Ebenso heweist man die Existenz eines Elementes 0p, welches der

Bedingung ‘

@ 0,0, = 0,

geniigt; und wenn man in (1) ©, = @y, in (2) ©, = O, setzt, so folgt
0,0, = 0, = 05.

2. Ist von den beiden Elementen ©, ©" das eine beliebig gegeben,

so lisst sich das andere so bestimmen, dass
) 00 = 00 = 0,.

Denn ist © gegeben, so schliesst man wie in 1., dass in der Reihe
00,, 00,, ..., 00, alle Elemente von &, und jedes nur einmal,
vorkommen. Es ist daher fiir e¢in bestimmies Element ©’

00 = 0,.
Hieraus aber folgt (mit Riicksicht auf 1.)

000 =00,=0,0,

also anch. nach 111,

00 = 0,.

Das Element ©, soll das Hauptelement der Gruppe G- genannt und
als Einheit bezeichnet werden (0, = 1). O’ heisst das zu © reciproke
Element (0 = ©@7"). Hieraus erkliren sich von selbst die Potenzen
O™ eines jeden Elementes fiir positive, negative und verschwindende
ganzzahlige Exponenten, fiir welche die Sitze gelten:

=1, 0"0"=0"" (0")" =0™".

Da die Anzahl der Elemente in G- eine endliche ist, so muss unter

den aufeinanderfolgenden Potenzen eines jeden derselben

e’, 0, 07, 63, ...
dasselbe Element nothwendig sich wiederholen. Ist also @™ = ©", so
folgt @™ " = 1. Ist m der kleinste positive Exponent, fiir welchen
O™ =1 ist, so sind die Elemente ‘

1’ O: 92, Y em_lr
deren Inbegriff die Periode von © genannt wird, alle von einander
verschieden und es ist dann und nur dann @ — 0", wenn u =y’
(mod. m), also ©“ dann und nur dann =1, wenn p durch m theilbar
ist. Die Zahl m heisst der Grad des Elementes ©. Das Hauptelement
©,=1 ist das einzige der Gruppe, dessen Grad =1 ist. Fiir alle
andern ist derselbe grosser als 1.

3. Der Grad eines jeden Elementes O ist ein Theiler des Grades
h der Gruppe.

21 %
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Der Satz ist richtig fiir den Fall, dass durch die Periode von ©
©) | e, o', 0% ..., "
die ganze Gruppe G erschopft wird. 1st dies nicht der Fall, und O,
ein in (O) nicht enthaltenes Element, so sind auch die Elemente
) 0,0, ©,0', 0,07 ..., 9,0™"
sowoh]l unter einander als von den Elementen (@) verschieden. Ist

auch hiermit die Gruppe G noch nicht erschopft und ©, ein in (©)
und (©,) nicht enthaltenes Element, so sind auch die Elemente
() 0,09, 6,0, 6,67 - .-, 0,0"
sowoh]l unter einander als von den Elementen (©), (©,) verschieden.
Auf diese Weise lisst sich fortfahren, bis die ganze Gruppe G in
lauter Reihen von je m Elementen zerlegt ist, woraus die Richtigkeit
des Satzes erhellt. .

Ist m der Grad eines Elementes O, und m, irgend ein Theiler

von m, so existiren in G auch Elemente vom Grade my,; denn es ist
@“"T‘. ein solches.

Definition. Die Gruppe G heisst eine Abel'sche Gruppe, wenn sie
ausser den Bedingungen I, II, III noch der Bedingung geniigt:

IV. Fiir je zwei Elemente 0,, O, der Gruppe ist
0,0, =0,0,,
woraus sich dann, wie in den Elementen der Arithmetik, der Satz von
der unbeschriinkten Vertauschbarkeit der Factoren irgend eines Pro-
ductes von Elementen ergiebt.

Die folgenden Sitze besziehen sich nur auf Abel'sche Gruppen.

4. Ist h der Grad einer Abel'schen Gruppe G und r irgend eine
in h aufgehende Primzahl, so giebt es in G Elemente, deren Grad
durch r theilbar ist, und folglich (nach 3.) auch Elemente, deren
Grad = r ist.

Um diesen Satz zu beweisen, seien O,, 0,, - - -, 0, die simmt-
lichen Elemente von G, und m,, m,, - - -, m; ihre Grade. In der Form
3) 0 =000 ..o,
worin die Exponenten g, g,, - --, g, vollstindige Restsysteme nach
den Moduln m,, m,, - - -, my, durchlaufen, ist dann sicher jedes Element
, von (F enthalten, und man sieht auch leicht, dass jedes Element gleich
oft, etwa nmal in dieser Form darstellbar ist; denn man erhilt aus
einer Darstellung eines beliebigen Elementes © in der Form (3) alle
tibrigen durch Multiplication mit den simmtlichen Darstellungen des
Hauptelementes ,,14. Die Gesammtzahl aller Darstellungen der Form
(3) ist aber das Product m, m, - - - m;, und mithin ist

mym, - my==nh.
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Ist also # eine in % aufgehende Primzahl, so muss mindestens

einer der Factoren m,, m,, « - -, m, durch r theilbar sein; w.z b. w.
- b, Der Grad eines Productes von Klementen ©,, ©,, .- . einer
Abel’schen Gruppe ist stets ein Theiler des kleinsten gemeinschaft-
lichen Vielfachen der Grade von ©,, ©,, - - +; denn ist m dies kleinste
gemeinschaftliche Vielfache, so ist
(9192' ’ ')m=e7lne;" o= 1.

6. Ist h =ab, und a, b relatim prim, so giebt es in G genau
a Elemente A4, deren Grad ein Theiler von @, und b Elemente B,
deren Grad ein Theiler von b ist, und in der Form A B sind simmt-
liche Elemente von &, und jedes nur einmal, enthalten.

DBeweis. Der Inbegriff % aller Elemente 4 bildet wegen 5. eine
Abel’'sche Gruppe; ebenso der Inbegriff B aller Elemente B. Sind
a, b die Grade dieser Gruppeu, so ist a relativ prim zu b, und ¥
zu @; denn ist » eine in ¢ und b aufgehende Primzahl, so giebt es
nach 4. in ¥ Elemente vom Grade », was der Definition von %
widerspricht.

Bestimmt man nun die ganzen Zahlen z, y so, dass

ax +dy=1
wird, so ist fiir ein beliebiges Element ©
0=0"0" =14,
da ©%° in B, ©°Y in U enthalten ist. Bs lisst sich also jedes Element
O in der Form A B darstellen. Eine solche Darstellung ist aber auch

nur auf eine Art moglich, denn aus AB = 4’ folgt, indem man
zur Potenz by erhebt, 4 = A’ und mithin auch B = B'. Demnach ist

h=ab=dl,
und folglich da @ mit & und b mit a’ keinen Theiler gemein hat:
a=a, b=10, w.z. b, w.

7. Ist der Grad & einer Abel'schen Gruppe 3 eine Potenz einer
Primzahl p, und mithin auch der Grad eines jeden Elementes von
eine Potenz von p, so kann man in P die Elemente P,, P,, P,, . -

von den Graden p,, p,, p;, - - - so auswihlen, dass in der Form
“4) P=PrPP}- -
jedes Element von P enthalten ist, und nur ein einziges mal, wenn
v, ¥,, ¥s, - -+ je einem vollstindigen Restsystem nach den Moduln
Dis Puy Py, - - - entnommen werden.

Beweis. Man wihle aus B die Elemente P, P,, P;, - - - von den
Graden p,, p,, Py, - - - so aus, dass in der Form

®) P= PRSP
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jedes Element von 95 mindestens einmal enthalten ist. Dies ist stets
moglich, da man néthigenfalls fiir P,, P,, P,, - - - selbst alle Elemente
von ‘3. mit Ausnahme des Hauptelementes nehmen kann.

Wie in 4. schliesst man, dass die Anzahl der Darstellungen in
der Yorm () fiir alle Elemente gleich und so gross als die Anzahl der
Darstellungen des Elementes ,1% in der Form (5) ist. Sei s diese
Zahl, dann ist

hs = pp,py - - -

1= PHPepPe. ..

irgend eine Darstellung des Hauptelements in der Form (5), in welcher
nicht alle Exponenten, auf ihre kleinsten Reste nach den Moduln
Py, P2y Py, -+ - reducirt, verschwinden; ferner sei

Es sei nun

By =Ty Ayy By == Tyly, Ny == Tyay, - - -
worin 7, , %,, %, - - - Potenzen von p, a,, a,, a;, - - - durch p nicht
theilbar sind. Endlich ordne man die Indices so an, dass die Exponen-
ten der hochsten Potenzen von p, welche in %, n,, #;, - - - aufgehen,
nicht abnehmen. Hs ist dann sicher 0 < =, < p, wnd =,, =, - - -
durch =, theilbar. Setzt man nun

Plr = P P‘;T;az P;Tl o
so ist P{™ =1 und also der Grad p,” von P, niedriger als der von
P,. Andererseits ist auch, da a, relativ prim zu p, ist, P, selbst und
mithin jedes Element von 3 durch die Potenzen von P/, P,, P, - - -
darstelibar in der Form )

P — .Pll‘ul’ Pé‘a P;ls ce,

und die Anzahl dieser Darstellungen ist

fe,

PO S

Indem man auf diese Weise fortfihrt, die Anzahl der Darstellungen
zu verkleinern, gelangt man’ schliesslich dazu, an Stelle der Elemente
P, P, P, ... eine Reihe von Elementen P/, P, P, - .. zu setzen
von der Art, dass in der Form
P=P"P"P™. ..

jedes Element von P und jedes nur einmal enthalten ist. Das aber
ist der zu beweisende Satz.

8. Aus 6. und 7. ergiebt sich nun ohne Weiteres der Hauptsatz.

In einer Abel'schen Gruppe G vom Grade h kann man stels die
Elemente ©,, ©,, - - -, O, von den Graden n,, n,, « - -, 1, so auswdihlen,
dass in der Form :
erey- .0,

14
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jedes Element © wvon ( und jedes nur eimmal enthallen ist, wenn
Sy, Say =0y Sy Je cinem vollstindigen Eestsystem mnach den Moduln
Wy Wy, - o0y Wy cbROMMCR werden.
Zugleich ergiebt sich
h=n,n, - u0,%.

Ein solches System von Klementen, wie 0, 9,, - - -, ©, wollen wir
eine Basis der Gruppe nennen.

9. Ovdnet man den » Elementen 0, 0,, - - -, ©, einer solchen
Basis v Einheitswurzeln o, 0,, - - -, ®, von den Graden n,, n,, « - -, %,
zu, so entspricht auch jedem Element © = 00 - - )% der Gruppe

eine bestimmte A'¢ Kinheitswurzel @ nach der Vorschrift

(6) ' 0 =o' 0.

Wir bezeichnen diese Kinheitswurzel mit 4 (©), und nennen dieselbe den
Charakter des Elementes ©.**) Derselbe geniigt stets der Bedingung

(7) %(0) 1(0) = 1(0 ). _
Da man jeder der Einheitswurzeln o,, 0,, - - -, o, ihre n,, n,, - - -, n,
verschiedenen Werthe beilegen kann, so erhilt man »n, n, - 5, =/
solcher Charaktere y,, 4o, - + -, %»- Ist umgekehrt 3(0) eine durch das
Element © eindeutig bestimmte Funetion, welche der Bedingung (7)
geniigt, so ist dieselbe nothwendig unter diesen % Charakteren ent- .
halten. Denn aus (7) folgt zunichst, wenn man fiir @ das Haupt-
element ©, setzt
2(6y) = 1.

Da sich ferner aus (7) ergiebt:

(2(©) = 2(0")
so folgt, wenn n der Grad von O ist, dass 4(©) eine n'* Einheits-
wurzel .sein rruss. Ist daher ©, ©,, - -, O, eine Basis der Gruppe @,
so schliesst man hieraus, dass

1(0) =y, 2(0,) = @,, - -, 1(0,) = o,

*) Aus unserer Ableitung dieses Satzes geht hervor, dass man die Elemente
Oy, O, - - -, O, 80 aunehmen kann, dass ihre Grade ny, n, - - -, #, Primzahlpotenzen
sind; man kann aber auch mehrere dieser Elemente, deren Grade relativ prim
sind, zu einem zusammenfassen, und auf diese Weise z B. erreichen, dass von
den Zahlen ny, n,,- - -, n, jede durch die folgende theilbar ist. Man vergl. tiber
diesen Satz: Schering ,,die Fundamentalclassen der zusammensetzbaren arith-
metischen Formen*. Abhandlungen der Ges. d. Wissensch. zu Gottingen Bd. 14.
1868. Kronecker, Monatsbericht der Berliner Academie vom 1. December 1870,
Frobenius und Stickelberger ;,Ueber Gruppen von vertauschbaren Elementen
Journal f. Mathematik Bd. 86. 1878.

**) Vergl. Dirichlet, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, herausgegeben von
Dedekind 3. Auflage Ste, 581, TIch werde in der Folge dieses Werk mit D citiren,
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Einheitswurzeln der Grade »,, n,, - - -, n, sind, und, wenn

— OO, .. 3y
= 0,0, o,

st
x(e) = ) = co'i"(o;’- R i w. z b, w.

10. Aus der Definition der Charaktere ergiebtv sich sofort, dass
wenn x,, x, irgend zwei derselben sind, ein durch diese vollkommen
bestimmter Charakter y, existirt, so dass fiir jedes Element ©

©) 2:(0) 1,(0) = 1,(0)

ist. Den auf diese Weise bestimmten Charakter 4, kann man passend
als das Product der beiden Charaktere y,, y, bezeichnen, und .es
ergiebt sich daraus, dass die h Charaktere selbst wieder eine Abel’sche
Gruppe bilden. Das Hauptelement y, dieser Gruppe ist derjenige
Charakter, welcher fiir alle Elemente © den Werth 4 1 besitzt, den
wir den Haupicharakter nennen. Enlgegengesetste Charaktere y, 3!
sind solche, deren Product der Hauptcharakter ist, deren einer daher
fiir jedes Element O der reciproke Werth des andern ist.

Um die Gruppe der Charaktere nach dem Satz (8) darzustellen,
bezeichne man mit g, denjenigen Charakter, den man erhilt, wenn
man fir o, eine primitive n'* Einheitswurzel und fiir @,, - - -, o, die
positive Einheit setzt. Entsprechende Bedeutung gebe man den Cha-

rakteren x,, -+, 4. Dann ist jeder Charakter y in der Form dar-
stellbar :

©) . P=NE |

wenn ¢, t,, -« -, £ vollstindige Restsysteme nach den Moduln n,, »,,

- -, m, durchlaufen. Die Grade der Elemente y,, g,, -+, 2 (in der
Gruppe der Charaktere) sind n,, #n,, - - -, %,.

11. Aus der Definition der Charaktere ergeben sich mit Be-
nutzung bekanunter Eigenschaften der Einheitswurzeln leicht die beiden
Sitze:

Fir jeden Charakter y ist

(10) 200+ 2(0;) + - - 4+ 2(04) =0,

ausgenommen fiir den Hauptcharakter y,, fiir welchen

(1) %00 + %(0,) + - -+ + 1,(64) = h.
Fir jedes Element O ist:

(12) 1(0) + 1,0) + - - - 4 1(0) =0,

ausgenommen fiir das Hauptelement O,, ftr welches

(13) 21(80) + 12(O0) + - - - + 14(8y) = k.

12. Diejenigen Elemente der Gruppe G, welche der Bedingung
©=0""! oder ©> =1 gentigen, zu denen auch das Hauptelement
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gehort, heissen ambige Elemente. Soll das Element 0 =0} 03 - - 0, zu
den ambigen gehoren, so ist erforderlich und hinreichend, dass

25, = 0 (mod. n,), 2s, = 0 (mod. n,), - - -, 25, == (mod. n,).
Nehmen wir also an, es seien n, #,, « - -, #;:—( gerade, ny, - - -, %, uvn-
gerade, so sind die ambigen Elemente alle in der Form enthalten

n,tn, szizlg ni1t ’fl-—l

914 @24 9; 1

—1

und die Anzahl derselben ist also 221, Die Charaktere eines ambigen
Elementes sind simmtlich = - 1.

Ebegnso nennen wir amdbige Charaktere diejenigen; welche mit
ihren entgegengesetzten identisch sind, und die also fiir jedés Element
den Werth -1 haben. Die ambigen Charaktere sind nach (9) in der
Form darstellbar

mEn nytn, LM o
4 4 7

ll ) %2 xz_

und ihre Anzahl ist daher ebenfalls 21, Ziugleich erhellt hieraus,
dass fiir einen ambigen Charakter g

10 = =y(0,) =41

ist,

Auf den ambigen Charakteren beruht die Eintheilung der Gruppe
G in Geschlechter, indem man alle solche Elemente © in ein Ge-
schlecht vereinigt, fiir welche die ambigen Charaktere dasselbe Werth-
system haben. Man erhilt die simmtlichen Elemente eines Geschlechts
wenn man in

2 8+ & 232+02. . 28 _1-F&1-1 .. 8,
01 62 e).—l el ev

fiir ¢, &, - -, &1 eine bestimmte Combination der Zahlen O, 1 setat,
und s;, 8,, - -, S1—1, 52 - + -5y je ein vollstindiges Restsystem nach den

1 1 u .
Moduln 3 ny, 5 7y, - -, % Bi—1, N3, » + -, Ny durchlaufen lisst. Die An-

zahl der verschiedenen Geschlechter ist also 2*-!, und in jedem der-
selben sind 2'-4} Elemente enthalten. Das aus der Combination
g =0, g, =0, - .+, &y =0 hervorgehende Geschlecht heisst das
Hauptgescklecht Die Elemente des Hauptgeschlechts bilden fiir sich
eine Abel'sche Gruppe vom Grade 21-*p.

Man kann auch die Geschlechter unter sich wieder zusammen-
setzen und erhiilt so eine Abel’sche Gruppe vom Grade 241, welche
aus lauter ambigen Elementen besteht.
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§ 2.
Die Classen quadratischer Formen einer bestimmten Determinante ..

1. Wir betrachten nun die & Classen eigentlich primitiver quadra-
tischer Formen einer bestimmten uicht quadratischen Determinante D,
9,,0,, -, 0,, und beschrinken uns im Falle einer negativen Deter-
minante ein fiir allemal auf die Betrachtung solcher Classen, welche
nur positive Formen enthalten. Diese Classen, als Elemente betrachtet,
bilden, wenn man sie nach den Gauss’schen Gesetzen der Compo-
sition zusammensetzt, eine A bel’sche Gruppe vom Grade h (D. § 147.).

Kine positive Zahl m, relativ prim zu 2D, ist bekanntlich dann
und nur dann durch Formen der Determinante 1) eigentlich darstellbar,
wenn I quadratischer Rest von s ist, und zu jeder Wurzel n der
Congruenz
(H x? == D(mod. m)
gehort eine gewisse Gruppe®) solcher Darstellungen durch die Formen
einer Classe, welche durch die Form

2 ..
(m, n, = m ]2—)
vertreten werden kann. (D. § 86.)

Ist zunéchst £ eine nicht in 2D aufgehende Primzahl, von welcher
D quadratischer Rest ist, so entsprechen den beiden Wurzeln der
Congruenz

2* = D(mod. [)
zwei Gruppen von Darstellungen, welche in zwei entgegengesetzte
Classen ©, 07" gehoren. (Ist © eine ambige Classe, so sind beide
Classen identisch).
Zu irgend einer Potenz von f, [ gehoren ebenfalls zwei Gruppen

von Darstellungen, und zwar durch Formen der beiden Classen 0%,

Sind f,, f,, - - f ebensolche Primzahlen wie £, und O, 05", .,0F!
die dieselben darstellenden Formenclassen, so giebt es fiir

m=f"f e
genau 2¢ Gruppen von Darstellungen, die man auf folgende Weise erhilt:
~ Bs seien +n,, +n,, + - - - 4 n, die Wurzeln der Congruenzen

ay= D(mod. f,"), #*= D(mod.f,”) - - z%= D(mod. f,,*).
Die 2¢ Wurzeln der Congruenz
2? = D(mod. m)

findet man dann aus den linearen Congruenzen

*) Das Wort Gruppe hat hier natiirlich cinen andern Sinn als in § 1.
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n = &n, (mod. f,") = &;n,(mod.f,”") == - - - = gun,(mod. fy*),
s=+41, =41, .- =41
und die zu n gehorige Gruppe von Darstellungen kann durch die
Form stattfinden:
. (m " nt — D_)
r m ’

welche zusammengesetzt ist aus den Formen

' —D ry n§ — n? — D
(fl ) 81”177 ) (fQ y €979, _"72;_>; vt (f,ur'u) Eu Py ‘#]J#“>

und also in die Classe

eelr, e‘s,r.z L. G‘F‘"‘“
gehort.

2. Bezeichnen wir jetst mit q q,q --- die simmtlichen in D
aufgebenden von einander verschiedenen ungeraden Primzahlen, so
haben die Gauss’schen Charaktere, deren Anzahl 4 sei, nimlich die

Symbole:
(ﬁ), (v;n), (7;1'-) -+ wenn D =1 (mod. 4),
)

0 (@), (@),

D = 3 (mod. 4),

mr— 1

(
=1 "L (%), (), (&) -, D==2(med.8),
L @) () s D=smas),
(_1)m— ( ), (;i (%) ..., D=4 (mod8),
(-1)?:—1, — 1)@"’4, (™), (%), () -+ » D=0(mod. 8

fiir alle solche Zahlen m, welche durch eine und dieselbe Formen-
classe © darstellbar sind, dieselben Werthe. Irgend eines der 2 Pro-
ducte aus mehreren von ihnen (das Product 1 mitgerechnet) hat daher
einen nur von der Formenclasse © abhingigen Werth und kann also
mit @(0) bezeichnet werden. Unter den Functionen ¢(0) giebt es
zwei und nur zwei, welche fir alle Formenclassen © den Werth 4 1
haben (D. § 123ff) und daher sind auch immer je zwei und nur
je zwei von den Functionen ¢(0©) fiir alle Formenclassen © identisch.
Behilt man von einem solchen Paar nur die eine Function bei, so
bleiben 221 derselben, von denen irgend zwei gewiss fiir wenigstens
eine der Kormenclassen © verschiedene Werthe haben. Nun geniigen
aber die Functionen ¢ der Bedingung
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9(0) ¢(9) = 9(00);
denn wihlt man, was stets moglich ist, die durch die Classen ©, 0
darstellbaren Zahlen m, m’, so dass sie relativ prim zu einander sind,
so ist das Product mm’' durch die Classe ©©" darstellbar,

Daraus folgt aber nach § 1., 9. dass die Functionen ¢(0) alle
unter den dort erkliirten Charakteren y(©) enthalten sein miissen, und
da ihre Werthe simmtlich - 1 sind, so gehoren dieselben zu den
ambigen Charalteren.

Nun ist die Zahl der ambigen Formenclassen nach Gauss (Disq.
Ar. Art. 267, D § 153.) 2!, und daher hat A hier genau dieselbe
Bedeutung wie in § 1, 12. Die Anzahl der von einander verschie-
denen Functionen ¢(O) ist also genau so gross, wie die Anzahl der
ambigen Charaktere y(©), und daher muss jede der Functionen g (0)
mit einem der ambigen Charaktere y(0) identisch sein und umgekehrt.
Wenn also m wie oben irgend eine durch die Formen der Classe O
eigentlich darstellbare zu 2D theilerfremde positive Zahl bedeutet, so

Aamm man fiir jeden ambigen Charakter y die positiven oder negativen
Einheiten 6, ¢ und einen positiven Divisor @ von D so bestimmen, dass

@) @) =0 T e ® (1)

wird, wobel & nur fiir eine gerade Determinante den Werth — 1 haben
kann. Nach dem Reciprocitiitsgesetz der quadratischen Reste Iisst sich
aber der Ausdruck (2) stets in eine der vier Formen setzen

t@ 2
( m )’ ( m )
und zwar so, dass die beiden letzten Formen nur bei gerader Deter-

minante D vorkommen. Man kann daher die Determinante D stets
so in zwei (positive oder negative) Factoren D, D, zerlegen, dass

D D\ -
(3) e =G =)
wird.
3) Die Anzahl der Darstellungen einer Zahl m, die sich in einer
Gruppe finden, ist so gross wie die Anzahl der ganzzahligen Losungen
der Gleichung

#— Du? = 1.

Damit man nun auch bei positiven Determinanten nicht unendlich
viele solche Darstellungen erhilt, miissen die darstellenden Zahlen
z,y gewissen Bedingungen unterworfen werden, durch die aus jeder
Gruppe von Darstellungen eine einzige isolirt wird. Wir ertheilen den
unbestimmten ganzen Zahlen z, y in einer der zur Determinante D
gehorigen eigentlich primitiven Formen



Quadratische Formen und Primzahlen. 313

w(x) y) =az’+ 2bzy + c?/?;
in der wir iiberdies ¢ als positiv voraussetzen konnen, alle moglichen
Werthe, welche
19 keinen gemeinsehaftlichen Theiler haben,
20 der Form w(z, y) einen positiven zu 2D theilerfremden
Werth verschaffen,
3% im Falle positiver Determinanten den Bedingungen geniigen
yS0, o> 120 y—yy,
wenn 7, U die kleinsten positiven Losungen der Gleichung
I*—DU?=1

sind. Setzt man in diesem Falle

v(2,y) =a(z — ay) (= — By),
e B — =4+ VD

a

so ist
e < B <y
und folglich ¥ (z, ¥) von selbst positiv,
Nach diesen Festsetzungen enthilt jede Gruppe noch # Dar-
stellungen, wenn

x = 1 fiir positive Determinanten,
x=4 fir D= —1,
x = 2 fiir die iibrigen negativen Uebermma.nten (D. § 87., 88).

4. Es sei nun
1/’1(“’7 ?/)) 1[12(56, .'/), tet 1/’):(-7/'; y)
ein vollstindiges Reprisentantensystem der h zur Determinante D
gehorigen eigentlich primitiven Formenclassen
el) @z, 0y O

und wir betrachten, wenn y einen beliebigen der % Charaktere be-
deutet, die Summe:

L= 3(0) Z'¢ 7 + 1(@) ' ™" + -+ - + 1(0n) Z'9—",
in welcher die Summen X sich auf simmtliche den Bedingungen 1°,
20, 3% gentigenden Werthe der ganzen Zahlen z, y erstrecken. Fir
jeden Werth des Exponenten s, der > 1 ist, hat diese Summe einen
bestimmten, von der Anordnung der Glieder unabhingigen Werth.

Bedeutet m wie oben jede zu 2D theilerfremde positive ganze
Zahl, von welcher D quadratischer Rest ist, so kann man die Glieder
der Summe I’ zu Partialsummen von der Form zusammenfassen

am—* Xy (0),
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worin sich die Summe X auf alle diejenigen (gleichen oder verschie-
denen) Formenclassen O erstreckt, denen (nach 1.) eine Gruppe von
Darstellungen der Zahl m entspricht.

Ist andererseits f eine der in den Zahlen m aufgehenden Prim-
zahlen, welche (nach 1.) durch die Formenclassen ©F' darstellbar ist,

so ergiebt sich durch Entwicklung nach steigenden Potenzen von f*

f——2s
(- f’z(e)) (1—7(zl07)

—14f (x(e) + 207) + 2 (10H) + 1(67%) + -

Bildet man das mit TT zu bezeichnende Product dieses Ausdrucks
iiber simmtliche Primzablen f, so erhiilt man durch Ausmultipliciren
der Reihen auf der rechten Seite eine Reihe, welche die simmtlichen
Glieder m—* Xy (0) umfasst. Daraus folgt also

_ l_f—Zs
<11 (1= 20 (1 = @97~

Bezeichnet man mit g alle diejenigen in 2D nicht aufgehenden
Primzahlen, von denen D) guadratischer Nichtrest ist, mit » alle posi-
tiven zu 2D theilerfremden Zahlen, so ist bekanntlich

1 1 1
T:!T—?E l 1 T_'f"l{s = e
und hiernach lidsst sich die vorhergehende Formel folgendermassen
darstellen:

(I) % n 1 -9 IT (1 — 20 f—-—s) (1 - Z _’)
= 2(0) Ty~ 4+ Z(e.z) A l(@h) Syt = I,

worin sich nmunmehr die Summen 2 auf der rechten Seite auf alle
den Bedingungen 2°, 3° gentigenden Zahlen z, y erstrecken, also auch
auf solche Combinationen dieser Zahlen, die einen gemeinschaftlichen
Theiler haben.

Aus dieser Formel leiten wir noch eine zweite ab durch Ent-
wicklung ibres Logarithmus mit Benutzung der Gleichung

—log(1 — (@) f )= KA 4 12O Ll

Man erhilt, wenn man zur Abkﬁrzung

1
% l lw——l_g_h =G

setzt:
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2@ -I- 20 +z(0 209 42077
s L R
+--=—log G+ log L,
worin sich die Summen links auf simmtliche Primzahlen [ erstrecken,
Jede der Formeln (1), (1I) repriisentirt /i verschiedene Formeln,
entsprechend den 7 verschiedenen Charakteren g, %,, -+ 1. Be-
zeichnet man dem entsprechend die s Summen L mit L' L”, - .. L%,
so ergiebt die Addition der siimmtlichen Formeln (II) mit Riicksicht
auf § 1., 11):

m zi+} 2'}--4—»1» 21
( ) fs D f23 3 f.}s +
Y 1 , "
= — , 10g G+ (log I/ - log I - - - log L"),

worin auf der linken Seite die erste, zweite, dritte u. s. w. Summe
sich auf diejenigen Primzahlen [ erstreckt, deren erste, zweite, dritte
u. s. w. Potenzen durch die Hauptclasse der Determinante D darstellbar
sind. Multiplicirt man dagegen die (ileichung (11} mit dem Charakter
1(0.) einer Leliebigen von der Hauptclasse verschiedenen Classe ©, und
bildet wieder die Summe aller Formeln (II), so erhilt man in gleicher
Weise:

av) 2 ‘; +3 f'é‘s + 5 2 T
= (WO I + 1,0 L' + - -+ + (0 L),

worin sich die erste, zweite, dritte u. s. w. Summe auf der linken
Seite auf diejenigen Primzahlen bezieht, deren erste, zweite, dritte
u. s. w. Potenzen durch die Formen der Classe O, darstellbar sind, und
£ =2 oder =1 ist, jenachem O zun den ambigen Classen gehort
oder nicht.

Der zu fihrende Beweis wird also erbracht sein, wenn gezeigt
ist, dass die erste Summe auf der linken Seite der Gleichungen (III),
(IV) unendlich viele Glieder enthilt, und dies folgt, wenn nach-
gewlesen ist, dass diese Summe fiir s = 1 einen unendlichen Grenz-
werth hat.

§ 3.
Der Kern des Beweises.
Die Summen L', L”, ... L®, welche in den Formeln (III),.(IV)
des vorigen Paragraphen vorkommen, zerfallen in drei Arten, nimlich
1% die eine Reihe L,, welche aus (I) hervorgeht, wenn g der
Hauptcharakter ist,
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20 Die Reihen L,, welche aus (I) entstehen, wenn y einen der
vom Hauptcharakter verschiedenen ambigen Charaktere bedeutet,

3% die Reihen L,, welche den iibrigen Charakteren entsprechen,
in welchen also die Functionen §(0,), 1(0,),- - -x(0,) gewiss wenigstens
zum Theil imaginir sind.

Jede dieser letzteren Reihen kommt in den Formeln (IIT), (IV)
zweimal vor, da, wie die Formel (I) lehrt, zweien entgegengesetzten
Charakteren derselbe, und zwar reelle, Werth der Summe L entspricht.

Es handelt sich nun um die Untersuchung der Grenmzwerthe,
welchen sich diese drei Arten von Reihen fiir s = 1 nihern.

Aus der Theorie der quadratischen Formen ist bekannt, dass die
in den L vorkommenden Summen X¢—* die Eigenschaft haben, dass

s—1) Zy—s
fiir s =1 sich einem endlichen, nur von der Determinante D ab-
hingigen Grenzwerth g nihert¥).
1. Hieraus ergiebt sich zunichst fiir die Reihe L,, wenn man

s=1-+4¢
setzt.
V) Lim oL, == hyg,
0=0

d. h. die Reihe L, wird fiir o = O unendlich gross wie %71-

2. Die Untersuchung der Grenzwerthe der Reihen L,, L, beruht
auf einem Fundamentalsatze der Differentialrechnung, dessen Beweis
ich hier, da es auf eine genaue Festsetzung des Giiltigkeitsbereichs
wesentlich ankommt, kurz reproduciren will *#).

Es sei f(x) eine in dem Intervall

(1) alzx<b
stetige Function von z, und es sei ferner fiir jedes  in dem Intervall
) a<<x<b

Lim f&+ h) —f@) _ im f@—h = @) = f' (@)

A=0 h=0 ~h

ein bestimmter endhcher Werth.

*) Vgl. D. § 95, 98. Der Werth von g ist fiir negative Determinanten’
zmp(—2D)

T DV—v:‘Dn fiir positive Determinanten

9(2D)_ @(2D) o
log(T+ UVD) = lo g '
worp BT 207D B 7=
Es ergeben sich diese Resultate auch ans den unten folgenden Betrachtungen,
**) Man vgl. den Beweis von O. Bonnet in Serret, Cours de calcul diffé-
rential et intégral T. I, p. 15, auch Harnack, die Elemente der Differential-
uud Tntegralrechnung § 37. '
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Ist nun x, irgend ein Werth von « im Intervall (2) so ist nach
Voraussetzung
flwy) — @) __ A

Ty — a

ein endlicher Werth. Setzt man also

9@ = (f(x) — 42) —(f(a) — 4a),
80 ist @(z) stetig in dem Intervall
@) o<l <l x
und es ist ausserdem g@(a)== @ (2,) = 0. Ist daher @(x) nicht con-
stant = 0, so giebt es in dem Intervall
€)) o<z <

einen Werth «/, fiir welchen ¢@(z") einen positiven Maximumwerth
oder einen negativen Minimumwerth erhilt. Daraus folgt, dass in
allen Fillen (auch fiir ein constantes @(z)) die beiden Ausdriicke

9@ +h) —p@) 9@ —h) — g(z)
A

’

fiir ein hinlinglich kleines A niemals dasselbe Vorzeichen haben kinnen.
Da sie aber nach Voraussetzung ftir % = 0 beide denselben Grenz-
werth f’(2) — A besitzen, so folgt, dass dieser verschwinden muss,
Ersetzt man also 4 wieder durch seinen Werth, so folgt hieraus
fl@)=f@) + @& —a) @), e<&<laz.
Ueber das Verhalten von f’(x) filr = a ist hierbei keine Voraus-
setzung gemacht. Kiigen wir aber noch die Annahme hinzu, dass

Lim f'(2) = f' (a)

xr=a
ein bestimmter endlicher Werth sei, so folgt hieraus

f (@) = Lim [&L=10) .

r=qa

3. Aus bekannten Sitzen (D § 143f.) folgt, dass die unendliche

Reihe
1
2 e
fir jedes positive ¢ eine endliche und stetige Function von ¢ ist, welche
einen gleichfalls endlichen und stetigen Differentialquotienten

log
—2 p'te
besitzt. Das Gleiche gilt daher auch von den aus solchen Functionen
zusammengesetzten Summen L.

Mathemstische Annalen. XX, 22
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.Es soll nun weiter unten nachgewiesen werden, dass die beiden
Ausdriicke

O 1 g . logyp
mo Sk -IW

fiir ¢ = O endliche Grenzwerthe besitzen. Setzen wir dies fiir den
Augenblick voraus und setzen:

Z’ EH.—(,"“—-F «(0)
so ist ®.(@) eine fiir jedes ¢ = O endliche und stetige Function und
besitzt nach dem Hiilfssatz 2, einen in dem gleichen Umfang endlichen
und stetigen Differentialquotienten @ (p).
Nun ist fiir die Summen L () der sweiten und dritten Art mit
Riicksicht auf § 1, 11.

L(9) = 2(0,)®y(0) 4 1(0;) ®,(0) + - - - + 2(©4) Pu(e)
und daher sind auch diese L(g) endliche und stetige Functionen von
o mit ebensolchen Differentialquotienten L'(g) fiir jedes ¢ S 0, und
nach Satz 2, ist
®) L(e) = L(O) + oL'(8e), 0<#<1,
L’ (0) endlich.

Es wird nun zunichst nachgewiesen werden, dass der Grenzwerth
der Summen der zweiten Art, L,(0), von Null verschieden ist. Ist dies
geschehen, so ergiebt sich dasselbe fiir die Reihen der dritten Art
L, aus der Gleichung (III). Wire nimlich fiir eine dieser Summen
L,(0) = 0, so wiirde (nach (5)) log L,(¢) fiir ¢ = 0 negativ unendlich
wie log ¢, wihrend log L,(¢) positiv unendlich wird wie — log ¢. Da
aber, wie schon oben bemerkt, jedes Glied von der Form log L, auf
der rechten Seite von III zweimal vorkommt, und da iiberdies, wie
aus elementaren Sitzen folgt, log G fiir s == 1 endlich bleibt*), so wiirde
mit abnehmendem ¢ die rechte Seite von IlI zuletzt negativ und zwar
tiber alle Grenzen gross, was der wesentlich positiven linken Seite
widerspricht.

*) Es ist niimlich

logG—-logn=2 gi' +%2_g§3_+%2 g}“ +

2, ® 2, 2,
und
P IO W S U
w < T w <716 '’
folglich
log G —lo 4 Z’ !
g gx <3 ra
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Da hiernach also auf der rechten Seite der Gleichungen III, IV
nur das einzige mit log L, multiplicirte Glied fir ¢ =0 unendhch
wird, so muss auch die linke Seite dieser Gleichungen unendlich wer-
den; und da iiberdies

Q=%2f2s 32f38+ <22n2+22n’+22n4+

= l
T

Q<2;§2~
2, o,

und mithin fiir s = 1 endlich bleibt, so folgt, dass die erste Summe
auf der linken Seite der Gleichungen III, IV

ZL

fS

fiir s ==1 unendlich gross werden muss, also gewiss aus unendlich
vielen Gliedern besteht, w. z. b. w.

1 1
T

/\il

3&.-

also

§ 4.
Die Summen I, der zweiten Art.

Um unsern Beweis zu vervollstindigen, haben wir zunichst zu
zeigen, dass die Summen der zweiten Art, L, (9), fir ¢ = O einen von
Null verschiedenen endlichen Grenzwerth haben. Den ambigen Charak-
teren x(0©) haben wir in § 2. 2. den Ausdruck gegeben:

1) = (1) =

wenn m eine beliebige durch die Formen der Classe © darstellbare
Zahl und D, D, = D ist, und zwar ist, wenn y nicht der Haupt-
charakter ist, wie hier vorausgesetzt, weder D, noch D, ein Quadrat.

Hiernach ergiebt sich aus den Formeln D. § 125 Ste. 325 fiir die
entsprechende Summe L, der Ausdruck:

_ D\ 1 D,\ 1
M Li=x ()% 2 ()
wenn sich die Summen auf der rechten Seite auf simmtliche positive
Zahlen erstrecken, die relativ prim zu 2D sind.
Ist nun ¢ eine Primzahl, die in 2D aber nicht in 2D, aufgeht,

und versteht man unter #’ alle diejenigen Zahlen, welche aus # durch
Hinzunahme der durch ¢ theilbaren entstehen, so ist

2() = 2(0) w+ 2 (@) @

22*
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2= ) 26

Verfihrt man ebenso mit den iibrigen Primzahlen ¢, die in 2D,
aber nicht in 2D, aufgehen, und behandelt analog den zweiten Factor
des Ausdrucks (1), so ergiebt sich

@ = [I(=C)5) [T0-69 /) 2 & 2 ()

Hierin bezieht sich das erste Productzeichen auf die in D, aber nicht
in D, aufgehenden ungeraden Pr}mzahlen q, das zweite auf die in D,
aber nu,ht in D, aufgehenden ¢”; und diese beiden Producte habeu
daher fiir jedes positive s, also auch fur s = 1 von Null verschiedene
Werthe. In den beiden Summenzeichen durchlaufen #, »” die simmt-
lichen positiven zu 2.1, resp. 2D, theilerfremden Zahlen. Die Grenz-
werthe der beiden letzteren Summen fiir s = 1 sind aber, von endlichen
nicht verschwindenden Factoren abgesehen, die Classenzahlen der
quadratischen Formen fiir die Determinanten J);, IJ, und also von
Null verschieden. (D. Stn. 242, 247). Demnach besitzt auch L, einen
von Null verschiedenen endlichen Grenzwerth. w. z. b, w.

also:

§ b.
Die Functionen Z¢—=, Zlog ¢ - v+

Nach den Ausfihrungen des § 3 kommt es zur Erledigung des
Beweises nur noch auf die Grenzwerthe der beiden Functionen

1 log v
D D
far verschwindende Werthe von ¢ an.
" Um diese zu untersuchen befrelen wir uns zuniichst von der Be-

schriinkung, welche fiir die variablen ganzen Zahlen z, y darin liegt,
dass nur solche Werthe in Betracht kommen sollen, fiir welche

(&, y) = a2’ + 2bzy 4 oy

einen zu 20 theilerfremden Werth erbilt. Hierzu nehmen wir an,
die Reprisentanten der Formenclasspn seien so gewiihlt, dass @ positiv
und relativ prim zu 2D sei, was stets moglich ist. (Gauss D. A. art.
228, D. § 93); Dann kiénnen wir ferner § durch D theilbar und im
Falle eines ungeraden D ungerade annehmen, was dann zur Folge
hat, dass ¢ durch D theilbar und gerade ist. Hiernach bezieht sich
die obige Beschrinkung nur noch auf die fiir 2 zu setzenden Zahlen
und verlangt von diesen, dass sie durch keine der in 2D aufgehen-
den Primzahlen ¢, ¢, ¢, - - - theilbar seien.
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Wenn wir von dem System siimmtlicher ganzen Zahlen z alle
Zahlen von der Form ¢x wegnehmen, so bleiben diejenigen iibrig,
welche nicht durch ¢ theilbar sind. Fiigen wir zu diesen hinzu alle
Zahlen von der Form ¢¢« und nehmen alle Zahlen von der Form
q¢'x weg, so bleiben diejenigen iibrig, welche weder durch ¢ noch
durch ¢ theilbar sind, u.'s. f. Bedeutet allgemein 2 das System aller
Zahlen, welche relativ prim zu irgend einer Zahl ¢ sind, und ist ¢
eine in d nicht aufgehende Primzahl, so erhilt man alle zu dg theiler-
fremden Zahlen, wenn man von den System der Zahlen 2’ alle Zahlen
von der Form ¢z’ wegnimmt.

Sind hierbei, wie in dem Fall der positiven Determinanten, die
Zahlen 2’ noch an eine Bedingung von der Form gebunden

2>y
so hat man nur diejenigen Zahlen g2 davon wegzunehmen, fiir welche
z > 77 Y
ist. Nach diesen Bemerkungen lisst sich die KFunction X9 (z,y)-*
zerlegen in eine Summe von #hnlichen Functionen in der Weise

d

24 Zypda,y)
worin sich das erste Summenzeichen auf alle Producte d von verschie-
denen in 2D aufgehenden Primzahlen erstreckt, und das positive oder
negative Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Prim-
factoren von d gerade oder ungerade ist. Das andere Summenzeichen
bezieht sich fiir den Fall negativer Determinanten auf alle positiven
und negativen ganzzahligen Werthe z, y mit alleiniger Ausnahme der
Werthcombination x =0, y = 0; im Falle positiver Determinante
kommen noch die Bedingungen hinzu

y>0, 2> "1y
wihrend .
’ , ’ [ [¢]
v(dz,y) = ad*z? + 20dx + cy* = ad? (x - y) (x —q y),

o

so dass, wenn man -, %, 'é‘ mit ', #, 7', bezeichnet, auch jetzt die

Bedingung besteht
o < B <Y
Hierdurch ist also unsere Aufgabe aut den allgemeinen Nachweis
zuriickgefithrt, dass die beiden Ausdriicke :

D (a4 2bzy eyt ¢ —

g (aa® -} 2bxy 4 cy?)
(aa? + 2bxy + cy?)tte o*

9
e
9

oder abgekiirzt
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g dogw g

Sl S
fiir ¢ = 0 und irgend ein endliches g endliche Grenzwerthe haben,
wenn, falls b — ac negativ ist, x, y alle positiven und negativen
ganzen Zahlen mit Ausnahme der Werthcombination 0, 0 zu durch-

laufen haben, wihrend fiir ein positives ? — ac¢ die Variablen z, y
alle ganzzabligen Werthe annehmen, welche den Bedingungen genugen

y=20, 2> py

worin » > f > o, wenn «, 8 dle reellen Wurzeln der Gleichung
ax? + 2bx 4+ ¢ =0 sind. Der Coefficient ¢ wird in beiden Fillen
als positiv vorausgesetzt. Die Forderung, dass a, b, ¢ ganze Zahlen
seien, ebenso die besondere Bedeutung, die y bisher hatte, kommen
fir die folgende Untersuchung nicht weiter in Betracht.

Wir reduciren die Aufgabe zunéchst noch auf eine andere, indem
wir von den bekannten Formeln Gebrauch machen

@*

. I'(1+e)
Je YR dt = e

. I'(14-9) r(t--e)logy
ty
'Oje e log t di iTe it¢

wodurch man, wenn zur Abkiirzung
J9,=L/t9dt Zet¥,  J, =Jﬂt"log tdt Ze—tv
0

gesetzt wird, und die Summen in demselben Sinne wie oben verstan-
den werden, erhilt:

1—-¢
2'” = Figo %

logy  I''(1+) 1 ,
plre (T Jo— r'(1+e J

oder auch

St s (0 )
2 i;a«z _/‘;}2__ (§11(§1‘|-'|—€’());2 (J *%) F<1+9) (J’ T )

-9 (1 — — r'i+e \ .
et 1"(1+o) (fa+e)®
Daraus ergiebt sich in Folge bekannter Kigenschaften der Gamma-
function, dass man nur noch zu zeigen hat, dass die beiden Ausdriicke

J‘,-—_g., Jé+%
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fir ¢ == O endliche Grenzwerthe haben. Bei dieser Betrachtung muss
aber der Fall negativer Determinanten von dem der positiven Deter-
minanten getrennt werden.

a) Negative Determinanten.¥)

Um die Untersuchung der Integrale oJ,, J, zuniichst fiir negative
Determinanten durchzufithren, setzen wir
(1) Ze¥@y = 0O(a, b, ¢)

2 Ze V@Y = O(ta, th, ct) = O(¥).

Die Function © (%) ist fiir positive ¢ endlich und stetig und nimmt mit
wachsendem ¢ fortwihrend ab, und zwar so, dass ¢ ©(¢) fiir ein an-
gebbares positives constantes A fiir = oo verschwindet, (man kann
fiir 4 jeden Werth setzen, der kleiner ist als der klemste Werth der
positiven Function #{z, y))

Das Verhalten dieser Function fiir {=0 ergiebt sich aus der
Transformationstheorie der Thetafunctionen zweier Verinderlichen. Es
findet sich n#mlich bei Rosenhain (Mém. sur les fonctions de deux
variables et & quatre périodes, Théoréme III, Mém, prés. d. 1. Ac. d.
Paris T. XI.) eine Formel, die sich mit Benutzung von

O(a, b, C) =0(,—b,a)
so schreiben lisst . \ .
00,9 +1=5"510(25, Z5, Z5)+1
oder wenn
T
(3 =5 =Y

gesetzt wird

e(t)=—1-|v-_g~+%e(£;_).

Darnach ernilt man

fg(t)t?dt=f2)(t) fedt +ﬁe 1424 90(L) at.

Substituirt man fiir £ in dem ersten Integral rechts g¢, in dem zweiten

%, so findet man

*) Kronecker hat in einer sehr wichtigen Abhandlung (Monatsberichte der
Berliner Academie vom 22. Januar 1863) den Grenzwerth des Unterschieds zweier

Summen E —— fiir zwei verschiedene Formen ¢, die zu derselben negativen

Determinante, aber zu verschiedenen Classen gehoren, durch solche einfache Theta-
functionen, fiir welche die compleze Multiplication stattfindet, ausgedriickt. Fiir
unsern Zweck, bei dem es nur auf den Nachweis der Endlichkeit der Grenz-
werthe ankommt, geniigt die unten folgende Bestimmung, deren Grundgedanke,
nimlich die Anwendung der zweifach unendlichen Thetareihen mir von meinen
Freund R. Dedekind mitgetheilt worden ist,
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0

@ Jo= 0(t>t"dt~—f+"(;—1~+9+'/o<gt> @ 4+ at

und auf demselben Wege (oder auch durch Differentiation der Formel
(4) nach g):

0) Jo= f O (1)log tdt=—g'* logy | — o+ f 0 (g)(F+t ")
0 1

1 v o
+otel, ! b fon e — g,
1

zwei Kormeln, die fiir alle positiven Werthe von ¢ gelten. Hieraus
ergeben sich die gesuchten endlichen Grenzwerthe, wenn man beachtet,

dass die beiden Integrale _/ Q(gt) ' dt, j O (gt) £ log ¢ d¢ fir alle
1 1

positiven und negativen Werthe von s durchaus stetige Functionen von
s sind.*)

(6)  Lim (Je -—-~)~9 logg —g+ gj%(yt)(1+ ,‘) dt

=0
Q) l;}_m(e'f' )~g*~ylogy+%-g(logg)“
+gj@(gt)(1—~}) log ¢ dt
+9 logyﬁﬂ(yt) (1 +%)dt-

*) Um dies z. B. fiir die erste der beiden Functionen zu zeigen, setze man
20 . x
fe(gt)tsdt=f(s), f(s+2) — f(s) =J®(gt)t’ (t°* — 1) dt.
1 1

Setzt man fiir t;i, 0< <5

' —1=clogt- 4,
80 ist

E: log t & (log t)?

1+ + 2.3 +...§:t"’§_t’u

also
fst+e—fls)< :/%(gt) 7% gy

woraus die Richtigkeit der Behauptung erhellt. Ebenso kann man mit dem zweiten
der obigen Integrale verfahren,
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b) Positive Determinanten.
In ihnlicher Weise lisst sich nun die Untersuchung fiir positive
Determinanten fithren, nur dass man sich hier nicht mehr auf bekannte

Eigenschaften der Thetafunctionen stiitzen kann. Wir setzen fiir
diesen Fall

(8) (s} (t) = 2’ Ee—ta(x~ay)(x—ﬁy)
0, z>7y .
. « < B <y
Die Reihe, durch welche diese Function definirt ist, besteht aus
lauter positiven Gliedern, welche mit wachsendem ¢ abnehmen, und
wenn es daher gelingt, den Werth der Reihe fiir irgend ein ¢ in end-
liche Grenzen einzuschliessen, so folgt daraus die Comvergens und
Stetigkeit derselben fir jedes grossere f. Es folgt dann zugleich, dass
fir { = oo die Fungtion ©(f) verschwindet, und zwar so, dass auch
noch e** O (f) fiir ein positives constantes 4 mit wachsendem ¢ bestéindig
abnimmt und sich der Grenze Null n#hert. Wir suchen eine solche
Einschliessung in Grenzen zu ermitteln, welche zugleich iiber das
Verhalten von O(#) fiir ¢ = O Aufschluss giebt.
Halten wir zundchst einen bestimmten Werth von y fest, so ist,
so lange z > yy,
[(@) =f(z, y) = e-tele—en @ty
fiir positive @ und ¢ eine mit wachsendem z abnehmende Function,
und daher ist "

flo+1) < [f@,9 dz < f@).

Bedeutet also x, den kleinsten ganzzahligen Werth > yy, so folgt:

F@ot 1)+ Flty +2) + - < [ @, 9) dz < flag + fag+ )+ -+

also, da auch

ﬁ(‘% y)dx <[y, y); (@) <Ff(vy,y)
Yy

@ e da—foyn< @) +ia+1+ < [t ome).

7y Yy
Nun ist:

oY) ='ﬁ‘(x, y)dx =fe““'<’+‘7~“>v) E+r—H9) g
1Y [}

eine mit wachsendem y abnehmende Function und daher wie oben
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W) [owis<gO+e)+o@+ - < [pu)dy+900)

Summirt man nun die Ungleichungen (9), fiir alle ganzzahligen
Werthe von y, die =0 sind, so ergeben sich aus (10) fiir O(f) die
beiden Grenzen

G(t)<//i_at(z—ay)(x_ﬁy)dwd?/-l-/e—t”?dx
0 145 0

9)) + Dle—tyaty—ar—p)
o) >//_a'(x WE=D dx dy — ﬁrwaw ay—p)
Nun 1st
* .—-at(:c-—ay)(z.—ﬂy) . 1 y—e g
./ ‘ W Y = gur—ay 8 y—p ~
0 7y
worin®
12 S y—e
(12) I=%g—o 8 y—p
ferner: o
w11/ W
j erdr =g/ o5
und wenn 0
Dleri—sa —)/Z 9(%)  (Jacobi Fund. Ste. 184)

gesetzt wird.

0‘27 e8Py —0) (Y —F) e %30“(7’—“) (7—5)) + %

Ve cal 1,
T eViVar=a) 1—B) (ta(v—“)(v—ﬁ))+ 2
Setzt man daher

=94 1

so ergeben sich fiir ¢ (¢) die Grenzen

Va
*0 < Vrr=w =% ”(tay—a)(y )+ Wi+

—V= nt 1
*6) > 2Valy—a)(y—B) 3(ta(v—a)(7~ﬁ)) 2 Ve

(14)
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Ist ¢ kleiner als ein bestimmter endlicher Werth, etwa << 1, so ergeben

sich aus (14) endliche Grenzen, in denen ¢ (f) eingeschlossen bleibt.
Ist £ > 1, so setzen wir

(15) O(f) = e W(t)

worin, wie oben bemerkt, 4 positiv so angenommen werden kann, dass
¥ (¢#) mit wachsendem ¢ abnimmt und sich der Grenze Null nihert,
also bestiindig zwischen O und ¢*© (1) eingeschlossen bleibt.

Hiernach kénnen wir setzen

Jg=./%(t)t9d$=j( 0 ) £ dt —{—Je‘“‘l’(t) £ dt

1

1 +°
(16) Je.—— fcb(t)tg Pdi4 f e () de
[

1
und ebenso

an

1
. 1
a7 Je= e(t)tQIOgtdt=~%+‘/¢(t)f ?log t dit
0

0

-l—fe‘“‘l’(t) #logtdt.

Die beiden letzten Integrale auf der rechten Seite der Formeln (16),
(17) sind fiir jedes positive und negative @ convergent, und genau wie
oben beweist man, dass sie stetige Functionen von ¢ sind. Die beiden
zwischen den Grenzen 0 und 1 genommenen Integrale in denselben

Formeln sind convergent, so lange ¢ > —-—;- ist, und die Stetigkeit
derselben in dem gleichen Umfang ergiebt sich aus der Ungleichung
1—t<—¢elogt (< 1).

Demnach erhdlt man durch den Grenziibergang die beiden end-
lichen Werthe

(18) Lim Je——- i jd)(t) +f 1Y () dt

(19) le f 0 logt + J MY () logt dt,

wodurch der gesuchte Beweis in allen Punkten gefiihrt ist,
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§ 6.
Formen zweiter Art und quadratigche Determinanten.

Um die Frage nach der Darstellbarkeit von Primzahlen durch
quadratische Formen zu vervollstindigen, bleiben noch zwei Fiille
iibrig. Zuniichst ist zu zeigen, dass auch die Form

az® + bay + ey,

wenn a, b, ¢ ohne gemeinsamen Theiler sind, bei ungeradem b unend-
lich viele Primzahlen darstellen kann, oder, was dasselbe ist, dass
die primitive Form zweiter Art (2a, b, 2¢) unendlich viele doppelte
Primzahlen darzustellen fihig ist. Dies aber ergiebt sich unmittelbar
aus den Sitzen von Gauss iiber die Composition der Ordnungen;
denn jede primitive Classe zweiter Art entsteht wenigstens einmal
durch Composition einer Classe der ersten Art mit der cinfachsten
Classe der zweiten Art; welche durch die Form reprisentirt ist

(2, 1, 1_:£>

Durch diese Form kann aber offenbar die Zahl 2 dargestellt werden,
und wenn daher die Formen der ersten Art Primzahlen darzustellen fihig
sind, so konnen die Formen zweiter Art doppelte Primzahlen darstellen.

Endlich bleibt noch der Fall iibrig, wo die Determinante D ein
Quadrat ist, der sich auf die Frage nach der Darstellung von Prim-
zahlen durch die Glieder einer arithmetischen Progression zurliekfiihren
lisst. Wir betrachten hier Formen erster und zweiter Art gemein-
schaftlich, und nehmen also an, in

(1) Y@, y) = ax®+ bry + cy’
seien a, b, ¢ ohne gemeinschaftlichen Theiler und A = $* — 4ac das
Quadrat einer ganzen Zahl. Es ist dann

@) e <x ot ra y) (42502 y),

und die beiden Zahlen b 4 /A sind gerade, da ihre Summe und ihr
Product gerade ist. Ferner ist

b+Va) b—VA '
® b+V8 0-VE) _
also eine ganze Zahl. Setzt man daher
b A ’ b—VA .
4 VA _ g, 2JB
(5) b=ua'c + a’c"

80 dass a, a’, ¢’, ¢” ganze Zahlen sind, und a’a” =a, c'¢” =¢
so folgt

(6) v=(@"z+c'y) (@ + ¢"y).

)
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Nun sind wegen (5) @/, ¢”, ebenso a”, ¢’ ohne gemeinschaftlichen
Theiler, und man kann daher z,  so bestimmen, dass
ad'x4cy=+1, z=x,+ct, y=y,—a"
alsdann wird der zweite Factor in,(6)
day+ oy + ECd — " d) =Sk + o
und es ist bur noch zu zeigen dass die beiden Zahlen ¢ und @ relativ

prim sind; denn dann sind in der Linearform 0§ + o unendhch viele
Prlmzahlen enthalten. Hs ist aber

@ @+ gy = o
a" &y + ¢ yo =+ 1
cad —~c'd'=29
also:
0x) =wc +c”, 0yyp=—wa ++a
woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt, da ein gemeinschaftlicher
Theiler von ¢ und @ auch Theiler von o, ¢” und mithin von a, b, ¢
sein wiirde. Die einzige Ausnahme bildet ¢ == 0, in welchem Falle
a =a', ¢’ =, also ¥ ein Quadrat und A = 0 wird.

Konigsberg in Pr., Mai 1882.



