
Beweis des Satzes, dass jede  eigentl ieh pr imi t ive  quadra t i sehe  

F o r m  unendl ieh viele Pr imzahlen  darzus te l len  ffi.hig isis. 

Von 

H. WEBER in Ktinigsberg in Pr. 

Der Satz, mit dem sich der vorliegende Aufsatz beschiiftigt, wurde 
zuerst yon Di r  ich l e t  bewiesen auf Grund der Methoden, die bereits 
fr~iher zum Beweis des analogen Satzes beziiglich der arithmetischen 
Progressionen gefiihrt hatten, und dieser Beweis finder sich bis zu 
einem gewissen Punkte ausgeffihrt in den Monatsberichten der Berliner 
Academie vom Miirz 1840 und im Crelle'schen Journal Bd. 21 fiir den 
besonderen Fall, dass die Determinante der quadratischen Form eine 
negative Primzahl - - p  ist, welche abgesehen vom Zeichen die Form 
4n + 3 hat, und auss~rdem regular ist. Von diesen Beschr~inkungen 
macht man sich leicht fret durch Anwendung des allgemeinen Satzes 
tiber Abel'sche Gruppen (w 1), der zuerst yon S c h e r i n g ,  spiiter aber, 
wie unter dem Text n~iher angeffihrt, noch yon andern auf verschie- 
denen Wegen bewiesen wurde, auf den ich reich also einfach h~itte 
berufen kSnnen. Trotzdem zog ich es vor, des Zus/~mmenhangs und 
leichteren Verst'Xndnisses wegen noch einen mSglichst einfachen und 
auf das Nothwendige beschriinkten Beweis dieses wichtigen Satzes, der 
in den verschiedensten Theilen der Zahlentheorie und Algebra eine so 
wichtige Rolle spielt, voranzuschicken. 

Abgesehen yon dieser Erweiterung fiir beliebige Determinanten 
ist es aber noch ein anderer Punkt des Beweises, der der Erg~inzung 
bedarf. Es heisst n~imlich in dem citirten Aufsatz yon D i r i c h l e t :  
,,Untersueht man nan die unter dem Logarithmenzeichen vorkommen- 
den Ausdr(icke in dieser Voraussetzung, so finder man durch sehr ein- 
fache Betraehtungen, die jedoch hier nicht ausgeftihrt werden kSnnen, 
dass L 0 unendlieh wird, dass hingegen Lt, wenn t nieht den Werth 
0 hat, sich einer endliehen yon Null versehiedenen Grenze n~hert." 
Dieser Punkt, der gerade den Kern des Beweises bildet, fin(let sich 
bet D i r i e h l e t  nirgends ausgeftihrt, and aueh die spiiteren Arbeiten, 
die diesen Gegenstand betreffen, yon S e h e r i n g  (1. c.) und M e r t e n s  
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(Ueber einige asymptotische Gesetze in der Zahlentheorie. Journ. f. 
Mathematik Bd. 77) enthalten keine Andeutung dariiber. Diese Liicke 
fiir negative sowohl als positive Determinanten auszufiillen, und zugleich 
eine zusammenh[ingende Darstellung des ganzen Beweisverfahrens zu 
geben, ist der Zweck der folgenden Arbeit. 

Einen auf wesentlich anderer Grundlage ruhenden Beweis des 
Satzes hat Kro  n e c k e r  angedeutet, der jedoch zur Zeit nur auf negative 
Determinunten anwendbar erscheint, indem er die Grenzwerthe der 
sSmmtlichen Reihen L direct als Classenzahlen in den KSrpern der- 
jenigen.algebraischen Zahlen darstellt, die der complexen Multiplication 
der elliptischen Functionen entstammen, in analoger Weise wie K u m m e r 
(lie entsprechenden Reihen fiir die arithmetischen Progressionen auf 
die Classenzahlen in den Kreistheilungsk5rpern zurfickgefiihrt hat. 
( K r o n e c k e r ,  Monatsberichte der Berliner hkademie, October 1857, 
und Februar 1880.) 

w  

Hfilfss~tzo fiber 6ruppen. 

Definition. Ein System G von h Elementen irgend welcher Art, 
O 1 , 0~, �9 �9 -~ Oh heisst eine Gruppe veto Grade h~ wenn es den folgen- 
den Bedingungen geniigt: 

]. Darch irgend eitm Vorschrift, welche als Composition oder 
Multiplication bezeichnet wird, letter man aus zwei Elementen des 
Systems ein neues Element desselben Systems her. In Zeichen 

Or O, = Or. 
II. Es ist stets 

(Or O,) Oe = O, (O~ Or) ----- Or O., Or. 

IIl. Aus O O r =  00~ und aus O,.O ~-@,O folgt O r =  O,. 

.&us dieser Definition crgeben sich din'oh die einfachsten 8chliisse 
die folgenden Siitze: 

1. Es giebt i n  G ein und nur ein Element Oo, welches der Be- 
dingung geniigt, dass fiir jedes Element O, 

O, Oo ~ Oo O, ~ O,. 

Ist niimlich O ein beliebiges Element in G, so sind naeh III die 
Elemente 

OO~, OO2, - : . ,  OOh 

alle yon einander versehieden und miissen daher mit der Gesammtheit 
aller Elemente G identisch seth. Es ist darunter also auch das Element 
O selbst enthalten, und folglich giebt es ein und nut  ein Element Oo, 
welches der Bedingung O 00 ~ O geniigt. Hieraus folgt abet, wenn 
O, ein beliebiges Element ist, O,O O0 ~ O, O, oder, da nach IlI  
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O,O zugleich mit @, alle Elemente der Gruppe G durchl'~uft, fiir 
jeden Index i 
(1) O, Oo = 0 , .  

Ebenso beweist man die Existenz eines Elementes 0~, welches der 
Bedingung 
(~) e,; e, -~  o,  

geniigt; und wenn man ill (1)O,  = 0~, in (2)O, = Oo setzt ,  so folgt 

Oo Oo = Oo = 0~. 
2. Ist yon den beiden Elementen O, O' das eine beliebig gegeben, 

so l~isst sich das andere so bestimmen, dass 

�9 O O ' ~  O ' O  ~ 0o. 

Denn ist 0 gegeben, so sehliesst man wie in 1., class in der Reihe 
O Oj, O @~, . . . ,  0 O1, alle Elemente yon G, und jedes nut  einmal, 
vorkommen. Es ist daher ffir ein bestimmtes Element O' 

O0 '  = O . .  

Hieraus abet folgt (mit Riicksicht auf 1.) 

O'OO' ~--- 0 ' 0 o  ~-~ OoO', 

also auch. nach llI.  
O'O ~ 0 o .  

Das Element 00 soll das Hauptelement der Gruppe G genannt  und 
als Einheit bezeichnet werden (00 ~ 1). O' heisst das zu 0 reciproke 
Element (0" ~--- 0-1) .  Hieraus erkliiren sich yon selbst die Potenzen 
0 "  eines jeden Elementes flit positive, negative und verschwindende 
ganzzahlige Exponenten,  fiir welche die S~itze gelten: 

o o 2  1, e " o " = o  ''+" ( o " ) " = o " " .  
Da die Anzahl der Elemente in G eine endliche ist, so muss unter  

den aufeinanderfolgenden Potenzen eines jeden derselben 

0 ~ O, 0 ~, 03, . - -  

dasselbe Element nothwendig sieh wiederholen. Ist also O'~----@~, so 
folgt 0 ..... ~ 1. 1st m d e r  kleinste Positive Exponent ,  fiir welchen 
O m ~  1 ist, so sin[1 die Elemente 

1, O, 02 , . . . ,  0 ' ' -1 , 

deren Inbegriff die Periode yon 0 genannt wird, alle yon einander 
verschieden und es ist dann und nut dann 0 t' ~- 0 ~', wenn # ~ tt" 
(mod. m), also 0 ~' dann und nur dann ---~ 1, wenn # durch m theilbar 
ist. Die Zahl m heisst der Grad des Elementes O. Das Hauptelement 
O o ~ 1 ist das einzige der Gruppe, dessen Grad ~ 1 ist. Ffir alle 
andern ist derselbe grSsser als 1. 

3. Der Grad eines jeden Elementes O ist ein Theiler des Grades 
h der Gruppe. 

21* 
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Der Satz ist riehtig ffir den Fall, dass dutch die Periode yon 0 
(0)  0 ~ 0 I, 02, . .  ", 0 " - I  

die ganze Gruppe G erschSpft wird. 1st dies nieht der Fall, und O, 
ein in (0) nicht enthaltenes Element, so sind aueh die Elemente 

(Oi) 010 (], 010  |, 0102, ' "  ', 0 | 0  m-1 
sowoh] unter einander als von den Elementen (0) verschieden. ]st 
auch hiermit die Gruppe G noch nicht erschSpft und O~ ein in (0) 
und (Oi) nieht enthaltenes Element, so sind auch die Elemente 

(02) 0 2 0  ~ 0 2 0 ' ,  0~02, ' '  ", 0 2 0  " - I  
sowohl unter einander als von den Elementen (0), (01) verschieden. 
Auf diese Weise lilsst sich fortfahren, bis die ganze Gruppe G in 
lauter Reihen yon je m Elementen zerlegt ist, woraus die Richtigkeit 
des Satzes erhellt. 

Ist m d e r  Grad eines Elementes O, und m I irgend ein Theiler 
yon m, so existiren in G auch Elemente vom Grade m,; denn es ist 

O m~ ein solehes. 
Definition. Die Gruppe G heisst eine Abel'sche Gruppe, wenn sie 

ausser den Bedingungen I, H,  III noch der Bedingung geniigt: 
IV. Ffir je zwei Elemente Or~ Os der Gruppe ist 

Or Os = Os O~, 
woraus sich dann, wie iu den Elementen der Arithmetik, der Satz yon 
der unbeschr~nkten Vertausehbarkeit der Faetoren irgend eines Pro- 
ductes yon Elementen ergiebt. 

Die folgenden S~tze beziehen sich nur auf Abel'sche Gruppen. 
4. Ist h der Grad einer Abel'sehen Gruppe G und r irgend eine 

in h aufgehende Primzahl, so giebt es in G Elemente, deren Grad 
durch r theilbar ist~ und folglich (nach 3.) auch Elemente, deren 
Grad ~ r ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, seien O,~ 02, . . . ,  O~, die s~immt- 
lichen Elemente yon G, und mr, m~, �9 �9  mh ihre Grads. In der Form 

(3) 0 = O, ~' e)~'~ A~'h 
- - 2  " " " ~ h  ' 

worin die Exponenten 91, ~2, "" ", 9~ vollst~indige Restsysteme nach 
den Moduln m,, m2, �9 �9  ml, durchlaufen, ist dann sicher jedes Element 
yon G enthalten, und man sieht aueh leicht, dass jedes Element gleich 
oft, etwa nmal in dieser Form darstellbar ist; denn man erh~lt aus 
e/net Darstellung eines beliebigen Elementes 0 in der Form (3) alle 
fibrigen dutch Multiplication mit den siimmtlichen Daratellungen des 
ttauptelementes , l " .  Die Gesammtzahl aller Darstellungen der Form 
(3) ist abet das Product m Im., �9 �9 �9 ma., und mithin ist 

m I m.~ �9 �9 �9 mh ~ n h .  
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Ist also r eine in h aufgehende Primzahl,  so muss mindestens 
einer der Factoren ml, m~, �9 � 9  mh durch r theilbar sein; w. z. b. w. 

5 .  Der Grad eines Productes yon Elementen {91, O 2 , . . .  einer 
Abel'schen Gruppe ist stets ein Theiler des kleinsten gemeinschaft- 
lichen Vielfachen der Grade yon 02, O : , . . . ;  denn ist m dies kleinste 
gemeinschaffliche Vielfache, so ist 

(e, e ; '  � 9  = 

6. Ist h ~ a b ,  und a ,  b relatim" prim, so giebt es in G genau 
a Elemente A,  deren Grad ein Theiler yon a,  und b Elemente /1, 
deren Grad ein Theiler yon b ist, und in der Form A B  sind s/immt- 
liche Elemente yon G, und jedes nur einmal, enthalten. 

Beweis .  Der Inbegriff ~ aller Elemente A bildet wegen 5. eine 
Abel'sche Gruppe; ebenso der Inbegriff ~ aller Elemente /L  Sind 
a', b' die Grade dieser Gruppen, so ist a' relativ prim zu b, und b' 
zu a;  denn ist r eine in a" und b aufgehende Primzahl,  so giebt es 
nach 4. in ~ Elemente yore Grade r ,  was der Definition yon ~[ 
widerspricht. 

Bestimmt man nun die ganzen Zahlen x,  y so, dass 

a x  J r  b y  -~  1 

wird, so ist fiir ein beliebiges Element O 

0 --~ O a ~ O  ~y ~-- B A ,  

da O ~'~ in ~5, 0 b'J in 9~ enthalten ist. Es l~isst sich also jedes Element 
0 in der Form A B  darstellen. Eine solche Darstellung ist aber aueh 
nur auf eine Art mSglich, denn aus A B  ~ A ' . B '  folgt,  indem man 
zur Potenz by erhebt, A ~ A' und mithin auch B ~ / 3 " .  Demnach ist 

h ~ a b  ~--- a'b',  

und folglich da a mit b" und b m i t a '  keine.n Theiler gemein hat:  

a ~ -  a', b -.~ b', w . z . b . w .  

7. Ist der Grad h einer Abel'schen Gruppe ~ eine Potenz einef  
Primzahl _p,. und mithin auch der Grad eines jeden Elementes yon 
eine Potenz yon p ,  so kann man in ~ die Elemente -PI, -P2, 1)3,  " " " 

yon den Graden P l , P 2 ,  P 3 , ' ' "  so auswiihlen, dass in der Form 

( 4 )  �9 �9 

jedes Element  yon ~ enthalten ist, und nur ein einziges real, wenn 
vt,  v2, v3, . - .  je einem vollst~nd{gen Restsystem nach den Moduln 
p~,/9.,, _P3, " " ' entnommen werden. 

Beweis .  Man wiihle aus ~ die-Elemente/)1,  ~2 , /~3 , "  "" yon den 
Graden Pl ,  P~, P3, " " " so aus, dass in der Form 

= 
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jedes Element yon 9~ mindestens einmal enthalten ist. Dies ist stets 
mSglich, da man nSthigenfalls fiir t)1 ~ 1)2, t '3 ,  �9 �9 �9 selbst alle Elemente 
yon ~3 m i t  Ausnahme des Hauptelementes nehmen kann. 

Wie in 4. schliesst man ,  dass die Anzahl der Darstellungen in 
der Form (5) fiir alle Elemente gleich und so gross als die Anzahl der 
Darstellungen des Elementes , 1 "  in der Form (5) ist. Sei s diese 
Zahl,  dann ist 

h s ~ Pl P2P3 " " " 
Es sei nun 

I = P ,  P;  2 ' ~ ' . . .  

irgend eine Darstellung des Hauptelements  in der Form. (5), in welcher 
nieht alle Exponenten,  auf ihre kleinsten Reste nach den Moduln 
Pl, P~, P 3 , ' ' "  reducirt ,  verschwinden; ferner sei 

nl ~ ~lal~ n2 - -  g2a2t ~3 ~ /g3a3 , " " " 
worin ~r I , ~2, g 3 ,  " " " Potenzen von p ,  al ,  a:,  a~, �9 �9 �9 durch p nicht 
theilbar sin& Endlich ordne man die Indices so an,  dass die Exponen- 
ten der hSchsten Potenzen yon p ,  welche in nl ,  n2, n3, �9 - .  aufgehen, 
nicht abnehmen. Es ist dann sicher 0 < z I < Pl und z~, za, . . .  
durch ~1 theilbar. Setzt man nun 

t 

t t 

so ist P ~ "  ~ 1 und also der Grad Pa yon P1 niedriger als der yon 
/)1" Andererseits ist auch,  da al relativ prim zu Pl ist, Pj  selbst und 
mithin jedes Element  yon ~ durch die Potenzen yon / ' t ' , / ) 2 ,  P3, "" �9 
darstellbar in der Form 

- - 1  ~ 2  " P 3  " " "~  

und die Anzahl dieser Darstel lungen ist 

s " ~  pjp2pS'"  < s. h 

Indem man auf diese Weise fortf~ihrt, die Anzahl der Darstellungen 
zu verkleinern, gelangt man" schliesslich dazu, an Stelle der Elemente 
P t ,  P~, P a , ' ' "  eine l~eihe voli Elementen /)~', P2' / )a ' "  �9 " zu setzen 
yon der Art ,  dass in der Form 

p / ' ~ "  % % 
= . . .  

jedes Element  yon ~ und jedes nur einmal enthal ten ist. Das aber 
ist der zu beweisende Satz. 

8. Aus 6. und 7. ergiebt sich nun ohne Weiteres der Hauptsatz .  

I n  einer Abel'sehen Gruppe G vom Grade h kann  man  stets die 

.Elemente Ol,  0 2, �9 � 9  O, von den Graden n l ,  n.,, �9 � 9  n~ so ausw~ihlen, 

dass in der F o r m  

otoio...o;, 
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jedes Element  0 w m  G and  jed~'s nur  einmal enthalten ist, wenn 
s~, s = , , . . . ,  s, je  cincm vollsffindigen t~cstsystcm nach den Modulu  

Zugleich ergiebt  sich 

h ~-- % n:  �9 �9 �9 u,*) .  

Ein  solches System yon Elementen ,  wie Ol ,  % ,  . . - ,  (9, wollen wit  
\ 

eine Basis  der Gruppe nennen.  
9. Ordnet  maa  den v Elementen  0~, % ,  . - - ,  O~ einer solchen 

Basis v Einhei tswurzeln  e%, e%, �9 � 9  co, yon den Graden n I r n.~, �9 � 9  n,  

zu, so entsl)rieht aueh jedem Element  O = @ ; ' @ : ' / . . - 0 : "  der Gruppe 

eine bestimmte htr Einhei tswurzel  co nach  der Vorschr i f t  

82 �9 �9 r A ~ : ' .  

Wir  bezeichnen diese Einhei tswurzel  mit Z (0),  und nennen  dieselbe den 
Charakter des Elementes  @.**) Derselbe geni igt  stets der Bed ingung  

(7) z ( e )  z(O')  = z ( e o ' ) .  

Da  man  jeder  der Einhei tswurzeln r e % , . . - ,  co, ihre nl ,  n 2 , . . . ,  n ,  
versehiedenen Wer the  beilegen kann ,  so erhElt man n z n 2 �9 �9 �9 n ,  = h 
solcher Charaktere  Z1, X 2 , ' "  ", Z,. I s t  umgekehr~ %(O) eine dureh das 
Element  O eindeutig best immte F u n c t i o n ,  welehe der Bed ingung  (7) 
geniig~; so ist diese]be no thwendig  unter  diesen h Charakteren en[-~ 
halten. Denn  aus (7) tblgt  zun~iehst, wenn man fiir O' das Haupt -  
element O o setzt 

z ( o o )  = 1 .  

Da sich ferner  aus (7) ergiebt :  

(Z (O)) ~ = Z (O'b 

so folgt,  wenn n d e r  Grad yon O ist, dass z(O)  eine n l" Einheits-  
wurzel .se in  ~'uss. Is t  daher Oi, O.~, �9 � 9  O, eine Basis der Gruppe G, 
so sehliesst man hieraus,  dass 

z ( e , )  = ~,, ,  z ( % )  = ~ ,  . . - ,  z ( e , )  = o,, 

*) Aus tmserer Ableitung dieses Satzes geht hervor, dass man die Elemente 
@ l ,  0 2 ,  �9 �9 ", O, so aunehmen kann, dass ihre Grade at, n2, . . . ,  n, Primzahlpotenzen 
sind; man kann aber auch mebrere dieser Elemente, deren Grade relativ prim 
sind, zu einem zusammenfassen, und auf diese Weise z. B. erreichen, dass yon 
den Zuhlen nj, n 2 , . . - ,  n, jede dutch die folgendc tbeilbar ist. Man vergl, fiber 
diesen Satz: Schering ,,die Fundamentalclassen der zusammenBetzbaren arith- 
metischen Formen"..  Abhand|ungen der Ges. d. Wissensch. z~I G6ttingen Bd. 14. 
1868. Kronecker, Monatsberieht der Berliner Academie vom 1. December 1870. 
Frobenius und Stlekelberger ~,Ueber Gruppen yon vertauschbaren Eiementen" 
Journal f. Mathematik Bd. 86. ]878. 

**) Verg !. Dirichlet, Vorlesungen fiber Zahlentheorie, heraasgegeben yon 
Dedekind 3. Auflage Ste. 581. Ich werde in der Folge dieses Werk mit D citiren. 
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Einheitswurzeln der Grade nl ,  n.2, �9 � 9  nv sind, und, wean 

$"* ~ * 0 '~V 0 = el'  O; ,. 

ist: 
" ~ . . t o :  * w . z . b . w .  Z CO) = co = ~' % -  

10. Aus der Definition der Charaktere ergiebt sich sofort, (]ass 
wenn Z., %2 irgend zwei derselben sind, ein durch diese vollkommen 
bestimmter Charakter Za existirt, so dass fiir jedes Element O 

(s) z, (o)  x~ (e )  = z:~(o) 
ist. Dell auf diese Weise bestimmten Charakter Z:~ kann man passend 
als das Product der beiden Charaktere Zl, Z2 bezeichnen, und ,es 
ergiebt sich daraus, dass die h Charaktere selbst wieder eine Abel'sche 
Gruppe bilden. Das Hauptelement go dieser Gruppe is?~ derjenige 
Charakter, welcher fiir alle Elcmente O den Werth + 1 besitzt, den 
wir den Hauptcharakter nennen. Entgege~gesetzte Charaktere g, )~-' 
sind solche, deren Product der Hauptcharakter ist, deren einer daher 
fiir jedes Element O der reciproke Werth des andern ist. 

Um die Gruppe der Charaktere nach dem Satz (8)darzuste]len, 
bezeichne man mit Zt denjenigen Charakter,  den man erhiHt, wenn 
man f~ir ro~ eine lorimitive n t~ Einheitswurzel und ffir c o 2 , . . . ,  to, die 
positive Einheit setzt. Entsprechende Bedeutung gebe man den Cha- 
rakteren :~.,, . . . ,  :~,. Dana ist jeder Charakter Z in der Form dar- 
stellbar : 

(9) . Z = Z' , 'Z~' '"  Z: ~ 

wenn t i ,  t.~, . . . ,  t, vollst~ndige Restsysteme nach den Moduln n j , n 2 ,  
�9 . . ,  n, durchlaufen. Die Grade der Elemente gl, 2:2, "" ", ~:, (in der 
Gruppe tier Charaktere) sind a t ,  n 2 , . . . ,  m.  

11. Aus der Definition der Charaktere ergeben sich mit Be- 
nutzung bekannter Eigenschaften der Einheitswurzeln leieht die beiden 
Siitze: 

Fiir jeden Charakter Z ist 

(10) z (e , )  + z(e~) + �9 �9 �9 + z(e.,) = o, 

ausgenommen fiir den Haupteharakter :~0, fiir welchen 

( l l )  zo(e , )  + xo(e~) + . . .  + zo(e,,) ----- h. 

Fiir jedes Element 0 ist: 

0 2) zt(O) + z~(O) + . . .  + z,~(e) = o, 

ausgenommen fiir das Hauptelement O0, fttr welches 

(13) X, (Oo) + Z2 (Oo) + �9 "" + zh(eo) -~- h .  

12. Diejenigen Elemente der Gruppe G,  welehe der Bedingung 
0 = 0 -~ oder O~--~-1 geniigen, zu deaen auch das Hauptelemen~ 
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gehSrt, heissen ambige .Elemente. Soll das. Element 0----- @1.03 . . . . .  . �9 �9 O~ �9 zu 

den ambigen gehSren, so ist erforderlich und hinreichend, dass 

2s I ~ 0 (rood. hi) , 2s~ ~ 0 (mod. n2) , �9 � 9  2s~ ~ (mod. n,) .  

~Nehmen wir also an, es seien nt, n 2 , . . . ,  n~-1 gerade, n ~ .  ., n~ un- 
gerade, so sind die ambigen Elemente alle in der Form enthalten 

01 ~ 03 4 4 . . . O i _  1 

und die Anzah] derselben is~ also 2 ~-1. Die Charaktere eines ambigen 
Elementes sind simmtlich ~ + 1. 

Ebe.nso nennen wir andJige Charaktere diejenigen, welche mi~ 
ihren entgegengesetzten identisch sind, und die also fiir jedes Element  
den Werth ~ I haben. Die ambigen Charaktere siud nach (9) in der 
Form darstellbar 

n)~__ 1 _+ n~__ 1 

4 4 . . . . . . . . .  - 4 -  . . . . . . . .  

X~ Z2 ' ' "  %a-i 

und ihre Anzahl ist daher ebenfalls 2 x-l. Zugleich erhellt hieraus, 
dass fiir einen ambigen Charakbr  g 

z ( O ~ )  . . . .  = z ( O , )  = + 1 
ist. 

Auf den ambigen Charakteren beruht die Eintheilung der Gruppe 
G in Geschlechter, indem man alle solche Elemente 0 in ein Ge- 
schlecht vereinigt,  ffir welche die ambigen Charaktere dasselbe Werth- 
system haben. Man erhi~lt die siimmtlichen Elemente eines Gesehleehts, 
wenn man in 

1 ~ 2  . . . .  Ov 

fiir et,  ~2, " " ", ~-1  eine bestimmte Combination der Zahlen 0,  1 seize, 
und st,  s2, �9 � 9  sl-1, s~ �9 �9 .s, je ein vollstihldiges Restsystem nach den 

1 1 1 Moduln ~- n~, ~- n2, �9 �9  ~- nx_~, n~, �9 � 9  n, durchlaufen liisst. Die An- 

zahl der verschiedenen Geschlechter ist also 2 ~-~, und in jedem der- 
selben sind 2~-~h Elemente enthalten. Das aus der Co~abination 
el ---~ 0, e 2 ----- 0,  �9 � 9  *~_l ~- 0 hervorgehende Geschlech~ heisst das 
ttauptgeschlecht. Die Elemenie des Hauptgeschlechb bilden ffir sich 
eine Abel'sehe Gruppe yore Grade 21-~h: 

Man kann auch die Geschlechter nn te r  sieh wieder zusammen- 
setzen und erh~il~ so eine Abel'sche Gruppe yore Grade 2 ~-~, welche 
aus l aubr  ambigen Elementen besteh~. 
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w  

Die Classon quadratischor Formon einer bostimmton Detorminanto D. 

I. Wir betrachtea nun die h Classen eigentlich primitiver quadra- 
tischer Formen einer bestimmten nicht quadratischen Determinante D, 
O 1 , 0 2 , ' '  ", Ol~, und beschr~nken uns im FaIle einer negativen Deter- 
minante ein ffir allemal auf die Betrachtung so|cher Classen, welche 
nur positive Formen enthalten. Diese Classen, als Elemente betrachtet, 
bilden, wenn man sie nach den Gauss ' schen  Gesetzen tier Compo- 
sition zusammensetzt, eine A be l '  sche Gruppe vom Grade h (D. w 147.). 

Eine positive Zahl m, relativ prim 'zu 2D, ist bekanntlich dann 
und nur dann dutch Formen der Determinante D eigentlich darstellbar, 
wenn D quadratischer Rest yon m i s t ,  und zu jeder Wurzel n der 
Congruenz 

(1) x 2 ~ / ) ( r o o d .  m) 

gehSrt eine gewisse Gruppe*) solcher Darstellungen dutch die Formeu 
ether Classe, welche durch die Form 

n 2 -- 19 
( m , n ,  ~ ) 

vertreten werden kann. (D. w 86.) 
Ist zuniichst f eine nicht in 2D aufgehende Primzahl, yon welcher 

D quadratischer Rest ist, so entsprechen den' beiden Wurze|n der 
Congruenz 

x ~ ~ D (rood. f )  
zwei Gruppen yon Darstellungen, welche in zwei entgegengesetzte 
Classen O, O -~ gehSren. (Ist O eine ambige Classe, so stud beide 
Classen identisch). 

Zu irgend ether Potenz yon [~ fr geh5ren ebenfalls zwei Gruppen 
o 

yon Darstellungen, und zwar durch Formen der beiden Classen O +~. 

Sind f~, f2,... ,  f~, ebensolche Primzahlen wie f, und O +~, O~ +',. . . ,O F+' 
die dieselben darstellenden Formenclassen, so giebt es fiir 

___ -  fi ' f [ ' . . .  
genau 2~ Gruppen vo,l Darstellungen, die man auf folgende Weise erh~It : 

Es seien ~ nl, -4- n~, ~___ �9 �9 �9 4- n~, die Wurzehl der Congruenzen 

D( od. D(mod. f[') . . .  D( od. 
Die 2" Wurzeln der Congruenz 

x 2 ~- D(mod. m) 

finder man dann aus den linearen Congruenzen 

*) Das Wor~ Gruppe hat hier natiirlich cinen andern Sinn als in w 1. 
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n --- qn ,  (rood. f [ 9  ~- <on2(m~ "~) = . . . .  ~ e,'ut,(m~ f f i " ) ,  

E = _ _ _ I ,  E2------L-1 , . . .  *~,=+___1 

mid die zu n gehSrige Gruppe yon Darstellungen kann dureh die 
Form stattfinden : 

n ~ - -  D _), 
(m, n, ~ -  

welche zusammengesetzt ist aus den Formen 

.hi, e l n l ,  n] f n D  , f(=, een2, . . . . . .  f*~" , f ,  , , , , n , , ,  ........ t,,:g . . . .  ] 

und also in die Classe 
O ? "  O,?  '~ �9 . �9 O " '"~'  

gehSrt. 
2. Bezeichnen wir jetzt mit q, q', q " - . .  die siimmtlichen in D 

aufgehenden yon einander verschiedenen ungeraden Primzahlen, so 
haben die Gauss ' schen  Charaktere, deren Anzahl ~ sei, niimlich die 
Symbole: 

m - -  1 

(_  1) ( ' ,g  
, \ ~  1 ,  , . q "  . 

m ~ - 1 

( - -1 )  s ( m )  (2,L) ( m )  
, ~ ,  . q ' . ,  

m--1  ltt~--I 

( _ 1 )  - ~ - + ~ - ,  ( q ) ,  ( ~ ' ) ,  ( q )  " 

( -  J) ( ' \ q '  /~ ,, q "  / 

m - - I  nt ~ -  1 

(__1) ~ ( ,q )  (q_)  (m_)  , " ( - - 1 )  s , , , 

�9 �9 wenn D : -  1 (mod. 4), 

,, D ~ 3 (mod. 4), 

,, D =:= 2 (rood. 8), 

,, D ~ 6 (mod. 8), 

,, D = 4 (rood. 8), 

,, D ~ 0 (mod. 8) 

�9 fiir alle solche Zahlen m ,  welche durch eine und dieselbe Formen- 
c|asse O darstellbar sind, dieselben Werthe. ]rgend eines der 2 z Pro- 
ducte aus mehreren yon ihnen (das Product 1 mitgerechnet) hat daher 
einen nur yon der Formenclasse O abhi~ngigen Werth und kann also 
mi~ ep(O) bezeichnet werden. Unter den Functionen r gieb~ es 
zwei und n u r  zwei, welche fiir alle Formenclassen O den Werth -{-1 
haben (D. w 123ff.) und daher sind auch immer je zwei und n u r  

je zwei yon den Functionen ~(O) fiir alle Formenclassen O identisch. 
Beh&lt man yon einem solchen Paar nur die eine Function bei, so 
bleiben 2 z-1 derselben, von denen irgend zwei gewiss flit wenigstens 
eine der Formenclassen O v erschiedene Werthe haben. Nun genfigen 
abet die Functionen cp der Bedingung 
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Co) (o') = (o  o'); 
denn w~hlt man, was stets mSglich ist, die dureh die Olassen O, O' 
darstellbaren gahlen m, m', so dass sie relativ prim zu einander sind, 
so ist das Product r a m '  dutch die Classe SO' darstellbar. 

Daraus folgt aber n a c h w  1.~ 9. dass die Func~ionen cp(O) alle 
unter den dort erkl~irten Charakteren %(0) enthalten sein miisseu, und 
da ihre Werthe silmmtlich -~ 1 sind~ so gehSren dieselben zu den 
a m b i g e n  C h a r a k t e r e n .  

Nun ist die Zahl der ambigen Formenclassen naeh G a u s s  (Disq. 
At. Art. 257., / )  w 153.) 2a-l~ und daher hat A hier genau dieselbe 
Bedeutung wie in w 1.~ 12. Die Anzahl der yon einander verschie- 
denen Functionen ~((3) ist also genau so gross, wie die Anzahl der 
ambigen Charaktere ~(O), und daher muss jede der Functionen rp(O) 
mit einem der ambigen Charaktere ~(@) identisch sein und umgekehrt. 
Wenn also~m wie oben irgend eine dutch die Formen der Classe O 
eigentlich darstellbare zu 2 D  theilerfremde positive Zahl bedeutet, so 

A4ann man fiir jeden ambigen Charakter Z die positiven oder negativell 
Einheiten d, e und einen positiven Divisor Q yon D so bestimmen, dass 

wird, wobei ~ nur ffir eine gerade Determinante den Werth -- 1 haben 
kann. Nach dem t~eciprocit~tsgesetz der quadratischen l~este l~sst sich 
abet der Ausdruck (2) stets in eine der vier Formen setzen 

und zwar so t dass die beiden letzten Formen nut bet gerader Deter- 
minante D vorkommen. Man kann daher die Determinante D stets 
so in zwei (positive oder negative) Factoren DID:  zerlegen~ dass 

g 

wird. 
3) Die hnzahl der Darstellungen ether Zahl m~ die sich in einer 

Gruppe finden, ist so gross wie die Anzahl der ganzzahligen LSsungen 
der Gleichung 

t ~ - -  D u :  == 1. 

Damit man nun auch bet positiven Determinanten nicht unendlich 
viele solche Darstellungen erh~lt, miissen die darstellenden Zahlen 
x~ y gewissen Bedingungen unterworfen werden, dutch die aus jeder 
Gruppe yon Darstellungen eine einzige isolirt wird. Wit ertheilen den 
unbestimmten ganzen Zahlen x, y in ei ner der zur Determinante D 
gehSrigen eigentlich primitiven Formen 
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~(x,  y) ---- a x  2 + 2bxy  + cy 2, 

in der wir iiberdies a als positiv voraussetzen kSnnen, alle mSglichen 
Werthe, welche 

1 ~ keinen gemeinsehaftlichen Theiler haben, 
2 o der Form tb(x, y) einen positiven zu 2D theilerfremden 

Werth verschaffen, 
3 0 im Falle _positiver Determinanten den Bedingungen genfigen 

T- -  bU 
y ~ O ,  x >  - aU-  Y = T Y ,  

wenn T, U die kleinsten positiven LSsungen der Gleichung 

T 2 - -  D U ~ ~ 1 

sin& Setzt man in diesem Falle 

( x ,  y)  = a (x  - ~.v) (x  - ~ y ) ,  

- -  b VI ) -  - -  b + V i 5  
a 

so ist 

und folglich $(x ,  y) yon selbst positiv. 
Nach diesen Festsetzungen enthitlt jede Gruppe noch x Dar- 

stellungen, wenn 

x ~ 1 fiir positive Determinanten, 

x ~ 4  ftir D ~ - - 1 ,  

x ---- 2 fiir die iibrigen negativen Determinanten (D. w 87,  88). 

4. Es sei nun 

~ , ( x ,  y ) ,  ~ 2 ( x ,  y ) ,  �9 �9 �9 ~ h ( x ,  y) 

ein vollst~indiges Repr~sentantensystem der h zur Determinante D 
gehSrigen eigentlich primitiven Formenclassen 

O,~ 0 2 , . . ' ,  Oh 
und wir betrachten, wenn % einen beliebigen der h Charaktere be- 
deutet~ die Summe: 

L'  -~- %(0,) 2~'~1-' + Z(O2)Z',P2-' + . . .  + %(Oh) X'@h-,, 

in welcher die Summen 2?' sich auf siimmtliche den Bedingungen 1 ~ 
2 ~ 3 0 gentigenden Werthe der ganzen Zahlen x, y erstrecken. Fiir 
jeden Werth des Exponenten s, der > 1 ist, hat diese Summe einen 
bestimmten, yon der Anordnung der Glieder unabhitngigen Werth. 

Bedeutet m wie oben jede zu 2D theilerfremde positiv e ganze 
Zahl, yon weleher D quadratisehe r Rest ist, so kann man die Glieder 
der Summe L'  zu Partialsummen yon der Form zusammenfassen 

m-" .Z:Z (O), 
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worin sich die Summe 27 auf alle diejenigen (gleiehen oder verschie- 
denen) Formenclassen 0 erstreckt, denen (nach 1.) eine Gruppe yon 
Darstellungen der Zahl m entspricht. 

Ist anderer~its f eine der in den Zahlen m aufgehenden Prim- 

zahlen welche (nach 1.) dutch die ])ormenclas~en - darstellbar ist, 

so ergiebt sich dutch Entwicklung nach steigenden Potenzen yon f-~ 

(t -- f - *  z(O))  (l  - -  f-*(z(O-~)) 

---~ l + F " ( z ( o )  + z(O-1))  + f - ~ ' ( z ( O  ~) + z(o-'2))  + . . .  

Bildet man das mit N zu bezeiehnende Product dieses Ausdrueks 
fiber s:,immtliehe Primzahlen f ,  so erhiLl~ man dureh Ausmultiplieiren 
der Reihen auf der reehten Seite eine Reihe, welehe die siimmtliehen 
Glieder m-*2Sz(O ) umfasst. Daraus folgt also 

I-1 1 --  f-')* 
1 i  i::7i6ii:,) (;:-f(o:;)r-') L ' =  

Bezeichnet man mit g alle diejenigen in 2D nicht aufgehenden 
Primzahlen, yon denen 39 quadratischer Nichtrest ist, mit n a l l e  posi- 
riven zu 2D theilerfremden Zahlen, so ist bekanntlich 

1 2s H 1 1 

und hiernach liiss~ sich die vorhergehende Formel folgendermassen 
darstellen : 

1 1 o) [ ] [  (,_ ( ,-  
= x(O,) 2:~v,-, + Z(02) 2 : ~ - ,  + �9 �9 �9 + z(O,,) 2: ,h-" = L,  

worin sich nunmehr die Summen 22 auf der rechten Seite auf alle 
den Bedingungen 2 ~ 30 gentigenden Zahlen x, y erstrecken, also auch 
auf solche Combinationen dieser Zahlen, die einen gemeinschaftlichen 
Theiler haben. 

Aus dieser Formel leiten wir noch eine zweite ab durch Ent- 
wicklung ihres Logarithmus mit Benutzung der Gleichung 

( O  1 z(o ~) 1 ~(o 3) 
- -  log(1 - -  z(O) f - ' )  = I f - _ )  Jr- 2 f~, + 3 f.~, + ' ' "  

Man erhiii~, wenn man zur Abkiirzung 

H ' 
setzt: 



Quadratische Formen und Primzahlen. "315 

l J ~ z/o3) + : (o- ~) 

+ . . . . .  log G + log L ,  

worin sich die Summen links auf s~mmtliche Primzahlen f erstrecken. 
Jede der Formeln (]), (]I) repr~sentirt h versehiedene Formeln, 

entspreehend den h versehiedenen Charakteren Zt, g2, " " ", gl,. Be- 
zeichnet man dem entsprechend die h Summen L mit L '  L " ~ . . . ,  LeO, 
so ergiebt die Addition der s:,immt|ichen Formeln (II) mit Riicksicht 
auf w 1., 11): 

(II1) ! 1 

--  21 l o g ( ;  +~27;1 ( l o g L ' + l o g L " - + - . . . + l o g L ( h ) ) ,  

worin auf der linken Seite die erste, zweite, dritte u. s. w. Summe 
sich auf diejenigeit Primzahlen f erstreckt, deren erste, zweite, dritte 
u. s. w. Potenzen dutch die Hauptclasse der Determinante D darstellbar 
sind. Multiplieirt man dagegen (lie Gleichung (l[) mit dem Charakter 
X(O~) einer beliebigen yon der Hauptelasse verschiedenen Classe O~. und 
bildet wieder die Summe aller Formeln (]1), so erh'~lt nmn in gleicher 
Weise : 

/ 

1 1 

=- , 'h  ( z , ( o . )  + z . , ( o , ) / : ' +  - . .  + z,, (o ,)  v , , , ) ,  

worin sich die erste, zweite, dritte u. s. w. Summe auf der linken 
Seite auf diejenigen Primzahlen bezieht, deren erste, zweite~ dritte 
u. s. w. Potenzen dureh die Formen der Classe O~ darstellbar sind, und 

= 2 oder ~ - 1  ist, jenaehem O zu den ambigen Classen geh5rt 
oder nicht. 

Der zu ftihrende Beweis wird also erbracht sein, wenn gezeigt 
ist, dass die erste Summe auf der linken Seite der Gleiehungen (III), 
(IV) unendlieh viele Glieder enth'~lt, und dies folgt, wenn nach- 
gewiesen ist, dass diese Summe fiir s ~ 1 einen unendliehen Grenz- 
werth hat. 

w  

Der Kern des Beweises. 

Die Summen L', L", . . -  Lr welche in den Formeln (III) , , ( IV) 
des vorigen Paragraphen vorkommen, zerfallen in drei Arten, niimlich 

1 ~ die eine Reihe Lo, welche aus ([) hervorgeht~ Wenu ~ der 
Hauptcharakter ist~ 
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20 Die Reihen L t ,  welcile aus (I) ents tehen,  wenn Z einen der 
vom Hauptcharakter  verschiedenen ambigen Charaktere bedeutet ,  

3 0 die Reihen L2, welche den iibrigen Charakteren entsprechen, 
in welchen also die Functionen Z (OI), Z (O2), �9 " �9 Z (01,) gewiss wenigstens 
zum Theil imaginiir sind. 

Jede dieser letzteren Iteihen kommt in den Formeln ( I I I ) ,  (IV) 
zweimal vor, da, wie die Formel (I) lehrt,  zweien entgegengesetzten 
Charakteren dersclbe, und zwar reeUe, Werth der Summe L entspricht. 

Es handelt  sich nun um die Untersuchung der Grenzwerthe, 
welchen sich diese drei ArLen yon Reihen fiir s ~ 1 ni~hern. 

Aus der Theorie der quadratischen Formen ist bekannt ,  dass die 
in den L vorkommenden Summen 27~p -~ die Eigenschaft haben, dass 

(s - 1) x ~ - ,  

fiir s ~ 1 sich einem endlichen, nur von der Determinante D ab- 
h~ngigen Grenzwerth g n~ihert*). 

1. Hieraus ergiebt sich zun~iehst fiir die geihe Lo,  wenn man 

s = l + o  
setzt. 

(V) Lira o L o  --~ h g ,  
Q=o 

d. h. die Reihe L o wird fiir 0 = 0 unendlich gross wie g h .  
Q 

2. Die Untersuchung der Grenzwerthe der Reihen LI ,  L 2 beruht 
auf einem Fundamentalsatze der Differentialrechnung, dessen Beweis 
ich hier,  da es auf eine genaue Festsetzung des Giiltigkeitsbereichs 
wesentlich ankommt,  kurz reproduciren will**). 

Es set f ( x )  eine in dem Intervall 

(1) ~ x  < b 

stetige Function yon x,  und es set ferner fiir j e d e s  x in dem Intervall 

(2) a < x < b 

Lira f ( x  + It) - f ( x )  ~ Lira f ( x  - -  h) - -  f (x )  ~ f ' ( x )  
h--o h t~=o -- h 

ein bestimmter endlicher Werth.  

*) Vgl. D. w 95., 98. Der Werth yon g ist ffir negative Determinanten" 
~ ( - -  21)) 

2 D]/~-~- ffir positive Determinanten 

r l o g ( T + U V D ) =  q0(2D) ~, - -a  
~D Y---~ ~ l) V-----V log v-~--"  

Es ergeben sich diese l~esultate auch alas den unten folgenden Betrachtungen. 
**) Maa vgl. den Beweis yon O. Bonne t  in Serre t ,  Cours de eMcu] diffg- 

rential et int6gral T. I, p. 15, auch Harnaek ,  die Elemente der Differential- 
und Integralre.chnung w 37. 
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Ist  nun x~ irgend ein Werth yon x im Intervall (2) so ist naeh 
Voraussetzung 

f(x~) - -  f(a) -.~ A 
X i  - -  a 

ein end|icher Werth.  Setzt man also 

- ( r ( o )  - Aa), 
so ist cp(x) stetig in dem Intervall 

(3) a x, 

und es ist ausserdem ~(a)  = tp(xj) ~ 0. Ist daher r nicht con- 
stant ~ - 0 ,  so giebt es in dem Intervall 

(4) a < x' < x t 

einen Werth x' ,  fiir welchen ~(x') einen positiven Maximumwerth 
oder einen negativen Minimumwerth erh~lt. Daraus folgt, dass in 
allen Fiillen (auch fiir ein constantes q~(x)) die beidea Ausdriicke 

(x' + h) - -  ~ (x') ~ (x" - -  h)  - -  ~ (z ' )  
h ~ - -h  

fiir ein hinl~nglich kleines h niemals dasselbe Vorzeichen haben kSnnen. 
Da sie aber nach Voraussetzung fttr h ~---0 beide denselben Grenz- 
werth f ' ( x ' ) ~  A besiCzen, so folgt~ dass dieser verschwinden muss. 
Ersetzt man also A wieder durch seinen Wer th ,  so folg~ hieraus 

f(xl) = f ( a )  + ( x  I - -  a) f'(x'), a ~.  x '  < x I . 

Ueber das Verhalten yon f '  (x) fiir x ~ a ist hierbei keine Voraus- 
setzung gemacht. Fiigen wir aber noeh die Annahme hinzu, dass 

Lira f '  (x) ~--- f '  (a) 

ein bestimmter endlicher Werth sei, so folgt hieraus 

f '  (a) --~ Lira f (xl)  - -  f(a) 
x i . = a  X 1 --- a 

3. Aus bekannten Siitzen (D w 143f.) folgt ,  dass die unendliche 
Reihe 

fur jedes posi t ive  0 eine endliche u n d  stetige Function yon Q ist, welche 
einen gleiehfalls endl ichen u n d  stet igen Differen~ialquotienten 

log ~p 

besitz~. Das Gleiche gilt daher auch yon den aus solchen Functionen 
zusammengesetzten Summen L. 

Mathematlgche Annalen. XX, 22 
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_Es soll nun weiter unten nachgewiesen werden, dass die beiden 
Ausdriicke 
"VI. ~ 7  1 g log _ g 

fiir ~ ~ 0 endliche Grenzwerthe besitzen. Setzen wir dies fiir den 
Augenblick voraus und setzen: 

1 _ g + r 

so ist COx(0) eine fiir jedes e ~ 0 endliche und stetige Function und 
besitzt nach dem Hiilfssatz 2. einen in dem gleichen Umfang endlichen 
und stetigen Differentialquotienten (t)~(e). 

Nun ist fiir die Summen L(q) der zweiten und dritten Art  mit 
Rticksicht auf w 1, 11. 

L(q)  = z(O,)%(q)  + z(O~) % ( q ) +  ' '  �9 + z(O,,) r 

und daher sind auch diese L(p)  endliche und stetige Functionen yon 
Q mi~ ebensolchen Differentialquotienten L ' (p)  fiir jedes Q ~ 0 ,  und 
nach Satz 2. ist : 

(5) L(p) ~- L(O) + OL'(#Q), 0 < a < 1, 
L' (0) endlich. 

Es wird nun zungchst nachgewiesen werden~ dass der Grenzwerth 
der Summen der zweiten Art~ L l (0) ~ yon Null verschieden ist. Ist  dies 
gesehehen~ so ergiebt sich dasselbe fiir die Reihen der dritten Art 
L a aus der Gleichung (III). W~ire n~mlich fiir eine dieser Summen 
Z 2 (0) = O, so wiirde (nach (5)) log L 2 (~)) fiir Q ~ 0 negativ unendlich 
wie log (J, wEhrend log Lo(O) positiv unendlich wird wie - -  log Q. Da 
aber~ wie schon oben bemerkt~ jedes Glied yon der Form log L2 auf 
der rechten Seite yon III  zweimal vorkommt, und da iiberdies~ wie 
aus elementaren SEtzen folgt, log G fiir s ~ ] endlich bleibi*)~ so wtirde 
mit abnehmendem ~ die rechte Seite yon III zuletzt negativ und zwar 
fiber alle Grenzen gross~ was der wesentlich positiven linken Seite 
widerspricht. 

�9 ) Es ist nlimlich 

log G - -  log z = ~ ~ - +  ~2 ~ ~ -  + ~ - 1  1 1 1 ~ _ ~ T G s  .~._ . . " 

1 

und ~,~ ~,| z,| 
1 ~ 1 1 1 ~ 1 1 
# < u -#-' -n-r < "ig- ~ ,  ' " " " 

folglich 

tog G - -  log x < - ~ ,  
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Da hiernach also auf der rechten Seite der Gleichungen III ,  IV 
nur das einzige mit log L o multiplicirte Glied ffir ~ ~ 0 unendlich 
wird, so muss auch die linke Seite dieser Gleichungen unendlich wer- 
den; und da iiberdies 

2, cm 2, ~ 21 

1 = 1 ! 1 = 1 1 

n 3 ` < E  ~/~' n T < ~ - ~ , ' ' "  
also 

1 

und mithin fiir s -  1 endlich bleibt, so folgt ,  class die erste Summe 
auf der linken Seite der Gleichungen III, IV 

1 

far s - ~  1 unendlich gross werden muss, also gewiss aus unendlieh 
vielen Gliedern besteht~ w. z. b. w. 

w  

Dio b-~ummon L 1 dor zwoiton Art. 

Um unsern Beweis zu vervollstKndigen, haben wir zun~ichst zu 
zeigen, dass die Summen der zweiten Art, L l(p), for p ~ 0 einen yon 
Null verschiedenen endlichen Grenzwerth haben. Den ambigen Charak- 
teren ~(@) haben wit in w 2. 2. den Ausdruck gegeben: 

wenn m eine beliebige durch die Formen der Classe O darstellbare 
Zahl und D 1 D 2 ~ D ist, und zwar ist, wenn ~ nicht der Haupt- 
charakter ist, wie bier vorausgesetzt, weder 1)1 noch D 2 ein Quadrat. 

Hiernach ergiebt sich aus den Formeln D. w 125 Ste. 325 fiir die 
entsprechende Summe Lj der Ausdruck: 

wenn sich die Summen auf tier rechten Seite auf silmmtliche positive 
Zahlen erstrecken, die relativ prim zu 2D sind. 

Is~ nun q eine Primzahl,  die in 2 D  aber nicht in 2 D  I aufgeht, 
und versteht man unter n' alle diejenigen Zahlen,  welche aus n durch 
Hinzunahme der durch q theilbaren entstehen, so ist 

~,~-= .o + (q~,),, 
2 2 *  
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also : 

Verf~ihrt man ebenso mit den iibrigen Primzahlen q, die in 2D ,  
abcr nieht in 2 D  1 aufgehen~ und behandelt analog den zweiten Factor 
des Ausdrucks (1), so ergiebt sich 

1 D, 1 

tlierin bezieht sich das erste Productzeichen auf die in D 2 aber nieht 
in /)1 aufgehenden ungeraden Primzahlen q'~ das zweite auf die in D e 
aber nicht in D 1 aufgehenden g"~ und diese bciden Producte haben 
daher f~r jedes positive s, also auch for s ~ 1 yon Null verschiedenc 
Werthe. In den beiden Summenzeichen durchlaufen d ,  n" die s~immt- 
lichen positiveu zu 2 D  t resp. 2 D  2 theilerfremden Zahlen. Die Grenz- 
werthe der beiden letztereu Summen f~ir s = 1 sind abet, yon endlichen 
nicht verschwindenden Factoren abgesehen, die Classenzahlen der 
quadratischen Formen ffir die Determinanten / ) t ,  D2 und also yon 
Null versehieden. (D. Stn. 242, 247). Demnach besitzt auch L 1 einen 
yon Null verschiedenen endliehen Grenzwerth. w. z. b. w. 

w  

Die  Functionon ~ - ~ ,  ~ l o g  ~ �9 ~-~ .  

Nach den Ausfiihrungen des w 3 kommt es zur Erledigung des 
Beweises nur noch auf die Grenzwerthe der beiden Functionen 

fiir vcrschwindende Werthe yon ~ an. 
Um diese zu uatersuchen befreien wir uns zun~ichst yon der Be- 

schr'~nkung, welche fiir die variablen ganzen Zahlen x,  y darin liegt, 
dass nur solche WerLhe in Betracht kommen solleu, ffir welche 

~P(x, y) . ~  a x  2 + 2 b x y  + cy '~ 

einen zu 21) theilerfremden Werth erhSlt. Hierzu nehmen wir an, 
die Repr~isentanten der Formenclasssn seien so gew'~hl~, dass a positiv 
und relativ prim zu 2 D  set, was stets mSglich ist. (Gauss D. A. art. 
228, D. w 93); Dann kSnnen" wit ferner b durch D theilbar und im 
Falle eines ungcradcn D ungerade annehmen, was dann zur Folge 
hat ,  dass c dutch D theilbar und gerade ist. Hiernach bezieht sich 
die obige Beschr~inkung nut noch auf die fiir x zu setzenden Zahlen 
und verlangt yon diesen, dass sie dutch keine der in 21) aufgehen- 
den Primzahlen q, q', q", . - .  theilbar seien. 



Quadratische Formen und Primzahlen. 321 

WemJ wir yon dem System s~mmtlicher ganzen Zahlen x alle 
Zahlen yon der Form qx wegnehmen, so bleiben diejenigen iibrig, 
welche nicht dutch q theilbar sind. Fiigen wir zu diesen hinzu alle 
Zahlen yon der Form q q'x und nehmen alle Zahlen yon der Form 
q'x weg, so bleiben diejenigen iibrig, welehe weder dutch q noch 
durch q" theilbar sind, u . s . f .  Bedeute~ allgemein x' das System aller 
Zahlen, welche relativ prim zu irgend einer Zahl d sind, und ist q 
eine in d nieht aufgehende Primzahl, so erhiilt man ulle zu dq theiler- 
fremden Zahlen, wenn man yon den System der Zahlen x' alle Zahlen 
yon der Form fix' wegnimmt. 

Sind hierbei, wie in dem Fall der positiven Determinanten, die 
Zahlen x' noch an eine Bedingung yon der Form gebunden 

x ' > 7 ' y  
so hat man nur diejenigen Zahlen qx" davon wegzunehmen, ftir welche 

x > y y  
ist. Nach diesen Bemerkungen l~isst sieh die [unction 2;~,(x,y) -~ 
zerlegen in eine Summe von iihnlichen Functionen in der Weise 

d 

~ ' •  ~ ( d x ,  y)-~ 
worin sich das erste Summenzeichen auf alle Produete d yon verschie- 
denen in 2 / )  aufgehenden Primzahlen erstreckt~ und das positive oder 
negative Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Prim- 
factoren yon d gerade oder ungerade ist. Das andere Summenzeichen 
bezieht sich fiir den Fall negativer Determinanten auf alle positiven 
und negativen ganzzahligen Werthe x~ y mit alleiniger Ausnahme der 
Werthcombination x-~-0~ y~---0; im Falle positiver Determinante 
kommen noch die Bedingungen hinzu 

v_>o, x >  
w~hrend 

= + + = ( x -  

a 6 v mit a', ~', 7', bezeichnet, aueh jetzt die so dass, wenn man d '  d ~ d 

Bedingung besteht 
-d < ~" < ~,'. 

Hierdurch ist also unsere Aufgabe auf den allgemeinen Nachweis 
zuriickgefiihrt, dass die beiden Ausdriicke 

~_~ (ax'2+2bxy+cy'~) 71-e g 
Q 

lg (ax2 + 2bxy + cy ~) g g_ 
~ax 2 + 2bxy .+ cy2)l+Q Q~ 

oder abgektlrzt 
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1 g ~.~ Iog~p g 

fiir p ~ 0 und irgend ein endliches g endliche Grenzwerthe haben, 
wenn, falls b ' Z - - a c  negativ ist, x, y alle positiven und negativen 
ganzen Zahlen mit Ausnahme der Werthcombination 0, 0 zu durch- 
laufen haben, wihrend ffir ein positives b 2 - -  a c dib Variablen x, y 
alle ganzzahligen Werthe annehmen, welche den Bedingungen genfigen 

y ~ O ,  x > T y  

worin 9' > fl ~ a, wenn a,  fl die reellen Wurzeln der Gleichung 
ax2-~  - 2 b x - ~  c ~- -0  sind. Der Coefficient a wird in beiden Fillen 
als positiv vorausgesetzt. Die Forderung, class a,  b, c ganze Zahlen 
seien, ebenso die besondere Bedeutung, die 7 bisher hatte, kommen 
for die folgende Untersuchung nicht weiter in Betracht. 

Wir reduciren die Aufgabe zun~ichst noeh auf eine andere, indem 
wir yon den bekannten Formeln Gebrauch maehen 

a~ 

~ ] ' e - ' ~  t e d t  ~ P(l--I-q) 
~i§ 

T 

je _ t ~ , t e l o g t d t _ ~ _  F ' ( l+e)  / ' ( l+q) log ~ 
~p~+t, ~p1+r 

0 

wodurch man, wenn zur hbkiirzung 

j ' t  d t  Jel ~ J~ ~ t ~ log t d t  2Je- t~  
o 

gesetzt wird, und die Summen in demselben Si.nne wie oben verstan- 
den werden, erhilt: 

~p-~-r ~__ rO+~)  Je 

~ log~p _ /"(I--~-Q) 1 
~I ' -F~  (s ~ J~ r ( l+q)  J~ 

oder auch 

~ ~p-1-, __~_g = 1 g 1 l )  

log V . g = P'(1-{-o) 1 j~ ~ 
Vl+e e 2 ( r ( l+q) f  Jo-- r ( l+q )  

g (1 1 F'(I+~).~ 
~' r(t-i-Q) ~ (r( l+q)) '  ] " 

Daraus ergiebt sich in Folge bekannter Eigenschaften der Gamma- 
function, dass man nur noch zu zeigen hat, dass die beiden Ausdriicke 

J --g g q' -~- 
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ffir 0--~-0 endliche Grenzwerthe haben. Bei dieser Betrachtung muss 
aber der Fall negativer Determinanten yon dem der positiven Deter- 
minanten getrennt werden. 

a) N e g a t i v e  D e t e r m i n a n t e n . * )  

Um die Untersuchung der Integrale J~,~ J~ zunlichst fiir negative 
Determinanten durchzuftihren, setzen wir 

(1) 2:e-~(~,~) ~ -  @(a, b, c) 
(2) Xe-tw(~,y) --~ O(ta,  tb, ct) ~-- O(t). 

Die Function O(t) ist fiir positive t endlich und stetig und nimmt mit 
wachsendem t fortwKhrend ab~ und zwar so, dass eatO(t) fiir ein an- 
gebbares positives constantes /t f i i r t  ~ - - ~  versehwindet~ (man kann 
fiir ~ jeden Werth setzen, der kleiner ist als der kleinste Werth der 
positiven Function tb(x, y)). 

Das Verhalten dieser Function fiir t ~ 0 ergiebt sieh aus der 
Transformationstheorie der Thetafunetionen zweier Ver~inderlichen. Es 
finder sich niimlieh bei Rosenhain (Mgm. sur les fonctions de deux 
variables et "~ quatre pdriodes, Thdorbme I I I ,  Mgm. prds. d. 1. Ac. d. 
Paris T. XI.) eine Formel, die sich mit Benutzung yon 

19(a, b, c) = O(c, - -  b, a) 
so schreiben l~sst 

oder wenn 

(3 )  = g 

gesetzt wird 

Darnach erhiilt man 

~ = f ;  +f i '  I- 1 + 
0 g 0 

8ubstituirt man f~r t in dem ersten Integral rechts gt ,  in dem zweiten 

~ finder man SO 

*) Kronecker hat in einer sehr wichtigen Abhandlung (Monatsberichte der 
Berliner Academie vom 22. Januar 1863) den Grenzwerth des Unterschieds zweier 
Summen ~ . @ . s  fiir zwei verschiedene Formen •, die zu derselben negativen 

Determinante, abet zu verschiedenen Classen gehSren, durch solche einfache Theta- 
functionen, ffir welche die complexe Multiplication stattfindet, ausgedrfickt. Ffir 
unsern Zweck, bei dem es nut auf den Nachweis der Endlichkeit der Grenz- 
werthe ankommt, geniigt die unten folgende Bestimmung~ deren Grundgedanke, 
niimlich die Anwendung der zweifach unendlichen Thef~reihen mir yon meinea 
Freund R. Dedekind mitgetheilt worden isk .. 
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/o ( /. ) l+~J ! 1 
(4) J r  ( t ) tedt~-g ~ - - T T q -  + O(gt)( t~ - t - e  dt 

0 

und auf demselben Wege (oder auch dutch Differentiation der Forme] 
(4) nach 0): 

oo 

(5) Jr = (t) telog tdt=g~+~'logg -~ ,1 + q 
0 1 

l 

zwei Formeln~ die ffir alle positiven Werthe yon ~ gelten. Hieraus 
ergeben sieh die gesuehten endliehen Grenzwerthe, wenn man beaehtet, 

dass die beiden Integrale j'o(gt)e dt, j 0 (gt) t' log t dt fiir alle 
1 ! 

positiven und negativen Werthe yon s durchaus stetige Functionen yon 
s sin&*) 

(6) L i m ( J q - - : - ) ~ - g l ~  It) 

(7) L i m ( J ~ - { - ~ ) = g - - g l o g g +  ~-g(logg): 
q=o \ 

+,,og,fo(,o +})d,. 
1 

*) Um dies z. B. ffir die erste der beiden Functionen zu zeigen, setze man 

fo f (gt)t'dt-~f(s), f(s+~)--f(s)~- O(gt)t~(t ' - l )  dt. 
1 i 

Setz~ man for t > l ,  0 < ~ < ~ o  

t' - -  1---- ~ log  t .  A ,  
so ist 

l o g t  . ~ ( l o g t )  ~ 

also 
rv 

f(s + ~) -- f(s) < ~J O{gt) t '+~ dt 
J. 

woraus die Richtigkeit~ tier Behauptmng erhellK Ebenso kann man mit dem zweiten 
der obigen In~egrale verfahren. 
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b) P o s i t i v e  D e t e r m i n a n t e n .  

In :~ihnlicher Weise l~isst sich nun die Untersuchung f'tir positive 
Determinanten ffihren, nur dass man sich hier nicht mehr auf bekannte 
Eigenschaften der Thetafunetionen stfitzen kann. Wir setzen fiir 
diesen Fall 

0 ,  oo x ~ ' y  

Die i~eihe, durch welche diese Function definirt ist, besteht aus 
lauter positiven Gliedern, welche mit wachsendem t abnehmen, und 
wenn es daher gelingt, den Werth der Reihe ftir irgend eill t in end- 
liche Grenzen einzuschliessen, so folgt daraus die Convergenz und 
Stetigkeit derselben ftlr jedes gr5ssere t. Es folgt dann zugleich, dass 
fur t ~ o o  die Function O(t) verschwindet, und zwar s% dass auch 
noch e~tO(t) fiir ein positives constantes ~ mit wachsendem t bestiindig 
abnimmt und sich der Grenze Null nlthert. Wi t  suchen eine solche 
Einschliessung in Grenzen zu ermitteln, welche zugleich fiber das 
Verhalten yon O(t) ftir t ~ 0 Aufsehluss giebt. 

Halten wir zun~chst einen bestimmten Werth yon y lest,  so ist, 
so lange x ~  ~,y, 

f ( x )  - ~  f ( x ,  y) = e - 'a(~-"~)(~-~y~ 

fiir positive a und t eine mit wachsendem x abnehmende Function, 
und daher ist 

x - t - 1  

f(x + l )  < I f ( x ,  y) dx < f(x). 

Bedeutet also x o den kleinsten ganzzahligen Werth ~ ~,y, so folgt: 

/ 

f ( x  0 -~- 1) d-  f(Xo % 2) + �9 �9 �9 < I f ( x ,  y) dx < f(Xo) d- f(xo d- 1) -[- �9 �9 �9 
:Co 

also, da auch 
x 

~ ( x ,  y) dx < f(rY, Y); f(Xo) < f(~,y, y) 
YY 

ao f~ 

(9) if(x, y) dx--f(~, y, y ) <  f(Xo) + fl.xo + 1) d - . . .  <if(x, y) d~+f(ry, y), 
I 'Y  Y Y  

Nun ist: 

~(y) = j f ( x ,  y) d x = o f  e-~ (~+"-')Y) dx 
) ' y  

eine mit wachsendem y abnehmende Function und daher wie oben 
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0 

Summirt mart nun die Ungleichungen (9), far alle ganzzahligen 
Werthe yon y ,  die ~ 0 sind, so ergeben sich aus (10) fiir O(t) die 
beiden Grenzen 

0 (t) < - ~ ( ~ -  ~ )  (~-#'~) d x  - ~ :  d x  

o } ,y  o 

(11) -4- , ~ e  -~ '~O' -" ) ( r -~)  

o ~ty 
:Nun isk 

~o ao 

j J 
1 

e -~ t (~- 'u) (~-~u)  d x  d y  ~ ~at(~--a)  log _v~,_6-- " gt 
o ~,y 

worin" 
a 

(12) g ~ 2a(O--a) log ~ - - a  ~--~ 
ferner: 

j; -"r d x  = ? -  a ~  

und wenn 

- - o % ~ a  

gesetzt wird. 

(Jacobi Fund. Ste. 184) 

1 

O~ oO 

( -' ) ,  
Setzt man daher 
(13) o(t) = y + ~ -  g ~ r 

so ergeben sieh fiir (t)(t) die Grenzen 

( =' ) ,  x ~ / = .  a 
r  < e V a ( r - , O I r - r  

(14) 

(!) (t) > ~ Va(r -- a) C~ - t3) 
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Ist t kleiner als ein bestimmter endlicher Werth,  etwa <( 1, so ergeben 
sich aus (14) endliche Gre~azen, in denen O(t) eingeschlossen bleibt. 

Ist t > l ,  so setzen wir 
(15) O(t) - ~ -  e-~'W(t) 

worin, wie oben bemerkt, ~t positiv so angenommen werden kann, dass 
W(t) mit wachsendem t abnimmt und sich der Grenze Null n~hert, 
also besti~ndig zwisehen 0 und e~O(1) eingeschlossen bleibt. 

Hiernach kSnnen wir setzen 

ao 

t) tPdt + 1/~ ] t e dt  ) t  e 
o o 

(16) 

und ebenso 

1 

f+ J , -  g t e -~  e_Zt t e e - - ~ H -  (t) dt  "2(t) dt  

0 1 

g t e - ~  log t dt (17) , (t)t~log t d t -~  - -  ~ -  (t) 

0 0 

ao 

--F~ e-~t ~/ (t) t e log t dt .  

Die beiden letzten Integrale auf der rechten Seite der Formeln (16), 
(17) sind fiir jedes positive und negative • convergent, und genau wie 
oben beweist man, dass sie stetige Functionen yon ~ sind. Die beiden 
zwischen den Grenzen 0 und 1 genommenen Integrale in denselben 

l Formeln sind convergent, so lange 0 > - - ~ -  ist, und die Stetigkeit 

derselben in dem gleichen Umfang ergiebt sich aus der Ungleichung 

1 - -  t ' ~ - -  E log t  (t ~ 1). 

Demnach erhi~lt man durch den Grenztibergang die beiden end- 
lichen Werthe 

1 Qo 

(is) Lira dt 
�9 ~----o o Ft  q 

1 0o 

( ) =fr +++ (19) g (t) log t Lim J ~ + ~ - r  \ o Yt 4 

wodureh der gesuchte Beweis in allen Punkten gefiihrt ist, 
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w  

Formen zweiter Art und quadrati~che Determinanten. 

Um die Frage nach der Darstellbarkeit yon Primzahlen durch 
quadratische Formen zu vervollst~ndigen, bleiben noch zwei Fiille 
fibrig. Zuniichst ist zu zeigen, dass auch die Form 

a x  2 ~ b x y  -[- cy 2, 

wenn a, b, c ohne gemeinsamen Theiler stud, bet ungeradem b unend- 
lich viele Primzahlen darstellen kann, oder, was dasselbe ist, dass 
die primitive Form zweiter Art (2a ,  b, 2c) unendlieh viele doppelte 
Primzahlen darzustellen f~hig ist. Dies aber ergiebt sich unmittelbar 
aus den Siitzen yon Gauss  fiber die Composition der Ordnungen; 
denn jede primitive Classe zweiter Art eutsteht wenigstens einmal 
durch Composition einer Classe der ersten Art mit der cinfachstc~ 
Classe der zweiten Art; welche durch die Form repri~sentirt ist 

Durcll diese Form kann aber offenbar die Zahl 2 dargestellt v~erden, 
und wenn daher die Formen der ersten Art Primzahlen darzustelIen f~hig 
sind~ so kSnnen die Formen zweiter Art doppelte Primzahlen darstellen. 

Endlich bleibt noch der Fall iibrig, wo die Determinante 29 ein 
Quadrat ist, der sich auf die. Frage nach der Darstellung yon Prim- 
zahlen durch die Glieder einer arithmetischen Progression zuriickffihren 
l~sst. Wir betrachten hier Formen erster uud zweiter Art gemein- 
sehaftlich, und nehmen also an, in 

(1) ~,(x, y) --~ a x  2 --f- b x y  "4- cY 'z 
seien a~ b, c ohne gemeinsehaftlichen Theiler und A --_ b 2 - -  4 a c  das 
Quadrat einer ganzen Zahl. Es ist dann 

und die beiden Zahlen b _____//A sind gerad% da ihre Summe und ihr 
Product gerade is~. Ferner ist 

(3) (b + V~) (b --//~) ' 
4 a  = C~ 

also eine gauze Zahl. Setzt man daher 

(4) b + KA , b -- V~, ,, 
2 a '  = C ~ 2 a "  ~ C 

(5) b = a'c '  --~ a"c"  
t ~ t r  

so dass a', a", c ,  ganze Zahlen sind, und a ' a " - - - a ,  c ' c " ~  c, 
so folgt 

(6) ~b -~  (a"x  --~ c 'y)  (a" x -}- c " y ) .  
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P t  r p  ! 

Nun sind wegen (5)a', c , ebenso a , c  ohne gemeinschaftlichen 
Theiler, und man kann daher x, y so bestimmen, dass 

a " x - ~ c ' y . . ~ l ,  x--~Xo--~-c'~ , y J - y o - - a " ~  

alsdann wird der zweite Factor in.(6) 

a'x o --~ c"y o + ~(c'a' - -  c "a ' )  .-~ ~ + co 

und es ist nur noch zu zeigen, dass die beiden Zahlen 6 und co relativ 
prim sind; denn dann sind in der Linearform d~ -~- co unendlich viele 
Primzahlen enthalten. Es ist aber 

a" xo + c"yo ~ 

a"xo + c' y~ ~ +_ 1 

C' a'  --- C" C t " ~  
a l s o  �9 

~xo ~ c o c ' !  c", ~Yo'~ - -  coa" ~- a' 
woraus d~e Richtigkeit der Behauptung folgt, da ein gemeinschaftlicher 
Theiler yon 6 und co auch Theiler yon a,  c" und mithin yon a, b, c 
sein wiirde. Die einzige Ausnahme bildet 6-~-0~ in welchem Falle 
a ' ~  a", c'~---c", also ~p ein Quadra~ und A ~ 0 wird. 

K S n i g s b e r g  in Pr., Mai 1882. 


