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0ber die Darstellung der Zahlen als Summen yon Biquadraten. 

Von 

ARTHUR WIEFERICH in Miinster i /W.  

Ankniipfend an die Abhandlung des Herrn E. L a n d a u  ,,Uber die 
Dars~ellung einer ganzen Zahl als Summe yon Biquadraten" in den ,,Rendi- 
con~i del Circolo Ma~ema~ico di Palermo", Bd. 23 (1907), p. 91~96  soll 
im vorliegend6n nachgewiesen werden, dab sich eine jede ganze Zahl als 
Summe yon 37 Biquadraten dars~ellen l~Bt. 

L iouvi l le*)  hat zuers~ bewiesen, dab sich eine jede Zahl addi~iv in 
53 Biqnadrate zerlegen l~iBt. Diese Zahl wurde yon Rea l i s ** ) au f  47, 
yon Lucas***) auf 45, resp. 41 lind yon tterrn Fleck~f) auf 39 redu- 
zierk Herr E. Landau  ha~ sodann in der oben zitier~en Arbeit die Zer- 
legbarkeit in 38 Biquadra~e nachgewies~n. 

Herr Landau "hat ffir eine jede der 48 Res~klassen modulo 48 die 
geringste Anzahl der zur Zerlegung hinreichenden Biquadrate angegeben. 
Bezeichnet B i diese Zahl, so ha~ er gefunden, dalt alle Restklassen mit 
Ausnahme yon 48n + 11, 48n + 27, 48n + 43 sieh als Summe yon 
h~chstens 37 Biquadraten darstellen lassen. Fiir jene drei Klassen ergab 
sich dagegen die Schranke 38. Er setzte diese nun folgendermaBen 
zusammen:  

*) Siehe: Lebesgue, Exercices d'Analyse num~rique, Paris 1859, p. 113--115. 
**) Note sur un thgor~me d'Arithm~ique (Nouvelle Correspondauce Math~- 

matique~ Bd. 4, 1878, p. 209/210). 
***) Bur la ~composition des nombres en bicarr6s, ebenda p. 323--325 und 

Sur un ~h~or~me de ~I. Liouville, coneernant la dgcomposi~ion des hombres en bicarr~s 
(Nouvelles Annales de M~th~ma~iques, Set. 2, Bd. 17, 1878, p. 536/537). 

~r Uber die Dars~ellung ganzer Zahlen als Summen yon posit~ven Kuben und 
als Snmmen yon Biquadra~en ganzer Zahlen (Sitzungsberichte der Berliner math. 
Gesellschaf~, 5. Jahrgang, 1906, p. 2w9). 
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4 8 n + 1 1 - - "  ( 4 8 n + 9 ) + 1  t + l  4, 

48n + 27 = ( 4 8 n + 2 5 )  + 1 ~ + 1', 

48n + 43 = (48(n-- 1) + 9) + 1 ~ + 3 ~, 

und erhielt so, da er 48n + 9 und 48n + 25 gleieh Ba~ bestimmt hatte, 
eben die drei Klassen gleich Bss. Kann demnaeh gezeigt werden, da$ 
sowohl 48n + 9 wie 48n + 25 gleieh /?s~ ist, so wiire bewiesen, da$ 
obige drei K1assen gleich B37 sind, d.h.  dab eine jede Zahl in 37 Bi- 
quadrate zerlegbar ist. 

Es sei zuniiehst: 
. 

2 4 ~ ,  = 4 s n  + 9 - (6~, + 3 ) '  

---- 2412n--  54e~ -- 108e~ ~ -- 81 e~ --  27 e~ -- 3], 

wo e~ der Reihe nach gleich 0, 1 , . . . ,  7 sein miige. Es ergeben sich 
dana leicht folgende Kongruenzen: 

N o ~ 2 n + 1 3 ,  N~--- -2n+15,  N ~ 2 n +  3, 
N a ~ 2 n +  9, N , -=2n+ 1, N s ~ 2 n + l l  , (rood. 16) 

Ns--  2n + 7, .N'~---- 2n + 5, 

aus denen sofortfolgt ,  daSffir One der Zahlen e, 
haben mu$. 

wird. 

Ebenso 

hr~ die Form 16n1+ 13 
Ieh kann also stets ~i = 0, 1 , . . . ,  7 so bestimmen, dab 

48n + 9 = (6~, + 3) ~ + 24(16nl + 13) 

. 

erhKlt man, falls man: 

24~  = 4 s n  + 25  - (6~, + 1), 
2412n-- 54~2-- 368~ a -  9e~ ~ -  e~ + 1] 

setzt, die Kongruenzen: 

.N o -----2n+ 1, ~1 -=2n+13, 2Y_l=__2n+7, 

.N~ ~-2n+11,  .N_~-----2n+lS, .E'_8~2n+ 9, (rood. 16) 

~_~-~2n+ 5, N_5--=2n+ 3, 

d.h.  fiir eine der Zahlen e ~ 0 ,  -+-1, -4- 2, - - 3 ,  - - 4 ,  - - 5  mu$ N~ 
die Form 16ni + 13 annehmen. Ich kann demnach dureh geeignete Wahl 

yon s~ bewirken, dab 
48n -f- 25 = (6E~ + 1)' + 24(16ni + 13) 

wird. 
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o 

Wie leicht zu verifizieren, kann nun eine Zahl 16n 1 -}-13 nur auf  
folgende Weise als Summe dreier Quadrate dargestellt werden: 

1 6 ~  + 13 = (4~)~ + ( 8 y •  ~ + ( 8 z + 3 )  ~. 

Es wird dann also: 

24(16n~ -+- 13) = 6(8x) ~ -t- 6 .2 ' -  (4y _+ 1) ~ + 24(8z _+ 3) ~. 

Es ist nun, wie Herr Landau zeig~e: 6 .2~(4y:h  1)s= B~. Ferner folg4 
aus der Identitiit: 

24(~? + ~ /+~d)  ~ 2(~ + ~ + ~), + 2 ( -  z~ + ~ + ~)' + 2 ( ~ - ~  + ~), 
+ ~(~ + ~ -  ~), + (2~), + (~)~ + (~.) t  

dal~ aueh: 
24(8~ + 3)~ = B~ 

is~. Da bekann~lich allgemein: 6m~= ~ is~, so ergib~ sic]a: 

24(16n~ "k- 13) = B~,. 

o 

Es is~ also jede der Formen 48n-}-9 und 48n-{-25 gleich Bs~ und  
demnach eine jede Zahl der Restklassen 48n -{- 11, 48n + 27, 48n-}- 43  
als Summe yon 37 Biquadraten darstellbar, falls diese Zahl ~ 45 ~ is~ 
da 454 das grii~te yon 48n-}-9 abzusondernde Biquadrat isk Es liil~ 
sich nun Ieicht zeigen, dab auch jede Zahl ~ 45 ~ gleich B~7 ist. Sub- 
trahiert man n{iinlieh yon einer Zahl ~ 45 ~ das gr(it~te sie nicht iiber- 
treffende Biquadrat, so finder man, dat~ die Differenz ~ 45 ~ -  444 -----352 529 
is~; ferner, dat3 ihr Uberschut~ fiber das grS/~te sie nicht fiber~reffende 
Biquadrat ~ 24 ~ -- 23 ~ = 51935 isk Da nun, wie sehon Herr Landau 
zeig~e, jede Zahl ~ 21 a gleich B~ ist, so ergibt sich leicht, dab jede 
Zahl ~ 45 ~ gleich B~s , d.h. sicher gleich B87 wird. Hiermi~ is~ also 
allgemein bewiesen, dal~ alle Zahlen sich als Summen yon 37 Biquadraten 
dars~ellen lassen. Sehr viel weRergehende Reduzierungen dfirf~en sich 
jedoch aus den bisher benutzten Identitii~en kaum mehr ergeben. 

Mfinster i./W., Mai 1908. 


