
Gruppentheore~ische S~udien. 

V o n  

WALTH~R DrCK in Leipzig. 
(Mit d~el lithogr. Tafeln.) 

, ,A  group is defined by means of the l~ws 
of combinat ion of i ts ~vmbols." 

Einleitung. 

Die folgenden Untersuehungen beseh~ftigen sich mi~ dem Probleme, 
eine Gruppe van discreten Operationen, welche auf  ein gewisses Object an- 
gewandt werden, zu definiren, wenn man dabei yon einer speciellen Dar- 
steUungsform der eineelnen Operationen absieht, diese vielmehr nur nach 
den zur Gru_ppenbildung wesentlichen Eigenschaften als gegeben vorausset~d. 

Wit gehen zur Bildung der Gruppe yon gewissen erzeugenden 
Operationen At~ A2~ A .~ , . . ' .  aus~ fiber deren speciellen Charakter 
keinerlei Anna]amen gemaeht werden. 

Dann kann man jede GrulaPe, welche dutch Iteratio,~ ur~d Com- 
bination dieser O~erationen sich bilden ldsst , individuaiisiren , dutch die 
Kenntniss gewisser l~elationen, die bei der Zusamraensetzung dieser 
ursl~riinglichen Operationen auftreten.*) 

Indem wit jede Verbindung unserer Operationen in der bekannf~n 
Weise in Form eines symbolisehen Produetes: 

(1) A~"' a~" . �9 �9 a : '  As" . . . . . .  

schreiben, nehmen alle solche Relationen die Gestalt 

(2) F,(A~.) • 1 
an, wo die F~ specielle Produete der in (1) angedeu~t~n Form sin& 

Damlt werden abe holoedriech isomorphea Gruppen in e/~ ebudg6 
Gruppe begriffen, und das Wesen der Gruppe drfiek4 sich nic~ mehr 
an einer speeiellen Darstelhng~form ihrer 0perationen aus, sondern 
lediglich in der gegenseitigen Beziehung derselben zU einander. ~tm 
umgekehrten Sinne l~sst sich daher auch das Priacip aussprechen:~ 

�9 ) Die zu hnfang gesetate Bemerkung Cayley's ira ,,Ameri0aa Jourail of 
Mathematlcs" voL 1, pag. 61. 
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Die no~hwendige und hiwreichende Clmrakteristik des gegenseitigen 
Verhaltot, einer Pwihe irgendwi, definirter Operationen Aj,  A ~ , . . . ,  
writhe wit auf sin gewisses Object au~iiben, ist in der aus ihnen ge- 
b~deten G~rup~e gegeben. 

Indem wir s5 die gruppentheoretisehen Operationen rein formal 
auffaeeen, zeigt sich deutlich ihre Stellung in einer formalen Ent- 
wickehmg analytischer Operationen tiberhaupt.*) Es sind Multiplications- 
operationen, welche des associative, nicht aber das commutative Princip 
befolgen. Dabei wird dlesen Operationen dutch g~wisse Mu~ip~ica~ion~- 
regdn (2), ~'~ w 1, der Charakter eines spec/~l/en Operationskreises 
ertheilt, der eine unendliche oder auch eine endliche Gruppe von 
Operationen umfasst. 

Die vorliegende Arbeit zeri~llt in zwei Theile. ])cr erste AbscY~ni~ 
entwickelt des Th~ma in seiner allgemeinsten Formulirung. Wir gehen 
aus yon der denkbar allgemeinsten Gruppe G, die aus einer Reihe yon 
erzeugenden Operationen At,  A~, A s , . . .  sich bilden liisst, indem wir 
zwischen diesen Operationen keinerlei Relationen voraussetzen. Jede 
specieUe Gruppe ~ seheidet sich dann ab dutch Einfilhrung gewisser Re- 
lationen ~'z ffi= 1, deren gegenseitiges Verhiiltniss, sowie ihre Stellung zu 
den Gruppen G und ~ sieh in einfachster Weise prlicisiren liisst. 

Den abstraeten Entwickelungen geht eine geometrische Einkleidung 
parallel, die hier zun~ehst nur eine anschauungsm~issige Darstellung 
unserer analytischen Operationen bezweckt, die abet flir die Ausein~uder- 
setzungen des zweiten Abschnittes wesentlich wird. Allgemein zu reden 
besteht diese geometrische Darstellung einer Gruppe in der Eintheilung 
gun,chat eines ebenen Bereiches in gleichartige Gebiete**), derart, 
dais jedem einzelnen Gebiete eine Substitution der Gruppe zugeordnet 
werden kann und die Ueberftlhrung der Substitutionen in einander 
dutch die (ira Sinne der analysis situs verstandene) Ueberfiihrung dieser 
Gebiete in einander sich ausspricht. 

*) Ioh crwKhne bier die Entwickelungen in Grassmann's Ausdehnungslehre 
fiber die Multiplication extensiver GrSssen, einzelne Abschnitte tlber die Multi- 
cation der Quaternionen in Hamilton's Elements of Quaternione, sowie H ~ n k c l ' s  
Vorlesungen fiber die eomplexen Z~len, um darauf it) w 16. Bezug zu nehmen ; end- 
lieh Arbeiten yon E. S c h r 0 d �9 r, welther 8peciell der Stellung gruppent~eoretizcher 
Optri~cmen in einer formalen Entwickelung der Algebra gedenkt. 
�9 ~)~GebietM'mtheilungen ~ wie de der Art nach zuerst yon Schwarz im 
bZ~chluu .an fm~/omm~ort4/sc~ Betraehtungen etudirt worden sind (man ver- 
ffleh~O die Abhandlung ~lber die hypergeometrie~he Rcihe in Crelle's Journal, 
Baud 75, ~wie nBettimmtmg einer specieUen Minimalfl~he." Preisschrift. Berlin 
1871), ~md wie sic in den |ogleieh nLher zu bezeiclmenden Arbeiten yon Klein 
--~Zuerst in (hm~n Programm .VergLeiebende Betrachtungen fiber ncuere geo- 
m ~ r ~ e h e F o t ~ g e n  'b Er|angen ~!87z (Note VII) - in ~u~o~oreZ~chem Sinne 
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D~f #weite Abschnitt besehriinkt sich auf die Darstellung e~dlich~r 
Gru~pe~ und sehliesst dabei enge an unser geometrisches Bild an. 
Dieses erscheint niimlich jetzt  in der Form der regulRren Gebietsein- 
theilung einer geschlossenen Fl~iche und damit  als reguliire Ri  e m an  n'-  
sche Fliiehe in dem yon Herrn  K l e i n  eingef~lhrten Sinne*). Die Rela- 
tionen F~ ~ 1, die wir zur Definition einer Gruppe zu Grunde legen, 
lassen sieh dabei zur Charakterisirung der Verzweigung der R i e m a n n ' -  
schen Fl~iche und weiter zur Best immung eines Systems yon nicht 
ineinander ilberf~lhrbaren Rfickkehrsehnitten auf der FlKche verwenden. 
Diese geometrische Bedeutung ergiebt die Bestimmung einer oberen 
Grenze ftir die, zur Definition einer endlichen Gruppe nothwendige, An- 
zahl yon Relationen F~ ~ 1. 

Gerade diese geometrisehe Formulirqng vermittelt  nun die Dar-  
stellung gewisser speeieller Gruppen in dem yon uns intendirten Sinne 
durch Relationen 2 ' ~  1 zwisehen gewissen erzeugenden Substitationen. 

-*) Man sehe die Abhandlungen yon Klein  in den Annalenbltnden IX--XV 
uud insbesondere die Arbeit ,, Ueber die Transform'ati0n siebenter Ordnung der 
elliptischen Functionen." Math. Ann. Bd. XIV, p. 458 ft. In allen diesel1 Unter- 
suehungen tritt die Gruppe der behandelten regulRren Rie m ann'schen Flltchen in 
dem bier zu Grunde gelegten Sinne in der [Jeberffihrung gewieser Gebiete (der 
B|Rtter der Rie m an n'schen F1Rche) ineinander hervor. 

Im Anschlusse hieran stehen meine frfiheren Untersuehungen, in denen es 
sich datum handelte, regul~re Gebietseintheilungen auf einer Fl~ehe yon gegebenem 
.Geschleehte zu bestimmen und die zugeh0rigen Gruppen zu discutiren*). 

Der Zusammenhang gewisser Gebietseintheilungen auf einer F1Rche mit 
gruppentheoretischen Problemen wurde wohl zuerst yon C. J o r d an ausgesprochen 
und es sei betreffs dieser Anschauungen auf dessen ,,Reeherches sur lea poly~dres" 
im 66. und 68. Baude yon Crelle's Journal, sowie auf eine Bemerkung in seinem 
,,Trait~ des substitutions et des dquations alg~briques" pag. 56 verwiesen. Ferner 
habe ich noch eine im April dieses Jahres erschienene Abhandlung yon W. O odt 
,,Untersuehungen t~ber Polyeder yon mehrfachem Zusammenhange" (Programm 
des Katharineums zu Lfibeek, 1881) zu erwRhnen, welche unmittelbar an diese 
C. Jordan'schen Untersuchungen anknfipft und in welcher geradezu eine' ge- 
gebene Gruppe zur Bildung einer zugeh{Irigen regult~ren Gebiet~eintheilung auf 
einer F1Rche yon gewissem Geschlechte verwandt wird. 

Die ~or~iegemlen Untersv~chungen betrachten dagege~ die geome~r~ehe Dar- 
stdlgng ntcr a~s ein Durehgangss~adium xur Ent~ickd~g ~er abstract~n gl~rpp~. 
theore~iseh~ Anschautmgen. So kam es mir bei der hier zu Grunde gelegten 
geometrischen Deutaug**) wesentlieh darauf an, die sur Erseugung einer Gruppe 
zum Ausgangspunkt gew~hiten Substitutionen sis gleichberechtigte geometrische 
Operationen uamitteibar hervortreten zu lassen und dsbei eine f~r die gruppen- 
theoretischen Operationen m5gliehst fiberdchtliche Darstellung su erhalten. Man 
vergl, hierzu die Schlussbemerkungen dieser Einleitung, sowie pag. 25. 

*) Vergleiohe biersu w l& der vorIiegenden Arbe i t ,  wo die Stellun 8 des Sruppentheorelisobeul 
Thefles dleeer Unterauohungen su den vorliegenden sllaemeinen AuJfilhrunSen beseiohnet let. 

**) - -  and diese u~bersohnidet sich yon de~ bei Oodt wafewand~en~ w e l ~  auf  dem durah 
C. Jordan e i u g ~ n  , , u p e o t  d 'un  poly6dre" b a s i ~  1st. 

1" 



4 W. Dycx. 

Diese Beispiele, thefts angedeutet, thefts durchgefiihrt, bilden den 
Sehluss der vorliegenden Arbeit. Unter ihnen gestalten sich diejenigen, 
fttr welche das Geschleeht der zugehSrigen R i e m a n n ' s e h e n  Fl~ehe 
gleich Null ist, besonders einfaeh. 

Eine letzte Bemerkung bezieht sich auf gewisse gruppentheoretisehe 
Festsetzungen, welehe man der Definition eines Systems yon Einhe.iten 
ftir gewisse eomplexe Zahlsysteme zu Grunde legen kann, Festsetzungen, 
unter denen sich insbesondere die iibliehe Definition der Quaternionen- 
e/n/w/ten sis ein besonderer Fall einbegreifen liisst. 

Wenn somit in der Durehfiihrung der Absieht, die Definition e/ner 
Gruppe van der speciellen Gestalt ihrer Operationen loszuliisen, eben 
wieder eine speeielle (geometrisehe) Darstellung dieser letzteren mit 
zur Verwendungkommt: so'steht eine solehe, theoretiseh genommen, 
allerdings mit jeder anderen auf gleicher Stufe. Aber wie gerade diese 
Darstellung fiir reich die Veranlassung zu den abs~racten Frage- 
stellungen gewesen istt so scheint sie auch (practisch) die erste Be- 
handelung derselben .zu erleiehtern. Diese Versinnlichung gruppen- 
theoretiseher Operationen hat nilmlich vet anderen den Vorzug, fiir 
einfach'e FKlle die Gesammtheit der Operationen einer Gruppe in ihrer 
gegenseitigen Stellung iiberblicken zu lassen*) and so gelingt es yon 
ihr aus~ das Wesentliehe einer Gruppe yon den dutch ihre sPeeielle 
Erscheinungsform zufMlig hineingetragenen Eigenschaften zu sondern. 

Was nun dhnliche geometrische Operationen anlangt, welehe, an 
Stelle der yon mir gewiihlten, zur Versinnliehung einer Gruppe ein- 
treten kiinnen, so bezeiehne ich in w 10, pag. 23 eine allgeme/nere Auf- 
fassung meiner Figuren, welehe das ganze Gebiet andeutet, dem diese 
geometrisehen Repri~sentationen angehSren**). - -  Gleiehwohl konnte 
and wollte ieh den heuristis~hen Entwickelungsgang, der gerade in der 
sloee/elb~ren yon mir gewilhlten Dars~llungsform liegt, nieht verwischen. 
Er finder in meinen fritheren Studien tiber R i e m a n n ' s e h e  Fliiehen 

�9 seine Entstehung und hat vor der allgemeineren geometrisehen Auf- 
fassung den Vorzug der grSsseren Uebersichtliehkeit fiir die einzelnen 
Operationen der Gruppe, auf die es mir zur En(wiekelung der abstraeten 
gruppentheoretischen Formulirungen vor Allem ankara. Dagegen kenn- 

*) Was beiapiaiswei~e bei elner DaxsteUung der Operatienen als Buchstaben- 
vertaumchungen aicher nicht der Fall ist. 

**) Ein Gebiet, welohes ~a~c.h seiner f~ctio.nentheore~ischen Bedeuttmg durch 
die'(schon erw~hnten) Arbeiten yon Schwarz, Klein und yon FuohJ (in einer 
Relhe yon Abhandluugen in:Crelle's Journal) er~ffnet und durch die neuesten Unter- 
suchungen yon Poinear~ (Comptes Rendus 1881) wesentlich gef~rdert worden iht. 
Waiter geh#rt hieher eiae Arbeit yon Sehottky ,,Ueber die eonforme Abbildung 
mehsfach zus~mmenhitngender ebener Fl~,chen" im 83. Bande yon Crelle's Journal.- 
Man vergl, noch pag. 24, Anm. der vorl. Abh. 



Gruppentheoretische Studien. 

zeiehne ich aueh (pag. 24) bestimmt eine gewisse hieraus erwaehsene 
Einseitigkeit meiner geometrisehen Behandlung, die reich in meinen 
i}~iheren Arbeiten zu eiaem Fehler verleftet hat*). Die Beschriinkung 
auf diese sp.eeiellere Darstellungsform ist indess fitr den bier festge- 
haltenen gruppentheoretischen Zielpunkt keine wesentliche. Ffir die 
Weiterentwickelung der vorliegenden gruppentheoretischen Probleme hat 
n~imlich an Stelle jeder geometrisehen Spreehweise die analytische 
(combinatorische) Formulfrung einzutreten. F~ir sie abet hat diese 
erste geometrische Orientirung gewisse Gesichtspunkte ergeben, die in 
ihrer geometrischen Fassung, wie ihrem analytisehen Inhalte nach, zu 
entwiekeln, den Zweck der vorliegenden Arbeit bildet. 

I. hbschnitt. 

Allgemeine Entwickelungen. 

w 

Definition einer Gruppe G als Ausgangspunkt der Betraohtung. 

Wir gehen, um auf die Darstellung einer Gruppe in dem yon 
uns intendirten Sinne zu kommen, yon der denkbar allgemeinsten 
Gruppe yon Operationen aus und fragen uns dana nach der Stellung 
einer speciellen Gruppe zu dieser allgemeinsten. 

Seien A1, A2~ As, . . . ,  Am irgendwelehe m Operationen, welche 
auf ein Object J (Identitiit), alas wir in der Folge stets als 1 be- 
zeichnen, angewandt werden kSnnen, so lassen sich diese /1~ stets als 
die ,erzeugenden ~' Operationen einer Gruppe auffassen, die wir erhalten, 
wenn wir auf unser Object J alle Operationen in Iteration und Com- 
bination anwenden. 

Die allgemeinste Gruppe aus ~n erzeugenden Operationen entsteht 
dana, wenn wir voraussetzen, dass unsere Operationen A~ keine Perioden 
besitzen und ausserdem gegenseitig dutch keine Relation verbundea 
sind. Wir woUen dabei auch die den Operationen A~ entgegengesetzten 
Operationen in die Betrachtung ziehen, die wir in der iibtichen Weise 

durch A~ -1 bezeiehnen. Dana erhalten wir die unendlich vielen Sub- 
stitutionea, welehe unserer Gruppe G angehSren, wean wir auf die 

]dentitiit zuniichst die Operationen At, A-7 ~, A~, A~I , .  �9 ., Am, A-L 1 
anwenden~ je auf die so entstandenen Substitutionen die gleichen 
Operationen u. s. f. Da wit zwischen den erzeugenden Operationen 

�9 ) Man vergh mein Referat fiber die Arbeit ,,Ueber regulate Riemann'sche 
Fl~eheu." (Math. Ann. Bd. XVII, p. 478ff.) in Ohrtmana 's  Jahrbuch fCir 1880, 
ferner pag. 80 der vorliegenden Abhandlung. 
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keine Relation angenommen haben, so sind die so entstandenen Sub- 
stitutionen sllmmtlieh yon einander verschieden und es kann jede nur 
auf einem ganz bestimmten Wege aus den er~eugenden Substitutionen 
erlangt werden, den die Formel 

A~' A ~''. . �9 A~' A ; ' .  . . . . .  
1 - - 2  

(die wir stets yon links naeh rechts lesen wollen) angiebt.*) 
In der That ist die Forderung, dass alle Substitutionen einer 

Gruppe nur aufeinem Wege aus den erzeugenden Substitutionen erlangt 
werden, die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
zwischen den letzteren keine Relationen bestehen und" die folgendea 
Entwickelungen besch~ftigen sich gerade mit der Frage, wie nun der 
Umstand, dass gewisse Substitutionen ether Gruppe auf mehr/ache 
Weise aus den zu Grunde gelegten erzeugenden Substitutionen erhalten 
werden kSnnen, dass also gewisse Relationen zwisehen den erzeugen- 
den Substitutionen bestehen, zur Definition jeder speeiellen Gruppe dient. 

Es erweist sich im Folgenden, mit Riicksicht auf die yon uns 
gewilhlte geometrische Interpretation unserer Gruppen, zweckm~issig, 
den Gebraueh der negativen Potenzen unserer Operationen Ai zu ver- 
meiden und wit fiihren zu dem Ende eine neue Operation An ein 
dureh die Definition 

(1) A 1 A 2A.~ �9 �9 �9 A ~ A .  ~ 1 
oder wie wir in der Folge kurz schreiben: 

(1 a) rT(A,) = 1. 

Wir bemerken dabei, dass die Definition der Substitution A. an eine 
bestimmte Reihenfolge der Operationen AI, A 2 , . . .  Am gekntipft ist, 
die noch auf die versehiedenste Weise gew~hlt werden kann. Wir 
wollen stets die in (1) gegebene Reihenfolge der Operationen Ai zu 
Grunde legen und in dieser auch das Symbol I'I(A,) verstehen. 

Dana ergiebt sich filr die negativen Potenzen unserer Operationen 
sofort: 

At -a ~ A~A.~ . . .  AreA, ,  

A~ - 1  ~ A 3 A 4 . . .  A ,  A ,  , 

�9 �9 o �9 ~ , �9 . �9 �9 

A~ - I ~  A . A  1 . . .  A,, 

{ A ;  -~ - ~  A ,  A2 . .  �9 A , ,  } �9 

Wir kbnnen also unsere Gruppe G erzeugen, indem Wir die 

�9 ) Wit wollen jede solche Substitution in tier Folge durch 

s(a~, ~ , , . . . ,  am) - sC~i) 
odor kum dutch B bezeichnen. 
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Operationen A t ,  A ~ . . .  Am,  A ,  nur in posi t ivem Sinne anwenden*) 
und bemerken dabei, dass wir durch Anwendung bloss der positiven 
Operationen wieder n u r  a u f  einem Wege  zu einer bestimmten Sub- 
stitution gelangen kSnnen, yon der Einschaltung yon Operationen 
A I A ~ A 3 . . . A , ,  A ~ A 3 . . . A , A  t u. s. w., die nach der obigenRela- 
tion gleich 1 sind, abgesehen. Fassen wit aber gleichzeitig auch 
negative Potenzen der A; hinzu, so giebt es zu jedem Ausdrucke 
S ( A I ,  A 2 . .  �9 Am,  A , )  unendlich viele ~iquivalente. 

w  

Eine geometrische Versinnlichung der Gruppe G. 

Das geometrische Bild, durch das wir jetzt die ganze Gruppe 
ersetzen wollen, zeigt, so zu sagen, nut eine schematische Raum- 
r deren wir bedfirfen, um die Substitutionen unserer soeben 
definirten Gruppe G fibersichtlich aufzuschreiben. 

Der pr~iciseren Ausdrucksweise wegen wollen wit zun~chst eine 
ganz bestimmte geometrische Anordnung bezeichnen, deren Verall- 
gemeinerung im Sinne der analysis situs sich daraus aber sofort ergiebt. 

Wir zeichnen ein, etwa regul~ires, Kreisbogenpolygon~ dessen Ecken 
aj ,  a 2 . �9 �9 am, a , ,  s~mmtlich auf einem Kreise K gelegen sind, w~ihrend 
die Seiten auf ebendiesem Kreise K senkrecht stehen, und vervielf'~ltigen 
dasselbe, indem wi res  nach dem Principe der reciproken Radien zu den 
Seiten spiegeln. Indem wir die Ecken dieser Spiegelbilder in symme- 
trischer Weise dutch a~, a 2 ... am~ a~ bezeichnen und diesen Process in's 
Unendliche fortsetzen, erhalten wir eine unendliche Reihe yon (in R[ick- 
sicht auf die Bezeichnung der Ecken) congruenten und symmetrischen 
Polygonen - -  die wir auch als schraffirte und nichtschraffirte bezeichnen 
mSgen - -  welche sich dem Begrenzungskreise K n~her und n~iher an- 
schliessen. Dabei stossen, well alle Polygonseiten auf dem Kreise K 
senkrecht stehen, in jeder Ecke unendlich viele Polygone-zusammen 
[man vergleiche Fig. 1., Tafel I, welche f~ir n ~ 4 entworfen ist.]. 

Denkt man sich nun durch einen, im Sinne der analysis situs 
aufzufassenden Process ein bestimmtes, etwa schraffirtes Polygon P1 
in ein anderes sebraffirtes Polygon P2 fibergeftlhrt, so, class die homo- 
logen Eckpunkte der beiden P01ygone sich decken und setzt dabei fest, 
dass benachbarte Polygone wieder in benachbarte fibergehen**), so 
wird dabei, well die Anordnung unserer unendllchen Polygonreihe 

~) Des kurzen Ausdruckes halber sprechen wit in der Folge auch yon diesen 
Operationen Al, . . .  Am, A n als den e~zeugenden Operationen der Gruppe. 

**) Eine Operation, die bei unseren speciellen Annahmen mit einer linearen 
Substitution einer COml~lexen Ver~nderlichen (die wir in der Zeichnunb,~ebene 
deuten) ~quivaleDt ist. 
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mit Bezug auf alle congruen~en Polygone eine identische ist, d a s  
ganze Polygonnetz in sieh iibergehen. Die unendlieh vielen Opera- 
tionen also, die ein bestimmtes Ausgangspolygon 1 in s~immtliche 
andere schraffirten Polygone (iberftihren, bilden eine GruF2e yon unend- 
lich hoher Ordnung. 

Von dieser Gruppe beweisen wir, dass sie holoedrisch isomorph 
auf die im vorigen Paragraphen definirte Gruppe bezogen werden 
kann, oder, sofern wir iiberhaupt holoedrisch isomorphe Gruppen als 
identiseh betraehten*), dass sie mi~ ihr zusammenf~llt. 

Wit definiren zu dem Zwecke.eine Reihe yon Elementaroperationell 

A1, AI - I ,  A~, A2-1,.  . .  Am, A,~-I, A , ,  A~  -1 

dadureh~ dass jede derselben ein bestimmtes (etwa schraffirtes) Aus- 
gangspolygon 1 in das bezfiglich an der Ecke a,~ a 2 . . .  a~, a~ des- 
selben nach der einen oder anderen Riehtung anstossende sehraffirte 
Nachbarpolygon iiberfithrt, Operationen, die wit als ,Drehungen" des 
Polygons 1 um seine Eekpunkte al~ a2, . . .  a .... a~ figiirlieh be- 
zeichnen wollen**). Dabei setzen wit fest, dass die Drehung Ai immer 
in ein'em dem Uhrzeiger entgegengesetzten Sinne verstanden sein .soil, 
die Drehung A~ -1 also im Sinne des Uhrzeigers. 

Wenden wir die Operationen At, A2 . . .  A~, A. hintereinander 
an~ eine Operation die wir durch At A 2 A a . . .  A , ,A ,  bezeichnen, so 
kommen wir zum Ausgangspolygone 1 zuriiek und somit besteht 
zwlsehen unseren Operafionen die Beziehung: 

A IA2A a ' ' ' A m A . ~  1. 

Die Anordnung der einzelnen Polygone in unnerem Netze liisst 
nun ersehen, dass, wenn wir die Operafionen At, A 2 . . .  A,,, A, yon 
einem Polygone 1 ausgehend nur im positiven 8inne anwenden, wir 
in jedes andere sehraffirte Polygon gelangen kSnnen und zwar nur 
auf einem oWege--, dabei abgesehen yon der Einschaltung yon Wegen 
A I A  ~ . . . A m A . ,  A2A 3 . . . A . A  1 u. s. w., welche sieh auf die Iden- 
titiit redueiren. Das sagt aber, dass zwischen den Operationen 
A t , A ~ , . . . A m , A ,  , ausser der obigen Relatiofi, keine weiteren mehr be- 
stehen und dass somit die Substitutionen dieser Grulape den Substitu- 
tionen der in w 1. definirten Gruppe holoedrisch isomorph zugeordnet 
werden, wenn wit die beiderseits gleichbezeiehneten erzeugenden Opera- 
tionaa ei~ander ~uordnen. 

Wlr k5nnen etwa aueh nur yon den Operationen A1, A 2 . . .  Am 

*} Und das liegt, wie schon Eingangs erw~hnt, im Sinne unserer ganzen 
Betrachtungen. 

** )  Ueber die SteUung dieser apeciellen geometrischen Representation zu 
allgemeineren Auffassungen vergL pag. 23. 
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zur Erzeugung unserer Oruppe ausgehen, wo wir dann aach die 
Operationen A1-1, A~ -1 �9 �9 �9 A~ -1, die Drehungen im entgegengesetzten 
Sinne, zur Darstellung der gewollten Gruppe heranziehen mfissen, 
analog wie eben in w 1. 

Um den lsomorphismus der beiden Gruppen noch deutlicher her- 
vortreten zu lassen, kSnnen wir jetzt die einzelnen schraffirten Poly- 
gone mit Namen belegen, indem wir, yon irgend einem Polygone als 
erstem, l, beginnend, jedes Polygon dutch die Substitution S bezeic~nen, 
welche, yon jenem ersten ausgehend, zu ihm hinffihrt. Dann erh~iit nach 
dem Obigen jedes Polygon, wenn wir nut positive Operationen anwenden, 
eine bestimmte Bezeichnung S(A1, A2,...A,~) und so ist jede Substitution 
unserer Gruppe durch ein bestimmtes Polygon unseres Netzes vertreten. 

Was wir bisher nur ffir die eine Reihe der (schraffirten) Polygone 
ausgeffihrt, gilt selbstverst.~ndlich auch fiir die andere Polygonreihe. 
Dabei wollen wir fiir diese letzteren (nichtschraffirten) Polygone eine 
mit der obigen gleichlaufende Bezeichnung einffihren, in der Weise, 
dass wir gleichfalls irgend eines dieser Polygone mit I bezeichnen und 
nun dasjenige weisse Polygon mit S, in welches das weisse Polygon t 
iibergefiihrt wird, wenn wir auf das schraffirte Polygon 1 die Sub- 
stitution S ausiiben. Es ist dann in der Folge zweckm~issig, eines der 
an alas schraffirte Polygon 1 anstossenden weissen Polygone mit 1 zu 
bezeichnen, etwa das an der Kante a I an benachbarte, wo dann 
jedesmal die zwei in den analogen Kanten (also hier in Kanten a s an) 
zusammenstossenden Polygone die gleiche Bezeichnung tragen. 

Die MSglichkeit der eindeutigen Zuordnung der in w 1. gegebenen 
allgemeilmn Gruppe G zu der dur~h unser eben'geschildertes Polygon- 
netz definirten liegt in tier vollen Allgemeinheit und Unabh~ingigkeit 
der beiderseits zu Grunde gelegten erzeugenden Operationen Aj, A2,.. �9 A.,, 
nicht aber in der speciellen Gesetzm~ssigkeit, mit tier wir, zur besseren 
Uebersicht, unser Polygonnetz entworfen haben. Wir fassen dasselbe, 
insoferne fiir uns nur die gegenseitige Anordnung der einzelnen Ge- 
biete yon Wichtigkeit ist, lediglich im Sinne der analysis situs auf 
und kSnnen es also beliebigen Dehnungen unterwerfen. 

Wir kSnnen, sofern sich die Polygone unseres eben betrachteten 
Netzes n~iher und n~iher einer bestimmten Randcurve anschmiegenj 
das System in einem gewissen Sinne als einfach zusammenh~ingend be- 
zeichnen. Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir die Anordnung 
unserer Polygone und bleibt bet beliebigen Dehnungen erhalten. Im 
Sinne der analysis situs ausgesprochen lautet dieselbe: Es ist nicht 
mSglich, eine unendliche Reihe yon lauter einfach zusammenh~ingenden 
n-Ecken, deren an jedem Ecke unendlich viele zusammenstossen, so 
aneinander zu schliessen, dass das Netz sich ~nehreren getrennten 
Rahdcurven anschmieg~. Der Beweis dafiir liegt eben darin, dass die 
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Gruppen aUer solcher Netze holoedrisch isomorph aufeinancler bezogen 
werden kSnnen, und dadurch in den zugehSrigen Netzen successive 
je einfaeh ~usammenh~ingende Gebiete einander entsprechen. 

w  

Isomorphismus dot 6ruppe G in sich. 
Mit Bezug auf die im vorigeu. Paragraphen festgesetz~e Be- 

zeichlaungsweise der einzelnen Polygone erwi~hnen wir fiir unsere all- 
gemeine Gruppe'G einer bestimmten Art der isomorphen Beziehung 
dieser Gruppe in sich, mit der wir uns weiterhin, im Anschluss an die. 
geometrische Formulirung, fitr gewisse specielle Gruppen noch zu be- 
schgftigen haben. 

Unser unendlieh ausgedehntes Polygonnetz ist in Bezug auf 
die Anord•wag der schraffirten und der nichtsehraffirten Polygone 
symmetrisch. 

Wir greifen speciell die Anordnung des Netzes um das schraffirte 
und weisse Polygon 1 heraus, die etwa mit der Kante a la~ zusammen- 
s~ssen mSgen. [In der zugehSrigen Fig. 2., Taf. I. tritt, der Uebersicht 
halber, diese Symmetrie der Anordnung noch in einer gestaltlichen 
Symmetrie der Polygone hervor]. Dann lassen sich zu den Operationen 
At ,  A~, A s . . .  A,, Am, A~, die als erzeugende Substitutionen der 
Gruppe fiir die schraffirten Polygone definirt sind~ sofort die symmetri- 
schen Opera t ionen-  mit Bezug auf diese beiden in einer Kante a I a~ 
zusammenstossenden Polygone 1 - -  fiir die nichtschraffirten Polygone 
angeben. Es sind die Operationen: 

t 

A I ' ~  "A-; "1 "~- A2 A3 A4"" " AiA,n A , ,  

A2' =ffi At A~ 1 A-; "t --- At A3 A4"'" At Am A~, 

As'~- A t A 2 AF 1 AF t A-~ 1 ---- At A2 A 4 �9 ". At Am A ,  , 
o , ~ �9 ~ . . ~ ~ ~ * ~ �9 * �9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 . �9 ~ 

A - I  A-I  A-I~ A~- - ' {  A ' A ' A 3 " ' ' A t  A~IA'{"""  s ' t i ~ A ,  A2A3". .  A , A . ,  
A~-I A~t  A~ 

"A~ == A ~  1 ~ A t A 2 A 3 " "  AtAm, 
die wit in gleicher Weise zur Erzellgung der Gruppe zu Grunde legen 
kBnnen. 

Nun gehen umgekehrt die A, ganz analog aus den A/ hervor 
durch die Formdn: 

A 1 ~ ~ ' A s ' A  4" �9 �9 �9 A , ' A ~ A ~ ,  

A 2 ~ A ( A 3 ' A  4' �9 �9 - A / A ~ A ~ ,  
�9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 �9 

r �9 P t r 

A m I A  tA2A3 " '"  A~A~, 
~A,, .ffi At  A~ As A[ A~. 
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Der Relation : 
A t A 2 A  3 . . .  AmA~ ~ 1 

entspricht weiter die zu ihr t "  " -"  ,symme rlscne Relation : 
�9 r t ! t 

At  A2 A3 ' ' '  A,~A,  ~ I , 

w~hrend die A+ sowohl, wie die A /  keiner weiteren Bedingung unter- 
worfen sind. 

Damit schliessen wir aber unmittelbar, dass dureh die Zuordnung 
der Substitutionen A~ zu den A i  s~immtliche Substitutionen der Gruppe 
einander wechselseitig eindeutig zugeordnet werden. 

Geometrisch li~sst sich diese holoedrisch isomorphe Beziehung der 
Gruppe G in sich folgendermassen darthuen: Die symmetrische An- 
ordnung des Netzes in Bezug auf die Kanr a t a~ unserer beiden Aus- 
gangspolygone l ergiebt das Vorhandensein einer (nieht mit zu unserer 
Gruppe gehSrigen) Operation O, ~ler ,,Spiegelung" liings der Kante a I a.,  
durch welche die Gruppe in sich transformirt wird und vermSge deren 
wir die erzeugenden Substitutionen A~ sofort in die A '  tiberftihren 
kSnnen durch die Beziehung: 

OA,O-1 2 [  i . 

~llgemein kSnnen wir die symme~risehe Anordnung uaseres Netzes 
auffassen mit Bezug auf irgend ein sehraffirtes und irgend ein weisses 
Polygon. Dies besagt aber gegen vorhin nur eine Aenderung in der Be- 
zeiehnung etwa der Reihe der weissen Polygone. Wir gehen dann zur 
Definition der zu den A; symmetrisehen 0perationen A/ ,  start yon jenem 
in Kante a t a~ an das sehraffirte Polygon 1 anstossenden weissen Poly- 
gone, yon irgend einem anderen mit I zu bezeichnenden weissen 
Polygone aus. 

w  

Stellung einer speciellen Grupl~e G zu der allgemeinen Gruppe G. 

In w167 1. und 2. haben wir die allgemeinste Gruppe G~ die aus 
irgend welehen m Operationen A t ,  A2, �9 �9 .A ,~  erzeugt wird, in ihrer 
abstracten Formulirung und in einem geometrischen Bilde gekenn- 
zeiehnet. 

Es handelt sich jet~t um die Frage naeh der Stellung jeder beliebigen 

speeiellen Gruppe G, - -  yon der also angenommen wird, dass sie aus m, 

durch vorgegebene Processe definirten Operationen At,  A2, . �9 . Am (die 

wir uns, wenn G z. B. eine endliche Gruppe ist, etwa als Permutationen 
gewisser Buehstaben gegeben denken mSgen) erzeugt wird, -- ~u der 
in allgemeinster Weise definirten Gruppe G. 

Wir behandeln diese Frage zuvSrderst im analytischen Sinne, um 
sie weiterhin aueh in unserer geometrischen Darstellung zu vertblgen. 
Zun3ichst haben wir den Satz: 
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Unsere Gruppen G und -G lassen sich isomorph au/ einander 
beziehen. 

Wegen der Aligemeinheit der 0perationen Ai ist es niimlich ge- 
starter, den m erzeugenden 0perationen AI, A 2 . . .  Am der Gruppe G 

die Operationen Al,  A2 ' , . . .  A-m, durch welehe die Gruppe G entsteht, 
zuzuordnen: Indem wir dann die jedesmal gleichen Substitutienen der 
einen und anderen Gruppe entspreehend setzen, folgt: 

Jeder Operation S(A1, A 2 , . . .  A,,) in den Ai entspricht eine und 
nut  eine Operation S(At ,  A2, . . .A , , )  in den ~ .  

Die Annahme, dass mehrere Substitutionen S(A-~), S'(~4~) . . .  der 
einen Substitution S(Ai) entsprechen, fiihrt n~imlieh zu dem Wider- 
spruehe, dass mehrere Subst]tutionen S(Ai) ,  S'(Ai) . . �9 der Gruppe G 
einander gleich sein miissten, was nach unseren allgemeinen Annahmen 
fttr die Sabstitutionen A~ unzul~issig i~t. 

Umgekehrt aber entsprieht ether Operation in den A~ entweder 
gleiehfalls n u r  e ine Operation in den A~, oder abet u n e n d l i c h  viele .  

Im ersten Falle sind die Gruppen G und G holoedrisch isomorph 

auf einander bezogen und die Operationen :4-i von derselben All- 
gemeinheit, wie die Operationen A~. Die Gruppen erscheinen also fiir 
unsere JAuffassung als identiseh. 

Wir nehmen zweitens an, die Gruppe aus den Operationen 

Aj,  A 2 �9 �9 �9 Am set so beschaffen, dass neben der identischen Operation 1 
auch noch die Operation 

F ( A ~ ,  A2, " "  A, ,)  ----. F 

gebildet in den A, zur Identitiit fiihrt~ haben also ffir unsere Opera- 
tionen A, die Beziehung: 

2,(Al, A.,, �9 �9 . A~) ~ 27 ~ 1. 

Dann folgt abet sofort, dass alle aus 2' mit tttilfe der Substitu- 
tionen 1, S~ S' �9 �9 �9 der Gruppe G ,transformlrten Substitutionen: 

2", ~2"S --~, ~, FS,-~ . . .  

in den A, gebildet, gleiehfalls zur Identitiit ftlhren und ebenso alle 
aus d~esen Substitutionen wieder dureh Iteration und Combination 
abgeleiteten. Es sind dies unendlich viele Operati0nen ftir die Gruppe 
G, weil sie als solche sllmmtlich yon einander verschieden sind. 

Age diese unendlich vielen Operationen der Gruppe G, welche 
sonach der Identit~it in G entsprechen, bilden eine Gruppe H und diese 
ist, wie aus der .Entstehungsweise ihrer Operationen unmittelbar hervor- 
geht, mit aUen Substitutionen S, S' . . .  der Gruppe G vertauschbar, 
oder urn die yon Herrn L i e  eingefiihrte Bezeiehnungsweise zu gebrauehen, 
diese O v u l e  1 t  ist in G ausge~eichnet enthaiten. 
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Bezeichnen wit die 0perationen der Gruppe H, also die Opera- 

tionen in G, welche der Identifiit in G zugeordnet sind, durch 

I, T, T' �9 �9 so sind'die irgend einer Substitution S der Gruppe G- zu- 

geordneten Substitutionen gegeben dutch S, ST, ST" .. �9 �9 

Jetzt setzen wir ganz allgemein fest, dass die Operationen 

F , ( A , ,  . . .  A , d ,  F 2 ( A , ,  . . .  Am),  " ' "  F h ( A , ,  . . .  A , , ) ,  . . .  

�9 . "  F ~ ( A I ,  . . "  A ~ ) ,  

in den Ai ausgefiihrt, die Identitiit ergeben, dass also: 

F 1 = 1 ,  ~2---- 1, . . .  F h - -  1, . . .  F r - ~  1 

statthat. 

Dann ist die Beziehung der Gruppen G und G eine solche, dass 

jeder Substitution S der Gruppe G die eine Substitution S in G ent- 

spricht. Umgekelirt abet entsprechen der ldentitlit in G~ neben der 
identisehen Substitution, zun~chst die Substitutionen F 1 , F2, . - .  Fh~..' E~ 
der Gruppe G. Dann aber alle aus diesen dutch Iteration, Combi- 
nation und Transformation (dutch die Substitutionen S, S ' . . . )  ab- 
geleiteten Substitutionen. 

Dabei bilden diese 0perationen 1, T ,  T" . . . ,  wie dies wieder aus 
ihrer Entstehun~sweise sieh ergiebt, eine Gruppe H~ die in der Gruppe G 
ausgezeiehnet enthalten ist*). 

Einer beliebigen Substitution S der Gruppe G entsprechen dann 

wieder die Substitutionen S, S T ,  S T '  . ' . .  in der Gruppe G. 
Die soeben definirte Gruppe H bildet sich dutch die Combination 

einer Reihe yon Untergruppen HI,  H 2, . . .  Hh, . . .  Hr**). Jeder 
einzelne Ausdruek/;'h giebt n~imlieh Anlass zu einer speeiellen GruppeHa~ 

die aus allen Substitutionen Ss  -~ und den hieraus dutch Iteration, 
and Combination abgeleiteten Substitutionen besteht. Dabei ist nach 
dem friiher Gesagten auch jede dieser speciellen Gruppen Ha in der 
ganzen Gruppe G ausgezeichnet enthalten. 

Weiter aber folgt unmittelbar aus der Entstehungsweise jeder 
einzelnen dieser Gruppen: 

*) Der Satz, dass meriedrischer Isomorphismus- und ein solcher liegt hier 
in der 1, ~-deutigen Beziehung der Gruppen G und G vor -- nut bei zusammen- 
gesetzter Gruppe G statthaben kann, finder sich bei C. Jordan, Traitd des 
substitutions et des dquations algdbriques, pag. 56. 

**) Die indess im Allgemeinen nicht viiUig yon einander getrennt zu sein 
brauchen, sondern sehr wohl gewisse Theile (Untergruppen) gemeinsam haben 
k(innen. 
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1. Die Gruppen H~ sind auch in der Gruppe H ausgezeichnet 
enthalten. 

2. Jede Gruppe Hh ist mit jeder anderen H~ vertauschbar. 
3. Jede Combination zweier oder mehr.erer Gruppen Hh, H~, �9 �9 

die also in der zu Grundelegung zweier, oder mehrerer Relationen 
2'h ~ 1, 2'~ ~ 1 , . . -  ihre Entstehung finder, ist in der Gruppe H als 
ausgezeichnete Untergruppe enthalten. 

4. Auch alle solche Combinationen sind gegeneinander ver- 
tauschbar. 

Wir gehen auf die Folgerungen, welche sich an diese S~itze 
knilpfen, im nilchsten Paragraphen ein. Doch wollen wir schon hier 
die Beziehung unserer Oruppe G zu der allgemeinen Gruppe G, wie 
sie aus der Zuordnung der erzeugenden Substitutionen AI,  A 2 , . . . ,  A,, 
einerseits, A 1 , A 2 , . . . ,  Am andererseits entstanden ist, formuliren: 

Die isomorphe Zuordnung der Gruppen G und G sl)altet die Gruppe 
G in cwei Factoren: In  die Gruppe der Substit~tionen, welche in 

den Substitutionen A, geschrieben versch ieden  sind, d. h. die Gruppe 

G selbst ~ und in die Gruppe H derjenigen Substitutionen, welche in 
den Substitutionen yon G geschrieben der I d e n t i t g t  ~iquivalent  sind. 
Die letztere Gruppe H ist dabei in G ausgezeichnet enthalten und folgt 

aus ihr ,, dutch Adjunction yon G" 

w  

Fortsetzung. Verallgemeinerungen. 

Der Zusammenhalt der im vorigen Paragraphe n besprochenen Be- 
ziehungen der Gruppen G und G ergiebt jetzt die D e f i n i t i o n  einer 

Grulape G in dem yon uns beabsichtigten Sinne dutch die blosse Kennt- 
hiss einer Anzahl yon Beziehungen zwischen erzeugenden Substitutionen 
unmittelbar. 

Wir kSnnen n~mlich diese Si~tze auch folgendermassen formuliren: 
Legen wir den Substitutionen A l, A~ , . . . ,  Am unserer allgemeinsten 

Gruppe G die Bedingang auf~ dass: 
(1) F , ( A , ,  = 1 

sei, so wird die Gruppe dadurch eingeschrKnkt auf die Gruppe Gj 
der ~ubstitutionen, welche mit Berficksithtigung der Bedingung (1) 
noch verschieden ausfallen. 

Fiigen wit die weitere Bedingung 

(2) F.,(A~, A 2 , . . . ,  A m ) =  1 

zur ersten hinzu I so wird dadurch die engere Gruppe G~.2 der Sub- 
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stitutionen definirt, welehe nach Zuziehung der beiden Relationen noeh 
yon einander verschieden sind u. s. f. 

Dabei ist es gleichqiiltig, in welcher Reihenfolge wir die Substitutionen 
F i , . . . ,  F~ zur successiven Abgrenzung unserer Gruppe G benutzen 
~md somit bilden, unabh&~gig yon ihrer l~eihenfolge, die Relationen 

zwisehen den erzeugenden Substitutionen A~, die De f in i t i on  einer be- 
stimmten Grup~e G yon Substitutionen. 

Es ist zweckm~issig, gleich hier noch eine etwas allgemeinere 
Auffassung dieser Definition einzufiigen, die wohl implicite im Vor- 
stehenden enthalten ist, die aber der folgenden Darstellung wegen 
besonders formulir~ sein mag: 

Wir haben die Gruppe G aus der denkbar allgemeinsten Gruppe 
G, die aus m erzeugenden Substitutionen sich bildet, ausgeschieden. 
Unser Process li~sst sich analog definiren, wenn wit yon einer weniger 
allgemeinen Gruppe dabei ausgehen. 

Bezeichnen zu dem Ende 

AI~ A ~  �9 �9 .~ A,,, 

wieder die erzeugenden Operationen einer Gruppe F, fiir welche wir 
aber jetzt gewisse specielle Voraussetzungen 

(1) F , ( A , ,  A2 , .  � 9  Am) : I ,  . . . ,  .F.~(A t ,  A2 , .  � 9  A,,,) : 1 

vorab machen wollen. 
Seien dann 

At, A2, �9 � 9  A,, 

die erzeugenden Substitutionen einer speeiellen Gruppe F,  fiir welche 
zuniichst gleiehfalls die Voraussetzungen: 

( I )  F , ( ~ , ~ , . - . , A ~ m ) : I , . . . , F k ( ~ , ~ , . . . , A , , ) ~ - - - I  

erfiillt sind, welche abet ausserdem noch gewisse weitere Bedingungen" 

( I f )  -~k-~-I ( < ,  a 2 , "  " "  ~M-n) : l , . . . , - ~ r  ( ~ ,  A2, �9 �9 ", Am) : I 

befolgen. 
Dann is~ das Verh~iltniss dieser Gruppen Fund-F genau das gleiehe 

wie in unserem allgemeinsten Falle: Wit haben zwei Gruppen, welche 
zun~iehst eine Reihe gemeinsamer .Bedingungen (I) erfiillen. Diese kommen 
also bei der Frage nach dem gegenseitigen Verh~iltniss beider Gru•pen 
nieht in .Betracht. Vielmehr wird die Stellung der Gruppe F ~u F eben 
dutch die zweite ~eihe yon l~elationen bezeichnet, welche der Grup~e 
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r gegeniiber yon [" ihren speciellen Charakter ertheilt. 1)abei gelten fiir 
diese l~elationen wieder analoge Sfitze t wie die auf  pat .  14 oben all- 
gemein formuli/rten. 

w  

Geometrische Interpretation. 

Ehe wir in unseren abstracten Betrachtungen weitergehen, und 
nun gewisse Gesichtspunkte fiir die wirkliche Aufstellung der Rela- 
tionen Fh entwickeln, welche zur Definition einer Gruppe dienen, 
wollen wit das bisherige in unserer ansehauungsm[issigen Darstellung 
verfolgen, well gerade auch diese ftir unsere weiteren Ausfilhrungen 
yon Bedeutung wird. 

Wie schon friiher erwghnt, haben wir jedem der schraffirten und 
weissen Polygone unseres ftir die Gruppe G entworfenen Netzes eine 
bestimmte Bezeicbung S ( A j , A 2 , . . . ,  A,,) beigelegt, indem wir dabei 
yon einem bestimmten als (l) bezeichneten Polygone ausgingen. Wir 
haben, zu einer pr~cisen Festsetzung, dabei jedesmal den beiden an 
einer Kante a I an zusammenstossenden Polygonen die gleiehe Bezeich- 
nung beigeleg~ und halten auch hier daran lest. Die isomorphe Zu- 
ordnung der 'Gruppen G und G bedeutet nun,  dass wir diese Bezeieh- 
nungen durch die in den speciellen Operationen At,  A 2 , . . . ,  A,~ der 
Oruppe G geschriebenen Bezeiehnungen S(~4-I, A , ~ , . . . ,  A~) ersetzen.*) 
Dadurch erhiilt jedesmal eine unendliche Zahl yon Polygonen die 
gleiche Bezeicbnung; alle Polygone, die durch eine Substitution der 
Gruppe H bezeichnet sind, werden als" (1) benannt werden u. s. s 

Wit greifen unter allen solchen zu einer Substitution gehSrigen 
Polygonen, die wir wohl auch als ~iquivalente Polygone bezeicbnen, 
jedesmal einen ,Reprgsentanten" unter den sehraffirten und den nicht- 
schraffirten Polygonen heraus; dann entspricht ein solehes System yon 
lauter verschieden bezeichneten Polygonen der Gruppe G. 

Alle R~nder der Polygone, die wit so als Repriisentanten der ver- 
schiedenen Substitutionen abgeschieden haben, sind einander paarweise 
zugeordnet, derart, dass immer ein Rand at a;+t eines schraffirten Gebietes 
einem bestimmten Rande a~a~+l eines nichtschraffirten Gebietes ent- 
spricht. Dabei ist diese Zuordnung eine vSllig bestimmte und ein- 
deutige, well jedes schraffirte (nichtschraffirte) Polygon yon ganz 
bestimmten niehtschmffirteu (sehraffirten) Polygonen umgeben ist. (Vgl. 
Fig. 1 der I. Tafel.) Da nun die Substitutionen, dutch welche unsere 

*) Wir mOgen dabei auch die der Operation A~, ffir welche Al A~... A m A n = 1 
ist, e~taprechende Operation A~ definiren dutch die Relation A t A I .  . .  A m A n ~ 1. 
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Polygone bezeichnet sind eine Gruppe bilden, lbisst sich dieses System 
yon Polygonen als ein zusammenhiingendes Ganze in unserem Netze 
ausbreiten. 

Der Rand dieses Bereichs besteht dann noch aus einer Reihe yon 
Kanten aiai+1, die wieder paarweise einander zugeordnet sind. Jede 
solche Zuordnung zweier Randkanten K I und K~ bedeutet dabei im 
gruppentheoretischen Sinne, dass ein (etwa schrafiirtes) Polygon S, 
welches an der einen Randkante K l in unserem Bereiche liegt~ iiquivalent 
ist mit jenem (schrafiirten) Polygone S', welches an der Randkante 
K 2 an unseren Bereich angrenzt. Mit anderen Worten: Jeder solchen 
Zuordnung entspricht eine SubstitUtion T unserer Gruppe H,  welche 
die zu einem gegebenen Polygone S ~iquivalenten Polygone definirt. 

Das so umgrenzte zusammenhKngeude System yon Polygonen 
breitet sich fiberdies noch als einfach zusammenMingendes Ganze in 
unserem Netze aus, weil jedes einzelne Polygon mit seinen Spitzen his 
zur ,,Randcurve" desselben (vergl. pag. 9) sich erstreckt. Wir wollen 
dieses System, das indess noch der mannigfachsten ,,~quivalenten" 

Modificationen fiihig ist, als das _Fundamentalloolygon der Gruppe G 
bezeichnen*). 

lndem wir fiber das Fundamentalpolygon unserer Gruppe hinaus 
die Substitutionen entsprechend fortsetzen, lassen sich an dieses unend- 
lich viele ~quivalente Fundamentalpolygone anreihen, deren jedes in 

gleicher Weise die Gruppe G repr~isentirt. 
Wir beweisen, dass dieselben liickenlos und einfach unser ganzes 

unendliches Gebiet yon Polygonen iiberdecken. 
Zuniichst niimlich liisst sich an jede freie Kante des ursprtlng- 

lichen Fundamentalpolygons ein neues Fundamentalpolygon anlegen 
und ebenso an jedes folgende. Wir haben also nur zu zeigen, dass 
zwei solche l~undamentalpo ygone coincidiren, sobald sie nur e/n Polygon 
miteinander gemein haben. Bezeichnen aber in einer bestimmten 
Reihenfolge 

1, S ,  S ' ,  �9 � 9  S(~), �9 �9 �9 

die Polygone des urspriinglichen Fundamentalpolygons, so sind 

T1, T1S, TIS',. . . ,  TjS(i),... 
r S, T,S(,),... 

die diesen entsprechenden Polygone zweier neuen Fundamentalpolygone~ 
ftir welche beziehungsweise T 1 and T~ dem Polygone 1 entspricht. 1st 
nun irgend ein 

*) Nach K l e i n ,  der diese Bezeichnung speciell bei der Gruppe der linearen 

ganzzahfigen Substitutionen ~ ' ~ - - ~ - ~  yon der Determinante I einfiihr~. 

Mathemati~che A n n a l e n .  X X .  �9 . 2 
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2, S(o = T 2 S(o 

so folg~ 21 = 2 2 und damit die Coincidenz der beiden Fundamen- 
talpolygone ~). 

Dureh unsere Entwiekelungen is% jetzt das Verh~ltniss der Gruppen 
G und G in der geometrischen AuffasSung vSllig deutlich und wir 
kSnnen dem Schlusssatze des w 4. (pag. 14) die folgende geometrische 
Beziehung zur Seite setzen: 

Die isomorphe Zuordnung der Gruppen G und G spaltet unscr 
unendliches 17etz in eine unendliche Reihe von ,,dquivalenten Gebieten", 
deren jedes der Gruppe G entspricht. Die Gruppe H kennzeichnet-sich 
dabei als die Gru]ppe der Operationen, welche alle unsere 2"undamental- 
polygone ineinander iiberfiihrt, dergestalt, dass dabei das Polygon 1 in 
alle ~iquivalenten Polygone i~bergef~hrt wird. 

w  

Geometrische Interpretation. Fortsetzung. 

Den Entwickelungen des w 5. gehen nach unserer geometrischen 
Auffassung die folgenden S~tze parallel: 

Legen wir den Substitutionen A1, A . ~ , . . . ,  A,~ unserer allge- 
meinsten Gruppe G die Bedingung auf: 

(1) P ,  ( A , ,  A2,  . . . ,  A. , i  ---- 1 

so wird aus dem unendlichen Netze der Gruppe G ein Stiick heraus- 
geschnitten, welches die mit Beriicksichtigung der Bedingung (1) noch 
,,verschiedenen" Polygone umfasst. Die R~inder dieses Gebietes sind ein- 

ander paarweise zugeordnet, so dass dasselbe geeignet ist, die Gruppe G 2 
zu repr~isentiren. 

Die weitere Bedingung: 

(2) F ~ ( A , , A , . . . ,  Am) = 1 
spaltet auch hier wieder ein Gebiet ab, das sich dutch die paarweise 
Zuordnung seiner I~andkanten als geschlossenes Ganze und geeignet. 

erweist, die Gruppe Gl~ zu versinnlichen u. s. f. 
Dabei ist es gleiehgilltig, in welcher Reihenfolge wir die Rela- 

tionen 2,1, 2'2, �9 " ",/~) zur suecessiven Einsehriinkung unseres Funda- 
mentalpolygons benutzen, so dass dieses letztere, bis auf iiquivalente 
Modificat~onen in eindeu.tiger Weise erhalten, in geometrischer Form 

die Definition einer bestimmten Gruppe G bildet. 

�9 ) Dieae Entwickelung ffir die Gruppe der linearen ganzzahligen 8ubstitutionen 

m ~ yon der Determinante 1 hat Herr Klein in einer Vorlesung fiber 

ellipti~he Modu|functionea, Sommersemester 1879, gegeben. Vergl. auch die Aus- 
fahrung yon Hur~i~z ,  Math. Annalen, Bd. XVIII, pag. 537 ft. 
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Was die verallgemeinerte Auffassung unserer Definition anlangt, 
deren wir in w 5. erwfihnt haben, indem wir zur Specialisirung einer 
Gruppe F nicht yon der allgemeinsten Gruppe G ausgingen, sondern 
bereits yon einer speciellen I-, so ist ihre geometrisehe Bedeutung jetzt 
gleichfalls unmittelbar ersichtlich: 

Wir gehen dann zur Abscheidung eines Fundamentalpolygons ffir 

die Gruppe F nicht yon dem allgemeinsten Polygonnetze G aus, son- 
dern bereits yon einem Fundamentalpolygone I- desselben. 

Dabei erseheint es aber zweckmdissig, dieses Fundamentalpolygon F 
so um~ugestalten, dass es seine s_peciellen Eigenschaften 

(I) F 1 = I ,  F 2 = ] ,  . . - ,  F k = l  

bereits imp l i e i t e  enth~ilt. Dies gesehieht, indem wir die dureh die 
obigen Relationen gegebenen Zuordnungen der R~inder dieses Funda- 
mentalpolygons uns dureh die Vereinigung der Randkanten wirklieh 
ausgeffihrt denken. Es erseheint dann das Fundamentalpolyg'on meht 
mehr fiber dem allgemeinen Polygonnetze G ausgebreitet, sondern als 
Individuum fiir sieh, implieite behafte~ mit den Eigensehaffen (I). 

Wir wollen ein solehes Ne~z, aueh wenn es eine unendlieh grosse 
Gruppe definirt, und dann eine niemals absehliessende Reihe yon Poly- 
gonen umfasst, als ein gesehlossenes Netz bezeiehnen, mit Rfieksieht 
darauf , dass es keine freien Randkanten mehr besitzt. 

In diesem Sinne bildet also aueh der ganze Bereieh der Gruppe 
G ein gesehlossenes Netz. Dabei beaehten wir noeh folgendes: W~ihrend 
das gesehlossene Netz G in gewissem Sinne als einfaeh zusammen- 
h~ingendzu bezeiehnen war (vergl. pag. 9), wird dies ffir das ge- 
sehlossene Netz einer Gruppe [- im Allgemeinen nieht mehr der Fall 
sein. Vielmehr kann der Zusammenhang eines solehen Netzes ein 
gewisser endlieher sowohl, wie aueh eiu unendlieh grosser sein. 

Aus einem gesehlossenen Netze I- schneiden wir nun wieder das 
Fundamentalpolygon F aus, vermSge der Relationen 

(II) F~+I-~- 1, . . . ,  F ,  =- 1. 

Dann spricht sieh in diesem letzteren Fundamentalpolygone explieite 

nur mehr das Verh~ltniss yon F zu [" aus, nieht mehr das allgemeinere 
yon V zu G. 

Dabei wird sieh ein solches Fundamentalpolygon r i m  Allgemeinen 
jetzt nieht mehr als einfach zusammenhKngendes Ganze in dem ge- 
schlossenen Netze I" ausbreiten lassen, wie dies speeiell fttr ein Fun- 

damentalpolygon G der Fall war, das wir aus dem allgemeinsten Netze 
G ausgeschnitten haben. 
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{}8. 

(]eschlossene Netze. 

Das bisherige zusammenfassend, gewinnen wir ftir die geometrische 
Definition einer Gruppe die folgende huffassung: 

Die Definition einer Gruppe r ,  welche sich analytisch dutch die, 
zwischen den erzeugenden Substitutionen At bestehenden Relationen: 

F , =  1, F2-.-~l , . . . ,  F , = I ,  . . . ,  /Pr-----] 
kennzeichnet, ist geometrisch gegeben: 

1. Durch die Angabe eines Fundamentalpolygons, welches sieh 
fiber dem gesehlossenen Netze einer allgemeinen Gruppe F (und das 
kann selbstversti~ndlich auch die allgemeinste Gruppe G sein) aus- 
breitet, und dutch die Festsetzung der paarweisen Zuordnung der 
Rgnder dieses Fundamentalpolygons. 

2. Zweitens abet l~sst sich die Gruppe r (die wit nach der eben 
gemachten Bemerkung auch als Gruppe G bezeichnen kSnnen) in einem 
gesch~ossenen Netze versinnlichen, welches erhalten wird, wenn wir die 
eben angegebene Aneinanderffigung der Riinder des Fundamentalpolygons 
wirklieh ausffihren. Dabei wird dieses geschlossene Netz eindeutig erhalten, 
welche allgemeinere Gruppe F auch den Ausgangspunkt fiir die Bildung 
des Fundamentalpolygons yon r gegeben hat. Somit bildet dieses ge- 
schlossene ~etz auch die geometrische De f i n i t i on  unserer Gruppe F. 

Wit fiigen dieser Definition der geschlossenen Netze noch zwei Sgtze 
bei,'welehe die Lagenverhiiltnisse der einzelnen schraffirten und nicht- 
schraffirten Polygone eines solchen Netzes charakterisiren und welche 
sich unmittelbar den Siitzen ansehliessen, welehe wit in w 2. und w 3. 
fiir das Netz der allgemeineren Gruppe G aufgestellt haben: 

1. Die Lagenbeziehung der einzelnen schraffirten t)olygone unterein- 
ander ist fi~r jedes schraffirte Polygon genau dieselbe wie fi& jedes andere. 

Betrachten wir n~imlieh die Anordnung der Fl~iche in Bezug auf 
das schraffirte Polygon l~ so gehen wit yon den Operationen AI, A2,.. 
�9 ., A~ aus, dutch welehe wit successive' alle Gebiete unserer Fliiehe 
um das Gebie~ 1 anordnen. Die Anordnung der Fli~che um irgend 
"ein anderes sehraffirtes Gebiet S erhalten wir nun, wenn wir yon den 
Operationen ausgehen~ welche dieses Gebiet S in die den obigen ana- 
logen Gebiete SA1, 8A2, . . . ,  SA~ iiberfiihren. Dies sind aber auf 
d'as Polygon I angewandt die Operationen SA~ S-L Da nun unsere 
Gruppe holoedrisch isomorph auf sich selbst bezogen ist, wenn wir sic 
einmal dutch die Operationen Ai erzeugen, das andere Mal dutch die 
Operationen SA~B -1, so ist die Anordnung um ein Gebiet B die- 
selbe, wie um ein Gebiet 1, w. z. b.w. 
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Das gleiche gil~ beztiglich der gegenseitigen Anordnung der nicht- 
schraffirten Polygone, aus welchen sich in analoger Weise die Gruppe 
des Netzes herleitet. 

Wir bezeichnen dieses Lagenverh~iltniss der einzelnen Polygone 
zu einander, indem wir sagen: Jede Gruppe l~isst sicb durch ein 
regul i ires  P o l y g o n n e t z  versinnlichen. 

2. Was die Lagenbeziehung der schraffirten Polygonc zu den nicht- 
s&raffirten anlangt, so gilt hiertiber das Folgende: 

Wir haben diese Anordnung ftir das Netz der Gruppe G als eine 
~ymmetrische bezeichnet. Es war n~imlich die Gruppe G holoedrisch 
isomorph auf sich Selbst bezogen, wenn wir den erzeugenden Operationen 
A~, A~, . . . ,  A,,~, A~ der Gruppe die ,,symmetrischen" Operationen 
Aj', A . , ' , . . . ,  A~, A,~ zuordneten (vergl. pag. 10). Dabei fanden die 
Beziehungen start : 

A;' ~ A, A~ . �9 �9 Ai-i-4,+1 �9 �9 . A~ A~, 

A~ ~ AI'A.2'. �9 �9 A[--l A[+I �9 �9 A,;~A' �9 t l , ~  

H(A,) = 1, H(A,') = 1. 

1)iese Symmetrie, welche fiir d(~s geschlossene _Netz der Gruppe G statt- 
hat, tritt in, A l l g e m e i n e n  fiir das geschlossene iVetz einer speciellen 
Grulv~)e G n ich t  ein. Dies ist vielmehr dann und nur dann der Fall, 
wenn den Relationen: 

F h ( A j , A  2 , . . . A m , A . ) =  1, 

welche die Gruppe G definiren, sich die analogen Relationen, ge- 
sehrieben i n d e n  A[ zur Seite stellen~ wenn also unsere erzeugenden 
8ubstitutionen auch den Bedingungen: 

t �9 lZh(At, A 2 ,  . . . A / ~ ,  A ~ )  ----- 1 ,  

gentigen, wo die Ai und A[ durch die obigen Relationen verbunden sind. 
8preehen wir also allgemein yon dem regul~iren Polygonnetze einer 

Gruppe G,  so wollen wir diese besonderen Netze, welehe sieh dureh 
die MSg|ichkeit einer gewissen holoedriseh isomorphen Beziehung der 

Grul0pe G in sich ergeben, als r e g u l t i r - s y m m e t r i s c h e  P o l y g o n -  
netze bezeiehnen ~). 

Schliesslich bemerken wir noch, dass ein durch die obigen Processe 
erhaltenes Polygonnetz G stets einer bestimmten Erzeugungsweise der 

*) Man vergleiche hierzu w 10, sowie die im lI. Abschnitte (w 12. u. w 14.) fflr end- 
lithe Oruppen gegebenen Er~rterungen, die speciell auf die S~ellung dieser MIRe- 
meineren Auffassung zu meinen frfiheren Arbeiten Bezug nehmen, in denen ich in 
falscher Beschrgnkung ausschliessllch gew/sse regu~r-8~m~trisr Netze be- 
trachtet habe. 
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Gruppe aus gewissen Operationen Ai entspricht, dass also zu einer 
Gruppe, den unendlich vielen verschiedenen Arten ihrer Erzeugung 
durch solche Operationen entsprechend, eine unendliche Anzahl ver- 
schiedener Netze gehSrt. 

w 

Verh~ltniss der Gruppen G und H. 

Unsere bisherigen Betrachtungen haben gezeigt, dass zur Defini- 

tion einer Gruppe G es darauf ankommt, ffir eine Anzahl yon ,,er- 
zeugenden Substitutionen" AI ,  A2, . . .  .4,~ die hinreichende Zahl yon 
Relationen Fh( A  1, A 2, . �9 �9 .A,,) = 1 zu bestimmen, welche diese 
Gruppe aus der allgemeinen Gruppe G abscheidet. 

Die Aufgabe fdllt zusammen mit der anderen, unsere Gruppe H 
~u bestimmen derjenigen Substitutionen yon G, welche mit t~ezug u~f 
die Gru]ope G der Identitiit congruent sind*). 

Es mSgen die erzeugenden Substitutionen dieser Gruppe H sich in 
der Form: 

t~ l (A1 , . . .  Am), 02 (A1 ,"  " " Am), . . .  o r ( a 1 , . . .  Am) 

darstellen. Diese Substitutionen liefern ffir unsere Gruppe G ein System 
yon definirenden Belationen. Denn die aus den Oi gebildete Gruppe H 

sell, in Bezug auf die Gruppe G betrachtet~ mit der Identit~t con- 

gruent sein, d.h. mit Bezug auf die Substitutionen ~1~ der Gruppe Gis t  

O,(At ,  " �9 �9 A,~) --~ 1. 

Die linken Seiten der obigen Relationen 

F ~ ( A , ,  . . .  A ~ ) =  1 

fiir unsere Gruppe G finden sich also sieher ats erzeugende Substitu- 
tionen unter den r Abet  das System der r ist umfassender als 
das System der _Fh. Es ist n~imlich ersichtlich, dass mit einer Rela- 
tion ~'h == 1 alle aus ihr dutch Transformation mit denSubstitutionen 

der Gruppe G abgeleiteten Relationen S _ F a S - ~  1 ~iquivalent sind**), 
wlihrend die linken Seiten dieser Relationen doch als wesentlich ver- 
schiedene er~eugende Substitutionen r der  Gruppe H i m  Allgemeinen 
zu gelten haben. 

Insofern nan jede Relation Fh ~ 1 (wie auch die Relationen 
O~ ~ 1) geometrisch die ZusammengehSrigkeit zweier Randkanten des 
Fundamentalpolygons ffir unsere Gruppe bedeutet, lassen sich um- 

gekehrt  diese definirenden Relationen einer Gruppe G (sowie jene der 

�9 ) Es sei die kurze Ausdrucksweise in diesem fibertragenen Sinne gestattet. 
�9 *) Nicht abet im Allgemeinen die aus solchen Substitutionen durch Iteration 

und CQmbina~ioa abgeleitetea. 
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Gruppe H) bilden, wenn uns fiir eine Gruppe das Fundamentalpolygon 
und die Zuordnung der R~nder desselben gegeben vorliegt. Gerade 
in dieser Form, ausgehend yon der geometrischen Darstellung, stellen 
wir im [I. Abschnifte die abstracte Definition einiger bekannten Gruppen 
auf. Es sind die Beispiele, a n  denen ich zuerst die vorliegende Auf- 
fassungsweise gruppentheoretischer Processe studirte. Doch ist gerade 
auch hier nicht zu verkennen, dass die Geometrie nur fiir verh~ltniss- 
m:,'tssig einfache F~lle die LSsung ermSglicht, wiihrend weitergehende 
Untersuchungen auf die rein combinatorische Formulirung der Frage 
eingehen miissen~ welche ich hier zu entwickeln versucht babe. 

w 10. 

Anschliessende Bemerkungen. 
Zum Schlusse dieses Abschnittes seien noch einige Punkte bertihrt, 

(lie sich unmittelbar den bisherigen ErSrterungen anfiigen. 
1. Was zun~ichst die bier verwendete geometrische Darstellung 

einer Gruppe betrifft, so babe ich die allgemeinere Auffassung solcher 
Figuren zu bezeichnen, deren ich in der Einleitung erwiihnte. Sie 
liegt geradezu in den vorstehend gegebenen Entwickelungen tiber 
Fundamentalpolygone. 

Die Gruppe H,  welche wir vorhin (pag. 12, ft.) aus unserer all- 
gemeinsten Gruppe G abgeschieden haben, als die Gruppe der mit 
Bezug auf G der Identit~t congruenten Substitutionen yon G, ist uns 
in geometrischer Form gegeben durch die Ueberfiihrungen eines ge- 
wissen Fundamentalpolygons (welches der Gruppe G entsprach) in 
eine Reihe yon gleichartigen Fundamentalpolygonen, die, mit ihren 
Riindern aneinander grenzend, das ganz e Gebiet der Gruppe G einfach 
und liickenlos tiberdecken. Diese Gruppe H entsteht dabei aus den- 
jenigen Operationen als ,,den erzeugenden Substitutionen", welche dutch 
die paarweisen Zuordnungen der Bandkanten eines urspriinglichen 
Fundamentalpolygons bezeichnet si~td, und aus welchen die Zuordnung 
der einzelnen Fundamentalpolygone, deren jedes eine Substitution der 
Gruppe H versinnlicht, hervorgeht. 

Gehen wit, zu einer noch etwas allgemeineren Formulirung, yon 
dem ,,geschlossenen Netze" einer Gruppe I- aus (vergl. w 7. u. 8.), 
so wird durch das Fundamentaipolygon einer Gruppe [ ,  in analoger 
Weise wie soeben, in diesem geschlossenen Netze eine Eintheilung in 
eine Reihe yon Fundamentalpolygonen hergestellt, deren Ueberfiihrungen 
in einander eine zur obigen Gruppe H analoge Gruppe.H definiren. 
Dabei werden jetzt diese Fundamentalpolygone, deren jedes Tr~iger 
einer Substitution der Gruppe H ist~ im hllgemeinea mehrfachen Zu- 
sammenhang aufweisen und yon einer AnzahZ getrennter ~iinder be- 
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grenzt sein, flir welche eine gegenseitige Zuordnung wieder die Art 
der Ueberffihruag der einzelnen Polygone ineinander bestimmt. 

Das Wesentliche f~r alle solche Darstellungen yon Grup_pen H 
und H ist dabei dieses, dass die Reihe der Fundamentalpolygone ein 
, in  sich geschlossenes" (vergl. pag. 19) Gebiet (yon endlichem oder un- 
endlich twhem Zusammenhange) li~ckenlos un4 einfach, und in regul~irer 
:Eintheilung iiberdeckt *). 

Eine solche allgemeinere geometrische Darstellung kann man nun 
ersichtlich yon Anfang an zur Repr~isentation einer jeden Gruppe zu 
Grunde legen, und hat dabei vor der im Vorstehenden gew~hlten 
speciellen Formulirung gewisse Vortheile voraus: 

Zun~chst f'~llt die gezwungene Auffassung fort, welche darin liegt, 
dass wit auf eia ,,symmetrisches'" Netz G (vgl. pag. 10) als den Aus- 

gangspunkt der Darstellung zur[ickgehen**) und alle Gruppen G als 
Fundamentalpolygone aus einem solcheu Netze ausschneiden, w:,~hrend 
doch diese selbst dabei durchaus nicht symmetrisch zu sein brauchen 
(vergl. pag. 21). Dadurch kommt es, dass jedes specielle geschlossene 
Polygonnetz G, auch wenn es kein regultir-symmetrisches ist, doeh 
eine scheinbare Symmetrie in der Unterabtheilung in sehraffirte und 
lfichtschraffirte, zu einander symmetrische, Polygons besitzt***). Wir 
mfissen je zwei solcher {gebiete, welche die gleiche Bezeichnung 
tragen, zu einem einzigen zusammenfassen, um eine Darstellung in 
dem bier gegebenen allgemeineren Sinne zu erhalten. 

Indem weiter in der allgemeineren Darstellung die erzeugenden 

Substitutionen der Gruppen G, G, V, V, ebenso wie die der Gruppen 
14 und H, definirt erscheinen dureh die paarweise Zuordnung der 
R~nder in einem ersten Polygone einer regul~iren Gebietseintheilung, 

*) .Ebene Gebietseintheilungen solcher Ark sind es, welche den schon Ein- 
gangs erw~iJanten functionentheoretischen Untersuchungen von Schottky und 
Poincard zu Grunde liegen. [Vergl. insbesondere Comptes re~idus 1881, I., 
pag. 353, 1274, 1484, sowie Crelle's Journal, Bd. 83, pag. 346.]*) Dabei sind, 
im Gegensatz zu der hier eingeffihrten abstract gruppeutheoretischen Auffassung, 
die in Gebietseintheiluugen vorliegenden Gruppen stets als Crruppen li~earer Sub- 
stitu~ione~ einer Ver~nderlichen verstanden, zti welchen ebendiese Gebietsein- 
theilungen in einer beztim~nten quan$itativen Be~iehung stehen. 

**) Wir legen damit eigentlich sine Gruppe zu Grunde, welche doppelt so 
gross ist, als die Gruppe G. Zu den Operationen yon G kommen ni~mlich noch 
die 8~iegelungen hinzu~ welche die schraffirten und nichtschraffirten P01ygone mit 
einander vertauschen. 

***) Und hier liegt die Quells des schon erw~hnten Fehlers meiner frfiheren 
Arbeit, auf den ich pag. 30 ausffihrlich eingehe. 

*) Den auf paff. 4 ffegebenea Citatsn habe ich naehtr~glieh noeh 2 demn~chst in die|en 
An~mlen (Br XIX, Hef t  4) er~chetnende Abhandluugen  yon P o i n e a r 6  und K l e i n  beizuftigen 
[Januar 1882]. 



Gruppentheoretische Studien. 25 

f~illt die Besonderheit fort, welche der specielleren Darstellung anhaftet, 

dass n~imlich die erzeugenden Substitutionen der Gruppen G,-G, [', ['-definirt 
sind als ,,Drehungen um die Eekpunkte der Gebietseintheilung", w~h- 
rend gleichzeitig die erzeugenden Substitutionen ftir die Gruppen Hund H 
dutch die Zuordnung der Riinder eines Fundamentalpolygons ge- 
geben erseheinen. 

Gleichwohl babe ich an der specieUeren geometrischen JDarstellung 
festgehalten. Einmal |st sie mir durch me|he friiheren Studien die 
gel'~iufigere; dann aber, und darauf kommt es bier vor Allem an, l~sst 
sich in der allgemeineren Formulirung die geometrische Uebersichtlich- 
keit nicht in dem Maasse erreichen, wie dies bier (auch noch ftir ver- 
hSltnissm~ssig complieirte Beispiele) gelingt, wo durch die Trennung 
schraffirter und nichtschraffirter Gebiete die Definition der einzelnen 
g'ruppentheoretischen Operationen in anschaulichster Form gegeben |st. 
Und insoferne der geometrische Apparat, wie schon in der Einleitung 
crwiihnt, n ur einem ersten Eindringen auf die gruppentheoretischen Fragen 
dient, an dessen Stelle weiterhin eine davon unabh~ingige Behandelung 
zu treten hat,  mag es gentigen, hier gezeigt zu haben, wie eine solcbe 
Darsteilung sich unter ein allgemeines Gebiet subsumirt, das yon 
anderer Seite her Gegenstand der Untersuchung geworden |st, und 
mag es geniigen~ yon der Besonderheit, welche unserer engeren 
geometrischen Formulirung anhaftet, Rechenschaft gegeben zu haben. 

2. Die folgende Bemerkung bezweckt, der gruppentheoretischen 
Fragestellung, welche uns in ihrer allgemeinen Gestalt seither besch~iftigte, 
noch eine andere Fassung zu geben, die uns gleichzeitig zu den Aus- 
filhrungen des folgenden Abschnittes hin~iberleitet. Ist uns ,,in inde- 
pendenter Form" eine Gruppe gegeben dureh Relationen l~'h-~-1 
zwisehen erzeugenden Substitutionen Ai, und wir haben die Aufgabe, 
nun die Substitutionen derselben explicite zu bilden, so werden wir 
uns aus den erzeugenden Substitutionen zuni~chst e ine Reihe yon 
Gruppen herstellen, die, mit den Bedingungen F h ~  1 vertr~iglich, 
sicher als Untergruppen in der ganzen Gruppe enthalten sind. Dureh 
die Combination soleher Untergruppen entsteht dann die Gesammt- 
gruppe, und die Regeln nach welchen diese Combinationen vorzu- 
nehmen sind, liegen eben wieder in den obigen Relationen vor. 

Wit kennzeiehnen also in dieser Auffassung eine Gruppe dadureh, 
dass wit sagen, sie enth~ilt eine Re|he yon (bekannten) Grup2en als Unter- 
gruppen, fiir welche die gegenseitige Stellung dutch gewisse l~elationen 
zwischen ihren Substitutionen gegeben |st. Diese Darstellung liisst sieh 
dabei noch auf die mannichfachste Weise, dutch zweckm~issige Um- 
formungen der Relationen 2'h ~---1, gestalten, den versehiedenen in 
einer Gruppe enthaltenen Untergruppen enf~prechend. 
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Wir machen im Folgenden yon diesem allgemeinen Principe Ge- 
brauch: Indem wit uns n~mlich im folgenden Abschnitte auf endliche 
Grup~pen beschrlinken, geben wit dutch eine erste Reihe yon Formeln 
Fh ~ 1 jedesmal die l~erioden der erzeugenden Substitutionen A~. an; 
es ist also unmittelbar eine Reihe yon cyklischen Untergruppen, welche 
in der Gesammtgruppe enthalten sind, durch diese Formeln definirt; 
eine zweite [~eihe yon Formeln F~ -~- 1 bestimmt dann die ~degenseitige 
Stellung dieser cyklischen Untergruppen untereinander. 

II. Abschnitt.  

Endliche Gruppen. 

w ll .  
Definition einer Oruppe F, welche den Ausgangspunkt fiir die folgenden 

Betrachtungen bildet. 
Die specielle Weiterfiihru~,g der im vorhergehenden Abschnitte in 

allgemeinster Weise gegebenen Entwiekelungen soll sieh auf die Be- 
handelung end~ieher GruFpen beziehen. 

Dabei wollen wir in unserer Darstellung nicht mehr yon der all- 
gemeinsten Gruppe G ausgehen, sondern im Sinne des w 5. yon einer 
speeiellen Gruppe F, die aber geeignet ist, alle mSglichen F~ille end- 
licher Gruppen zu umfassen. Wir wollen (wie soeben erw6hnt) an- 
nehmen, dass unsere erzeugenden O~erationen A1, A., , �9 �9 �9 A~ bestimmte 
P e r i o d e n  vl, v 2 , . . . ,  ~,~ besitcen~ so dass for unsere Gruppe F die 
Relationen 

A ~ ' =  1, A ~ ' =  1 , . . . ,  A :  m~-- 1 
bestehen. Diesen fiigen wir noeh die analoge Relation zu fiir die 
Operation An (welehe wit dutch die Beziehung A I A 2 . . .  Am An ~---1 
definirt hatten). Wir setzen fiir A.  die Periode v~ lest und stellen 
also kurz als Definition der Gruppe F die Relationen auf: 

, = , , ~  . . . .  ~ , n ,  
A[.' 1, 

(I) HA, ~ 1, 

Die Einftihrung und n~ihere Definition der Substitution A~ gesehieht 
ira Interesse unserer geometrischen Darstellung, wie denn die folgenden 
Entwickelungen sieh enger an diese anschliessen sollen als dies bisher 
der Fall war~ wo sie nur eine gelegentliehe anschauungsmiissige Deutung 
unserer gruppentheoretischen S~tze bildete. 

Unserer neuen, im Allgemeinen*) noeh unendlich grossen, Gruppe 
r entspricht nun in dem unendlichen Netze der Gruppe G als Funda- 

�9 ) Ueber gew~se specir F~lle vergleiche w 15, 1. 
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mentalpolygon, wie wir oben (pag. 17) allgemein gezeigt, ein einfach 
z~sammenh~ingender Bereieh. An jedem Eckpunkte ai desselben sind 
nur mehr 2vl abwechselnd schraffirte und nichtsehraffirte Polygone zu 
beriicksichtigen, den Perioden vl der Operationen Ai entspreehend. Die 
jedesmal entstehenden beiden Randkanten sind dann einander zugeordnet. 

Indem wir durch Dehnungen des Fundamentalpolygons diese freien 
Randkanten vereinigen, entsteht ein neues ,geschlossenes Polygonnetz", 
in w elehem an jedem Eckpunkte ai j e 2 vi abweehselnd schraffirte und nicht- 
schraffirte Polygone zusammenstossen, die sieh (ira hllgemeinen (vergl. 
vorige Anm.)) unendlieh oft reprodueiren. Ertheilen wir auch diesem Netze, 
im Sinne unserer friiheren Darstellung (pag.7) eine iibersichtliehe Anord- 
nung, so kSnnen wir die Kanten unserer Polygone wieder als Orthogonal- 
kreise zu einem festenKreiseKzeichnen und auseinander durch Spiegelung 
nach dem Principe der reeiproken Radien ableiten. Dabei mtissen wir 
dann, um die gewiinschte Anzah] der jedesmal in einem Ecke zusammen- 
stossenden Polygone zu erhalten~ dem Ausgangspolygone an den Ecken 

~ ~ beilegen, aL, a2, . . . ,  a ~ a ,  bez. die Winkel ~ ~ , . . . ,  , ", 

eine Anordnung, die sich im Allgemeinen noch auf sehr mannigfache 
Weise bewerkstelligen 1Esst. 

Dieses unendliche geschlossene ~et~ definirt jetzt unsere Gruppe [" 
im Sinne des w 7., denn die n~iheren Eigenschaften 

(1) A "i = 1, ] - [ A i ~  1 

dieser Grup~e, und nur diese, sprechen sich implicite in der gegen- 
seitigen Anordnung der einzelnen t~olygone aus. Dabei bemerken wir, 
dass das Netz dieser Gruppe gleichfalls noch ein einfach zusammen- 
h~ngendes Ganze bildet in unserer pag. 9 gegebenen Auffassung. 

Indem wir jetzt wieder yon einem Polygone 1 ausgehen, ertheilen 
wit allen tlbrigen Polygonen besiimmte Namen, den Substitutionen 
entspreehend, welche yore Ausgangspolygone 1 zu ihnen fiihren. Diese 
Bezeiehnungen sind dabei wieder bestimmte, wenn wir yon Rqu[valen- 
ten Ausdriicken absehen~ die durch dan Vorhandensein der obigen 
Relationeu herbeigefiihr~ werden. Geometrisch gesprochen kSnnen wir 
yon Polygon 1 auf unendlich vielen ,Transformationswegen" zu einem 
Polygone S gelangen: Alle diese Wege sind ~iquivalent und durch d~ie 
obigen Relationen in einander iiberfiihrbar. Wit geben mit Riicksicht 
auf das Folgende diesem Satze noch die Formulirung: 

Jeder in sich geschlossene Transformationsweg auf  unserem unend- 
lichen 1getze~ der also ein Sti~ck desselben herausschneidet, kann auf  
einen t)unkt zusammengezogen werden, d. h. die einem solchen Wege auf  
der •ltiche entsprechende Substitution S ( A 1 , A2 , �9 �9 ", A,, , As) kann mit 
Hiilfe der Bedingungen (I) auf  die Identitdt gebracht werden. : 
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Dabei sei erMihut, dass (wie dies auch unmittelbar in der Figur 
deutlich) unserPolygonnetz ein regul~ir-symmetrisches ist. Den Relationen 

A[' ---- 1, H(A~) = 1 

entsprechen n~mlich, wie aus den pag. 10 gegebenen Formeln un- 
mittelbar hervorgeht, die symmetrischen l{elationen: 

A','*---- 1, ]-I (A;) = 1 

womit n a c h w  8. (pag. 21) die 8ymmetrie gekennzeichnet ist. In geo- 
metrischer Auffassung bildet wieder die 3piegdun 9 der Polygone l~ngs 
einer der Kanten eine Operation O, durch welche die Gruppe in sieh 
fibergef~hrt wird und ffir welche gleichzeitig OAiO - 1 ~_ A[ ist, womit 
die holoedrisch isomorphe Zuordnun.g der Gruppe in sich gleichfMls 
bezeichnet ist (vergl. pag. 11). 

w 12. 
Fundamentalpolygon und geschlossenes Polygonnetz (Riem ann '  scho 

Fliiche) f ~  eine endliche Gruppe F. 

Jede Gruppe F,  ftlr welche ein System yon erzeugenden Opera- 
tionen At,  A 2 , . . . ,  Am, A,  existirt, welches den Bedingungen: 

(I) A," ---- 1, rr (A,) ---- 1 

der Gruppe F genilgt, stellt sieh jetzt in der Weise dar, dass zu diesen 
Bedingungen noch weitere Relationen (II) hinzutreten, die wir (urn 
Verwechselung mit der frfiheren Bezeichnung zu vermeiden) jetzt in 
der Form 
(II) .P, (A,) = 1, /'~ (A,) ~ 1, �9 �9  iP,(A,) -~ 1 ,~ . . . ,  Pq(A,) -~-- 1 

schreiben wollen. 
Wir veffolgen die Bedeutung dieser Relationen PA ~ 1 unter der 

Annahm% dass wit es mit einer endlichen Gruppe F yon N Sub- 
stitutionen zu thun haben. 

In gleicher Weise, wie frfiher geschildert, breiten wit die Sub- 
stitutionen der Gruppe F in dem geschlossenen Netze der Gruppe F aus 
uqd gelangen zu einem 2'undamentalpolygone der Gruppe, welches bis 
auf ,Rquivalente Aenderungen" bestimmt ist. Es besteht aus 2 N  ab- 
wechselnd schraffirten und nichtsehraffirten Polygonen (n-Ecken), welche, 
der Erzeugung unserer Gruppe dureh die Substitutionen As entsprechend, 
sich als ein /#~sammenMingendes Gebiet im Netze r ausbreiten lassen, 

des sen  Randkanten vermSge der Relationen (II) paarweise einander 
zugeordnet sin& Wit haben zu beweisen, dass wir das Gebiet wiederum 
in Gestalt eines e in fa  eh #usammenhtingenden St~lckes in unserem Netze 
ausbreiten kSnnen. 
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Nimmt man ni~mlich an, dass innerhalb des Fundamentalpolygons aus- 
geschlossene , , Inseln" yon Polygoncomplexen liegen, so brauchen wit 
zuni~chst diese Inseln nur als einfach zusammenhiingend vorauszusetzen, 
denn andernfalls h~itten wir unser Fundamentalpolygon iiberhaupt nicht 
zusammenhiingend ausgebreitet, was sicher mbglich ist. Die Riinder 
1~, 1~ 2 einer solchen Insel sind nun irgendwie anderen Randkanten 
RI' , R 2 ' , . . .  unseres Fundamentalpolygons zugeordnet. Die an diese 
letzteren grenzenden Stiicke S( ,  $ 2 ' , . . .  des Fundamentalpolygons sind 
also den entsprechenden Stricken $1, $2, . . �9 tier Insel iiquivalent und 
diese kann, indem wir die St~icke S(, $2' , . . . .  ersetzen durch die 
Stiicke $1, $2, �9 . �9 tier Insel, verkleinert und ganz zum Verschwinden 
gebracht werden, ohne dass eine neue Insel auftr~t~ Indem wir dieses 
Verfahren fortsetzen, sehen wit: 

Fiir jede Gruppe-F, welche dutch Substitutionen A1, A2, . . . ,  An 
erzeugt wird,  welche den Bedingungen 

(1) A "  i ~ 1, H A i ~ -  1 

gcniigen, l~isst sich in u~serem unendlichen Netze sin e i n f a c h  z u s a m -  
~nenh~ingendes F u n d a m e n t a l p o l y g o n  construiren, dessert I~iinder 
einander paarweise zugeordnet sind. 

Wir wollen die freien R~inder dieses Fundamentalpolygons wirklich 
aneinauderschliessen, wie es die Relationen 

(lI) t)~ (A,) = 1 

angeben, d. h. wir wollen das gesehlossene Polygonnetz fiir unsere end- 

liche Gruppe r bilden. Dieses ist dann sine a l l s e i t i g  geschlossene 
El~iche yon einem gewissen Geschlechte p: eine frei im l~aume gelegene 
R i em a n n'sche Fldche*) ~ deren 2 N einzelne, abweehselnd schrafiirte 
und weisse GebieSe in den Ecken (Verzweigungspunkten) zu je 2at 

.zusammenstossen, den R, elationen (D A[i -~- 1 entsprechend. Je zwei 
m lrgend einer Kante a~ai+l benachbarte Polygons si.nd dabei als ein 
Blatt der Ri  e m a n n'schen Fliiche aufzufassen. 

Der pag. 21 ftir unsere allgemeinen Polygonnetze aufgestellte Satz 
lautet fiir unseren speciellen Fall: 

Das geschlossene _Polygonnetz ist sine r e g u l ti r e 1V bl~ittrige R i e - 
m a n n" sche -~ltiche. 

�9 ) Ich gebrauche f~ir diese Polygonnetzo das Wort ,,Riemann'sehe _hT~iche" 
wegen ihrer unmittelbaren Beziehung zu den betreffenden Eingangs erwit, hnten 
.Abhandlungen (pag. 2, 3, 4, Anm.). Doch eel nochmals hervorgehoben, dass 
m d e r  vorliegenden Untersuchung alle unsere geometrisehen Gebilde, allein 
den grup,loe~theoretische n Fragen dienend, nur im Sinne der analysis situs ver- 
standen sind. 
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Dabei ist, wie schon i m w  8. allgemein erMihnt,  die Anordnung 
der  nichtschraftlrten Gebiete nicht nothwendig symmetrisch zu der 
Anordnang der schraffirten Gebiete. Vielmehr verlangen die frtlher 
hiefltr aufgestellten Bedingungen unter Festhal tung der dortigen Be- 
zeichnung, dass neben den Relationen: 

I. A[ i  ~ 1, H A i  ~ 1, 

(") II .  Ph(A,) = 1 

noeh die symmetrischen Relationen 

I. A ~ n  1, r l A / =  1, 

(b) II .  P h ( A , ' ) = l  

statttinden, was wohl stets ffir die Relationen I. (pag. 28) nicht aber 
im Allgemeinen f{ir die Relationen II.  eintritt. 

Die Zusammenfassung des Bisherigen ergiebt folgenden Satz: der 
sine frtiher (Ann. Bd. XVII ,  p. 476)aufgeworfene  Frage beantwortet:  

Jede endliche Gruppe von ~Y Substitutionen l~isst sich, ausgehend 
yon gewissen erzeugenden Substitutionen derselben~ dutch eine regul~ire 
_hF-bliittrige _R i e m a n n ' sche Fl~iche versinnlichen , und cwar , den ver- 
schiedenen Arten entsprechend, dutch die wir  die Gruppe aus erzeugen- 
den Substitutionen definiren k6nnen, noch au f  sehr verschiedene Weise. 
Die reguliire Fliich% die wir erhalten,  ist aber im Allgemeinen nicht 
auch reguliir-symmetrisch. Dies t r i t tv ie lmehrdann und nurdannein~wenn 
die Gruppe vermSge ihrer erzeugenden Substitutionen in der eben angedeu- 
te ten  Weise holoedrisch i~omorph auf sich selbst bezogen werden kann*).  

*) Anmerkung :  l-lier sei es gestattet, die Riehtigstellung des Fehlers ein- 
zuffigen, der sieh,'wie sehon erw~hnt, in meinen frfiheren A rbeiten fiber regul~re 
Ri e m an n 'sche Fl~chen finder: Meine Untersuchungen fiber regul~re Ei e m a n n '- 
sche Fl~chen (in meiner Inauguraldis~ertation, (Mfinchen 187.9) und im XVII. Bands 
der Mathematischen Annalen pag. 473--510) beschr~nken sieTa auf die Betrachtung 
nur reg~lgr-symmetr~scher Fl~chen (verg[. pag. 17 der Diss., sowie pag. 477, 478 
der Annalenarbeit~, ohne dass dieses Umstandes als elner .ginschrdnkung --  weft 
als solche nicht erkannt - -  Erw~hnung gethan ist. So sind also die S~tze in 
pag. 9 der tnauguraldissertation, sowie pag. 477, Anm. und 501 der Annalenarbeit, 
welche eine Aufzghlu~g gewisser reguldrer Riemann'scher  Fl~chen betreffen, 
dort nut ffir ~egulOz-symmetrisehe Fl~chen zu verstehen. Die eigentliche gruppen- 
theoretisehe und algebraische Untersuchung der Arbeiten macht yon dieser Voraus- 
setzung keinen (]ebrauch und ist somit allgememgultlg." J" " inwiefern sich gerade 
diese Untersuchungen den hier gegebenen allgemeineren gruppentheoretischen 
Formulirungen einordnen, zeige ieh in w 14. Fassen wir die regul~re Riemann' -  
sehe Flache in ihrer algebraischen Definition als O a 1 o i 8' sche Resolvente f(7/, z) ~ 0 
auf, so bedeutet die Einschrlinkung auf nut regul~r-symmetrische Fi~ehen im 
algebraischen Sinne die Be~raehtung G a l o i s ' sche~ l~esolwntsn mi~ nut reelle~ 
Coefficqenten, wie dies Herr Klein  in seiner soeben ersehienenen Sehrift ,,Ueber 
R i e m a n n ' s  Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Integrale" .~ 21. ffir 
symmetrische FU~chen iiberhaupt zeigt. 
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w 13. 

Geschlossene Curven auf  unserer R i e m a n ' n ' s c h e n  Fli~che. Maximalzahl  

der Relat ionen II. 

Wir haben uns vermSge der Relationen 

(I) i = 1 ,  H A ~ = I ,  

(II) P~(A , )  = 1 

eine geschlossene R i e m a n n ' s c h e  FIKche hergestellt, die unsere, N 
Substitutionen umfassende, Gruppe F repr~isentirt. Fiir jede solche Dar- 
stelbmg wird also einer Gruppe F ein gewisses Gesehlecht p ~ugewiesen. 
Dasselbe ergiebt sich ni~mlich aus der Kenntniss der Zahl _N', (der 
Bl~itterzahl) und den dutch die Formeln (I) gegebenen Zahlen v~, welche 
die Anzahl der in einem ~ckpunkte zusammenstossenden schraftlrten 
Polygone (Multiplicitiit der Verzweigungspunkte) angeben. Man hat 
niimlich nach dem Geschlechtssatze: 

Z ~'i--1 
I~ = -- N-}- 1 -]- 2 

wo die Summe fiber alle Eekpunkte der Gebietseinthei]ung ausgedehnt ist. 
Wit wollen uns iiber die An~ahl der t~elationen (II) orientiren, 

welche die Gruppe -P aus dem unendlichen, dutch die 2'ormeln ([) deft- 
nirten Netze ausschneiden. 

Ziehen wir auf unserer geschlossenen F1Kche irgend eine Curv% 
welehe yon einem Polygone zu einem anderen hinffihrt, so liisst 
sich dieser Weg mit Bezug auf die auf  der Fliiche getroffene 
reguldre Eintheilung sofort als eine aus den Operationen Aj ,  A2, 
�9 �9 �9 , A~, An zusammengesetzte Substitution _P(Al, A2, �9 �9 . ,Am, An) 
schreiben, analog wie frtlher im unendlichen Netze. 

Ist dieser Weg ein geschlossener, so implieirt er eine Relation 

P(A, ,  A2, �9 . . ,  Am, A,)  ~- 1. 

Dabei haben wir aber jet~t zu unterscheiden, ob der Weg im Sinne der 
analysis situs auf  einen _Punkt ~usammengezogen werden kann oder 
nicht. Im ersteren Falle l~isst sich die Relation P ( A  l ,A2, . . .  ,Am, A~)~1  
mit tt(llfe der F0rmeln (I) auf eine Identitiit zurtickftihren, wie wir 
dies beim unendlichen Netze gesehen. Im anderen FaUe ist dies nicht 
m6glich, d. h. die Relation t ) (A1,  A~, . . . ,  Am, A n ) ~  1 stellt eine 
wesentlich neue in den Formeln (I) nicht ausgesproehene Beziehung 
zwischen den Operatlonen A~- auf. Dabei kSnnen wir diese Relationen 
(I) noch mannigfaeh umgestalten, d. h. wir kSnnen die gesehlossene 
Curve noeh mannigfach auf der Fl~iehe versch ieben- -und  umgekehrt 
8lad alle gesehlossenen Wege, die sieh auf der Fl~iche dutch blosse 
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Versehiebung ineinander iiberfiihren lassen, yon jenen durch (I) hervor- 
gernfenen Aenderungen abgesehen, einer einzigen Relation P (,41, A 2, 
�9 � 9  Am, A,) •ffi 1 iiquivalent. 

Nun giebt es auf einer Fl~ehe yore Geschlechte p in diesem Sinne 
nieht mehr als 2p yon einander unabhiingige geschlossene Wege; alle 
librigen lassen sich aus diesen unter Zahiilfenahme blosser Verschiebungen 
dutch Wiederholung und Combination zusammensetzen. Sprechen wir 
diesen Satz in gruppentheoretischem Sinne aus, so folgt: 

,Es giebt fiir unsere regul~ire JEintheilung sicher nicht mehr als 2p 
yon einander unabhdngige Relationen : 

P~(AI, A2, �9 � 9  Am, A , )  = 1. 

dede weitere Belation ltisst sich mit Hiilfe dieser und iibrigens der Re- 
lationen (I) herstellen. 

1)abel stellt abet die Zdhl 2p  nu t  eine obere Grenze der noth- 
t ~  

wendigen l~elationen P~ == 1 [est. Denn fiir unsere regutiire Eintheilung 
sind nicht bloss die geschlossenen Wege ~quivalent~ die wir dutch 
stetige Versehiebungen auf der Fl~iche ineinander fiberftihren kSnnen. 
Eine Relation P~-----1 sagt niimlich zun~chst, dass wit, yon einem 
Polygo~e 1 ausgehend, auf dem Wege P~ wieder zum Polygone 1 
zurtickgelangen; sie sagt aber auch, dass wit vom Polygone ~ aus- 
gehend auf dem Wege Pi wieder nach ~ gelangen; d. h. aus Pi ~ 1 
folgt unmittelbar @p~.-l__~ 1. Und allgemein wird sieh ein aus 
solehen Wegen zusammengesetzter Zug 

apse -1  a, p ,e ,=l  . . . .  p(e p~a_~) 

sehliessen, wenn nut P~----- 1 ist*). Nun kann aber sehr wohl: 

@/)i 0"--1 = /)k oder P(I~P~I~-') = Pk 

sein, and also aus Pi ~" 1 aueh Pk ~ 1 folgen, ohne dass datum diese 
beiden Wege stetig (d. h. dureh blosse Verschiebung auf der Fl~iehe) 
ineinander iibergefiihrt werden kbnnen. 

Ver~eichnen wi t  also au f  unserer Fl~iche 2p  Curven, die dieselbe 
~u einer einfach ~usammenMingenden machen and driicken diese ge- 
schlossenen Curven als Relationen 1)1 --- l ,  1)2 ~ l ,  �9 � 9  P~v ~ 1 aus, 
so wird die Zahl 2p  derselben sich um 1 vermindern, lassen, so oft eine 
l~elation P (~ P~@-- 1) ~ Pk statthat. 

Gerade diese geometrische Formulirung ist es nun~ yon weleher 
wit in w 15. ausgehen, um ftir einzelne specielle Gruppen eine ,inde- 
pendente Definition" abzuleiten. Wir legen die Definition dieser 
Gruppen durch regulate R i e m a n n ' s c h e  Fliichen zu Grtmde, deren 

*) Umgekehrt  folgt aber aus P ( ~ p ~ - l )  =ffi 1 nich~ auch nothwendig P i  ffi 1. 
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Vcrzweigung uns die l~elationen (I) erkennen l~sst, deren zweekm~,ssige 
Zerschneidung zu einfach zusammenh~ngenden Fl~chenstficken uns die 
zugehSrigen l~elationen (II) ergiebt. 

w 14. 

Friihere Untersuehungon. 

Ehe ieh dazu iibergehe, die im Vorstehendert allgemein exponirten 
Principien art einigen Beispielen durchzufiihren, sei es gestattet, die 
Stellung meiner friiheren gruppentheoretisch-geometrisehen Unter- 
suchungen zu den hier gegebenen zu bezeichnen. 

In den soeben, pag. 30, citirten Abhandlungen wird geometrisch 

die Aufgabe gelSst, eine Gruppe F ,  die uns in Form einer reguliiren 
l l i c m a n n ' s c h e n  Fl~iche gegeben vorliegt, zu zerlegen, d. h. ftir die- 
selbe eine Reihenfolge yon Gruppen 1-, H1, H2, . . .  aufzustellen, deren 
jede ausgezeichnet in der unmittelbar vorhergehenden enthalten ist 
und dabei aus ihr sich abscheidet durch Adjunction bez. einer Gruppe 

I-1, 1-2,"" ". Zu dem Ende*) wird die _,V-blSttrig fiber der complexen 
Ebene ausgebreitete regul~ire l~ iemann ' sche  Fl~iche einer Deformation 
unterworfen, durch welche die Bl~itter derselben zum Theile neben- 
zum Theile fibereinander zu liegen kommen. Gelingt dann diese De- 
formation so, dass eine M'-bl~ttrige ( N ~  M ' - M " )  frei im Raume 
gelegene reguliire I~ iemann ' sche  Fliiche entsteht, deren jedes Blatt 
yore Geschlechte 191 wieder regul'~r eingetheilt erscheint, so ist durch 
diese Deformation die Gruppe F der F15che gespalten in eirte Gruppe 

I'i, reprasentirt durch die regulKre Eintheilung des einzelnen Blattes 
der deformirten Fl~ehe und eine Gruppe H,, die Gruppe der Ver- 
tauschungen der fibereinanderliegenden Bli~iter. 

In unserer bier gegebenen allgemeinen Ausdrucksweise haben wir 

aus dem geschlossenen Netze einer endlichen Gruppe F eirt _Funda- 

mentalpolygon fiir eine Gruppe I" t abgeschieden~ durch dessert Ad- 

.junction die Gruppe F sich auf die Gruppe H t reducirt, welche in der 

Ueberfiihrung der einzelnen ~quivalenten Fundamentalpolygone Fi be- 
steht. Somit kertnzeichnet sich diese frfihere Behandelung als eine 
specielle Form unserer hier gegebenen allgemeinen Auffassung**). 

*) Vergl. pag. 46 ft. der Inauguraldissertation; pag. 484ff. der Arbeit im 
XVII. Annalenbande. 

**) Es sei hier der Hinweis gestattet, dass ffir die allgemeine ~'rage nach 
der Zerlegung einer Gruppe, die dutch l~elationen .~  ~ I gegeben ist, in der 
vorliegenden Untersuchung (zumal in w167 4., 5., 9., 10.) die nothwendigen Mittel 
gegeben sind, und ich mSchte mir vorbehalten, auf eine Behandlung derselben, 

Mathematischo Annalen. XX. 3 
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w 15. 

Beispiele. 

1. Die G r u p p e n  be im G e s c h l e c h t e  p =  0. 

Die vorstehenden Siitze fiber die Definition yon endlichen Gruppen 
an einigen Beispielen zu erlllutern~ beginnen wi~ mit den F~llen~ in 
denen das, aus den Relatiofien 

(I) A['----- 1, IT (Ai)--~ 1 

und der Zugrundelegung der Anzahl ~ der Substitutionen einer Gruppe 
sieh ableitende Gesch]echt p gleich IYull ist. Dann ergiebt unser in 
w 13. abgeleiteter Satz tiber die Maximalzahl 2p der zur vollstiindigen 
Definition einer endlichen Gruppe noch nothwendigen Relationen (II) 
sofort: 

.Die beim Geschlechte l~ull auftretenden Gruppen sind dutch die 
l~elationen (I) allein vol ls t6ndig  definirt. 

Wir ziihlen die in Betracht kommenden, nachgerade sehr bekannten 
Gruppen*) kurz auf, indem wir zuniichst die hierhergehSrigen regul~ren 
Ri e m a n n'  schen Fliichen yore Geschlechte 0 dutch ihre Verzweigung und 
Bliitterzahl charakterisiren, durch welche ja ganz ebenso die Gebiets- 
eintheilung der entsprechenden ,,frei im Raume gelegenen Fl~iche" 
bezeichne~ ist. Es sind die folgenden: 

Verzweigung der BlOtter der Rie- 
mann'schen Fliiche an den Stellen Bli~tter- 
aj, ~2, ua zu je zahl 

1. Cyklische Gruppe. v, v, 
2. Doppelpyramidengruppe. v, 2, 2 

3. Tetraedergrappe. 3, 3, 2 

4. Okt~edergruppe. 4, 3, 2 

5. Ikosaederpruppe. 5, 3, 2 

2v 
12 
24 
60 

.Fi~r diese Gruppen ergeben sich hiernach unmittelbar die inde2endenten 
Definitionen. Wir schreiben dieselben, wie wir dies im Anschhss an 
unsere geometrischen Formulirungen stets gethan, in der Weise, dass 
wit 2 bez. 3 Substitutionen A, als erzeugende Substi~utionen einfiihren, 
der Anzahl der Verzweigungsstellen en~prechend, zwisehen denen eine 

die sich in einfachster Weise gestaltet und das Wesen der Frage klar erfassen 
li~sst, dem~tichst im weiteren Veffolge meiner Untersuchungen einzugehen. 

*) Man vergl. Klein~ Math. Ann. Bd. IX, pag. 183 ft., und ebenda Bd. XIV, 
pag. 149, 
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Relation I ' I ( A I ) ~  1 besteht - -  eine Schreibweise, die man etwa als 
, ,homogene" bezeiehnen k5nnte. Dann kommen die definirenden 
l' brmeln : 

1. Cyklisehe Gruppe : Aj ~ ~ 1, A2 �9 ~ 1, A~ A 2 ~ 1. 

2. Doppelpyramidengruppe: A t " ~ I  , A22~---1, As2-~-l, A j A 2 A 3 ~ I .  

3. Tetraedergruppe: Al s ~--~1, A~ 3 - - 1 ,  A:~2= 1, A1A2A3--~I. 

4. 0ktaedergruppe : At 4 = 1, A23 ~ 1, A32 = 1, A 1 A 2 A s = 1. 

5. Ikosaedergruppe: A 1 ~ ~ 1 ,  A 2 a ~  1, A32~---1, A I A : A 3 ~  1. 

Dies Resuttat, etwa speciell fiir die letzte dieser Gruppen ausge- 
sproehen, lautet also : 

Sind uns zwei Operationen irgend wclcher Art,  Aj und A2, gegeben, 
yon denen, au f  cin Object 1 angewandt, die erste nach 5-maliger Wieder- 
lwlung, die zweite nach 3-maliger Wiederholung den An[hngszustand 

hcrstcllt, wghrend die Combination der beiden A t A 2 ( ~  A~ -1) yon der 
Periode 2 ist, so ist die durch Iteration und Combination der beiden 
Opcrationen At ,  A 2 entstchende Grup~ve holoedrisch isomorph mit der 
Ikosaedergruppe (also mit der Gruppe der geraden Vertauschungen yon 5 
Dingen). 

Abgesehen yon unserer geometrischcn Entwickelung iiberzeugt 
man sieh auf rein eombinatorisehem Wege leicht yon diesem Resultate. 

Es lassen sieh niimlich (indem wit etwa A 2 zun~ehst durch die 

b)eziehung A~ -I ----- A 3 A l eliminiren) alle aus A t u n d  A s mSglichen Pro- 

ducte A~ A sA1 A:~. �9 �9 mit  Htilfe der obigen Relationen 

A t s =  I ,  A 3 2 = 1 ,  (A1A3) 3 = 1  

auf die folgenden 60 ,,on einander versehiedenen _Produete zuriiekftihren: 

A~ ,  

A ~ A  3 A~,  

A~ AaA , AaA1, 

A~ A s At 2 A s A 13 As __~ A.~ A12 A a Ai ~ A 3 A~ +, 
(/~ v~0~ 1~2, 3, 4)~ 

welehe die Substitutionen unserer Gruppe vorstellen. : 
In unserer geometrischen Sprechweise lautet der Satz: Setzt man 

irgend welehe krummlinige Dreieeke ala2a 3 (schraffirte Dreiecke)und 

im Sinne der analysis situs symmetrische Dreiecke a I a 2 a a (nichtschraffirte 
Dreiecke) derart nebeneinander, dass in den Ecken a 1 je 10 abwechselnd 
schraffirte und nichtsehraffirte Dreiecke zusammenstossen, in den Ecken 
a2 ebenso je 6 und in den Ecken a a je 4 solcher Dreieeke, so enthiilt das 
entstehende -h'etz yon Dreiecken, wie wir auch die Ges ta l t  dieser 1)reiecke 
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im Uebrigen w~ihlen m6gen, nur 60 schrafffrte und ebensoviele weisse 
1)reiecke, welche die ganze .Ebene ausfiillen*). [Die Ebene ist dabei als 
geschlossene Fldche mit einem unendlich fernen .Punkte aufgefasst.] 

In Tafel II ist ein solches Netz yon Dreiecken entworfen. Zur 
besseren Uebersicht sind diese als Kreisbogendreiecke mit den Winkeln 

7g 
5 '  3 '  ~ gezeichnet und somit erschein~ die Figur als die bekannte 

stereographische Projection eines auf die Kugel verzeichneten lko- 
saeders**). Weiter ist in der Figur yon einem Polygon ,, 1"  aus- 
gehend eta Theil der Dreiecke durch die zugehSrigen Substitutionen 
S(A1, As) bezeichnet, wodurch sich die ebeff angefiihrte Tabelle der 
60 Substitutionen unmittelbar ergiebt. 

Die Zuriickftihrung irgend einer allgemeinen Substitution 

A ~ A 3  A {  A s �9 �9 �9 

auf eine dieser 60 Substitutionen wird dann geometriseh sofort ge- 
leistet, wenn wir nur den einer solchen Substitution entsprechenden 
Weg yore Polygone I beginnend auf unserer Gebietseintheilung ver- 
folgen. Dieser Weg ftihrt uns zu einem bestimmten Rnd~olygone, 
welches die ,,redueirte Form" des obigen Ausdruekes darstellt. 

Ffir die tibrigen, bei /~ ~ - 0  auftretenden Gruppen und die zuge- 
hSrigen Gebietseintheilungen ergeben sieh selbstverst~indlieh ganz ana- 
loge Siitze. Insoferne aber diese Gruppen die einzigen sind, deren, 
aus den Relationen I gebildete Netze nur eine endliehe Zahl yon Poly- 
gonen umfassen, kSnnen wir aueh umgekehrt den Satz ausspreehen: 

Die aufgeziihlten Gruppen sind die einzigen, fiir welche die Kennt- 
hiss der Belationen I zu ihrer v6lligen 1)efinition hinreicht. 

Es bedarf dabei wohl kaum der Erwiihnung, dass unsere Gebiets- 
eintheilungen, als Netze der in w l l .  gegebenen Art, symmetritche 
sind, die Gruppen also dutch die pag. 21 gegebene Zuordnung holoedrisch 
isomorph auf sieh selbst bezogen sind. 

2. E i n i g e  G r u p p e n ,  f i i r  w e l c h e  das G e s e h l e c h t  e t h e r  zu- 
g e h S r i g e n  R i e m a n n ' s c h e n  F l i i ehe  p ~ l  ist .  

a. Als Beispiel ether Gruppe, bet weleher die in w 13. abge- 
leitete Maximalzahl der Relationen (]I)wirklieh nothwendig ist zur 
vSlligen Charakterisirung der Gruppe, dient uns die Gruppe der Trans- 
tbrmationsgleiehungen der elliptisehen Functionen. 

�9 ) Der Ausdruck ,,ira Allgemeinen", den wit in den Si~tzen pag. 26 u. 27 
gebraucht, ist also gerade mit Bezug auf die Gebietseintheilungen bet p ~ o als 
specielle F~lle zu verstehen. 

�9 *) Eine Figur, wie sie Schwarz in der mehrfach erwi~hnten Abhandlung 
im 75. Bande yon Crelle's Journal pug. 321 if. angiebt. Vergleiche auch Klein, 
Math. Annalen Bd. XII, pag. 511. 
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Verwandeln wir die Perioden 2r 2e o" einer elliptischen Function 

in ~ 2~' so'besteht die zur Gruppe der Transformationsgleichung 
?~, ~ ~ ~ 

gehSrige reguliire l~ iemann ' sche  Fl~iche aus ~ 2ran B15ttern, die 
an vier Stellen paarweise verzweigt sind*). Das Fundamentalpdlygon 
unserer Fiiiche zeigt also die bekannte Parallelogrammeintheilung 
(Fig. 1 der Tafel III), in der die schraffirten und nichtschraffirten 
Polygone jedesmal den Halbbliittern unserer R i e m a n n ' s c h e n  Fl~iche 
entsprechen. Die Anordnung dieses Polygonnetzes in seiner unend-  
lichen Ausdehnung liefert uns also sofort die ,,Relationen (I)" ftir die 
erzeugenden Substitutionen unserer Gruppe in der Gestalt: 

(I) .~lj ~--~1, A~ 2 ~ 1 ,  A 3 2 ~  1, A 4 2 ~ 1 ,  A i A 2 A 3 A 4 ~ I  

und aus diesem Netze wird ein endliches Stiick als Fundameutal- 
polygon unserer Gruppe herausgeschnitten durch die unmittelbar aus 
der Figur abzulesenden Relationen 

durch welche die ,,Liinge" und ,Brei te"  unseres Fundamentatpolygons 
sich bestimmt. 

Die Substitutionen (A t A2) und (A3A2) (also die Combination zweier 
, ,Drehungen" Ai) bezeichnen dabei zwei ,,Verschiebungen" des unend- 
lichen Netzes in sich, aus welchen sich alle mSglichen Verschiebungen 
desselben zusammensetzen; gerade der Umstand nun, dass diese Ver- 
schiebungen unter einander vertauschbar sind, bewirkt, dass wir bier 
wirklich 21~---2 Relationen (II) bediirfen, um aus diesen zweifach unend- 
lich vielen Operationen eine endliche Gruppe abzuscheiden. 

Schliessen wir das nunmehr analytisch definirte Fundamental- 
polygon unserer Gruppe zur R i e m a n n ' s c h e n  Fliiche zusammen, so 
kommt die bekannte, regul~ir eingetheilte Ringfl~iche, auf welcher 
sich die ,,geschlossenen Wege ~' einer Fliiche in ihrer gruppentheoretischen 
Bedeutung an einem einfachsten Beispiele darstellen. 

b. Wir fiihren als weitere Deispiele p ~ 1 zwei regul~re Rie -  
mann ' sche  Fliichen auf, welche nicht reguldr-symme~risch sind~ fiir 
welche also die aus den Flgcl~eneintheilungen abgeleitete Erzeugungs- 
weise der zugehSrigen Gruppen den in w 12. gekennzeichneten Isomor- 
phismus der Gruppe in sich nicht zul~sst. 

*) Fiihren wit in der Weierstrass'~chen Bezeichnung p(u), p'(u) als 
doppeltperiodische Functionen mi~ den Perioden 2eo, 2o~' ein, und bezeichnen 

durch-p(u), ~'(u) Functionen mit den Perioden 2co 2r n~ ' ~ '  so stellt die obige 

Flitche unmittdbar die Verzweigung yon p'(u) in Bezug auf ~-(u) dar. Vergl, 
Math. Ann. XVII, pag. 504 it: 
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Die beiden Gruppen sind dureh die in Figur 2 und 3 der Tafel III 
gegebenen Fundamentalpolygone und die beigeset~e Zuordnung der 
R~nder definir~. Uebertragen wir dfeses geometrisehe Bild in unsere 
analytisehe Formelspraehe, so ergeben sieh zun~ehst die ,,Relationen 1", 
welehe das unendlieh~ Polygonnetz kennzeiehnen. Sie sind: 

a) Ftir die erste Gruppe (Fig. 2): 

(I) AI ~ l ,  A~ a~--1 ,  Aa 2~- 1, A t A , 2 A  3---  1. 

fl) Ftir die zweite Gruppe (Fig. 3): 

(I) A , I ~  ~- 1, A 2 ~ t ~ I ,  A 2 = l ,  A I A 2 A , =  1. 

Die Zuordnung der R~nder der Fundamentalpolygone fiir unsere 
endlichen Gruppen liefern nun welter die Rela~ionen (II), welche wir 
der in die Figuren eingetragenen Bezeiehnung der einzelnen Polygone 
sofort entnehmen. Es sind die folgenden: 

a) Ffir die erste Fli~che: 

(II) (A:~At a)3 _~ A=, A (  I. 

t3) Fiir die zweite Fliiehe: 

(II) ( A  3 *~[12) 2 ~ A 2 At  3. 

Bilden wit nun fiir diese Fl.;ichen die analogen Definitionen, wie 
sie sieh mit Hiilfe der (pag. 21 gegebenen) symmetrischen Relationen 
At '  , .4.2' ~ A.~' gestalten, so kommt: 

a) Fib" die erste Fliiehe: 

(I') At ' o =  1, A2 '3~- 1, A3'2~-. 1, A t A 2 A.j = ] ,  

(II ') (A s' A(~) 3 ~-- (A.,'A(4) 2. 

3) Fiir die zweite Fl~iehe: 

(I') At " 4 =  1, A2'a~--- 1, A~ '2=  1, A I ' A 2 ' A . j ' =  1, 

(II') (A3" Aj'2) 2 ~ (A  2' At'~) ~. 

Hier zeigt sieh also, dass die obigen Relationen (II), gesehrieben 
in den gestriehenen Buehstaben, nicht erftillt sind, dass also eine iso- 
morphe Bezieh]mg der Gruppe. in sieh durch Zuordnung der Opera- 
tionen Ai und A "  nieht, statthat, wie .dies geometriseh unmittelbar 
ersiehtlieh ist*). 

*) Flitcheneintheilungen dieser Art sind, nach den Ausffihrungen auf pag. 30, 
in meiner Arbeit im XVII. Aunalenbande (Abschnitt III.) nicht enthalten, viel- 
mehr sind dort (pag. 506, w 12.) unter den Fliichen der Verzweigung [6, 3, 2] und 
[4, 4, 2] (in der dortigen Bezeichnung) nur die reguliir-symmet'rischen Fli~chen 
aufgezi~hlt. Wie dort beziehen sich auch die hier charakterisirten nicht-sym- 
rear,then Flgchen auf die complexe Multiplication der elliptischen Functionen 
mit g 2 ~ 0  bez. g, = 0  (in der Weierstrass'schen Bezeichnung) und zwar ist 
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3. Die  G r u p p e n  d e r  M o d u l a r g l e i c h u n g  f i i r  P r i m z a h l t r a n s -  
f o r m a t i o n  d e r  e l l i p t i s c h e n  F u n c t i o n e n .  

Die Darstellung der Gruppe der Modulargleiehungen, welche einer 
Primzahltransibnnation der elliptischen Functionen entsprechen , durch 
Relationen zwischen den erzeugenden Substitutionen ist mir in end- 
gfiltiger Form noch nich~ gelungen. W~ihrend ich also hierauf bei 
niichster Gelegenheit zuriickzukommen denke, sei doch fiir diese 
Gruppen die Form d e r  Fragestellung, die sich hier kurz bezeichnen 
liisst, entwickelt. Gerade fiir diese Gruppen ist niimlich das Princip 
der Bildung eines Fundamentalpolygons~ auf dem ja  unsere geometrischen 
Definitionen beruhen~ yon Herrn K l e i n ,  im Verfolge anderer Gesichts- 
punkt% zuerst ausgesprochen worden. 

Alle linearen ganzzahligen co-Substitutionen vonder  Determinante 1 
bilden eine Grupt)e V~ die erzeugt wird durch die beiden Substitutionen 

Ai " ' "  co'~-co + 1, 

A i . . .  f ,  __ 1 
�9 f D  

we A l eine ,unendlieh holm" Periode --  wenn dieser Ausdruek ge- 
starter ist --~ A: die Periode 2 besitzt. Die Combination beider 
Operationen 

Ao ~ A 1 1  A 3 �9 �9 �9 co" ~ . . . .  
~ CO 

ist vonder  Periode 3. In  unserem Sinne ist also diese Grul)~pe [" d e f i n i r t  
durch die Belationen: 

(1) AI ~ 1 ,  A 2 3 =  1~ Aa z - - - l ,  A I A 2 A  3 - - 1 .  

Geometriseh entspricht ihr ein unendliches Netz yon abweehselnd 
schraffirten und niehtsehraffirten Dreieeken, die an den Eeken a I zu 
ie unendlieh vielen, bei a z zu je 6, bei a 3 zu je 4 zusammenstossen 
--  in eine gewisse Symmetrie gebraeht die bekannte Eintheilung der 
r wie sie sich ergiebt, wenn wir die Abhi~ngigkeit des Perioden- 
verh~iltnisses co des elliptisehen Integrales yon der absoluten Invariante 
desselben studiren. :Die gestaltliche Anordnung dieses _~etzes, im Sinne der 
analysis situs, ergiebt sich dabei hier, unabhgngig yon der Theorie der 

es hier speeiell die Multiplication mit ('2-}-O), we e eine dritte Einheitswurzel, 
beziehungsweise die Multiplication mi~ (2--}-i)~ also eino speeielle Transformation 
der 7 ten bez. 5 t~. Ordnung, deren Gruppe dutch die obigen Fl~ehen bezeichnet wird: 

Es finden sich diese FIRehen in den Tabellen der regul~ren Gebietsein- 
theilungen veto Geschlechte 1 yon C. Jo rdan  und W. Godt (vergl. dessert 
bereits erw'~hnte Programmschrift pag. 11 ft.) nieht aufgezithlt; aueh die Flii~ben, 
die ich nach meiner frfiheren Bezeichnung dutch [2, 3, 6], N ~  18m*; [3, 3, 3], 
N-~-9m~ und [2, 4, 4], N-~-8m ~ charakterisirt habe, sind dort nicht erwi~hnt. 
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linearen Substitutionen, auf einem independenten Wege aus den l~ela- 
tionen (I). 

Nehmen wir alle Substitutionen tier Gruppe [" nach einem Modul n 
(der als Primzahl vorausgesetzt sei), so spaltet sich dieselbe dadurch in 
die Gruppe H der modulo nder Identitiit congruenten eo-Substitutionen und 

die Gruppe F der modulo n verschiedenen co-Substitutionen. Die letztere 
Gruppe ist die Gruppe der Modulargleichung ftir Transformation n 'er 
Ordnung. ]hr entspricht in der co-Ebene ein Fundamentalpolygon you 

2V ----- n. n ~ - 1 sehraffirten und ebensovielen nichtschraffirten Dreiecken, 
2 

dessen Riinder einander paarweise zugeordnet sind. Das ,,gesehlossene 
Net#'  bildet die regul'~re R i e m a n n' sche Fl~iche, welche der G al oi s' - 
schen Resolvente der Modulargleichung zukommt. Ihre 2 N  = n .  n ' 2 - 1  
abwechselnd schraffirten und nichtschraffirten Gebiete (Halbbliitter) 
stossen an Ecken a, zu je 2n, an Eeken a.. zuje 6, und anEckeu a:, zuje 
4 zusammen. Diese Fl~che und das zugehSrige Fundamentalpolygon babe 
ich (Annalen XVIII, p. 507ff.) einer eingehenden gestaltlichen Discussion 
unterworfen, auf die man eine Definition unserer Fl~iehe durch Rela- 
tionen FI,(A~)-----1 griinden kann. .Die Ableitung dcr Belationen 
_F'h-~- 1 /~ir diese Gruppen ist dabei, naeh den friiher allgemein aus- 
gesprochenen Siitzen, gleichlaufend mit tier _Bestimmung tler Gruppe H der 

modulo nder  Identitiit eongruente~ Substitutionen co ' - - - -+-6 -  
ihre emeugenden Substitutionen. 

Indem ich auf diese allgemeine Fragestellung spliter zuriickzu- 
kommen denke, sei hier die Durchfiihrung unseres Problems fiir den 
FaU der Transformation 7 t~" Ordnung gegeben. Die hier zugehSrige 
168-bl~ttrige FIiiche hat Herr K le in  im XIV. Annalenbande in der 
Abhandlung ,,Ueber Transformation siebenter Ordnung" ausffihrllch 
discutirt*). Wir beziehen unsere folgende Entwickelung auf das dort 
in einer besonderen Tafel gegebene Fundamental~polygon der Gruppe. 

ZuvSrderst ergeben sich die ,,Relationen (I)" fiir unsere Gruppe 
sofort aus der Multiplicit[it der Verzweigungspunkte unserer Fl~iche 
in der Form: 

(I) A, 7~--1, A 2 3 ~ 1 ,  A 3 2 ~ 1 ,  AIA2A 3 ~ 1 .  

Zur l:Ierstellung tier ,Relationen (II)" haben wir jetzt die Zu- 
ordnung der Rgnder unseres Fundamentalpolygons (wie sie auf jener 
Tafel bezeichnet ist) symbolisch auszudriieken. Dies gelingt am ein- 
fachsten, wenn wir die in jener Tafel stark markirte Zickzacklinie 
verfolgen, welche yon dem mit 13 bezeichneten Rande des Gebietes 

*) Yergl. insbe~ondere w 12. dieser Abhandlung. 
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zum Rande 4 hinfiihrt. Indem niimlich die Riinder 4 und 13 einander 
zugeordnet sind, schliesst sich in der geschlossenen Fl~che unsere 
Linie gerade zusammen; sehreiben wir also den Zickzackweg mit Htllfe 
der Substitutionen At ,  A2, A 3 als eine Substitution, wr yon einem 
am Rande 13 liegenden Dreieck unseres Fundamentalpolygons hinfiihrt 
zu dem ,,~iquivalenten" Dreieck, welches im Rande 4 an unser Funda- 
mentalpolygon anstSsst, so haben wir diese Substitution gleieh 1 zu 
setzen, um die gewfinschte Relation zu erhalten,  welche die R~inder 4 
und 13 einander zuordnet. So kommt eine Relation (II) in der Gestalt: 

(It) = 1, *). 
Diese I?elation ist aber ausreichend, um das ganze Fundamental- 

polygon unserer Gruppe auszuschneiden. In der That,  die Zuordnungen 
der tibrigen Riinder unserer Figur (wie sic die, jener Tafel beigesetzte, 
Tabelle angiebt) werden durch ebensolche Zickzacklinien bezeichnet, 
welche sich als Substitutionen schreiben lassen, die aus der obigen 
durch Transformation abgeleitet sind. 

.Es bilden also die 2~elationen (I) und (]I) die gewollte Definition 
~mserer Gru2pe, die wir kurz etwa in der folgenden 2brm schreiben 
k~;nnen : 

A ~ ' = I ,  A 2 3 = 1 ,  (A, A 2 ) 2 = l ,  ( -42A,5)4= 1. 

Die 168 Substitutionen, welche unsere Gruppe umfasst~ lauten 
dabei - -  indem wir zu einfacher Schreibweise wieder yon A l u n d  A a 
als erzeugenden Substitutionen ausgehen - -  kurz wie folgt: 

S A2 ', 
Sa A (  A3A[ ,  

wo S die folgende Substitution yon der Periode 3 bedeutet: 

S A~At3A.jAtSA:~At 3 
und u die Wertiie O ) 1 , 2 ;  /~ und v (yon einander unabh~l~gig) die 
Werthe O, 1, 2 , . . . ,  6 durchl~uft**). 

*) Selbstversti~ndlich hi~tten wir (nach pag. 17 u. 31) auch irgend einen an- 
deren Weg yon Rand zu Rand f~hren k(innen; der vorliegende ist nur in der 
gruppentheoretischen Schreibweise der einfachste. 

**) Diese Schreibweise der 168 Substitutionen bemh~ auf der Zerlegung der 
Fli~che in drei Gebiete yon 56 schraffirten und ebensovielen nichtschraflirten Drei- 
ecken, welche ich in der erwiihnten Abhandlung im XVI[I. Annalenbande (p. 525) 
als ,,Polygoncyklen" bezeichne~ habe. 

Ich fiige bier gleich die ganz entsprechende Schreibweise iiberhaupt fiir die 
Substitutionen der" Modulargruppe fiir Transformation ~ter Ordnung (n l~rimzahl) 
bet. Bezeichnen hier AI und A a die (jetz~ modulo n verstandenen)Substitutionen 

1 1 n - - 1  . n _ {  n - - I  " n  2 co' ---~ ca -]- 1, bez. ca" -~- -- - - ,  so sind die n �9 nt 

Substitutionen, welche unsere Grupp0 umfasst, gegeben durch die Formeln: 



4 2  W.  DY(:K. 

Unsere  Fli iche kennze i chne t  sieh - -  (wie die F i g u r  lehr t  und eine 
Umse t zung  der  ob igen  F o r m e l n  (pag.  2 /  gemiiss)  zeig~ - -  als e ine  

regul~r-symmetrische. Die i somorphe  Z u o r d n u n g  der  Gruppe  in sich, 
welche sich hier in  ausspr ich t ,  i s t ,  wenn wir die betreffenden Subs t i tu -  
t ionen  e twa wieder  als , , co -Subs t i tu t ionen"  deuten wol len ,  beze ichnet  

d u reh : 
A t . . .  c o ' ~ c o + l ,  A t ' . . .  o ' = c o - - 1 ,  

�9 1 , ) .  
A:~ - . .  co ~--- l A3, co" 

fD ~ fO 

S '~ A[ ' ,  

s ~ A~' A3 .~ ,  
[ . - 3  ] 

~ : : 0 ,  I~ .... )---; u, v:Os l,--.n--I , 

wo 8 die folgcnde Substitution bedeutet: 

8 = A 3 AI '~ A~ A( '  A~ A ] ; 

hierin sind die Expouenten a und $ zwei primitive Wurzeln der Primzahl n, ['fir 
welehe die 13eziehung rzS---1 mod.,~ statthat. Ffir die Potenzirung der Sub- 
stitution fit hat mau dabei die folgende einfaehe Regel:  

aus weleher sich, mit Beriicksichtigung der soeben gemachten Festsetzungcn, die 

yon S zu _ ~ 1  ergiebt. Periode 

Diese Angaben folgen unmittelbar aus pag. 515 ft. und 523ff. der oben er- 
w'~hnten Arbeit: Die Substitution S, als o-Substitution (und modulo n) gescbrieben, 

u o  lautet n~mlich einfach oJ '=  -~---, und die obige Schreibweise ffir die Substitu- 

tionen unserer Gruppe besagt geometriseh niches anderes, als dass die regul'~ro 
I~i e m a nn'sche Flgche, weleho ,air unseren Darstellungen zu G runde legen kOnnen, 

i n - - y - -  , ,Polygoncyklen" zerlegt werden kann, wolche den verschiedenea 

Worthon yon ;t entsprechen, 
Selbstversti~ndlich l~sst sich in dieser Formulirung auch die vorhin (pag. 35) 

gegebene Modulargruppe flir die Transformation 5 t~ Ordnung (die ,,Ikosaeder- 
gruppe") einbegreifen. Man hat n~mlich hi&fir S ~ A~At2A3At 3,43Aj ~ und be- 
kommt dann 60 Ausdrfioke S;~A~ ' ,  SiA~A3A~, welche sicb sofort in die vorhin 

(pag. 35), in unmittelbaren Anschluss an die Figur (Tafel II.), gegebenen fiber- 
ffihren lassen. 

*) Diese holoedrisch isomorpho Beziehung hat, wie bekann~, allgemein fYir 
jede Modulargruppe stark Man sehe die Entwickeiungen in S e r r e t ' s  Trait6 
d'alg~bro sup6rieuro vol. I I ,  sowie auch einen Aufsatz yon K r o u e c k e r  in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie yore Jahro 1861. Geometrisch spricht 
sich der Isomorphismus wieder in der Symmetrie der zugehSrigen R i e m a n n ' -  
schon FIAchen aus (vergl. Ann. XVIII, pag. 521). 
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w 16. 

Ueber die Definition gewisser complexer Zahlsysteme. 

Bet der Aufstellung eines'Systems yon complexen Zahlen im all- 
gemeinsten Sinne des Wortes handelt es sich zun~ichst stets um die 
Annahme einer Reihe von Einheiten fiir dieses Zahlsystem und wetter 
um die Festsetzung der Rechenoperationen in diesem Systeme. 

Die folgenden Bemerkungen betreffen die Einfiihrung gewisser 
2~lultiplicationsregcl~ fiir die Einheiten eines Zahlsystems. Unter den 
verschiedenartigen Verabredungen, die man hier treffen kann, setzen 
wit niimlich' ein Princip solcher Bestimmung iblgendermassen lest: 

Die dutch Iteration und Combination der zu Grunde gelcgten Ein- 
heitcn E l ,  E2, 1~3, �9 �9 �9 .E,,, gebildeten Pro&tctc 

E l "  E./'" �9 �9 E l "  .E,/" �9 . . .  

sollen eine gesehlossene Grup2e yon Operationen bilden. 
Dann gelten die urspriingliehen Einheiten E l ,  E 2 , . . . / ~ , ; ,  als die 

erzeugenden Substitutionen dieser Gruppe und die Multiplications- 
regeln ftir unsere Einheiten stellen sieh als die zur Definition der 
Gruppe nothwendigen Relationen zwisehen den erzeugenden Sub.stitu- 
tionen dar. Die Gesammtheit aller Substitutionen dieser Gruppe ent- 
sprieht dem vollen Systeme der ]~Tnheiten ftir unsere complexen Zahlen. 

Es soll gezeigt werden, class dieses Prineip bet der Definition der 
(2uaternioneneinheiten thats~iehlieh zur Verwendung kommt und diese 
also eine Gruppendefinition in dem hier aufgestellten Sinne ist.*) 

Wir bezeiehnen dutch 1 , E j ~ E z , / i :  3 vier JEinheiten, fiir welehe 
die Multiplieationsregeln gegeben sind dutch fi)lgende Formeln: 

Z,  E 2 E . j =  I. 

Dann ist, 1 (die identisehe Substitution), E l ,  ~ : ,  ~:~ als die er- 
zeugenden Substitutionen ether Gruppe aufgefasst, dutch diese Rela- 
tionen die Gruppe folgender acht Substitutionen definirt: 

�9 ) Analoges gilt ffir die yon Clifford,  im Ansehluss an Grassmann,  ge- 
gebene Erweiterung der Quaternionen auf ein System mit n Einheiten (vergl. den 
Aufsatz ,,Applications of G ras sm an n' s extensive Algebra" im American Journal, 
vol. I., pag. 351). Was Festsetzungen fiir die Multiplicationsregeln eines Za~hlen- 
gebietes anlangt, so ist hier (neben der schon Eingangs angeffihrten ,,Ausdehnungs- 
lehre") noch der Auhatz yon Grassmann ,,Sur les diffdrents genres de multi- 
plication" im 49. Bande yon Crelle's Journal zu erw~hnen. Doch set bemerkt~ 
dass eine Reihe der d~)rt getroffenen Multiplieationsregeln sich nicht unter den 
Gruppenbegriff subsumiren lassen, insoferne dort gewisse Produete yon Einheiten 
gleich l~ull geset~t werden. 
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l ,  

.E,, E~, ~ ,  

E,2 = Eg  = E3 2, 
E?,  E / ,  /~3 ~. 

Man finder ngml ich ,  fiir die Zur t ickff ihrung i rgendwelche r  Sub-  

s t i t u t i o n e n ,  sofor t  die B e z i e h u n g e n :  

E14 __-- E24 = E~4 = 1, 
und  

.E,3= E2E.~, .E23= E.~E,, .E3'~= E , E  2. 

Diese Einheiten und ihre Multiplicationsregeln entsprechen hiernach 
unmittelbar dem System der Quaternioneneinheiten, wcun wir fiir 
dasselbe die a cht Einheitcn 

1, - -  1, i, - -  i, j ,  - - j ,  k, - -  k*) 

(in der gew6hnlichen Schreibweise) zu Grunde legen**). 

L e i p z i g ,  am 6. December  1881. 

*) Die getrennte Einffihrung positiver und negativer Einheiten giebt z. B. 
W e i e r s t r a s s  in seinen Vorlesungen fiber analytische Functionen. 

**) Man vergleiehe die Formeln in H a m i l t o n ' s  Elements of Quaternious 
pag. 157 ff.~ oder auch in H. H an k e l ' s  Theorie der complexen Zahlen, Abschnitt VIII. 

In Erg~nzung des pag. 1 gegebenen Citats auf die C a y l e y ' s c h e  Note ,,On 
the theory of groups" im 1. Bande des American Journal of Mathematics habe 
ich noch drei kleine Abhandlungen C a y l e y ' s  ,,On the theory of groups, as 
depending on the symbolic' equation On--- ~ 1" (Philosophical Magazine and Journal 
of Science, S ~ 4, Bd. 7 u. 18, 1854, 1859) zu erw'~hnen, die mir bisher entgangen 
sin& Sic behandeln die Aufstellung aller mSglichen Gruppen yon n Substitutionen 
als IA~ungssysteme der symbolischen Gleiehung O n ~ 1 ffir die einfaehsten F~lle; 
inbesondere finder sich dort die soeben gegebene Darstellung der ,,Gruppe der 
Q uaternioneneinheiten". 

April 1882. 


