Ueber arithmetische Eigenschaften gewisser transcendenter
Functionen II

Von

A. Hurwirz in Kénigsberg 1. Pr.

Im Anschluss an die vorstehende Abhandlung des Herrn Ratner
entwickle ich in den folgenden Zeilen einen neuen Beweis und einige
Verallgemeinerungen des Satzes, welchen ich aunf pag. 222 meiner
unter obigem Titel im 22. Bande dieser Annalen erschienenen Arbeit¥)
aufgestellt habe,

Die bestindig convergirende Potenzreihe

1 1 2 2 2 .
O y=1+32+357g o T grava T )
welche beiliufic bemerkt nur unwesentlich von der Bessel'schen Reihe
verschieden ist, genligt der Differentialgleichung

@ azy” = —by +y.
Aus dieser Gleichung leitet man leicht die folgende ab:
3) (oy=y® =tu -y + tn-y-

Hier bedeuten %,, . ganze ganzzahlige Functionen von a, 8, 2,

¥) Ich benutze diese Gelegenheit zur Berichtigung einer irrthiinlichen
Angabe, welche sich anf pag. 229 dieser Arbeit findet und anf welche mich Herr
Stickelberger vor lingerer Zeit aufmerksam gemacht hat Das dort fiir die Dif
ferentialgleichung 22y” = by’ -+ y angegebene Integral ist zu ersetzen durch den

Ausdruck
eV G(V25) + e V> G(-V32),

wo  eine ganze Function von J2z des Grades b';i bedeutet. Die Zahl &

wird als eine ungerade positive Zahl vorausgesetzt.
#¥) Bs wird angenommen, dass % picht eine negative ganze Zahl ist, weil

const die Reihe sinnlos wiirde. Ueberdies wird der Fall 4 =0 ausgeschlossen,
z

fir welchen sich y offenbar auf €® reducirt.
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—2 n—2 n—1 n-—3
5 —5 oder ——, >

sind, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Der Beweis hiervon
ergiebt sich durch den Schluss von # auf n 4 1. Setzt man niimlich

(azy gt = Ynps - Y + furs -y,
go findet man nach kurzer Zwischenrechnung

{%_H = (a—na—0b)Y, + az(fa +v),
fois — Yy — — 1)@ gt 027"

wobei sich die Differentiationen (9., 1. ) auf das Argument z beziehen.

Die Gleichungen (4) zeigen nun, dass die von %,, %, behaupteten
Eigenschaften sich von » auf % 1 iibertragen. Da diese Eigen-
schaften aber der Gleichung (2} zufolge filr # = 2 bestehen, so finden
sie fiir jeden Werth von » > 2 statt.

Zu dem Zwecke, welchen ich verfolge, bedarf es noch der Reihen-
entwicklung der n'*» Ableitung von y, wie sie sich unmittelbar aus
(1) ergiebt:

- L)
welche in Bezug auf # von den Geraden

4

- ) 1 1 .
(®) v 5(Fa). .. (0F m—1)a) T FoFa . 0Fea ¢ T

Aus dieser Entwicklung geht hervor, dass der absolute Betrag von
kr Yy
mit wachsendem % unter jede Grenze sinkt, weleche Werthe auch der
Grosse & und dem Argumente z beigelegt werden mégen.
Seien nun ¢ und b ganze Zahlen; dann lisst sich auf folgende
Weise zeigen, dass der Werth von £ irrational ist, wenn das Argument
z einen rationalen, von Null verschiedenen Werth erhilt. Angenom-

. s r
men es sei fir sz = -

®) y =et, y=u,

L) 720 und 7, s, ¢, u ganze Zahlen, ¢ einen nicht verschwindenden
Factor bezeichnen. Unter Einfithrung dieser Werthe von z, ', y geht
die Gleichung (3) nach leichter Umformung iiber in die neue Gleichung:
0] a7 (@Y = 7 (Gat -t ),

deren rechte Seite offenbar fir jeden Werth von % eine ganze Zahl
darstellt, Diese ganze Zahl muss, weil die linke Seite mit wachsen-
dem % unter jede Grenze sinkt, von einem gentigend gross gewahlten
Werthe von n ab bestindig gleich Null sein. Folglich verschwinden

fir # =—Z— alle Differentialquotienten ), y¥+) ... unter N jenen
geniigend gross gewihlten Werth von % verstanden. Dieses ist aber offen-
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bar unmoglich. Denn die Entwicklung von y nach steigenden Potenzen
von z—-—'g wiirde dann abbrechen, und y also eine ralionale ganze
Function von 2 sein, was'nicht der Fall ist. Somit ist die Annahme,
%:» habe fiir einen rationalen von Null verschiedenen Werth von 2
selber einen rationalen Werth, unzulissig. Sefzt man in dem Quotienten
%31 an Stelle von b:E2, an Stelle von a:92z, so geht derselbe in

eine Function @ (£, #) von £ und % dber. Das Ergebniss der bisherigen
Betrachtungen lisst sich offenbar als eine Eigenschaft dieser Function
@ (&, ) so aussprechen:

»Der Werth von

1 i 1 1 1
ety st ierparen BT
1

e

@&, n) =

P .
R el ey Sl R R T TR e TR

ist stets irrational, wenn den Argumenten &, n rgend welche rationale
Werthe beigelegt werden, welche nur der Einschrinkung unlerliegen,
dass der Quotient %weder Null, noch unendlich, noch einer negativen

ganzen Zahl gleich sein dayf.“
Diesen Satz kann man zunichst folgendermassen verallgemeinern.
Es sei m eine positive ganze Zahl und es werde als rational jede

Grosse der Form
gtry—m

angesehen, wenn g und v rationale Zahlen im gewShnlichen Sinne
des Wortes bezeichnen. Eine rationale Zahl g - v ) —m heisse
»ganz®, wenn g und v ganze Zahlen sind. Setzt man nun in der
Gleichung (3) fir @, b, s ganze Zahlen der Form p v Y—m und
macht sodann die Annahme, dass gleichzeitig % einer rationalen

Zahl derselben Form gleich sei, so ergiebt sich wie oben der Wider-
spruch, dass y sich auf eine ganze rationale Function von z redueirt.
Denn eine ganze Zahl g - » )—m kann nur dann einen unendlich
Kkleinen Betrag haben, wenn sie gleich Null ist. Es folgt also:

Der obige Satz bleibt giltiq, wenn man wnier rationaler Zahl
jede Zahl der Form p + vy/—m versicht, wo p, v rationale Zahlen
im gewihnlichen Sinme des Worles bezeichnen, und m eine beliebig aber
fest zu wiiklende positive ganze Zakl bedeutet.

Ich bemerke noch, dass sich der Beweis unseres Satzes, falls man
sich auf reelle Zahlen beschriinkt, auch nach der bekannten Lambert-
schen Methode filhren lisst — eine Methode, ‘die’ sich iibrigens ohne

Matheratische Annalen. XXEIL 39
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Zweifel auch auf complexe Zahlen iibertragen lgssen wird. Dieser
,Lambert’sche’ Beweis wird ermoglicht durch die wohl von Euler
herriihrende Kettenbruchentwicklung®)

arz

®) v =b+ as
’ “Hrt T

Mit dieser Entwicklung stehen auch die oben angestellien Be-
trachtungen in einem innern Zusammenhang. Nach einer bekannten

Sechlussweise folgt nimlich aus der Gleichung (3), dass — %’— den

% — 1t Niherungsbruch des Kettenbruches (8) vorstellt.

Ich gehe nun dazu iiber den folgenden allgemeinen Satz zu be-
weisen, welcher den oben abgeleiteten Satz als einen ganz speciellen
Fall enthilt:

-Die bestindig convergirende unendliche Potenzreihe

Y=16 1 6,2+ 6,8+ - - -
gendige folgenden Bedingungen :
1) Sie comvergive so stark, dass fiir jeden Werth von 2 der
absolute Betrag von k»y™ mit wachsendem n unter jede
Grenze sinkt, wenn k eine beliehig gross aber fest gewiihlie
Zahl bezeichnet.
2) Sie befriedige eine Differentialgleichung (v -+ 1)%" Ordnung
der Gestalt
9) Pyt = .90 + @ ayrH 4 - - - + @y,
WO Py Pry Pri, - . - @ ganze ganzzahlige Functionen von z
bedeuten.

Dann ist stets mindestens Fines der Verhiiltwisse

y:y':...:y(')
irrational, wenn dem Argumente 2 irgend ein rationaler Werth beigelegt
wird, fir welchen der Cocfficient @ der hichsten Ableitung in (9) nicht
verschuwindet.*

Die Ausdriicke ,,rational®, , ganzzahlig® diirfen hier aunch in dem
allgemeineren oben angegebenen Sinne verstanden werden.

Zum Beweise des aufgestellten Satzes leite ich aus der Gleichung

(9) die folgende nene Gleichung ab, in welcher » irgend eine positive
Zahl bedeutet:

(10) ¢"yr = @,y + @1,y 4 - - - - P10y 4 Po,nY.
*) Vgl. Legendre’s Elemente der Geometrie, vierte Anmerkung, wo der
obige Kettenbrnch, welcher fiir b=1, g=2, 2= — %2 den Werth 1 —zige

besitzt, zum Beweise der Irrationalitit von z und 22 benutzt wird.



Arithmetische Eigenschafien gewisser transcendenter Functionen, 587

Man zeigt hier leicht dureh den Schluss von % auf n 4 1, dass
Drny Pr-tiay - - - Po,n ganze ganzzahlige Functionen von # sird, deren
Grade die Zahl . » nicht fibersteigen. Dabei bezeichnet y die hochste
unter den Gradzahlen der. Functionen ¢, @,y @r1,+ .. @q.

Nimmt man nun an fir irgend einen rationalen Werth von gz,
fiir welchen ¢ nicht verschwindet, seien simmtliche Verhiltnisse

rational, so fiihrt die Gleichung (10), in entsprechender Weise wie
oben die Gleichung (3), auf den Widerspruch, dass y sich auf eine
rationale ganze Function von 2 reducirf. Daher ist jene Annahme
unzulissig, was zu beweisen war.

Eine ausgedehnte Classe von Potenzreihen, welche den Bedingungen
des soeben bewiesenen Satzes geniigen, liefern die verallgemeinerten
hypergeometrischen Reihen®), wie ich zum Schluss niher ausfiihren
will. Man bilde mit irgend 27 - 2 Constanten

Oy Cyyeer8ry byy by e
die beiden ganzen Funetionen
(11) { f(w)=a0+al $+azx($—1)+"'+dy$($‘“‘l) (97--2) = (ﬂ&'.‘r-!-“l),
9(z) =by+-b, 24+-b, 2 (x—1) 4+ -+ + bz (2—1) (£—2) -+ - (T —7-1).
Dann befriedigt die Potenzreihe

4 FO) fOY =  fOffY £,
(12 y=1+ o7+ y0e@ 7T 30s0g@ o T

wie man durch eine kurze Rechnung bestitigt, die Differentialgleichung
(13) b, arytrt) =g (@ 8—br_1) Y -2 (tr—18—br )y D+ - t-apy.

Damit die Reihe (12) nicht sinnlos wird, miissen die Werthe von
g(0), g(1), ... simmilich von Null verschieden sein; damit sie nicht
abbricht, muss das Gleiche fiir die Werthe von f(0), (1), ... stait-
finden; damit endlich der in unserem Satze verlangte Grad der Con-
vergenz eintritt, ist nothwendig und hinreichend, dass der Grad von
f(x) niedriger ist als der von g(z).

Nimmt man fir f(z) und g(z) ganzzahlige Functionen, so werden
freilich @, ..ar, by, ...0 im Allgemeinen nicht simmilich ganze,
sondern nur rationale Zahlen. Aber man kann dann die Gleichung
(13) mit dem gemeinsamen Nenner jemer Zahlen multipliciren und so
an ihre Stelle eine Gleichung mit lauter ganzzahligen Constanten setzen.

Fasst man alle diese Bemerkungen znsammen, so erkennt man
die Richtigkeit des folgenden Satzes:

#) Vgl. fiir das Folgende: Thomae ,, Ueber die htheren bypergeometrischen
Reihen ete.”, diese Annalen, Bd. II, pag. 427.
39*
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s seien [(x) und g(x) cwei ganze ganzsahlige Functionen von z,
welche nur der Einschrinkung unterliegen, dass f(x) von niedrigerem
Grade als g(x) ist, und dass die Gleichungen f(z) =0, g(x) =0 durch
keinen ganzzahligen nichi negativen Werth von x befriedigt werden.
Dann besitzt die bestindig convergirende Potenzreihe

L fO) ,  fO ) £, fOFOF® P,
y=1+30* T 50w =1 T gogmex 37T

9(0)
die Figenschaft, dass unier den Verhiltnissen y :y 19" :--.: y0
mindestens Bimes irrational ist, wenn dem Argumente z irgend ein von
Null verschiedener rationaler Werth beigelegt wird. Dabei bezeichnet r
den Grad von g(x).

Zu bemerken ist noch, dass offenbar f(z) und g(x) unbeschadet
der Allgemeinheit ohne gemeinsamen Theiler vorausgesetzi werden
diirfen.

Der specielle Fall f(z) =1, g(x) = ax + b fihrt auf die Reihe
(1) und den oben fiir diese Reihe bewiesenen Satz.

Kdnigsberg i. Pr., den 24. Mirz 1888.



