
Ueber arithme~ische Eigenschaf~en gewisser transcendenter 
Functionen II. 

Von 

i .  HuRwI~z in K~nigsberg i. Pr. 

Im  Anschluss an die vorstehende Abhandlung des Herrn Rather 
entwickle ich in den /b]genden Zeilen einen neuen Beweis und einige 
Verallgemeinerungen des Satzes, welchen ich auf pag. 222 meiner 
unter obigem Tibel im 22. Bande dieser Annalen erschienenen Arbeit*) 
aufgestellt habe. 

Die best~ndig convergirende Potenzreihe 

l z .~_  I z ~ 2 
(1) y ~ 1 -~- ~- b(b.-~-a) 2! -[- b~b-.~-a)(b-.-~2a) 3-~ - ~ ' "  "'$$) 

welche beil~ufig bemerlr~ nut unwesenglich yon der Besserschen Reihe 
verschieden is~, gentig~ der Differentialgleichung 

(2) a zy"  = - -  by" + y.  
Aus dieser Gleichung lei~e~ man leich~ die s ab: 

(3) (a~)~-~y  r = W " y" + z~ " y .  

Hier bedeuten ~ ,  s ganze ganzzahlige Funcfionen yon a,  b, ~,, 

*) Ich benutze diese Getegenhei~ zur Berichtdgnng einer irr~fimlichen 
Angabe, welche sich auf pag. 229 dieser Arbeit finder uncl auf welche reich Herr 
Stickelberger vor lingerer Zeit aufmerksam gemacht hat~ Das dort f0x die Dif- 
feren~ialgteichung 2zy" ~ by" -]- y augegebene Integral ist zu ersetzen dutch den 
Ausdruck 

c~e 1'~ a(t/~) + ee- ~ a ( -  r~ ) ,  

wo G eine gan~e Function yon ~ des Grades 7 bedeu~et. Die 7~!  b 

w~rd als eine ungexade positive Zahl vorausgesetz~ 

**) Es ws angenommen, (lass b n~cht eine negative gauze Zahl ist, wail 

sonst die Reihe sinnlos wErde. Uebezdies wizd der Fall a-~ 0 ausgeschlo~sen, 
Z 

f~r welchen sieh ~/offenbar auf r reducirt. 
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~ 1  ~ we]che in Bezug auf z yon den Geraden ~ -~2 , ~-2~ oder ~ ,  ~ -  

sind, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Der Beweis hiervon 
ergiebt sieh dutch den SchIuss yon n auf n -~- 1. Setzt man nfimlich 

(a~)~Y ~+1~ ~ r " Y" + Z~+I " Y, 
so finder man nach kurzer Zwischenrechnung 

(4) (~,~-x ~ -  4, ,  - -  ( n - - 1 ) a z , ~ - { - a z ~ ' ;  

wobei sich die Differentiationen (~/,.', ~ ' )  auf das Argument z beziehen. 
Die Gleichungen (4) zeigen nun, dass die yon ~p., g~ behanpte~en 

Eigenschaf~ea sich yon n auf n - J -1  tibertragen. Da diese Eigen- 
sehaften aber der Gleichung (2) zufolge fiir n ~ 2 bestehen, so finden 
sie ffir jeden Werth yon n ~ 2 stat~. 

Zu dem Zwecke, welchen ich verfolge, bedarf es noch der Reihen- 
en~wicklung tier n ten Ableitung yon y ,  wie sie sieh unmittelbar aus 
(1) ergiebt: 

1 1 
(5 )  y(~) ~ b ( b - ] - a )  . . . (b -~- (n- -1 )a )  -~" b ( b - [ - a )  . . . ( b - - ~ - n a )  g " d V  " "  " 

Aus dieser Entwieklung geht hervor, dass der absolute Betrag you 
k'* y(~} 

b 

mi~ waehsendem n u n t e r  jede Orenze sinkt, welche Werthe aueh der 
GrSsse k und dem Argumente z beigelegt werden mSgen. 

Seien nun a und b gauze Zahlen; dann l~isst sich auf folgende 
y' 

Weise zeigen, dass der Werth yon - -  irrational ist, wenn das Argument 
Y 

einen rafionalen, yon Null verschiedenen Werth erh$1t. Angenom- 

men es sei ffir'g ~ L $ 

(6) y ' = q t ,  y ~ q u ,  

wo r ~ 0  und r ,  s ,  t ,  u ganze Zahlen, p einen nicht verschwindenden 

Factor bezeiehnen. Unter Einfiihrung dieser Werthe yon g, y', y geh*~ 
die Gleichung (3) nach leichter Umformung fiber in die neue Gleichung: 

1 
(7) oar  (ar)~Y(~) --~ s~ - l ( r  

deren rechte Seite offenbar ffir jeden Werth yon ne ine  ganze Zahl 
darstellt. Dieso ganze Zahl muss, weil die linke Seite mit wachsen- 
dem n u n t e r  jede Grenze sinlr~, yon einem gentigend gross gew~hlten 
Wert~e yon n a b  best~ndig gleieh Null sein. Folglich versehwinden 

ffir ~ * alle Differentialquo~ienten y~) -s- , y~+l), . . . ,  under _N jenen 

genfigend gross gew~hl~en Werth yon n verstanden. Dieses ist aber often- 
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bar unmSglich. Denn die En~wieklung yon y naeh s~eigenden Pobnzen 

yon ~ _ _ r  w~de d ~  abbrechen, und y also eine rationale ganze s 
Function yon ~ sein, was"nieh~ der Fall i ~  Somit is~ die Annshme, 
y" 

habe ffir einen ra~ionalen yon Null verschiedenen Werth yon y 
selber einen ra~ionalen Wer~h~ unzul~ssig. Se~z~ man in dem Quo~ienbn 

by" an S~elle von b : ~ z ,  an S~ette yon a : ~z, so geh~ derselbe in y 
eine Function ~ (~, ~) yon ~ und ~ tiber. Das Ergebniss der b/sherigen 
Be~rach~ungen t~ss~ sieh off~nbar als eine Eigensehaf~ dieser Func~on 

(~, ~) so ausspreehen: 
,,Der Werth yon 

1 1 1 1 

ist stets irrational, wenn den A~'gumenten ~, ~ irgend wdche ra~io~cale 
~Yerthe beigelegt wo'den, welche nur do" .Ea'~schrginkurqi unterliegen, 

dass der Quotient ~ weder 2~ull, noch unendlich, noch einer negativen 

ga~zen Zahl gleich sein darf." 
Diesen Saiz kann man zun~chs~ folgendermassen veral!gemeinern. 

Es sei m eine positive gauze Zahl undes  werde als rational jede 
GrSsse der Form 

angesehen, wenn ~ und v rationale Zahlen im gewShnliehen Sinne 
des Wortes bezeichnen. Eine raf~onale Zahl ~ -~- v ~ m heisse 
,ganz", wenn ~ mid v ganze Zahlen sind. 8e~t man nun in der 
Oleichung (3) fEr a, b, ~ gauze Zahlen tier Form ~ ~ v  ~/--m und 

maeht sodann die Annahme, dass gleichzeitig Y" einer rationalen 

Zahl derselben Form gleich sei, so ergieb~ sich wie oben der Wider- 
spruch ~ dassy  sich auf eine gauze rationale Function yon z reduc'n~ 
Denn eine gauze Zahl ~ qL v ~ kann nur dann einen unendlieh 
kleinen Betrag haben, wenn sie g|eich Null isf~ Es folgt also: 

Der obige lYatz bleibt gi~ltig, wen~ man unter ,,rationa~ Zah~ '~ 
jede Zahl der ~'arm ~ -{- v V'------m versteht, wo l~, v rati~male Za lg~  
im gewi~hnlid~n $inne des Wortes be~eit, l ~ n ,  ~nd m e ~  ~ abet 
lest ~ wiihlencle ~osi~ve ganre Zahl bedeuteL 

Ieh bemerke noeh, dass sieh der Beweis tmseres Satzes, falb man 
sieh auf reelle Zalflen besehr~k~ auch nach dot bekann~ea Lamber~: 
schen Methode ffihren l~ss~ - -  eine Me,bode, die ~ sich itbrigens olme 

~athematis&e . ~ e a ,  ~ 3~ 
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Zweffel auch auf complexe Zahlen fiber~ragen l~ssen wird. Dieser 
,LamberYsche" Beweis wird ermSglieht durch die wohl yon Euler 
herrfihrende Kettenbruch entwicklung *) 

(8) ~ = 5 + ~ y" aZ 
a .-~ b W 2 a -~- b -~ . 

Mit dieser Entwickhmg stehen auch die oben angestellten Be- 
~rachtungen in einem innern Zusammenhang. Naeh einer bekannten 

Schlussweise fo|g~ n~mlich aus der Gleichung (3), dass ~* den 
Z. 

~ t -  1 t~ Nilherungsbruch des KeY~enbruches (8) vorstellt. 
Ich gehe nun dazu fiber den folgenden aUgemeinen Satz zu be- 

weisen~ weleher den oben abgeleiteten Satz als einen ganz speciellen 
Fall e n ~ i l t :  

, , ~ e  besttindig convergirencle unendliche t)otenzreihe 

y ~--- Co q- clz -~- c2~2 + . . . 

geniige folgende~ .Bedingungen: 
1) Sie convergire so stark, dass fiir jeden Werth yon ~ der 

absolute Jffetrag yon k ~ y(') mit wachsendem n unter jede 
Grenze s in~,  wenn k eine bdiebig gross abet fest gew$hlte 
Zahl bezeichnet. 

2) Sie befriedige eine Differentia~glvichung (r + 1) ~ Ordnung 
der Gestalt 

(9) ~y(~-~) ~ 9~,y(') -{- ~_~y~-~) -{- �9  �9 -{- 9ooy, 
wo r ep,, 9 ~ ,  . . .  q)o ganze ganzzahlige ~'unctionen yon z 
bedeuten. 

Dann ist stets mindestens .Eines der Verh~iltnisse 
y : y '  : �9 . .  : y(~} 

irrational, wenn dem Argumente z irgend ei~ rationaler Werth bdgelegt 
ugrd, fiir wdchen der Coefficient 99 der h~chsten Ableitung i~ (9) nicht 
verschwindet." 

Die Ausdrficke 7,rational", , g a n z z a ~ i g "  diirfen hier auch in dem 
allgemeineren oben angegebenen Sinne verstmaden werden. 

Zum Beweise des aufgestellten Satzes leite ich aus der Gleichung 
(9) die folgende neue Gleichung ab~ in welcher n irgend eine positive 
Zahl bedeu~ei: 

(10) ~ny(,+~) - -  r T ~,-~.-y(~-~) W "" " + 9%ny" T ~0.,y.  

") Vgl. Legendre's EIemente der Geomeia-ie~ vierCe Anmerkung, wo der 
x2 

obige Kettenbruch, welcher ~ r  b ~ 1, a ~ 2, $ -~- -- -y- den Werth 1 -- xtg 

be~i~zt, zum Beweise der Irra~ionali~t yon ~ mad ~ benutzt wird. 
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Man zei~ lfier leieh~ durah den $ehtass yon ~ auf n ~ 1, dass 
r ~0,._i,~,... ~o,~ ganze ganzzahlige Func~onen yon n sisal, deren 
Grade die Zahl ~,. n nicht fibersteigen. I)abei bezeiehne~ 7 die hSchs~e 
unter den Gradzahlen der  Punctionen ~ ,  r r ~o. 

Nimmt man nun an f~ir irgend e:nen rat/onalen Werth yon ~, 
ffir welchen ~ nich~ versehwinde~ seien s~mmfliche Verl~ltnisse 

y : y" : . . . : y(~') 

rational~ so ffihrt die Gleichung (10)j in entspreehender Weise wie 
obea die Gleichung (3), auf den Widersprach, dass y sich auf eine 
rationale ganze Function von ~ redueir~. Daher ist; jene Annahme 
unzul'~ssig, was zu beweisen war. 

Eine ausgedehnte Classe yon Po~enzreihen, welche den Bedingungen 
des soeben bewiesenen SaCzes gentigen, liefern die verallgemeiner~en 
hypergeometrischen Reihen*), wie ich zum Schluss niiher ausffihrea 
will. Man bilde mi~ irgend 2 r - { - 2  Const~n~en 

a o ,  a i ,  . . . a ~ ,  bo, hi, �9 . .  bj. 

die beiden ganzen Func~ionen 

(11) ~ f ( x ) = a ~  - { - ' ' ' ' { - a ~ x ( x - 1 )  (x--2).-. (x--r+1), 
(g(x) =bo +b~x+b~x(x--1) + . . .  + b,x(x--1) Cx--2)...(x--r+l). 

Dann befriedigt die Polenzreihe 

f(o) z f(o)f(1) z~ f(o)f(:)f(~) z~ 
(12) y ~ 1 -~- ~ -{- g(o)a(~) .z: nt 4 "  ", g(o) g(:) g(~) s~ 

wie man dutch eine kurze Reehnung besf~ig~ die Differen~algleichmag 

(13) b~ ~ y(~ +~) ~ z~-~ ( a~ z--b~-~ ) Y(~ "4- z"-~ ( a~-~ ~ - - b ~ )  Y(~-~)-{- " "{-aoy. 

Damit die Reihe (12) niche sinntos wird, mfissen die Werthe yon 
g(0)~ g(1)~. . ,  s~mmfiich yon Null verschieden sein; dami~ sie nieh$ 
abbricht, muss das Gleiche fiir die Wer~e yon f(0), f(1), . . ,  statt- 
finden; dami~ endlich der in unserem Satze verlangte Grad der Con- 
vergenz eintrit~, isr nor und hinreichend~ dass der Grad yon 
f(x) niedriger is~ als der yon g(x).  

Nimmt man fiir f(x) und g(x )  ganzzahlige Funci~onen~ so werden 
freilich a o , . .  a~, b o ~ . . . b ~  im Allgemeinen nichf s~mmflich ganze~ 
sondern nut raidonale Zahlen. Abet man kann dann die Gleichung 
(13) mi~ dem gemeinsamen Nenner jener Zahlen mulfipliciren und so 
an ihre S~elle eine Gleichung mi~ lau~er ganzzahligen Cons~uten setzen. 

Fass~ man alle diese Bemerkungen zusammen, so erkennt man 
die Rich~igkei~ des folgenden Satzes: 

*) Vgl. fiir alas Foigende." Thomae , Ueber die hSheren hypergeome~ische~ 
Reihen et~.", diese AnnaIen, Bd. 11, pag. 427. 

39* 



588 A. HuRwx~z. 

,,Es seien f (x)  und g(x) ~wei ganze ganzzahlige x~'unctionen yon x, 
wdche nur der Einschrl~nkung unterZiegen, dass f (x )  yon n~drigerem 
Grade als g (x) is~, und dass die Gleichung. en f (x )  ~ O, g (x) -~- 0 dutch 
"~nen ganzzahligen nicht negativen Werth yon x befriedigt werden. 

Dann besitzt die besttindig convergirende l~otenzreihe 

1 + ~ , ~  + f(O) fO) z 2 f(o)f(1)f(2) z3 
Y g(O)g(1) 2! ~ g(O)g(1)g(2) 3! ~ - ' ' "  

die Eigenschaft~ dass ~nter de~ Verhiiltnissen y : y" : y"  : �9  �9 : y(~) 
mindestens ~ n e s  irrational ist, wenn dem Argumente z irgend ein yon 
Null verschiedener rationa2er Werth beigelegt wird. Dabei bezeichnet r 
den Grad yon g(x). 

Zu bemerken ist aoeh, (lass offenbar f (x)  und g(x)  unbesehade~ 
der Allgemeinhei~ ohne gemeinsamen Theiler vorausgesetzt werden 
dfirfen. 

Der specieUe Fall f (x)  -~ 1, g(x) ~ ax  + b fiihrt auf die Reihe 
(1) uad den oben fiir diese Reihe bewiesenen Satz. 

K S n i g s b e r g  i. Pr., den 24. Miirz 1888. 


