
Sur les probl~mes qui se rapporten~ k la r6solution des 
dqua~ions algdbriques renferman~ plusieurs inconnues. 

Par 

M, Fm)~.m~o Emu~UES k Bologne*). 

1. Les probl~mes dont il s'agit duns ce M~moire se rapportent 
la r(~o~utio~ des ~quations alg~briques. I1 n'y a done pas ici de questions 
nouvelles; rien de plus aneien, rien de plus conforme au but pratique 
dont l'Alg~bre elle-m~me tire son origine. Et  pourtant lorsqu'on parle 
de r~oudre une Equation, on pense d'ordinaire au cas de'terminal off 
celle-ci ne renferme qu'une seule inconnue i le cas inddtermi~ of 1 elle 
en renfermerait plusieurs, on ne Fenvisage pas~ le plus souvent, en 
route son ~tendue, ou bien on l'envisage ~ des points de rue cliff, rents 
qui d6guisent la vraie nature du probl~me. 

Cela tient peut 6tre ~ une double origine des theories qui nous 
oceupent~ en taut qu'elles se rapportent aux deux cas. 

D'un cSt~ les probl~mes classiques de r~solution pes~s par les 
anciens alggbristes am~nent $ la th~orie algdbrique de Galo is .  Mais de 
l'autre cSt~ ce sont surtout des recherches analytiques, d'Abel ,  de 
J a c o b i ,  de R i e m a n n  etc. qui donnent naissance aux ~tudes sur les 
equations entre plusieurs variables; ici le point de rue alg~brique est 
plus r~cent; encore il ne se rattache pus d'une mani~re immediate 
celui qui domine les d~couvertes de Galois. 

Nous nous proposons d'envisager les ~quations renfermant plusieurs 
ineonnues suivant le m~me esprit que l'on attache au cas dgtermin~, 
c'est-~-dire suivant l'esprit de la r~solution. Des problbmes se pr~sen- 
tent ainsi qui ne sont pus tout-~-fait nouveaux~ mais qui rev6tent 
pourtant une forme nouvelle. Entre ces probl~mes il y en a de ceux 
dent l'~nonc~ est bien simple; quelques-uns m6me qu'on ne deuterait 
de placer ~ cSl~ de ]a question classique se rapportant ~ l'~quation du 
cinqui~me degr~. 

*) Cet article reprodui~ lea mati~rea trait~es duns la conference tenue par 
M, Enriques au Congr~s interna~onal de8 Math~maticien~ ~ Zurich (Aofit~ 1897). 
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Malheureusement la plupart de ees probl~mes demeurent aujourd'hui 
sans r6ponse, et les contributions qu'on a port6es dans ce champ de 
reeherehes ressemblent ell vdrit6 ~ de rares flambeaux au milieu d'une 
obscurit6 @aisse. Elles montrent les difficult6s plutSt qu'elles ne nous 
aident & les vaincre! 

C'est m~me g cause de cela que le sujet ne nous par&it pas indigne 
de tousles efforts. 

2. 11 faut rappeler~ en commen~ant, les conceptions fondamentales 
de Galois se rapportant aux 6quations f(x) ~-- 0 qui renferment une 
seule inconnue. Peu de roots suffLront. 

Chaque 6quation f(x)~-0 ddfinit en gdngral une ixratianaZitd 
particulibre; celle-ci d@end enti~rement d'un certain groupe de sub- 
stitutions qui Ini appartient. C'est ce groupe qui joue le r6[e fonda- 
mental dans notre thdorie. Jl opbre en 6changeant entre elles les 
racines de l'6quation f~-0, dont le hombre montre ce que j'appelle le 
degrd de l'irrationalitd; il donne, par sa composition, la vraie nature 
de eelle-ci. 

Mais au sujet du mot ~irrationalit6~ quelques remarques semblent 
utiles. En effet ton peut prendre ce mot dans deux sens diff6rents: 

I) ou bien dans une acception arithmdti~ue, lorsque l'on a en rue 
les valeurs des raeines de l'6quation donn6e f(x) = 0 ;  

2) ou bien dans une acception plus proprement a~gdbrique lorsque 
l'on se rapporte aux opdrations (ddfinies seulement d'une mani~re th6ori- 
que) dont ddpend le calcul de ces racines. 

I1 faut encore ajouter, pour 6viter route inddterminat~ion, clue les 
op6rations nomm6es sont ~ effectuer sur des quantit6s que l'on suppose 
connues d'avance. Ainsi, tout d'abord, sur les coefficients de f. Ensuite 
sur les quantit~s que l'on peut en tirer par des opgrations rationnelles, 
qui engendrent le domaine de rationalite" ( K r o n e c k e r ) d e  ces coef- 
ficients. Enfin sur d'autres quantifiis, fournies par le proc6d6 m~me 
de la r6solution de f (x)-~ O, qui vienncnt adjointes, l'une apr~s rautre, 
au domaine de rat~onalif6 primitif, et entrainent par leur adjonction 
un dlargissement de celui-ei jusqu'~ comprendre routes les racines 
dont on demandait la valeur. 

Que ron envisage msintenant l'irrationalitd de P6quation f(x)~--O, 
dams la derni~re aceeption du mot, e'est ~ dire comme une op6ration i on 
en tirera une g6ndralisation des notions de Galois, qui est d'ailleurs fort 
eonnue. Il suffit de penser qne les coefficients de f an lieu de rester 
fixes~ peuvent varier en d6pendant, supposons d'une mani~re rationnelle, 
de certains param~tres u i ... ur, que l'on laissera tout-k-fair axbitraires. 
L'op6ration irrationnelle qui consiste k r6soudre l'6quation f(x)=~ O, 
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perme~ra alors d'~tablir un lieu fonetionnel entre ces param~tres e~ la 
x; nous aurons d6fini par suite la fonctio~ algdbri~lue x (u  I . . .  u~). 

Pour~ant la vraie nature de celle-ei rgsul~era souven~ plus simple, 
clue ne le montrerait l'opgration par la~luelle elle est engendrge. 
En effet, en rgsolvant la f ( x ,  u ~ . . .  u~) -~- O, il arrivera de rencon~rer 
des opdra~ions~ ~. effectuer sur les coefficients de f~ qui demeureront 
toujours les m~mes pour les diffgrentes valeurs des param~tres~ et qui, 
par suite~ ne compliqueront pas la nature de la fonction alggbrique 
x ( u t . . ,  ur).  On pourra toajours considdrer ees opgrations (arithmgti- 
ques) comme effectu6es d'avance~ en ajoutant de convenables irrativnnelles 
nu~ne'r/ques au domaine de rationalitg engendrg par les coefficients de f. 
Par eette adjonction le groupe alggbrique de / ~  01 (au sens de 
Galois) se trouve r~duit au grouse de monodromie de la fonction 
x ( u ~ . . ,  u~), dest ~ dire au groupe des permutations engendrges sur 
les branches de x par les tours fermgs effeetu& dans la varigtg (u~...u~). 

C'est done prdcisement ce groupe de monodromie qui d6finit la 
nature de ~irrationalitd en question, en rant qu'elle est envisag6e 
eomme une opgration proprement algdbri~ue ~ effec~uer sur les param~tres. 

3. Que I'on aS~ maintenant & rgsoudre, une gquat~on alg6brique 
f ( x  1 . . .  x~) -~  0 renfermant plusieurs (~ savoir n) inconnues. 

Une premiere m&hode se prgsente. On peut envisager x I x2... x~_l 
eomme des param~res, et calculer ensuite la valeur de x~ capable de 
sa~isfaire & l'gquation; le calcul dgpend alors d'une opgration irration- 
nelle bien dgterminge. Mais il est aisg de se convainere que t'irratio- 
nalitd s par cette mgthode n'est pas, en gdndral, la plus simple 
qui suffit ~ notre bu~. Ainsi p. e. s'il fau~ r&oudre une dquation 
ggn6rale du deu_xihme ou du troisi~me degrg, te procddg indiqug nous 
ambne ~ une irrationalit6 quadratique ou respect, cubique, tandis qu'en 
choisissant de nouveaux param~tres it sera toujours possible d'exprimer 
x 1 x ~ . . .  x~ par des fonctions rat~onnelles de ceux-ei (supposg n > 2 
dans le dernier cas). 

On volt done ctairement quetle est la nature du probl~me qui se 
prgsente icL 

I1 s'agit pour chaque gquation proposge f ( x~ . . . x~ )  -~ 0 de chercher 
la rdsolution/a p / ~  s/mp/e que ron obtiendra en exprimant les inconnues 
par des param~tres ehoisis d'une mani~re convenable. ~Le ehoix des 
param~tres~ voil~ la question. 

4. Mais fl impor~ de fixer tou~ d'abord les limi~es de la question 
elle-m~me. La simplidtg dont on parle, qui est d'ailleurs tout-~-fait 
relative~ est tongue dans une aeception purement a/ggbri~ue. Par suite 
on ne saurait faire rentrer clans notre champ de recherches, quelques 
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probl~mes qui poursuivent un but; parall~]e, au point; de rue amaZytique; 
ainsi p. e. la r6solu~ion d'une 6quafion renfermant; deux inconnues par 
des fonctions holomor!~hes (elliptiques ou automorphes) d'un pa ram~e  
(C lebsch~  P o i n c a r ~ ) ,  ou bien encore ]es int~ressants essais de 
MM. P i c a r d  e~ P a i n l e v ~  concernant la r~solution de eertmines 
6quations remarquables avec t:rois inconnues. 

Or il est ais~ de se convaincre que l'on pourra toujours envisager 
te probl~me qui nous occupe, sous la forme suivante: 

Soit une gquation donn~e 

f ( x ~  x2  . . . x , )  ~ O ,  

renfermant ~ inconnues. 
On demande s'il est possible de ]a r~soudre~ en posant~ x I x~. . .  x~ 

fonctions rafionnelles de ~ - -  1 param~tres u 1 . . .  u~-I et d'une fonct~m 
algdbri~ue connue de ceux-ci 

X(u~ . . .  u~_~). 

En d'au~res termes on demande de caleuler x 1 x 2 . . .  x= en opdrant sur 
- -  1 param~tres~ ~ l'aide de telle ou telle autre ot)dration irration- 

helle algdbrique dont on connait le degrd, ou bien encore le groupe etc. 
Dans le cas le plus simple on obtiendra la r6solution proposde par 

des fonctions rationnelles, c'est & dire sans effecluer aucune opdration 
irrationnelle. Lorsque eela n'est pas possible il faudra essayer si l'on 
y parvient & l'aide d'une racine carrde, etc. 

5. On peut g~ngraliser le probl~me de la r6solution d'une 6quation, 
en posant la question analogue qui se rapporte ~. des syst~mes de 
2Zusieurs d~uations. Toutcfois il ne s 'a~t  pas d'une g6ndralisation 
effec~iv% car (d'apr~s K r o u e c k e r )  on pourra toujours remplacer le 
systbme donn6~ par une ou plusieurs &luations, moyennan~ nn procgd6 
d'e'limination de quelques inconnues~ et il suffira en s u i t ,  de rgsoudre 
chacune des 6qua~ions qui seron~ obtenues de la sor~. 

La considdration de Gels systbmes pourrait done ~re laiss~e ~out- 
~-fai~ de c5~, s'il n'arrivait parfois de remplacer avee avantage une 
gquation unique donnge par un sysi~me gquivalen~ composd de plusieurs 
gqua~ions. 

Revenons au cas d'une dquation unique. 

6. Nous avons dgj~ remarqug clue chaque r~solution particulibre 
d'une 6quation donnge, dgpend du choix des paramb~res que ton  
in~roduiL Or, puisqu'on se rappor~ ~ des rgsolufions alggbriques, les 
paramb~res seron/~ ~ lear tour des fonct~ions algdbriques des inconnues. 
Deux cas pourront se prgseuter : 

1) ou bien ces fonctions algdbriques seront: aussi ratitm~les~ 
2) ou bien elles seront~ irrationnelles. 
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I1 s'agit d'une distinction tr~s importante, car suivant qu'fl arrive 
le premier cas ou le deuxi~me, chaque syst~me de solutions correspond 

u~ seul sys~me de valeurs des param~tres, ou ~ plusieurs. Or, c'est 
R~ un d~fau~ serieux en beaueoup de questions, 'Llorsque la derni~re 
cireonstance se pr6sen~e on ne saurait tout de suite comparer deux 
solutions donn6es et reeonnai~re si eltes sent vraiment deux solutions 
diff6ren~s. 

Nous appelerons s{mple toute r6solution d'une 6quation lorsque les 
param~res introduits seront des fonctions rationnelles des inconnues; 
puisque, en ce cas, en faisant varlet les param~tres on trouvera une 
seu~ fois chaque syst~me de solutions. 

Maintenant un prob]~me se pr6sente: 
Etant donn6e une 6quation et une r~solution de celle-ci qui ne 

soit pas simple, obtenue ~ l'aide d'irrationalit6s connues, on demande, 
s'il est possible, de r&soudre l'6quation d'une mani~re simple par des 
irrationalit6s de la m6me nature. 

cet 6noncd g6n6ral se raftachent quelques r6sultats par~iculiers 
~r~s infi~ressants. 

Boit rdquation avec deux inconnues f(xy)~---O. ~i on peut la 
rdsoudre ~ar des fonctions rationndles (d'un param~tre) on pourra 
toujours en tirer une rdsolution simple, obtenue de mkme ~ar des fonctions 
rationnelles. C'est le thgor~me bien connu de M. Lfiroth*) .  

I1 a 6t6 r6cemment 6tendu par M. Cas t e lnuov o** )  all eas des 
~quations f ( x y z ) ~ - 0  qui renferment trois inconnues: 

Si la f ( x y a ) =  0 ~eut se rdsoudre dune mani~re rationnelle on 
peut aussi choisir les param~tres de telle fa~on ffu'il rdsultent dt leur tour 
des fonctions rationnelles des inconnues (de sorte que les formules de 
la rdsoluCion seront invertibles). 

La m~me propriet6 subsistera-t-elle aussi pour la resolution ration- 
helle d'une 6qua~ion renfermant an nombre d'inconnues quelconque 
( ~  3)? Ce~te question tr~s d6licate demeure en suspens. 

Revenons au cas d'une dquation f ( x y ) - ~  O. 
Que ron poss~de une r6solution de eelle-ci par une racine carrge; 

savoir que l'on air 

x = f ( t ,  ~ ) ,  y = ~ (t, I / ~ ) )  
oil f ,  tp, ~ son~ des fonct~ons rationnelles, et supposons que la r6solu~ion 
dont il s'agi~ ne soit pas simple. Cela revient ~ dire qu'~ chaque 
couple xy  sat~sfaisant ~ la f ~  0 correspondent plusieurs valeurs de t; 
mais il pourra arriver que l'on trouve une fonction rationnelle ~(xy) 
qui d@ende aussi de ~ d'une mani~re rationneUe; alors on sera tout 

*) ,,Beweis eines Sa~zes ~ber rationale Curven'L Ces Annalen, Bd. 9. 
**) ,,Sulla razionalit~ delle inveluzioni piaue". Ces Annalen, Bd. 44 (1893). 
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de suite ramen~ ~ une r~solution simple de la f - ~ - 0  par la sub- 
stitution 

~ -  ~ ( ~ ) .  

Eh bien, en dehors de ee cas tout-&fait clair, l~quation f ( x y )  ~ 0 
Tourra se rdsoudre, d'u~e mani~re simTle ~ sans aucune irrationalitd, 
c'esf.~-dire par des fonc4ions rationnelles invertibles d'un nouveau 
param~tre. 

C'est 1~ un thdor~me de M. Pa in levg*)  bien qu'il l'gnonce vraiment 
d'une mani~re un peu diffgrente. 

J'ai cherch~ de l'dbendre en envisageant des irrationalit6s plus 
glevges, et je suis parvenu ~ la proposition ggndrale suivante**). 

19"iZ eat ~ossible de rdsoudre une dquatian donnde f ( x y ) ~  0 ~ar  
une irrationaZitd de degrd n ,  et si la rdsolution dont on parle ~est pas 
simple, ou bien on obtiendra ~ne nouvelle rdsoZution simple (elle aussi 
de degrd n) en effectuant une substitution rationnelle sur le param~tre, 
ou bien il sera poss,7)le de rdsoudre ~'dquation dune manib-e siml)le $ar  
une irrationalite" de deffrd moindre gue n. Par consdquent lorsqu'on veut 
une rdsoIution de l'dquation f ( x y ) ~  0 par une irrationalitd qui air le 
$lus ~etit degrd 2ossible, il suffit d'envisager des rdsolutions (simples) o~ 
le param~re est une fonction rationndle de ~ y.  

La proposition se trouve ~tablie par un procddd gdomdtrique 
s'appuyant sur une remarque de M. S e g r e .  I1 y a lieu de se poser 
des questions analogues se rapportant au cas de trois inconnues. Mais 
la proposition m~me de M. Painlevd~ ne saurait s'gtendre ~ ce eas. 
En effet on peut demon~rer (v. n o 14) que l'dquation f ( x y z )  ~ 0 du 
quah4bme degrg se rdsout par une seule racine carrde portant sur une 
fonction rationnelle de deux param~tres; mais ceux-ci, de quelque 
fagon qu'on les choisisse, ne seront jamais des fonctions rationnelles 
de x y z ,  le polynome f demeurant le plus ggndral de son degrg. 

7. Au probl~me de la r~solu~ion des ~quations algdbriques se 
rattaehe par des liens trbs ~troits celui de la ~ra~sformat/~m. On pout 
en dire davantage. Puisque route r~solution n'est en derni~re analyse 
qu'une transformation, les deax probibmes sont au fond le m~me 
problbme. Mais comme ils r~pondent ~ un esprit de recherche un peu 
diff~rent~ ils am~nent aussi ~ de questions diffdrentes. Qu'il nous soit 
permis, pourtant, de marquer les limites de la thgorie de la trans- 
formation en taut qu'elle est envisag~e comme pr~alable ~ la th~orie 

*) ,,M6moire sur lea ~quationa di~drentielles du premier ordre" ch. II. 
Annalea de l~cole Normale, 1891. 

**) ,,Un' oaservazione relativa alla rappresentazione parametrica delle curve 
algebriche". Rendic. Cirr Matematico eli Palermo, 1895. 
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de la r~solution, et de revendiquer ?t celle-ei maintes questions que 
l'on envisage d'ordinaire au point de rue de eelle-l~. 

On dit qu'une gquation 

V(yl Y~--. Y~) = 0  

est une transformge rationnelle de t'6quation 

f(x  = o 

lorsqu'on passe de calla.el ~, celle-l~ ~ raide d'une substitution rationnelle 

(1) x ~  ~ x ~ ( y ~  Y 2  . �9 �9 Y ~ ) .  

Si ~ -~- 0 est r~solue d'une eertaine mani~re on obtient des formules (1) 
une rgsolution de f-~--0 par les m~mes irrationali~ds. 

I1 arrive en gdn~ral que les formules (1) soient reversibles; on 
~ t  alors que chaetme des deux gquations f ~ 0, ~o ~ 0 est la trans- 
fermge bira~onnelle de l'autre. 

Les deux gquations prgsentent en ce cas exactement la m~me 
diffieultg de rgsolution. 

D'aprbs cette remarque il convient & notre but de ranger les 
6quations en classes en posant (d'apr~s R i e m a n n )  dans une m~me 
classe deux gquations dent l'une est Ia transformge birationnelle de 
l'au~e. Une classe est repr6sentge par une gquation type que ron 
peut choisir duns celle-ci d'une mani~re arbi~raire. 

Assigner un critgrium pour reconnas si on peut passer par une 
transformation birationnetle d'une gquation ~ une autre donnge; en 
d'autres termes juger si deux gquatSons donnges apparfiennent ou non 

la m~me classe, voil~ le but de la thgorie de la ~ransformation. 
El!e ambne ainsi ~ envisager des caract~res (hombres entiers) et 

des modules (variables d'une mani~re continue) appartenant ~ chaque 
classe; ce sent la des invaHants d'une &tuation vis-a-vis des trans- 
formations birationnelles. 

Pour ce qui concerne les dquations entre deux variables, la thgorie 
a atteint son but. En effet ces gquations, rangdes d'apr~s leur genre, 
peuvent se transformer en eertaines gquations types ayant un hombre 
d&erming de modules clue Ion suit assigner. 

Malheureusement i] n'en est plus ainsi lorsqu'on passe aux gqua- 
tdons renfermant un plus grand nombre d'inconnues. 

Rapportons-nous au eas des dquations f ( x y z ) ~  O. On rencontre 
ici, ~ u t  d'abord~ deux earacthres essentiels; ce sent le premier genre 
p e~ Ie second genre p(1), envisag~ par M. NSther*) .  Le premier 
pourtant se dgdouble, suivant qa'on le prend dans une acception 
arithmdtique ou alge'brique (gdomdtrique); ainsi il donne lieu ~ deux 

*) ,,Zur Theorie des eindeu~igen Ent~prechens... t, II% Ce~ Ann. Bde 2, 8. 
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caraet~res ~ et~g qui peuvent bien diff~rer entre eux, et qui demeurent 
toujours des invariants de l'dquation propos~e. 

Aux caract~res nomm~s il convient d'ajouter le double genre Ps~ le 
triple genre ~ 3 . . . ;  une sdrie de caractbres~ dont nous avons dtabli 
l'invariance vis-~t-vis des transformations birationnelles*)~ et dont le 
profit est demontr~ par de r~centes recherches**). 

Sans nous arr~ter~ avec quelques d~tails~ sur ce sujet~ il nous 
suffira de rappeler que les caract~res susnomm~s s pg~po)j p ~ , . . .  
r~sultent ~ present d~finis en tous cas. Pourtant il n'est pas assez 
de ces caract~res pour atteindre la classification demandd% car on 
rencontre (en correspondance des premieres valeurs au moins) plusieurs 
families irr~ductibles d'~quations ayant les m~mes genres s pg~ pl~)~ 
P2, P 3 ~ . . . ,  chaque famille dormant lieu ~ une infinit~ de classes 
ddfinies par un certain hombre de modules. u pourquoi nous 
affirmions tout ~ l'heure que la th~orie de la transformation, en ee 
qui concerne les dquations avec trois ineonnues~ n'est pas achev~e. Et 
on est m~me plus ~loignd du but lorsque l'on a ~ faire avec un plus 
grand nombre d'inconnues. 

~e~ar~ue. Nous avons parld jusqu'ici de transformations biration- 
nelles. Les transformations Mmp~we~ ro~o~ell~ (qui ne sont pas 
reversibles) semblent appeldes aussi ~ jouer un r51% en apparence m~me 
plus important~ dans notre th~orie. En effet~ il suffit que t~on puisse 
env~sager l'~quation ~ (g~ ~/~... y~) ~ 0 comme une transform~e simple- 
meat rat~onnelle de f ( ~ l ~  . . .  ~ ) ~  0~ pour clue le probl~me qui 
consiste ~ r~soudre ~ ~ - 0  se trouve abaissd par la rdsolution de 
f -~ -0 ;  le cas pourtant exceptd o~ la derni~re rdsolu~ion (qui est 
toujours plus aisde de la premiere) s'obtiendrait elle m~me d~ane manibre 
rationnelle. 

Malhcureusement c~est toujours eette circonstance d~savantageuse 
qui se pr~sente ~ l'~gard de f ~  0~ l'~quation q~ ~ 0 ~tant donn~e 
d'une fa?on gdndrale. De sorte que la th~orie de la rdsolution des 
~quations ne saurait tirer ancune aide des transformations simplement 
rationnelles~ sauf en de cas tout-ft-fait partieuliers. 

Ces cas pourt,~ut sont bien dignes de remarque~ etM. Painlev~***) 
leurs a consacr~ de belles recherches concernant les ~cluations entre 
dev~ variables. 

*) Enr~ques ,,In~oduzione alla Geometria sopra te super~cie algebriche"o 
Memorie della Socie~A italiana delle Scie~e (dei XL), 1896. 

~) Cas~elnuovo eL Enriques ,,Sur quelques rdcents rdsultats dans la 
th~orie des surfaces alg~briques". Voir ces Aunaten Bd. 48. 

***) Voir le ch. II du Mdmoire citd sur les ~qua~ons diff~rentielles. 
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9. Nous allons examiner main~nant avec quelques d ~ i l s  les 
questions de r~solufions qui se rapportent aux dquations 

f (xy)  ~ 0 
renfermant~ deux inconnues. 

Nous pouvons poser le probl~me g~n~ral suivant: 
I) Ddterminer les ditfdrenges rdsolutions d'une ~quation donn~e 

f(xy) ---- 0. 

Pour nous borner aux r~solutions simples, formons d'une mani~re 
gdn~rale une fonetion rationnelle 

t = t ( x ~ ) .  

Elle donne lieu ~ une irrationalit~ x(t)_ (ou y!O ) ~ou~-~-fait d$finie, 
par laquelle on obtient une certaine resolution de 

f(xy) = O. 

Or les caraet~res de eet~e irrationalitd ddpendronf~ en partie de la 
nature de f, en pattie du choix de la fonction t(xy). Le degr~ par 
exemplej ddpendra surtout du choix de t, et pourra m6me recevoir 
routes les valeurs au dessus de eertaines limi~es (pourvu que l'on forme 
t(xy) d'une fa~on convenable) i mais au dessous de ces limites quelques 
valeurs seulement seront possibles (en partieulier une valeur minimum) 
en correspondauce de la nature de f ;  ce seront prdcisement celles-ei 
qu'il imporCera d'assigner. Le probl~me qui se prdsente ainsi n'est 
pas compldtement rdsolu; la r~ponse se borne aujourd'hui ~ quelques 
cas g~ndraux. 

On sait~ p. e. que l'dquation la plus gdndrale du degrd nse  r~sout 
par une irra~ionalit6 du degrd ~ ~ 1, et qu'on ne pourraig ddscendre 
au dessous de cegte valeur. 

On sail de m6me que le moindre degrd de l'irragionaliid dont d~pend 
la rdsolution d'une dquation t~)ut-&-fait gdndrale du genre p~ est (d'apr~s 
R i e m a n n )  la moiti6 de 1~ ou de ~o -~- 1, augmentde d'une uni~. 

Mais enfin~ au-de-l~ de certaines limites, il ne faut plus ~aire 
attention au degr~ comme au caraet~re le plus important d'une irratio- 
nalitY; c'est plutSt ~ son groupe qu'il eonvient de se rapporter. Alors 
d'au~es questions extr~mement intdressantes prennent naissance. 

Suivant nos remarques~ le groupe de l'irrationali~d x(t) ddpend da 
choix de t~ et de ta nagure de f. I1 s'agi~ de d~limi~er l'influence 
respective de ces deux eldments. Arrivera-~il que certaines parficularitds 
de f en~rainent des partieularih~s communes & tous les groupes eu 
question, de quelque mani~re que l'ou choisisse t (xy)? 

C'est par la n~ga~ive qu'iI faut r~pondre ~ ce dour car il s'ensuit 



Sur la r6solutsion des 6quat~ons alge'brlques b~ plusieurs inconnues. 143 

d'un fJa6or~me de M. Knese r*)  que ~le groupe de x(t) demeurera 
~oujours ]e groupe ~o~1, e~ par suite l'irra~ionalif~ x(~) n'aura aucune 
partieulari~, ]orsque t(xy) es~ ehoisi d'une fa~on g6n~rale~ bien ClUe 
f soil dou~e de par~icularit~s queleonques ~. 

C'es~ done seulement par un ehoix eonvenable de ~(xy) que ron 
donnera lieu ~ des irragionalit~s x(g) dignes de remarques. Mais on 
ne saurait particulariser de la sor~e 
eer~ines limites, sans entra/ner des 
Ainsi~ par exemple~ que l'on cherehe 
par une irra~onalif~ imprim~ive. I1 
en posan~ 

h gronpe de x(t), au-de-lg de 
partieularit6s de la f elle-m~me. 

r~soudre r&tuation f(xy) ~ 0 
suffit vraimen~ de former t(xy) 

o/l 9 d6signe une fone~ion rationneIle eg �9 est elle-m~me une fone~ion 
ragionnelle de x, y; mais en ce eas rirra~ionali~ x(t) qui intervient 
dans la r6solution de f ~  0 peu~ ~tre remptac6e ~out simphmen~ par 
la x(~). Mais si 1'on repousse de pareilles irra~ionalit6s en quelque 
sorte r6ductibles, on no saurait ehoisir ~oujours t(xy) de fagon g 
engendrer une r&dution de f ~ O  par une irra~ionalit6 imprimitive; 
une pareille r6solution ~'es~ possible que lorsque [~-  0 est la tr~nsform6e 
simplement rationnelle d'une autre 6quation dent le genre esi~ ~ 0. 
Ainsi la par~icularif~ don~ l'on voulait douer le groupe de x(t) revient 
/~ ]a nature de la f elle-m~me. 

I1 s'agirait maintenan~ de distinguer~ parmi les caracf~res clue l'on 
peut attribuer & l'irra~ionalif~ x(t), ceux qu'il sera permis de fixer 
d'avanee quelque soi~ f, eL cenx qui au contraire entralneraient des 
par~ieularit~s de l'~quation. Or il n~est pas ais~ de r~pondre /~ une 
questfion de si hau~e importance, m~me en ee bornan~ ~ quelques cas 
d'un inf~r~ remarquab]e. 

Par exemple, en faisant a~en~ion aux f~ac~eurs de compositfion du 
groupe de x(~)~ on es~ amen~ /~ se demander si, par un ehoix con- 
venable de ~(xy), on saurait ~oujours s'arranger de mani~re que ces 
fac~eurs r6sultent des nombres premiersl car il s'ensuivrai~ que ~uf~ 
~qua~ion f ~ 0 ponrrai~ se r~soudre par des seules exLractions de racines. 
Vraimen~ il n'es~ pas ~ croire qu'une f~lle possibilit~ subsis~e~ mais 
comment d~montrer qu'elle ne subsisf~ra pas ? 

10. Les quesifions pos~es pr~dem,fien~ supposaien~ donn~e l'~qua- 
fion f(xy)~-O~ il s'agissait de la r6soudre et d'assigner ~la nature des 
irrationalit~s don~ la r~solution viendrait d6pendre. Or on peu~ ren- 
verser le probl~me en se proposant de 

*) ,,Die Monodromiegruppe einer algebraischen Gleichung bei tineareu Trans- 
formationen tier Variabeln". Ces Annalen Bd. 25~ 1884. 
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]_I) former routes les ~quaf~ons don~ la r~solution s'ob~en~ par des 
JrrafJonalif~s de nature connue. 

I1 semble re&me clue de la r@onse ~ ee~te derni~re question on 
saurait tJrer la r@onse ~ la premi~re~ mais il faut remarquer pourf~n~ 

ce propos~ que les ~quaf~ons en quelque sorte les plus g~n6rales qui 
se ~rouvent r6solues par une irra~ionalif~ donn6% renferment~ eette 
r~solution comme une r~solution tout-~-fait singuli~re. 

Commen~ons ~ envisager un cas bien particulier du probl~me pos6: 
il s'ag{t de determiner les d~uations que ~o~ pent rdsoudre saris aucune 
irrationali~e', eela revient s dire par des fonctions raf, ionnelles d'un 
param~tre. 

Elles sont compldtement d6*~erminges, car on suit bien~ d'apr~s 
C l e b s c h ,  quM/es forment la elasse dont le genre est O. Qne l'on 
veuille former ensuite lea ~uations rdso~ubles ~ar une racine carrde, 
savoir les gquations hyperelliptiques. On peu~ demander p. e. de former 
routes les d~uations hyperellipti~lues ayant un certai~ genre ~ donnd~ 
e~ l'on obtiendra alors /e type 

y~ = f(x) 
o~ f e s t  u~r t~lynome du degrd 2p + 2. 

En laissant de eStd les 6quations hyperellip~iques il es~ aisg 
d'envisager d'au~es exemples qui am~nen~ ~ des cas par~iculiers du 
probl~me ggndrat, off ron obtient sans difficultg la r@onse. I1 suffira 
de citer le cas des gquations rdsolubtes par uue racine quelconque dont 
l'ordre est plus grand que 2. 

Marls envisageons pluf~ le probl~me gdngral. Que l'on donne le 
groupe d'une irrationalit6 X(t) ;  il s'agit de former les fonetions alge'bri- 
clues X(t), en d'autres termes lea gqua~ions ~ ( X t ) - ~ - 0  appurtenant; 
ce groupe. Pour prgciser on peut m~me ehercher les 6qua~ions ~ ~ - 0  
nommdes ayan~ un certain genre,v. Or on peat transformer le prob]~me 
de la mani~re suivan~. 

L'6quafJon ~ former grant dgsignge par 

~ ( X t )  =0, 
que l'on envisage sa r6solvante de Galois en eonsid~rant t eomme un 
param~tre; soi~ 

an faeteur irr~ductibte de ceUe-ei. 
On aura X fonetion rationnelle de Y et t. L'gqua/~on r = 0 es~ 

transform6e en elle-m~me par un groupe de transformations biration- 
nelles 

=o(1710 
le groul~e en question corresponfl justement au groupe de monodromie 
de X. 
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Ainsi le problbme pos~ se famine ~ celui de d~terminer les fone- 
tions alg~briques :Y, ou les ~quations ~ ~ 0~ admeir un certain 
groupe de ~-,ansformations birationnelles en elles-m~znes. 

Le dernier problbme a ~d envisag~ par M. H u r w i t z * ) ,  sous une 
forme g~om~trique. Mais ees reeherehes fort int~ressantes nous at>- 
prennen~ seulemen~ "~ eons~uire la surface de Riemann la plus g~ndrale, 
qui correspond ~ un groupe donnd~ elle montrent ainsi l'ex/stmnce d'une 
telle sufface~ e'esto~-dire rexis~enee d'une ~quafSon algdbr~que ~ ~ 0 
satisfaisant aux conditions demand~es~ sans nous donner les moyens 
de la former effeetivement. 

Une lois que toutes les ~qua~ons ~ b ( Y t ) ~  0 seraient eonnues~ 
il faudrMt encerre former leur transform~es simplement rationnelles 
~ (Xt )  ~ 0, don~ le genre ~ est assignS. Cela s'effectue aisement, car 
nous sommes en un eas part, culler du problbme r~solu par M. P a i n -  
lev~**)~ pourvu que le genre P de ~ soit aussi connu~ or e'est ee 
que l'on peu~ supposer~ car iI y a tout au plus un nombre fini de 
valeurs que l'on peut donner ~ ~P, en correspondance de ]a valear 
assignee de p e t  du groupe de X. 

11. Au probl~me de la r~solution des ~quations renfermant deux 
ineonnues se rattaehent quelques cas remarquables de r~solution oil 
l'on a un plus grand hombre d'ineonnues. I1 s'agit d~un proe~d~ de 
r~duction que nous allons expliquer par quelques exemples. C'est ainsi que 
nous serons amends a parler d'un problbme ari~hm~tique, qui se presence ici. 

Soi~ l'~quafSon 
f(x  = o > 

Nous avons d~j~ remarqu~ que ]'on peut envisager quelques unes des 
inconnues r des param~res~ si tousles parambtres (~ savoir ~ 1 )  
sont ehoisis de la sorte~ la derni~re ineonnue r~sulte une fonction 
alg6brique tmut-~-fait d6termin~e de ceux-ci, et iI se peut que l'irrs- 
tionalitd introduite ainsi pour la rgsolufion de la f ~ 0, ne soit pus 
telle qu'on l'avait demandge. 

Que l'on envisage ~ present n m 2 inconnues seulement x s . . .  x~, 
eomme des parambtres, auxquels on a~ribuera pour le moment des 
valeurs cons~antes; on aura une ~qua~on en xi, x 2 

= o .  

Supposons qu'elles se trouve rgsolue ~ Faide d'une irrationalit~ donnSe 
X(t) ;  e'est ~ dire qu'il soit possible de choisir un nouveau parambtre 
t(xtx2) de telle fa~on clue l'on air 

*) ,,Ueber algebraische Gebilde mit~ eindeut~gen Transformationen in siah". 
Ces A~na|en Bd., 41. 

**)1, e. 
Math~ati~che An~le~ LI. I0 
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oil r $ d~signent des fonetions rationnelles. 
En s'arr~tant aux apparences il semblerait tout d'abord que lea 

formules (1) donnent aussi une rdsolution de l'6qua~ion 

f ( x~  x~ . . . x , )  ~ o 

~. l'aide de la seule irrationalitd X.  Il n'en est rien. En effet les 
coefficients de ~ O ne seront pas en gdngral des qaanti~s rationneiles 
dans le domaine d~fini par les coefficients de f; ils renfermeront au 
eontraire des irrationnelles numgriques~ et ces derniers ddviendront des 
irrationnelles alge79ri~ues lorsqu'on fera varier les param~tres x a ... x=. 

On volt par suite que le procgd6 de rgduction indiqug ne saurait 
s'appliquer sans d~autres remarques; mais il amine ~ se poser les deux 
questions suivautes: 

1) de quelles irrationnelles numgriques~ a savoir de quelles opgrations 
arithmgtiques peat on faire d@endre la rgsolution de l'equatSon 

?(~, x~) = 0 
ob~enue ~ l'aide de l'irrationa}itd aIg~brique X ? 

2) comment ces irrationnelles d@endron~elles alggbriquement des 
param~res x z . . .  x~; et~ en particulier, sera-t-il possible de s'arranger 
de mani~re qu'elles n'en d@endent pas du tout? 

12. Arr~tons nous sur le cas le plus simple off Fgquation 

saurait ~tre r~solue d'une mani~re ra$-ionnelle, c'est ~ dire on posant 
xl x2 fonctions rationnelles d'un param~tre t. 

De quelles op6rations arithmgtiques pourra-t-on faire d@endre une 
telle rdsolution ? 

C'est M. NS the r* )  qui a pos$ le probl~me e~ il lui a donnd 
une r@onse tr~s simple. En effet, il r6sulte de son gtude que: 

~i une dquati~m f(x t x 2 ) ~  0 entre deux ineonnues laeut ~tre rdsoMe 
a~une ma,ni~re rationnelle (ee qui arrive si elle a l e  genre 0)~ ~a rdso- 
tution indiqude pourra toujours s'effectuer: 

a) ou bie~ sans ajouter aucu~e irrationndle numdrique lorsque le 
degrd de f en x~ ou en x2,  oa m~me le degrd eom_~lexif, est impaiu 
b) ou b/en (tout au plus) ~ l'aide d'une seule racine carrde~ s'il arrive 
le eon~raire. 

Supposons maintenant qae I'on ai~ n ~ 3; nons avons k r~soudre 
l'gquation 

*) ,Ueber Fl~hea~ welche Schaarea ratioaaler Curven beaitzea". Cea 
Annalen Bd. 3. 
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et nous savons que l'~quation f ~  0 o~ ron attribue ~ x s une valeur 
constante a l e  genre O. On peut rdsoudre T ffi~ 0 en posant xl,  x~ 
fonctions rationnelles d'un param~tre convenable t, mais les coefficients 
de ces fonctions renfermeront e~ gdndral une racine carrge qui portera 
aussi sur xa~ de sor~e que l'on n'obtiendra pas ainsi une r6solution 
rationnelle de f(x~ x~ xz) --~ O. Eh bien~ c'est encore un rdsultat de 
M. NS~her  (1. c.): ~ar u~ choix eonvenable de t on pourra teatjours 
garranger de mani~re que la racine susnommde ne vienne pas ddpendre 
de xa, de sorte que la methode de rdduction amine e~ ce e a s h  ~'dsaudre 
l'dquation 

f (x~ zz  x D  = o 

1ear des/onctions ration~telles de x 3 et de t. 
On pourrait penser que ce beau th6or~me s'dteindrait au eas d'une 

~quation renfermant plus de trois ineonnues. 
Mais il n'en est pas ainsi. Lorsque n ~ 3~ et l'~quation 

f ( x ~  x~ x~ . . . x . )  = 0 

envisagge en x~, x~ a l e  genre 0 et le degrg pair, il pent bien arriver 
que la racine carrge qui figure dans les expressions de x~ x~ par le 
param~tre t, vienne toujours dgpendre des autres inconnues~ de quel- 
que fa~on que l'on s'arrange. La tug,ode de rdduction employge nous 
amine alors ~ rgsoudre la f (x~  x ~ . . .  x . )  ~ -  0 non  pas rationnelIement~ 
mais ~ l'aide d'une racine carr6e portant sur une fonctdon rafionnelle 
des pa ram~es  x a . . .  x~. 

13. Da th6or~me cit~ de M. N S t h e r  d~coulent quelques cons6- 
quences qui se rapportent au cas oit le proc~d~ de r~duction s'applique 

une 6quation 
/ (x~ x ,  . . . x , )  = o 

qui, envisag6e en x 1 x2, soit hyperelliptique. Nous ne nous y arr~terons 
pas. Et nous passerons, ptut5~ ~ une question en quelque sorte 
g6n~rale qui trouve ici sa place. 

Que r o n  envisage l'~quation 

f (x l~2)  = 0 

ayant un certain genre 1o e~ un degrd quelconque. Supposons d'abord 
p > 1. Sera-t-il possible d'assigner d'avance une rgsolution de l'dquation 
[ ~- 0 qui s'effeciue d'une manibre arithmdtiquement rationnelle, ~ raide 
d'une irrationalit~ alg6brique dent le de~6 ne d~pende pas de celui de f ?  

11 est aisd de repondre par l'affirmative, car il suffit d'envisager 
une fonction eanonique ~p(xix~) pour obtenir dune fa~on arithmdti- 
quement rationnelle, une r&olution de f ~ O par une irrationalitg du 
degrd 210 - -  2. 

lo* 
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Que pourraot-on dire main~enan~ lorsque p ~ 1 ? 
ILl n'y a plus ici de fonc~ions canoniques. Mais l'~quation f(x t x2) ~-0 

se r~sout en une infinit~ de mani~res et on peut m~me assigner 
loisir le degr~ de l'irrationalifi~ don~ la r~solu~ion vient d@endre (pourvu 
naturellement qu'il s'agisse d'un hombre ~ 1). Chaque rdsolu~ion 
pouriant~ lorsque le degr~ en question est plus petit que eelui de f, 
exige des operations arithm~tiques que l'on peu~ effeetuer de diff~rentes 
mani~res (p. e. ~ i'aide des ~quations pour la division des arguments des 
fonctions elliptiques), mais qui sont li~es justement au degr~ de f. Ainsi, 
nous ~irons la d~monstration de quelques exemples, l'~quation f (z  t zz) ~ 0, 
suppos~e la plus g~n~rale entre celles du genre 1 et du degr~ n~ ne 
saum se r~soudre par des irrationalit~s de degr~ moindre que n, d'une 
mani~re arithmgtiquement rat~ionnelle. 

I1 est ais~ de reeonnaltre les consgquenees auxquelles les remarques 
pr~c~deDtes nous ambnent ~ P~gard du proe~dd de rgdue~ion. Nous 
allons ]es ~noncer tout simplemen~ en y joignant aussi eelles don~ nous 
avons d~j~ parM qui se rapportent au cas de 10 ~ 0. Voici le rgsultat: 

Que ~'on ai~ ~ rdsoudre ~ne d~uatio~ 

f ( x  t x~ . . . x~)  = O,  ( ~  > 2 )  

et que ~on s'engage par la mdthode de rdduction ex~li~ude~ en ehoisissa~t 
xa...x~ eomme n - -  2 param~tres, et en eonsiddrant Vd~uation f(xl x~)~-O 
que l'or~ obtient en xt x2. Soit ~ le genre de eette d~uation. Lorsque 

@ 1 il eat toujours ~oss~'ble de rdsoudre f ( x  t x ~ . . .  x~) ~ 0 par une 
irrationalite" dent le degrd a la valeur absolue de 2p - -  2 (ou raoindre 
que celle-M), mais le eas ~ ~ 1 est distingud de tousles autres d'une 
mani~re essentielle, ear en ce eas le proeddd de rdduction nous amenera 

une irrationalite" dont o~ ne pourra davance fixer la valeur, ~ui en 
gdrdral ne sera ~as moindre que le degrd de f ~ar rapport d, x~ ou ~ x~. 

]~emarque. Pour s'assurer que l'exception relative en cas p ~-1  
est vraiment essent~ielle il suffit d'envisager une surface (donnae par 
une dquation f ( xy z ) - - - -0  clue l'on peat supposer du degr~ n e n  xy),  
qui soi~ reprdsentde point par point sur le plan, de mani~re qu'aux 
courbes ~ ~ coast, correspondent des courbes de degr~ 3n ayant 9 
points-base de l'ordre n, c'est ~ dire des courbes composant un des 
faisceaux bien eonnus ddeouverts par H a l p h e n .  

Enfm il fau~ encore remarquer explicitement qu'il y a bien de eas 
particuliers oil l'on obtient quelques simplifications par rapport 

l'dnoned g~n~ral. Ainsi p. e. lorsque r~qua~ion f(xt xz) ---- 0 es~ hyper- 
eltip~ique (lO > 1) l'dquation f ( x ~ x ~ . . ,  x~)~---0 pourra toujours se 
rd~oudre par l'exCraction d'une seule racine earrde torsque 19 est pair~ 
ou par l'ext~acgion suceessive de deux racines earrdes si Io est imtm2r. 
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14. C'es~ ~ present aux ~qua~ions renferman~ hrois inconnues 

f ( xyz )  ~ 0 
clue nous aUons eonsacrer quelques roots. Commen~ons par des cas 
particuliers. La rgsolution des gquations gdngrales des premiers degrgs 

~-- 1~ 2, 3 s'effectue par des foncfions rationnelles de la mani~re bien 
connue. Lorsque n ~ 4~ une telle rdsolution n'est plus possible en 
gdn6ral~ puisque le genre de f es~ ~ 1. 

Mais l'gquation la plus gdndrale du quatri&ne degr~, en brois {n- 
connues, teut  se rdsoudre d l'aide d'une seule racine carrde (portant sur 
une fonction rationnelle de deux param~tres). Cette rgsolution peut 
se ddduire d'une circonsgance ggomdtrique bien simple, puisque la 
surface de l'ordre & admeg des sections planes unicursales et les droites 
s'appuyant ~ deux courbes pareilles coupent en deux points la surface. 
La rgsolution obtenue de la serge n'est pas simple, car (on le voig 
bien) les deux param~tres dent dgpend le choix d'une droite du systbme 
nommg ne seront pas des fonctions rationnelles des coordonn~s des 
points de la surface (puisqu'il y a plus qu'une droite passant pax 
chaque point). 

Il est done nature] de chercher si l'on peut donner de notre tqua- 
tion une rdsolution diffdrente, exigeant de m~me une racine carrde 
seulement, de sor~e que les parambtres ddpendent rationneIlement des 
inconnues. Mais cela n'est pus possible duns le cas ggn6ral. 

On pa~vient ~ cette conclusion de la mani~re suivan~e. 
Lorsque la rgsolution demandde est possible~ l'dquation peat ~tre 

transformde en une autre de la forme 

ainsi nous avons une dqua~ion du quatri~me ordre reprgsen~de sat an 
plan double 

( x ~ V f - ~ ) .  
Que ron cherche maintenan~ tousles  plans doubles que l'on peu~ 

reprdsen~er sur une surface du quatri~me ordre. I1 faut remarquer 
d'abord que leurs genres out la valeur 1. 

Or les plans doubles de tels genres se partagen~ en quatre classes*) 
mais le type gdudral de chaque classe ne correspond pas ~ une surface 
du quatribme ordre. Comme d'ailleurs il renferme le mfime nombre 
de modules~ on voit que la surface ggngrale du quatribme ordre ne 
saura pas ~re  reprdsentge sur un plan double. 

Si maintenant nous laissons de c5~ les 6quations du qua~ribme 
degr$~ pour passer ~ celles dent le degrg n ~> 4, nous ne sommes 
aujourd' hui en mes~re de r~pondre ~ aucune question se rappor~ni~ 

*) Enriques ,,Sui piani doppi di genere use% Memorie della Societ~ italiana 
delle Scienze, 1896. 
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aux r~solutions minima qu'elles peuvent admettre. I1 est ais~ de r~soudre 
l'dquation du degrd n par une irrationalitd du degrd n - -  1, ma~s on ne 
saurait dire s'il sera possible ou non de descendre au dessous de cette 
valeur (soit en consid6rant des r6solutions simples, soit sans remplir 
cette condition). 

15. Passons maintenant ~ consid~rer les dquations f (xya)  ---- 0 en 
rant qu'elles appartiennen~ ~ telle on telle autre classe ddfinie par les 
valeurs des genres. Ce poin~ de rue est certainement plus important 
que celui qui prend comme point de d@ar~ le degrd de l'dquation. 

Malheureusemen~ les r~sulta~s obtenus duns ce champ se bornent 
bien peu de chose. 

Etan~ donnde une ~quation 

f (xy~) = O, 
que I'on envisage ses carae~res (genres) 

p~, pg, po), ~ ,  p . ~ . . .  
d~j~ nommds. 

Nous ne savons rien en ce qui concerne la question d'assigner la 
rdsolution du deffrd minimum appar~enan~ ~ une &tuat~on don~ les 
genres son~ connus. 

Peu~on,  au moins, assigner une rdsolut~ion de celle-ci ayant un 
certain degrd donnd d'avanee qui ne ddpende pas du degrd de l'dquation? 

Que 1'on suppose 2 0 ) >  1. I1 faut alors repondre ~ .la question 
posde par l'affrrmative. En effet soit d'abord pg > 2; il sufflt en ce 
cas d'envisager la valeur io(~) - -  1, on obtiendra toujours une rdsolution 
de l'dquation proposde dont le degrd ne surpassera cetie valeur. Si 
ira ~ 2 il suffira d'envisager ~ sa place la valeur double 2/0(~) - - 2 .  
Ces affirmations s'appuyent sur la considdration des courbes canoni- 
ques de la surface reprdsentde par l'dquation (car ces courbes ont le 
genre p(~) et lorsque p~ > 2 ce coupent deux a deux en ~v(~) - -  1 points). 
Or r r consideration fair ddfaut lorsque io~ < 2, il rant la 
remplaeer par la considdra~ion d'autres eourbes invaria, ntes don~ les 
earact~res dgpendent des genres p=pu t)~ Pa.  �9 �9 po). Comme nous avons 
suppos~ ~0(t) > 1 il y a toujours de ~elles eourbes: ee seront les courbes 
bicanoniques on bien tricanoniques etc. Elles nous permettront de 
conclure d'une manibre gdn~rale que l' o~ peut toujours assigner d' avance 
~e degrd dune irrationalitd suffisant ~ rdsoudre une dquation f ( x y  z) -~ 0 
dont on co~anait ~es genres, lo~rvu ~ue ~'on ai~ po) > 1, et eda quel- 
~ e  soit ~e degrd de f. La valeur du degr~ susnommd, que l'on salt 
assigner, d@end essentiellemen~ de _~o) et~ de 1~,; elle croft lorsqu'on 
augmente I#I) ou lorsclu'on diminue 1~. 

1~ ~ ' ~  est p~us ainsi ~o~s~ue 1o(t) ~ I. En ce cas on n'es~ plus 
en mesure d'assigner le degr~ d'une irrationali~ capable de rdsoudre 
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l'dquation f (xyz)  = O, qui ne ddpende pus du degrd d e / .  Vraimen~ 
il y aurait lieu d'&ablir de nouvelles distinctions e~ certains cas 
permettraient d'arriver ~ que]ques conclusions. 

Mais nous ne nous y arr&erons pus. ll nous suffira d'avertir que 
pour p(1) ~_ 1 l'exception est essentielle. 

ttemarque. Les r&olutions dont on parle ci-dessus sonr obtenues 
d'une manibre arithmdtiquement rationnelle; elles se pr~tent par suite 
au procddd de rgduction qua l'on peut essayer pour rdsoudre une 
gquation renfermant n > 3 inconnues, en considdrant darts celle-ei 

- - 3  inconnues comme des param&res. 

16. Les remarques qui pr&~dent se rapportaient an probl~me de 
r&oudre une gquation f ( x y z ) p - 0  que ton supposait donnge. Comma 
nous l'avons fair pour ce qui concerne les gquations renfermant deux 
inconnues, on peut ici encore renverser la question. I1 s'agira done 
de former routes les dquations f(xyz)~--0 qui admet~ent une certaine 
r&olution ~ l'aide d'une irrationalitg dont la nature est assignde 
d'avance. 

Nous nous bornerons ~ dire quelques roots surce sujet en prenan~ 
en consideration deux cas particuliers bien simples. 

Tout d'abord on demande de d&ermiuer routes les gquations entre 
trois ineonnues qui se laissent r&oudre d'une mani~re rat~ounelle, 
c'est ~ dire par des fonetions rationnelles. La r$ponse ~ carte question 
est fournie par un thdor~me de M. Cas te lnuovo*) :  

Les dquations que l'on peut rdsoudre d'une mani~re rationnelle sont 
caractdrisdes ~ar ce que leurs genres p,  _P, (et par suite tousles autres 
genres) s'dvanouissent. 

Une question en quelque sorte successive ~ eelle r&olue par 
M. Castetnuovo, aonsiste ~ chereher routes les gquations f ( x y z ) ~  0 
clue l'on peut r&oudre ~ l'aide d'une seale racine earrde. Les genres 
de telles gquations ne sont nultement d&erminds, mais on peat supposer 
de les assigner d'avance. En se bornant ~ consid&er des r&otutions 
simples on sara done amend ~ chereher les polynomes f(xy) pour 
lesquels les genres de rgquation 

~2 _ f ( x y )  = 0 

prennent certaines valeurs donndes. Or nous montrerons aiUeurs com- 
ment on peut aborder ce probl~me ggnSral. Nous nous bornerons ici 

rappeler le r&ultat, ddj~ citd**), coneernan~ lecas  tr& simple ot~ 

*) ,,SuUe superficie di genera zero". Memorie della Societ~ it~!~ar~ della 
Scienze (dei XL) 1896. 

**) ,,$ui piani doppi di genera uno" 1. c. 
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il s'agit d'dquafions dont los genres lO~ t)2 (et par suite aussi ~ous les 
aufxes) ont la valeur 1: 

Zes d~uations ayant les genres p~ ~ P2 ----- 1 qui sont rdsolubles 
(simpZement) ~ Yaide d'une sey2e racine carrde, peuvent se ramener 5 
quatre ty~es 

s ~" - -  f ( x y )  = O ,  

f est u~ polyn&ne ggndral du sixibne degrd~ ou Men un polyndme 
du degrg, 8, 10, 12 ayant des particularitds ddtermindes. 

17. ~k la r6solution d'une dquation 

f(xy~) = 0 
par des irrationalit& donnges~ on peut ratfaeher un probl~me arith- 
m6tique analogue ~ celui dont nous avons parl6 dans le eas de deux 
inconnues, ~ savoir le probl~me d'assigner les irrationnelles num6riques 
dont la r~solution elle m~me vient ~ d6pendre. C'est le probl~me qui 
ser~ de fondement au proc6d6 de r6ducfion par lequel on cherche de 
ramener la r~oluiion d'une ~quation proposge ~ celle dune aufxe 
dquation renfermant un plus petit nombre d'inconnues. 

1Wous avons d ~  f a i t h  cet e~ard une simple remarque (n o 15) 
ayant un cerf~in degr6 de gdn6ralit& Nous nous bornerons ici 
rappeler~ en peu de mos le r6sultat qui concerne la ddtermination 
des irrationnelles num6riques dont vient ~ d6pendre la r6solution d'une 
dqua~on 

f(xyz) -= 0 

par des fonc~ons rationnelles (supposal qu'une telle r6solu~on soit 
possible, c'est-~-dire que l'on ait p~ ~-- iP= ~- 0)*). 

La question a dr6 t~aitde d'abord par O l e b s e h ,  MM. K l e i n  et 
B u r k h a r d t ~  M. NSther~ ~ l'~gard,de bien de classes particuli~res 
d'6quaf~ons f-----0. Or par un procddd de rdduetion on est toujours 
ramend ~ lull de ees cas. De sorf~ que l'on arrive ~ la conclusion 
g6n&ale suivan~: 

La rdsolutio~ rationnelle dune dquation f (xyz)-~-O,  su~osde 
~ossible, se famine, ~ Z'aide de ravines carrdes ou ~ubiques (~ut au 
ph~s), h ~a rdsolution analogue ~Tune certaine dluation de ~a forme 
~ ~(xy),  o~ le polynome ep a h~ degrg 4 ou 6 en xy ,  ou ~e degrd 
2 en x et un degrd ftuelcon~ue en y. 1)'apr~s cette rdductio% else s'effectue 

~' aide des irrational~s de'finies Par une des gquations pou/r la bisection 
de f~tions abeTier~nes du gercre 3 ou 4, ou respect, de fonctions hyper- 
dlipticlues dont ~e genre p est ce~ui de 9. Ea ee dernier cas les 

*) Voir dana ce m~me journal Particle: Enriques ,,Sulle irrazionalit~ . . ." ,  
Bd. 49. 
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irrationalit& en question doviennent autant e'levdes que l'on veut~ 
suivant la valeur de p. 

Le th4or~me prdeddent donne lieu ~ des applications se rapportant 
la rSsolution rationneUe de qaelques dquations qui renferment plus 

de trois inconnues. Encore~ on est amen~ ~ de nouvelles questions 
tout-~-fait simples, qui demeurent pourtant sans rdponse. Nous avons 
insistd sur celles-ci dans notre article cit$ du Bd. 49. 

Bo logne ,  Oetobre 1897. 


