
SSrah l fo rmen  incompress ib le r  r e ibungs lose r  F l f i s s igke i t en .  

Auszftglich mitgetheilt aus den Abhaadlungen der ung. Akad. der Wissenschafteu 

y o n  

Dr. M. Rfi.Var in Budapest.*) 

Im Anschluss an die Untersuchungen yon K i r c h h o f f * * )  sollen 
bei denselben Voraussetzungen neue Specialf~lle von wirbelfreien 
Strahlbildungen incompressibler reibungsloser Flfissigkoiten beschrieben 
werden. Auch die Bezeichnungen yon K i r c h h o f f  haIte ich fest; 
bezeich~e also die Coordinaten eines beliebigen Punktes in der S~rSmungs- 
ebene mit x, y, -- die Componenten der reciproken Geschwindigkeit 
in diesem Punkt mit ~, 7,- endlich mit ~ ~ const, und r ~ const. 
die Gleichungen der in ihm sich schneidenden Niveau- resp. StrSmungs- 
linien i auch sei 

we zwischen ~, ~, w die Beziehung stattfindet 
dz 

= 

w  

Strom yon endlfcher Breite, der (~uerschnitt des Dammes eine 
geradlinige Strecke. 

I. Zwischen 
bestehen: 

(8) 

wo k reell und > 1 is~. 

den Bildebenen yon ~ und w m6ge die Gleichung 

Mittels~ dieser Gleichung wird das ~-Gebiet 

*) Die Abhandlung wurde yore Verfasser der math. phys. Clasee der u ng. 
Akad. der Wiss. am 11: December 1893 vorgelegt; ist erschienen im ung. Original 
in dem ,,Ertekezdsek a Mathematikai Tudom~nyok k6re'bGl" 1894, Bd. XV, und 
erscheint in aus~fihrlicher Uebersetzung in den Berichten aus Ungarn Bd. X]l, 
pug. 1-44--194. 

":) Math. Phys. Mech. 1876, pug. 273--307. 
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(Fig. I b), begrenzt dnerseits dutch die concentrischen Kreisquadrauten 
(34) und (55) mit Radien -~- 1 resp. ~ oo, andererseits durch die un- 
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F i g .  l b .  
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. . . .  ~ .  . . . . . . . . . . . . . . .  

Z,  .Z~ . Z ,  Z~ , 

\ I" . .  . $ ........... 

~'tg ,  1 e~ _ l~"tg: 1 ~1. 

ZZ. 

Z a *  

( k ~ ,  c = / 3 ,  s== 1, x 4 = 0 " 3 4 ,  n = 1 . 3 8 3 . )  

endli~hen StrahIentheile (45) und (53), in den kleinsten Theilen iihnlich 
und bei gewissen Festsetzungen eindeutig abgebildst auf das w-Cvebiet 
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(Parallelstreifen, Fig. l a ) ,  begrenzt durch die in beide~r Richtungen 
unendlichen Geraden ~p ~-- 0 und q+ ~ ~i es entsprechen sich die Punkte 

w~ ~ - -  ~ , w 4 ~ 0 , w~  = + ~, 

(4) _ = + I ,  i .  

Durch die Gleichung 

_Z-- ~ _ .  k~(1 _ e  ~) Z +  l ] - -  

wird niimlich das Z-Gebiet (Fig. l c) begrenzt durch concentrische 
ttalbkreise (34) uud (55) mit Radien ~---1 resp. ~ co nnd .durch die 
unendlichen Strahlentheile (45) und (53) auf das genannte w-Gebiet 
conform und eindeutig abgebildet; wiihrend durch die Gleichung Z ~- ~2 
einem jeden Punk~ des Quadranten in ~ ein einziger Punkt der Halb- 
ebene Z zugeordnet wird. 

Umgekehrt wird einem jeden Punkt des w-Gebietes sin einziger 
Punkt des ~-Gebietes zugeordne~ mittelst der Gleichungen 

1// f + u (5) u = k / / l  -- e ~, ~ ~ v i - - ~ ,  

(die mit der Gleichung (3) iiquivalent sind) wenn wir festsetzen, dass 

( k  + ~�89 w~--oo,  u ~ k ,  ~ - - i , , y - ~ /  

einander zugeordnete Punkte sind; dadurch sind niimlich die Wurzel- 
zeichen in diesen Punkten, daher im ganzen Gebiet eindeutig bes~immt. 

Die Orenzen des z-Gebietes (Fig. ld )  cons~ruiren wir raft l~ilfe 
des aus (2) sigh ergebenden Integrals 

z ~ " ~  d u  

(6 )  = 2 

wo demnach dem hnfangspunkt z ~ 0 der an der Gtrenze gelegene 
Punlr~ u ~ 1 des u-Gebietds zugeordne~ 1st; bier ist ~ ~ ~ ,  also die 
Geschwindigkeit :== 0, 

Die Ausflihrung der Rechnungen ergiebt das folgende Resultat: 
Die Flfissigkei~ strSmt (F.ig.-1 d)*) aus= der Unendlichkeit zwischen 

*) Die Construction der St rClm__ungalinien in den Figuren 1~8 ,wurde (mit 
Ausnahme tier Fig, 6] yon Herrn Inge~eur J o s e f B e k e in BQdapest- na~h 
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zwei der y-Axe parallelen Ufern in Richtung der negativen y-Axe 

(k - 1, �89 
mit der Geschwindigkeit \F~--~) i die Breite des Canals ist ~ ,~ ._~  1}�89 

Das eine Ufer ist eine zur y-Axe parallele in beiden Richtungen 
unendliche Gerade. Das andere Ufer wird yon den Schenkeln eines 
rechten Winkels gebildet: der else Schenkel ist die ganze positive 
y.Axe, der zweite die yon x ~ 0 an bis x ~ x 4 reichende Strecke der 
positiven Axe, die als ein Datum aafgefasst werden kann. Die Flilssig- 
keit strSmt bier durch eine Oeffnung yon der Breite 

2 1 
- -  arc cos~ x~ --  x 4 ~ ~ (k~--1)~ 

in ruhende Flfissigkeit, und bildet einen Halbs~rahl, dessen Breite im 
Unendlichen ~-- ~ ist. Bezeichnet man demnach die Breiten des Canals, 
der Oeffnung und dieses Strahls im Unendlichen mit c, n, s, so hat man 

(k + r~�89 ( 2 a~r co8 

(7) ~ :  ,~: ~ --  , ~ _ ~  : _ I  + ~ik,---- ~-)~ / 1. 

Die GrSsse ~ bestimmt das Verh~ltniss der Canalbreite zur Oeffnung~ 
wie auch umgekehrt dieses Verh~ltniss die GrSsse b bestimmt. Die 
Formel (7) steht abet in Widerspruch mit einem yon Herrn F. A u e r -  
b a c h  ohne Beweis aufgestellten Zusammenhang, nach welchem sogar 
in einem (sub XI, pag. 15 zu beschreibenden) allgemeinern Fall n das 
harmonische Mittel zwischen c und s sein sollte.*) 

Was schliesslich die Form des Strahls anbelangt, so ist ihre frei~ 
Grenze in parametrischer Form durch folgende Gleichungen gegeben: 

x ---~ z 4 ~ (~--I)�89 ~ arc , 
(k~ -- I) ~/ 

y ~ - ~ ~. (~ + (~ +~)~ )  + ~ I. ( '+  ~')~- ~ (~ -  ~-~)~ (~'-~)�89 O+v')�89 +v (1-  ~-~)t' 
,WO 

z4 ~ ~ ~,~-~-~/ - ~ arc cos ~. 

W~.h~  v yon 0 ins Unendliche, so beschreiben diese Gleichungen die 
freie Grenze der Flttssigkeit. 

g~a4ischdr ]~dthdde ausgef~hrt, f~r welche Freundlichkeit ich ihm auoh hier meinen 
verbindiichsten Dank ausspreche. Die iibrigen Figuren (auch Fig. 6) Bind nur als 
Skizzezl'z~' b~traoht~n~ die zur Illustration des Textes dienen sollen. 

~) Wink~iman~, Havdbuch der Physik pag. 419. Bd. I. 
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I1. Mittelst Spiegelung des ~-Oebietes an der Geraden Ct~2Zs 
erhiil~ man den Ausfluss elner Fliissigkeit aus einem Canal dureh eine 
in der Mitre des Dammes angebraeh~e Oeffnung yon beliebiger GrSsse 
(Fig. 2a). 

Der" Speeialfall 7r ~ 1 liefert c : n ~ r dieser Grenzfall ist der 

I 
I 

i 

~ i g ,  ~ a .  

i : i 

:Fig.  2 I~. 

(k = 3) 

yon K i r e h h o f f  besehriebene Ausfluss dureh eineOeffnung angebraeh~ 
an einer unendliehen Wand. Wir haben in Folge voa 

arc cos ~=arc sin T 

in diesem Grenzfall 

in Uebereinstimmung mit Kirehhoff. 

III. Mittelst Spiegelung des g.Gebietes an der y-Axe erh~ilt man 
hingegen (Fig. 2b) einen Strom mit zwei paralle|en Ufern, in dessen 
blithe senkrecht zu diesen eine unbewegliche Wand yon beliebiger 
Breite angebraeh~ ist. Bezeichne~ man die Breiten des Stroms, dieser 
Wand, und der ruhenden Fliissigkei~ im Unendlichen, mit (7, W, 2~, 
so hat man 

"k-t- I ̀�89 x , - -~  : x, 
C: R :  W = ~ , ~ )  : , , '  ~ ,  

d .  i ,  

c: ~: w= (~+ I)�89 ((~+ ~>�89 O-~)+) 
- 1 2 are r 

: ((k+1)~-(k--O �89 .(~+~# 

Ftir den Grenzfall lira. k ~= oo finde~ man 
1 

C:  t~ : W ~ : k : : ~  ' 
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Ist die Breite des Stroms C endlieh und die Wand W unendlich 
schmal, so ist demnach im Unendlichen die Breite ~ tier ruhenden 
Flfissigkeit unendlich klein im Vergleich zur Stromesbreite, jedoch 
unendlich gross in Verg]eich zu jener der Querwand. 

Aueh dieser Grenzfall wurde yon Ki r e h h o f f behandelt: die Breite 
der Querwand ist da endlieh, hingegen C und 2~ = or .  

IV. Durch fortgesetzte Spiegelung des z-Gebietes (in Fig. 2b) 

f 

i 

' /  [' f 
'Jo 

]~'ig. 20. 

14 

l 
i 

erhiilt man die in Fig. 2c dargestellte Strbmung. Die Anzahl der 
~tuidistanten Querw~iude yon gleicher Gr~isse ist beliebig. 

(9) 
daher ist 
(ga) 

w 

Der Quersclmitt des Dammes eine geradlinige Strecke (Fortsetzung). 

V. Die im Eingang des w 1 stehende Gleichung (3)soll  verall- 
gemeiner~ werden dutch die Substitution 

ko' ( , ,  - e ~) 

an Stelle yon k2(l--e~). Man hat dann an Stelle der Gleichungen 
(5) die folgenden: 

~ -  ~, u = k o  ; 
e'* 

e~  ~ ~2  ue ~ kt  ~ 

w o k  I di~ GrSsse ~ff bedeutet. Dadurch sind die in den Fig. 1 dar- 

gestellten ~ und w-Gebiete bei gehSriger Festsetzung bezit~ieh der 
Vorzeiehen der WurzelgrSssen eindeutig aufeinander bezogen, so dass 
die Punkte r sind: 
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Aus (9a) folgt 
d w  2u  2u  
d'u ---  ~ - -  ~c~ - -  u~----- ko ~ ; 

man hat daher 

(9b) az dw ~u(l+u) __ ~ u ( l + u )  
d-~ -~ ~ ~-J = (u' - k,') V i -: d,' (u, - ko') Y i - ~ "  

dz Es besteht demnach ~-~ aus zwei additiven Theilen yon derselben 

Form wie in w 1. Zur Bestimmung des z-Gebietes setzen wit lest: 

k o ~ k~ > 1. 

Es ergiebt sich bei dieser Festsetzung na~h tier bekannten Methods 
des Umlaufs der Grenzen des abzubildenden Gebietes das folgende 
Resultat: 

Die Fliissigkeit (Fig. 3b) strSmt aus der Unendlichkeit mit der 

,k t 1 x�89 Geschwindigkeit ~ )  in einem CamaZ zwisehen zwei parallelen 

Wiinden 40 und 4' 1', welcher im QuerscbniY~ 011' abgeschlossen ist 

ms. an. 

( ~ / ~ 1 . 2 ,  ko~~ f ~ 1 . 6 2 ,  co~-1.414. Z~ '~s' 
c2.~-3.303 , x s ~ 1 . 9 0 4 ,  N ~ 0 . 4 7 3 ) :  ; - m~. Sb. 

darch eine Querwand 01 und eine Oeffnung 11'; die ,Wand 4'1' des 
Canals setz~ sich in unver~nderter Riehtung fort und bildet mi~ der 
zu ihr parallelen Wand 23 einen zweiten sehm~ilern Canal. Die 
Flttssigkeit s~rSmt aus dem ersten Canal in den zwei~en und bietet 
inzwischen anf der einen Sei~e eine freie Grenze dar. 

�9 Bezeichne~ man die Brei~en der C~a~le und der Oeffnung ~ t  
C l ,  Cd,  O ,  so bes~ehea die Relationen 
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Man finder ferner als 

wo der Werth yon x, gegeben ist, (lurch die Formel: 

( Oa) tg 
~---o,, ( ~ '  - ~)~ 

Sind die Verhiiltnisse C 1 : C o : O  gegeben, so sind auch k, und k o fest- 
gesetzt; die Strbmung ist daher nur itann mSglich, wenn die Projection 
der freien Grenze auf die Canalwand yon der L~nge ist: 

Gleichungen der freien Grenze: 

(12) 

X = x, ~- 2 ~ - -  ( -  1)J+' (arc tg (1 + v')�89 
~ = o , 1  (k j '  - 1)"i ( ~  - 1)~" 

( -  1)-'ki (~ +,~')"} - v ( ,  - ~;)-~)~ 
g = " ~  (~:.? - 1)"l I. 

s = o , l  (l + v,)~ + v ( t _  kj- ~)~ 

are ~g - - ~  ,) 
~k~.,- 1)�89 ' 

u  huch diese StrSmung llisst sich durch Spiegelung mannigfach 
gestalten. Man erhiilt z. B. durch Spiegelung an der Wand 4' 3' den 
freien Ausfluss aus einem an seinem Ende verengbn Canal in einen 
dtinneren einfachen Canal; die beiden Cangle haben eine gemeinsame 
Axe; etc. 

VII. Ich gehe.tiber zur Interpretation derselben Abbildungsformeln, 
wenn start k o und {~ imagin~res gesetzt wird; an SteHe yon (9), (9a), etc. 
kommen dann, wenn wir mit k 0 und ~ die absoluten Werthe bezeichnen : 

1, /z_+~ e~ .ffi p~ " -  k,, 
~ V "L - -  u ' u~ -F ko ~ ' 

03) a__~w == ~ (~,,-k~,) d u (u' -F ko t) ( u '  - k , ' )  ' 

u u 

f ( ,  ,),.(,+.)- ~ '  ~ J-4 d u ~ ~ - kJ ,~' + ko' ~ ~" " V f  - u '  
1 1 

Dem Punkt w - ~ - -  oQ enbprieht demnach auf der ~-iEbene der 
Punk~ 

= - i (~ '  + ']�89 
\ ] ~ t  - -  1 ]  ' 

nehmen .wit such. bier k, > l an, so i~t die StrSmnag~ehwind~gkei t  
im Unendlichea parallel zur y-Axe. 
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Dem Punkte w = -{- c~ hingegen entspricht auf der ~-Ebene 

da k o reell, daher [~1 = 1 ist, so endet der Strom in einem Strahl, 
dessen Grenz]inien zur Asymptote eine gegen die y-Axe geneigte 
Gerade haben. 

Wir eonstruiren die Grenzen des ~-Gebietes bei der Annahme, 
dass die Grenzen des w-Gebietes die parallelen Geraden ~p ~ ~ und 
~b ~ 2~ sind. 

Die Grenzen des Stromgebietes sind dann, wie folgt, festgesteilt: 
Die Fl~issigkeit str~m~ aus der Unendlichkeit zwischen zwei parallelen 

. I I  I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

' t I 
I 

.... X~ 7 --7 ....... Z~ 
, i 

f 

/ k 

N. k 
N:  " 

(k,=2, k o = 3 ,  s = = ,  x2-----O 332= \y . . ,~ , ,~  
y~-~-0. 283=, f =  1 .4=) .  

W~aden 45, 4 '3 ,  geh~ bei der Qaerw~nd 51 voriiber, and strSmt 
gegen die Oeifnung 13 ,  we sie in eine ruhende Fliissigkeit ausfliesst 
in einem 8trahl mit den Grenzen 12oo und 32'ov'. 

Matbomatisoho ~n~lon. X.LYI. 17 
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Die Brei~e des Strahls im Unendlichen ist z. 
Querwand 51 is~ 

Die L~nge der 

0 

z I ~ x I = ~ d u  

(14) ~-  ! (n lfi + 2 arc tg (k, 2 -  I ) -  �89 

__ t . ( ~ko  + 1. (ko'+ 1)~ + i )  " 
(kJ + 1)~ \ (ko~ + 1){ --  

Die Broite des Canals ist 

e ~=" \ k  t - -  II ; 

und die HShe des Endpunk~es 3 oberhalb der Querwand 51 ist 

=/? ,o 
Y3 ~ d u ,  

1 

bei we]cher Integration u reelle Werthe durchl~iuft, jedoch mit Um- 
dw gehung des Punktes kl, da in diesem ~ - ~  ~ ist; man finde~ 

_ _  ~ (k 2 + 1 )  �89 (15) Y~ (k~ + ,)~ + (~:~~ ,~ 1. ( ko) 

+ ~, 1. (k, + (k,"- ~)~). 
(ktt -~- 1) ~ 

Die Gleichnngen der freien Grenze 12c~ wird in parametrischer Form 

x --- x, : 4 k,~ : - k : ]  V ~ '  

0 8 )  

Y ---- v~ - k :  ~? + k~ ~ y ~ + : ,  

bei. welehen Integrationen v reelle Werthe durchl~uft. Die Gleiehungen 
der freien Grenze 32'c~' sind bei derselben Bemerkung 

07) 

Die aasfiihrlichen Rechnungen finden sich in der Originalabhandlungt 
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wo V3 auch auf einem zweiten Iategrationsweg bereehne~ ist. Man 
sieht leieh~ ein~ dass Ya bei gehSriger Wahl yon k o und k I auch 
negativ ausfallen kann. 

Be i  Einfiihrung clues Vergr'6sserungseoefilcienten a erleiden die 
drei GrSssen c, x 1 und y~ eine a-faehe VergrSsserung, und die Formeln 
enthal~en ebenfalls drei zwischen gewissen Grenzen willkfirliche Werthe 
ko, /r und a. Mit der LSsung der Aufgabe, welches die Werthe der 
Letzteren bei beliebig gegebenen c ,  x l ,  Yz sind, habe ieh reich nicht 
befasst. 

VIII. Mi~telst Spiegelung an der Linie z4~ ~ erhglt man (Fig. 5) 
die Zerlegung eines aus einem Canal yon endlieher Breite ansfliessenden 

Zt, Z o , 

~ 7" 3 
I Z ,, / _ f # 

/ , 
I 
i . 

:Fig. 5. 

$~rahls in zwei S~rahlen .in Folge einer festen Querwand, die in der 
Mi~e des Canals seukrech~ zur Axe angebrach~ isL 

Die Wand ~5 kann bei gehSrigen Werthen yon ko und k t aueh 
in's Inhere des Cmaals fallen. 

IX. Ohne mieh in ausfiihrliehe Rechnungen einzulassen, fiige ieh 
im Ansehluss an die eben besehriebene die folgende Abbildung bei. 

Es seiea in den Gleiehungen 

die GrSssen ~, ko, kl reell; dann sind 

w ~ - - ~  U ~ - - k t i  , 

w ~ -31- oo~ 

W ~ 1. #~kl~ 
ko2 

. u  = - -  ko i ,  ~----- ~ k o i '  

17" 
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auf den Einheitskreis (Fig. 6a). 
StrSmung die Fig. 6b. 

zusammengehlirige Werthe, und zwar fallen die so definirten ~-Punkte 
Daraus ergiebt sich als Skizze der 

Fig, 6 a. ZI " " . .  " . . .  

Fig. 6bo 

w 

Der Querschnitt des Dammes ist yon tier Winkelform / .  

X. Die Grenzen des ~-Gebietes (Fig. 7 b) seien: Ein I~albkreis, 
dessen Endpunkte 3 and 2 auf der ~-Axe liegen; die aus den Punkten 
3 und 2 in's Unendliche laufenden Radien des Kreises; die im Unend- 
lichen gelegenen Quadranten B B ;  endlich die doppelt zu ziihlenden 
Radien~heile ~ A  resp. AB,  deren Endpunkte B,  B im Unendlichen 
sind, w~hrend der Punk~ A sich yore Mittelpunkt in einer Entfernung 
> I befindet. 

Dieses ~-Gebiet ist auf einen Parallds~reifen yon der Breite 2~t 
abzubilden (Fig. 7a), so dass drei beli~bige Punkte der Grenzen sich 
gegenseiffg entspreehen. Die Gleicbung (3) liefer~ schon eine solche 
Abbildung nut bei specieller Zuordnung der Randpunkte. Um die 

Aufgabe allgetnein zu 15sen, haben wit nui zu selden anstatt e ~- die 
linear-gebrocheae Fuaction 

Wo a, ~, ~', (~ zu bestimmende Constanten sin& 
die Abbildungsformel 

(18) 

Wit kommen so auf 

7/I+ 
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Die daraus entspringenden mannigfaltigen StrSmungen lassen sich 
leicht skizziren, man hat nur den Punkten - - o o ,  0, A-~o des w- 
Gebietes beliebige, nut in demselben Sinne aufeinander folgende, Rand- 
punkte des ~-Gebietes zuzuordnen. 

Man fiihre ein v-Gebie~ ein mittels~ tier Substitution: 

(~9) 

d.i. 

aus ihr folgt 

~D 

w ~ 

lo  

p--av ' 

dv (a- -~ ,v )~- -#v)  

d,,g 
Mit Beiziehung yon ~ ~ ~ hat man daher 

d, i. 

(90) 

dz 1 + u ~(-~--~,) 
~ ~ F V ~  (o~-~,v)(~-~' 

d# u(a~--6v) ~ + k V i - - v ~  
dv (~--yv)(p--~v)  VI - k~ + - ~  

Es ist demnach ~ im Allgemeinen ein elliptisches Integral yon v. 

Wir berechnen ausfiihrlich bloss die Fiille, wo bei reellem positivem 

ao entweder 

I. 
w ~  - - o o ,  w ~ -I- oo, w-----O 

oder 

~=~ + ao, ~ = - -  1, ~ ~ + 1, 
I1. 

W ~  - -  C ~  W ~ o O ~  ~ 0  

zugeordnete Punk~e sin& Es entspringen aus 

" = '  V V / '  = F ~ I ~ , +  ~ j /  

die folgenden Bestimmungsgleichungen f~ a, ~, ~,, 
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- ( ~  ( 0  - 

= ( F ,  

(a + t~ ~. 

Den Gleichungen goschieht genfige, wenn entweder 

a) a ~ - - 2 a ,  f l ~ l + a ,  d ~  l + a ,  ? ~ - - 2 ;  

oder 

b) a m  2a, f l - ~ l - - a ,  d = - - l + a ,  y ~  2. 

Im ersten Falle isi -~ ~--{- 1, im zweiten ~ -  1. 
7 

Der Werth yon g isi in beiden Fil len -----a. y 

a + 6 isi im ersbn Fall ~- - -  1, im zweiien ---- -[- 1. Der Werth yon 

Im Falle a) hat man 

aO" -- 16y = - -  2 a ( 1 +  a) + 2(1 + a )  = 2(1- -a2) .  

Im Falle b) 

a d  -- f ly ~ 2 a ( a - - 1 )  --  2 ( 1 - - a )  ~- 2 (a~- -1) ,  

und in derselben Reihenfolge 

(20a) a~ dv 

( ~ b )  a~ _- 
dr 

20 - a) 1 + k Izl -- ~' 
(v-- a) (1-- v) 1/1--k'JC~v~' 

(1 + a) t + k Vt - v~ 
( a -  v) (1 + v )  F i  - kz + k~vz 

Diese Gleichungen gehen in einander fiber, wenn man s~att v, a. se~z~ 

Zur ersteren Gleichung (Fall I) gehSrt die Substitution: 

i t )  

-- ~a + (i+iI'e T 

-- ~ + (l +a)e ~ 

zur zweibn (Fall ]I) 

~o 

~a + (1 - a)e ~ 
(19b) v 

~ + (-1+ a)e ~ 
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XI. Im ersten Fall strSmt die Fliissigkeit (Fig. 7) in einem Canal 
yon der Breite c aus der Unendlichkeit gegen einen Datum yon der 
Breite g, dermit airier Einbiegung yon der LRnge h v.ersehen ist t 

'~ 'i '~ 

d" 

?le 

J 
~r 

d t~ 

uad tritt dann als freier Strahl zum Vorschein; die freie Grenze ha~ zur 
Asymptote eine zur entgegengesetzten Wand parallele Gerade; letzter~ 
gerade Wand reicht in entgegengesetzten Ricbtungen in's Unend]iche. 
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Zu bereehnen sind c, g, h und die Dicke des Sixahls im Onend- 
lichen s. 

Man hat 

e ~ 2 ~ a  o .  

Die Breite des w-Sireifens ist n~imlick m s  = 2~,  und die Ge- 
sehwindigkeit des StrSmung hat im unendlieh entfernien Quersehnitt 

(w ~ -  c~) des Canals den Werth L .  
ao 

Zur Bereehnung yon g und h seize man 

d z  20--a) t + k Y l  - ~2 
dv (v--a)(1--v) Vl_k~+k,v~'  (20a) 

und 

(21) 

wo gesetzt ist 

f(v)~-- ~ 0 - a ) ' ~  l + k / / l - - v '  (v-- a)(l-- v) Vv-~- ~,, ' 

k~ 

Da im Bereieh der Breite g die Ungleichheiten Bestand haben: 
- - 2 < v < + 2 ;  ;~<  1 

demnach 
v ~ < Z2 < 1, 

so ist f(v) (iberall imagin~ir. Daher ist 

s(l_-a) / "  t l + k V 1 - v ~  
g =  k r-7 -3 

wo die Wurzeln positiv zu nehmen sin& 
Ebenso ist in ellen Punkten des Einsprungs yon der Tiefe h 

Z < - - v <  1, 

daher / (v )  tlberall reell und demzufolge 
1 

h 2(1--a) f l t+kVl=V~dv"  
k y (.+,~-(t+O y~-i-=_ z, 

Die Differentialgleiehungen der freien Grenze sind endlich: 

do: ~ ( t -  a) 1 
dv k (v--a)(t--v)l/v~--~ ' ,(2;~) 
dv k (v_a)(t_v)Vv~-i"-~V ~ 

wo das Zahlengebiet yon v gegeben is~ durch 

1 < v ~ _ < ~ o ,  



Strahlformen bei Flflssigkeiten. 265 

XIL Beztiglieh der Reduction yon g und h a u f  Normalin~egrale 
verweise ich auf die ohen angeftihrte Publication. Ieh unterlasse aueh 
die niihere Beschreibung des in Fig. 8 skizzirten Falles, welcher der An- 

Fig. 8. 

nahme a ~  ~ entspri~h~ und tlbergehe zur Besohreibung des in X skizzirien 
zweiten Falles. Die Fltissigkeit strSmt aus der Unendliehkeit in einem 
Canal yon der Breite c (Fig. 9) 
gegen eine Wand yon der Li~nge 
g > c, die mit den Wiinden des 
Canals einen reeh~en Winkel c ,  
einschllesst und die Fortsetzung 
der einen Wand bildet; die 
Wand gist ein Theil des Dammes, -= . . . .  ~ 9 
der zweite Theft l~uf~ parallel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

den Wiinden des Canals und 
reicht in die Unendlichkeit. Die 
Berer der Dimensionen s 
der S~rSmung, wie auch die der . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . .  ..,. ! 
freien Grenzenflndea sieh a. a.O. ~ .  9. 

Es versteht sich yon selbst, dass man duroh Spiegelung aus den 
bisher besehriebenen, wie auch aus den im folgenden Paragraphen zu 
beschreibenden StrSmungen scheinbar andere Formen ableiten kann. 
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w  

Allgomeinere StrSmungsformon mit freior Grenze. 

XIII. Man erb~ilt in gewisser HJnsicbt eine Zusammensetzung yon 
einfaehen StrSmungen auf folgende Weise: 

Es mSgen 
~ 5 ( ~ ) ;  (J~l,  2,."m) 

in beschrs Gebieten im Innern iiberaU isogouale Abbildungen dar- 
stellen, bei welchen einem speciellen St~icke der Geraden r ~ 0 der 
w-Ebene in den ~-Ebenen, ffir siimmtliche j, KreisbSgen mit dem [~adius 1 
entspreehen; dann liefert die Beziehung 

eine im Innern des sehmKlsten der w-Streifen fiberall isogonale Ab- 
bilduag der Art, dass die Beziehung 

eine StrSmung mit freier Grenze beschreibt. 
Es seien insbesondere (pi reelle, k s und nj positive Zahlen~ und 

zwar nj < 1. Es seien ferner 

+ -j e~)�89 

j ~ l  

wo H das Symbol der Multiplication bedeutet. 
Wenn keines der k~ kleiner ist als 1, uad keines der ~ kleiner 

a]s 0, so erhalten wjr jede~falls eine StrSmung mit freier Grenze, wean 
wir die Abbildung der ~-Ebene auf die w - ]~ne ,  auf den zwischen 
~#~s~ 0 and $ ~---h befindlichen Streifen beschr~ken; dabei h so be- 
d l m n e n ,  dass im Innern des Streifens kein Pmakt sich befind% in 

dz ~ h e n  ~ ~ 0 oder oo wird. 

Da n~imlieh keiaer der Faetoren UTY. , dem absoluten~. Betrag naeh, 
~:: I wird, so ist auch das Product Aller, n~imlich"~':~ I. Da ferner 
siimmtl~che u~ imagin~ir werden~ wenn w it~er einen g~wissen positiven 
Werth w o hinaus wiichst, so werden auch sRmmtliche Uj, daher such 

gleich der complexen Einheit. Jenem Theil der Geraden ~p ~ O, 
auf welchem r > wo ist, en~spricht daher auf der Str~mungslinie ei~e 
freie Grenze; dean auf dieser Linie isg die Geschwindigkeit~ wie soeben 
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gezeigt wurde~ ~ 1, w~hrend sie im Innern der StrSmungsebene 
iiberall < 1 isis. Unendlieh kann ~ nut in den Punkten werden, wo 

1 u ~ l ,  d . i .  e * ~ e ~ S ~  

wird i bier wie auch dor~, wo / ~  ~ 0 oder ~ ~ wird, miissen sich 
fes~e W~inde befinden. 

Die Bedingung, dass keiner der k~ kleiner sei als 1, und keines 
der ej kleiner als 0, ist aber keinesfalls eine no~hwendige. 

Die S~rSm~ng wird am einfachs~en, wenn s~imm~liehe ~p~ ~.  0 
werden~ und 

s~a~finde~; die ~tr6mungsebe~e wird ir~ diesem l~a~l dutch Figur lOb 
dargeste~lt; die /~eitenanzah~ des I)amm~o~ygons ist ~ m ; die Gr(issen 
der Winkel werden durch die Exponenten n~, die Seiten dutch die 

z 

' " ' . /  c ~X..,., ./ 

�9 ~ .  zoz,. 

Wer~he yon ~ und k~ bes~immL Die Geschwindigkei~ wird .~  0 /n 
a~Ze~ ~- Eeken des Polygon s , w~hrend sie sich auf den Sei~en con~inuirlich 
~nder~ (Fig. 10a): Der Uebergang yon Damm-PoZygon auf s~e~ig ge- 
kriimmte Damm-Cur~en i~t demzufolge auf diesem Weg nicht s~t~haf& 

1. Ahi Beispiel zur Zusammensetzung yon einfachen S~r'Smungen 
diene 

= + 

u = J /  i - -  e% 1~, > I~2 > 1 .  

Die ~ w-Ebene sei der Paralle]streffen ~zwischen ~p .~ 0 und ,p = ~r. 
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Die einzelnen 

~:= :~ ( j =  1, 2) 

werden durch Fig. l b und l l a j ,  daher die aus ihnen entspringende 
~-Ebene dutch Fig. 7 dargestelR. Die Abbildungsformel und dem- 
zufolge auch die StrSmung selbst ist enthalten in der im vorigen 
Paragraphen zu Grunde liegenden. Ich unterdrilcke den Bowels, und 
ffigo nur hinzu~ dass dies auch dann zu~reffen kann~ wenn k I und k~ 
complex conjugir~ sind; auch kann das Eine yon ihnen < 1~ zugleich 
muss aber das Andore > 1 sein. 

2. Als zweRes Beispiel sei angefiihrt 

Die Figur l l a  und l l b  zeigen bei speciellen Annahmen flit 
kj > k 2 ~ k 3 > 1 die entsprechenden reciproken Geschwindigkeits- 

2 

\ / 

\\~ 1 / 

�9 / 

lvig, Ua. 

7 " 

Z 
3 

I I I  II I I 

~ig. 11 b. 

und Str5mungs-Gebiete, w~hrend das w-Gebie~ ein Parallelstreifen yon 
der Breite ~ ist. 

~Dass ~ und u (nach getroffener Wahl der Wurzelzeichen in einem 

Punkt) ~ich auf einander eindeu~ig beziehen, folgt daraus, dass 8~ ~u 
nut  in Randpankten 0 oder ~ wird. Es ist n~imlich 

a-~----" - : ~  ] - - k : ~ 2 + l - - k , ~ u ~  + l : k 8  ~u ; 

dies wird aber nut unendlich, wenn einer der Wer~he 1 ~ kju ver- 
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schw~ndet~ also in Punk~en wo ~-----c~ wird d. i. in Randpunk~en. 

Ferner wird ~ 0 in zwe~ Punkten~ die aber reellen u entsprechen, 

demzufolge ebenfalls Punkte der Grenzen sind; es entsprechen den- 
selben auf der ~-Ebene die beiden Cuspidalpunkte der Grenze. 

Is~ dis Anzahl der ~ grSsser als 3~ so erhRl~ man Str5mungen 
mit freier Grenze, deren Beschreibung mittets~ hyperelliptischer Integrals 
geschieht. Sind alle GrSssen k~ reell~ so sind auf jeden Fall siimmt- 
liche rests W~nde gerade; der allgemeinere Fall bleib~ spiitern Unter- 
suchungen vorbehalten. 

3. Zur Beschreibung der StrSmung geniigen hyperellipt~sche 
Integrals, sobald im allgemeinen Ausdruck fiir ~ (Art. XIII~ pag. 266) 

1 siimm~liche n~ ~ rz  sind. Ich beschriinke reich auf die nilhere Be- 

trachCung des Falles~ wo nur zwei ~ auftreten~ demzufolge zur Be- 
schreibung elliptische Integrals geniigen. Es sei demnach 

Man seize 

man erh~ill 

a I ~ e ~  

~ ---- ~ Y(~ - k~,(~, - ~)) (~ - k . . ( ~ , -  ~)) 

Wit setzen speciell fes~, dass die GrSssen k~ und ~ reell seien, u. zw. 

Die  Gebie~e der ~4 seien dieselben wie (pag.. 250, 257) rail dem Unter- 
schiede.~ dass die Punk,s. ~t ~ l nich~ dem Punk~ w ~ 0 sondern 
w ~ - ~ s  en~sprechen (Fig. 12a~ 12a2; 13a t,  13a~). 

Ist ~b ~--D~ und r ~ q ~  so beschreibt das ~-Bild des untern 
Randes yore w-S~reifen dieselbe Linie wie im ersten Beispiel (pag. 267); 
wenn hingegen 

so is~ ~2 gleich der complexen 'Einheil, w~hrend beziiglich ~1 zwei 
F~,lle mSglich sind : enCweder ist ~1 reelt und positiv im ganzen Intervall~ 
oder es ist in der ersten H~ilfte noch imaginilr. 
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In Fig. 12b, 19c ist tier erste Fall, in Fig. 13b, 13c der zweite 
skizzirt; ich bemerke, dass im zweiten Fall die beiden krummen heste 
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auf dem Rand der [-Ebene eine gemeinschaftliche Asymptote besitzen. 
Eine leichte ~echnung~ die ich bier unterdriicke, zeigt, dass ausser den 
Punkten, wo [ = 0 oder -~- ~ wird.~ noch in jenen Punkten Singu- 
larit~iten auftreten, wo die Gleichung stattfindet 

k2(l--k12u~ 2) u1 ~ ~s (1 ~k~2u~2)u~ = O; 
dz 

in diesen Punkten is~ nilmlich ~ ~ O. 

'\ 

~i@. 13b. 

~3 

! 
J, 
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qff 
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XViL Die eine Seite des StrSmungs-Gebietes endet in den hlev 
bescbriebenen F~illen in einer freien Grenze des ausfliessenden Strahls, 
was eine Folge dessen is~ t dass dem Punkt w-----oo imag/n~re ~j Werthe 
entspreeheu f[tr alle j.  Man entfernt diese Beschr~nkung, wenn man 
in den ~-Formeln an Stelle yon e ~ elne linear-gebrochene Function 
yon e ~ einffihrt. Man erh~lt so StrSmungsebenen~ die zu den ur- 
sprtlngliehen dieselbe Beziehuiag darbieten, w i e  Str'dmungen in w 2 zu 
denen in ~ I. 

Man erh~lL ~hnliche StrSmungen yon allgemeinerer Natur be~ 
Zugrundetegung der Beziehung 
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r a  =/-/( ~j  

\ " s  - k j e f /  , 
$.~.1 

,~ = ((a, ,-  e~) . . .  ( o , , -  e,,))~, 

wo die a,  b, k j n  Constante bezeichnen, und die Breite des w-Streifens 
so zu bestimmen ist (pag. 266), dass die Abbildung im Innern iiberall 
conform bleibr 

B u d a p e s t ,  December 1893. 


