
Anzahlgeomel,ri,~chc ]h,]~amllmlg des lh'~,iecks, 

V[)ll 

II. Seuum,m'~' in lhunbm'g. 

w I. 

Definition dor Lagebedingungen und der invarianten Bedingungen 
beim Droiock. 

Das im Folgenden behandelte Gebihle besteht aus drci in fester 
Ebene befindI[chen Punkten ~t,~ b, c (Ecken) und deren VerbiMungs- 
strahlen a ,  r 7 (Seiten), so dass e~ und a, ]~1 mid b, 9" und +. eimmder 
gegentiberliegen. Wir nemwn dieses LIebilde, dessen ('onsLantenzahl 
6 ist, kurz ,,Dreicck", fassen es :~ber zugleieh als Dreiseit auf, d. It., 
wit rechnen zu seinen wesentlichen llestandtheilen ebcnso gut seine 
3 Selten, wie seine 3 Ecken, was natarlich nm dam~ vim l+cdeutung 
wird,  wenn zwei Ncken oder alle drei Ecken zusamlllenl'Mlcn. Nach den 
l~ezeichnungsregeln des l:ledingungskalMits*) bedeuten die cingt.l'(ihrten 
Symbole a ,  b, c resp. % t3, 7 zugleieh die einfachen Bedingungcn, dass 
(lie Eoke tt oder b oder c auf einer gegebenen Geraden liege, resp., dass 
die Seite a ,  /~ 7 dureh eine~ gegebenen Ptmkt gehe. Durch Zusam- 
mensetzung dieser Bedingungen erh':il~ man eine grosse Menge yon 
Lagebedingungen hSherer Dimension. Jede solche~ dem Dreieck a u f  
erlegte /-fache Bedingung bedeutet, gemSss den Grundsiitzen des 
Kalkfils, zugleich auch die Zcz}d der Dreiecke, welche cinem w~rliegon- 
den i-stufigen Systeme angehSrig, jene i-f ache tledingung erl'tilten. 

Da jcde Eeke zweien Seiten i+wid<,nt ist, so geIten zmd~chst die 
folgenden 6 Gleichungen, welchc aus der hwidenzformel fiir Punkt 
und Strahl (Kalk~il, pag. 25) resultiren: 

*) 1Vfan vergleiche wegen dieser Bezeichaungsregeln und we~'en des Jteclmo+s 
m;.t Bedingungssymbolen entweder meine Abhaudtang Ju Bd+ X der Math. Ann. 
(pag. 1 bis 116, Abschnitte I, lI, III) oder meinen bei T e u bn e r 18TJ ers,.hienenea 
,,KalkfiI der abziLhlenden Geometric", ein Buch, des ich kurz m~t ,,Kalkal" 
citiren werde. 

:Ma tbemat l scho  Anna leu ,  X V I I .  i I 
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a/~ = a:  + r 2, a ~  = a 2 + 7 2, 

by -~ b ~ + y2 b a r b  2 + a2~ 

c~ = c~ + ~2, c~ = c~ + ~'~. 

Hieraus erhElt man durch Multiplication mit den Bedingungen a~ b, G 
a~ fl~ • viele andere Formeln~ z. ]3. 

a : ~ a ~  2, c b ~ = e b  2 + c~ ~ = b c '  + ba 2, 

b~c 2 = bca 2, a2b2c-- a~b2g --~ tdbc 2 -  a20c~, 

Umformungen, welehe nur auf einer derartigen Benutzung der ]ncidenz- 
formel ffir Punkt und Strahl beruhen, sollen im Folgenden immer ohne 
besondere Begriindung angestell~ werden. 

Zu den eingefiihrten 6 einfachen Lagebedingungen a, b, c, a,/3, ~, 
gesellen sieh 5 einfaehe invariante Bedingungen, alas sind Bedingungen, 
welehe verlangen, dass das Dreieck ausgeartet sei. Ausgeartet ist ein 
Dreieek, wenn es die allgemeine Definition des Dreiecks erffillt~ abet Ecken 
odor Seiten besi~z~, die zu einander nich~ allgemein, sondern unendlich 
nahe liegem Man gewinnt die Beschreibung der Ausartungen des Dreieeks 
leieht dureh homographische Abbildung aus dem allgemeinen Dreieck oder 
auch dureh Speeialisirung der einer Curve ein- odor umbeschriebenen 
Dreiecke. Betrachtet man z. B. das dreistufige System aller einer Curve 
einbeschriebenen Dreiecke, so erkennt man sofort, dass dieses System 
ein zweistufiges System yon solchen Dreieeken en~h~l~, bei denen die 
drei Ecken in gerader Linio liegen. Man gelangt daher zu folgender 
Definition : 

I. Die Ausartun 9 e besteht aus einem Strahle g~ welcher zugIcich 
als Seite a, Seite ~ und Seite 7 aufzufassen ist, und auf  welchem 
irgendwie die zEcken a, b, e liegen. 

Durch duale Uebertragung erhis man aus dieser Definition die 
folgende: 

�9 II. Die Ausartung v besteht aus einem _Punkte s, welcher die 2Eel~en 
a~ b, e so in sich vereinigt, dass die 3 Seiten a, ~ 7 drei duq'eh s hin- 
durchgehende Strahlen sind. 

Zu einer dritten Ausartungsdefinition gelangt man, wenn man yon 
drei uuf einer Curve liegenden Punkten zwei unendlich nahe ]egt. Du 
der dritte Punkt dann noch jede beiiebige Lage auf der Carve haben 
kann, so bilden nile mSglichen Tripel yon solchen Punkten ein zwei- 
stufiges System yon ausgearteten~ einbeschriebenen Dreiecken mit folgen- 
der Definition. 

III. Die Ausartung ~ besteht aus einem Strahle g, in welchem die 
Seiten ~ und 7 unendlich nahe liegen, und aus eh~em auf g liegenden 
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.Punkte s, in wdchem die Eeken b und e unendlieh nahe liegen; dabei 
liegt die Ee]~e a irgendwo auf g, und dcr Strahl a ist irgend ein Strahl 
dutch s. _Diese -Dreiecksausartung geht durch duale Umwandlung in 
sich selbst iiber. 

IV. und u  Die Ausartungen ~b und ~ sind ~ analog,*) d. h. 
sie gehen aus ~ dutch eyklische Vertauschung der Buchstaben a, b, c, 
a, fl, 7 hervor. 

Jede der eben aufgestellten ;5 AusarLungsdeflnitionen erniedrigt die 
Constantenzahl 6 des Dreiecks um 1, d. h. sie erzeugt eine cinstufigc 
Ausartung und eine einfache Ausartungsbedingung, oder, was dasselbe 
ist, yon der~rtig ausgearteten Dreiecken giebt es in einem eins~ufigen 
Dreieckssysteme eine endliche Anz;th], in einem i-s~ufigen Systeme or i-1. 

Wir setzen nun lest, dass jedes der 5 eben eingeffihrten Aus- 
artungssymbole 

zugleich auch die einfache Bedingung bedeute, dass ein Dreieck in der 
angegebenen Weis~ ausarten soll. Ferner sollen die bei der Besehreibung 
der Ausartungen benutzten Buehstaben f[ir Punkte und Strahlen zu- 
gleich die zugehSrigen einfaehen Grundbedingungen bedeuten; und 
zwar haben s and g bei den verschiedenen Ausartungen aueh ver- 
schiedene Bedeutung. Wir wollen n~,mlich immer mit s denjenigen 
l~unkt einer Ausartung bezeiehnen, in welehem zwei oder drei Ecken 
vereinigL liegen, und mit g denjenigen Strahl, in welchem zwei oder 
drei Seiten vereinigt liegen. Es ist also z. B. 

~y identiscti mit ~a ocler ~/3 oder ~7, 

#~s identiseh mit ~ b  oder #~c. 

Ferner bedeuten z. B. 
~s ~ die dreifache Bedingung, dass ein Dreieek seine drei Ecken in 
einem gegebenen Punkte vereinigen soll; 
ea~g ~ eag 2 die vierfaehe Bedingung, dass die drei Ecken in einer 
gegebenen geraden Linie liegen sollen, and dabei die Ecke a in einen 
gegebenen Punkt fallen soll; 
#~a2g 2 die ffinffache Bedingung, d~ss d~s Dreieck die Definition yon 
#~ erfiille, and dass der Strahl a sowohl wie aueh der Coincidenz- 
strahl g gegeben sei. 

Die Zusammensetzung yon zwei oder mehr Ausartungsbedingungen 
mit einander schliessen wir aus. 

*) Ueberhaupt wol[en wit hier einander ,,analog" solche Definitionen, Be- 
dingungen und Formeln nennen, welche aus einander dur~h eyklische Vertausehung 
yon a, b, c, ~, ~, ~ hervorgehen. 

! 1 * 
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Zweistufuge Ausartungen, d. h. solche, welche seine Constanten- 
zahl 6 um 2 zu erniedrigen vermSgen, erhalten wir wieder sehr leicht 
dutch Betrachtung des dreistufigen Systems aller einer Curve einbe- 
schriebenen Dreieeke. Dieses System enthiilt ein einstufiges System yon 
Dreiecken, deren jedes auf einer Tangente durch die beiden im Be- 
rithrungspunkte unendlieh nahen Curvenpunkte und einen der sonstigen 
Schnittpunkte gebildet wird. Daher k5nnen wir die folgenden Deft- 
nitionen aussprechen. 

Vi. Die Ausartu~g ~ ist eine Ausartung ~, bei welcher die Ecken 
b und c in einem .Punkte s unendlich nahe liegen, ea~ ist aber nicht 
bloss als eine specielle ~, sondern auch als eine specielle ~ anzusehen. 

VII. und Viii. Die Ausartungen ~b und eo~ sind eo~ analog. 
IX., X, XI. Die Ausartungen ~ , ,  eofl, co r gehen aus co, durch 

duale Umwandelung hervor. 
Eine siebente, zweistufige Ausartung erhalten wit durch Be- 

trachtung aller derjenigen einer Curve einbeschriebenen Dreieeke, deren 
drei Ecken drei aufeinanderfolgende unendlich nahe Punkte sind. Auch 
solche Dreiecke bilden ein in dem dreistufigen Systeme liegendes, ein- 
stufiges System. Daher: 

XIL .Die Ausart/ung 0 besteht aus einem einzigen .Punkte s, dem 
die drei Eeken unendlich nahe liegen, und aus einem einzigen dutch s 
gehenden Strahle g, dem die drei Seiten unendlich nahe liegen, jedoch 
so, dass die drei .Ecken im Allgemeinen nicht in gerader Linie, sondern 
wie drei aufeinanderfolgende IJunI~te einer Curve liegen, und class die 
drei Seiten sich im Allgemeinen nicht in demselben t'unkte schneiden. 
1)abet darf ~p als eine s~ecielle ~ ,  @b, ~ ,  nicht abet als eine s~ecielle 

oder ~ angesehen werden. Ein Dreieck ~p ist also dutch die Lage 
seines Strahls g und seines Punktes s noch nicht hinreiehend bestimmt. 
Es mus~ zu seiner voIlkommenen Bestimmung noch eine einfache Be- 
dingung hinzutreten, welehe aussprieht, mit weleher Kriimmung a, b~ c 
einander unendlich nahe liegen~ also etwa die einfache Bedingung, 
dass die drei Ecken auf ~ drei consecutive Punkte eines der ~v ~ Kegel- 
schnitte se~n sollen, die' dutch 3 gegebene Punkte gelegt werden 
kSnnen, oder die metrische Bedingung, dass der Radius des dutch die 
drei Eeken yon ~ gehenden Kreises eine gegebene Liinge habe. Ein 
zu der zweistufigen Ausart~ng ~ speeialisirtes Dreieck wollen wir kurz 
~end//ch ]de/nes Dreieck nennen. Beim Viereck erhiilt man eine 
a~ualoge, abet dreistutige Ausaxtung, beim n-Eck eine analoge, (n--1)- 
stufige Ausartung. 

Eine dreistuf~e Ausartung des Dreiecks erkennt man bei dem drei- 
atufigen Systeme der einer Curve einbeschriebenen Dreiecke in jedem 
Wvndelmnkte , wo d~ei aufeinandeffolgende, unendlich nahe Curven- 
l~Unkte in gerader Linie liegen. Also: 



Anzahlgeometrische Behandlung des Dreiecks. 157 

XIII. Die dreistufige Ausartung *list eine Ausartung ~, bei welcher 
alle drei Ecken a, b, c auf  dem Strahle g in dem t)unkte s unendlich 
nahe liegen. ~ ist specieller 2'all yon eo~ yon r yon ~ und yon ~, 
nicht abet yon e%, ~ ,  coy. 

Durch duale Umwandlung erh~lt man aus y eine zweite~ drei- 
stufige Ausartung ~ mit folgender Definition. 

XIV. ]_)ie dreistufige Ausartung ~ ist eine Ausartung ~ bei welcher 
die dre~ sich in s schneidenden Seiten a~ ~, ~, einander im Strahle g 
unendlich nahe ~iegen. ~ ist also specieller _Fall yon eo~ eo~ ~y, ~,~ 
nicht abet yon r co~, eo~. Ein Dreieck ~ bilden also z. B. die drei 
in einem Rfickkehrpunkte beriihrenden~ unendlich nahen Tangenten. 

Die zweistufigen und die dreistufigen Ausariungsbedingungen setzen 
wir ebenso wie die einstufigen mit allen mSglichen Lagebedingungen 
zusammen. Z. B. bedeutet ~py die dreifache Bedingung, dass ein 
Dreieck ein unendlieh kleines werde, und dabei seinen Strahl g durch 
einen gegebenen Punkt schicke. 

Bei einer analytischen Ableitung der Ausartungen des Dreiecks 
finder man ausser den oben definirten noeh andere Ausar~ungsbe- 
dingungen~ welche dadurch hervorgerufen werden, dass die oben nur 
als zweistufig erkannten Ausartungen auch bei gewissen, ~r~tufigen 
Systemen in endlicher Anzahl vorkommen kSnnen, und dass fiberhaupt 
i-stufige Dreieckssysteme denkbar sind~ welehe yon oben k-stufig ge- 
nannten Ausartungen nicht ov ~-k, sondern ov r enthalten, wo r > i - - k  
ist. Ein Beispiel bietet das zweistufige System aller Dreieeke, welche 
immer dutch je zwel Punkte b und c einer festen Curve und den 
Schnittpunkt a der in b und in c beriihrenden Tangenten ? und fl 
geb!ldet werden (w 9.). Zu diesem Dreieckssysteme geh0ren nieht 
bloss die c~ 1 Dreiecke ~, weIche dutch einen ganz beliebigen Punkt a 
einer Doppeltangente und deren beide Beriihrungspunkte b undc erzeugt 
werden, sondern auch diejenigen c~ t Dreiecke, welche durch elnen ganz 
beliebigen Punkt a einerWendetangente und deren beide unendlich nahe 
geriiekte Bertihrungspunkte gebilde~ werden. Solche Dreieeke erfQllen 
abet die oben fur die zweistufige Ausartung co, aufges~ellte Definition. 
Trotzdem miissen sie abet als einstufig betrachtet werden~ well yon 
ihnen vot in einem zweistafigen Dreieckssysteme liegen. Ebenso ergeben 
die Rttekkehrpunkte ein einstufiges System yon Ausartungen, welehe 
die Definition yon ~a effitllen. Endlieh ist auch in jedem Curvenpunkte 
eine die Definition yon ~ effttllende husartung erzeugt. 

Derartige Ausartungen, welehe die Definition einer oben k-stufig 
genannten Ausartung erfiillen~ aber nieht b-stufig genannt werden 
dttrfen, well yon ihnen ein i-stufiges Dreieckssystem nicht oo  ~-~, son-  
dern cv r enthiilt~ wo r :> i -  k ist, wollen wir t talphe~'sahe Aus- 



158 H. Sc~u~E~'r. 

artungen nennen i fcrner soil jedes System, welches irgend eine 
I-I a 1 p h e n 'sche Ausartung enth'Xlt, ein ,, H a  lp h e n'sches System ", und 
jedes System, welches yon solchen Ausartungen ganz fret ist, ein 
,gewb'hnliches System" heissen. Die Wahl dieser Namen ist durch die 
Untersuchungen des Herrn Hal  p h e n fiber Kegelschnittcharakteristiken 
hervorgerufen. Herr H a l p h e n  war es nSmlich, welcher zuerst (cf. 
Proc. of the London Math. Soc., vol./X, Math. Ann. Bd. XIV) darauf auf- 
merksam gemacht hat, dass, um in unserer Terminologie zu reden~ 
einstufige Kegelschnittsysteme denkbar sind, welche eine Ausartung 
enthalten, die scheinbar die Constantenzahl 3, nicht 4 hat, und in 
Wirklichkeit die letztere dadurch bekommt, dass die Differenz der 
Ordnungen der durch die Coincidenz hervorgerufenen unendlich kleinen 
GrSssen jede beliebige Zahl sein kann. Diese yon H a l p h e n  aufge- 
fundene Kegelschnittausartung l~sst sich nKmlich so definiren. Ihre 
Punkte bilden zwei ether einzigen Geraden g unendlich nahe Geraden, 
ihre Tangenten zwei Strahlbfischel, deren Scheitel einem auf der Ge- 
raden g liegenden Punkte s unendlieh nahe liegen. Das aus der Ge- 
raden g und dem Punkte s bestehende Gebilde, welches f~ir sich ja 
die Constantenzahl 3 hat, bestimmt abet die Kegelschnittausartung 
noch nicht vollst~ndig. Wenn man n~mlieh mit d die unendlich ldeine 
Strecke bezeiehnet, welche die Kegelsehnittausartung auf ether belie- 
bigen Geraden ausschneidet, und mit 6 den unendlich kleinen Winkel 
bezeichnet, den zwei yon einem beliebigen Punkte ausgehende Tan- 
genten mit einander bilden, so giebt es immer eine rationale Z~hl h, 

dz~. fiir welche der Bruch-~- einen yon Null verschiedenen endlichen 

Grenzwerth hat. Betrachtet man dann die Kenntniss der Zahl h als 
ftir die Definition der H a I p h e n 'schen Kegelschnittausartung wesentlich, 
so gewinnt dieselbe die Constantenzahl 4. Wie Herr H a l p h e n  nach- 
gewiesen hat, gilt der bekannte, yon C l e b s c h  in den Math. Ann. 
Bd. VI, yon L i n d e m a n n  in Clebsch ' s  Vorl. p. 398 und yore Ver- 
fasser im Verein mit H u r w i t z  in den Gbtt. Nachr. yon 1876 be- 
wiesene Chasles 'sche Satz a .  # + / ~  �9 v nur far solche einstufige 
Kegelschnittsysteme, welche die Ha lphen ' sche  Ausartung nieht ent- 
hal~en. Diese Voraussetzung is~ also jenen Beweisen hinzuzuffigen.*) 
Herrn H a l p h e n  ist es, zunachs~ far den Fall des einstufigen und 
viers~uiigen Systems, gelungen, die Zahl der gemeinsamen Kegelschnitte 
zweier Systeme auch in dem Falle zu bestimmen, wo ~lie Systeme dis 
erw~hnte Ausartung enthalten. Dann is~ man abet auf analy~ische 
Untersuchungen angewiesen, und opfert der Allgemeinheit der Systeme 

�9 ) Ich spraeh dies schon im Bulletin de la Soc. math . ,  tome VIII ,  p. 61 aus 
mi t  Poficksicht auf  w 38. meines Kalkiils,  wo der  Beweis aus den G/Jtt. Nachr.  
wiederholt  isL 
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die Einfachhci~ der Ableitung uud der Darstellung der gesuch{en Zahl 
nach der Analogie des Bezout'sct~en S~{zes yon der Zahl der SchniLt- 
punkte zweier Curveu. 

Ebenso ist es beim Dreieck. Die Nichtberticksichtigung yon 
Halphen ' schen  Systemen macht es mSglich, eiue Reihe yon Formeln 
zwischen Lagebedingungen und invarianten Bedingungen aufzustellen 
(w 20, und auch die Zahl der zwei Dreieckssystemen gemeinsamen 
Dreiecke als Smnme yon Produeten je zweier den Systemen ange- 
hSrigen Anzahlen auf einfaehste Weise zu bestimmen (w 3.). Dcst~alb 
wird cs gcrechlt'ertigt crscheinen, wcnn bci dicscr crstcn anzaldgcomclrlschen 
Behandlung des .Dreiecks Ha IThcn'sche ~Sys&mc ausgeschlosscn wcrdcn. 
J)cn /bIgcnden Bcb'achtungen ist daher, ausscr, wcnn dos G~ycntheil 
ausdrgcldich gcsagt ist*), stets dic Voraussctzung hinzuzufiigcn, class 
die Sysleme, auf welche dic l~brmcln bezogen werden, gewi~hnliehe 
Systeme sin& 

Damit ist nich{ gesagt, dass nicht gewisse der folgenden Formeln 
ftir gewisse Hal  p h e n'sehe Systeme doch richtig sind, oder wenigstens 
bei richtiger Deutnng der Symbole auf solche Systeme anwendbar sind; 
nut wollen wir, der Einfachheit wegen, bei der Ableitung der Formeln 
auf solche Anwendbarkei~ keine besondere Riieksicht nehmen. 

w  

Gleichungen zwischon den in w 1. dofinirton Bodingungon. 

A. G l e i c h u n g e n  ers~er  D i m e n s i o n .  

In w 1. sind fiir alas Dreieck 6 einfache Lagebedingungen 

a, b, c, a, /~, 7 
und 5 einfache Ausartuagsbedingungen 

definirt. Zwischen diesen Ii Bedingungen bestehen 4 yon einander 
unabhhngige Gleichungen, welche wir leicht dureh die Colncidenz- 
formel erster Dimension fill" Punktepaare erhalten kOnnen. Wir setzen 
n~imlich ein beliebiges gewShnliches, einstufiges System allgemeiner 
Dreieeke voraus# und fassen auf jedem Dreiecke dieses Systems die 
Ecke b und die Ecke c zu einem Pmlktepaar zusammen. Dann erhalten 
wir eine Coincidenz der beiden Ecken b u n d c  auf jedem Dreieck des 
Systems, welches entweder nach der Definition ~on �9 (w 1., 5[r. II) 
oder nach der Definition yon @, (w 1., bTr. III) ausgeartet ist. Daher 
kommt: 
(1) b +  c - - ~ = ~ + a , ~ .  

*) Wiein w 9. 
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Der Formel (I) sind analog: 

(2) c + ~ -  ~ =  ~ +  ~ ,  

(3) a -t- b --  ~, ---:- z q- @~. 

Die dual entsprecheMe Betrach~ung liefert: 

(4) P § 7 - -  ,~ = ~ + ~o, 

(5) 7 + ~ - -  b = e + e0, 

(6) ~ + ~ - -  c = -  e + ~ .  

Subtrahirt man nun (4) yon (1), (5) von (2), (6) yon (3), so erh:(~l~ 
man jedes Mal eine und dieselbe Gleiehung, ni~mlich: 

(7) a-t-  b -~- c --  t~-- f l - -  7 = ~ --  ~. 
Daraus geht hervor~ dass diese Gleiehungen nur 4 yon einander unab- 
hiingige Gleichungen repr~sentiren. Es ist iiberhaupt unmSglieh, irgend 
eine der Bedingungen e, v, ~,, ~b~ ~c durch a, b, c, ~, /3, 7 allein 
auszudrtlekea (w 4.). 

Aus den obigen Gleichungen erh'~lt 

(9) b + ~ = ~ + ~ + 

man ferner die 3 Gleichungen: 

+% -/- ~ ,  

(10) c -4- 7 = e + z + as + ~0, 

welehe man aueh geometriseh gewinnen kann, wenn man fragt, bei 
wieviel Dreieeken des zu Grunde gelegten einstufigen Systems eine 
Neke auf die Gegenseite fiillt (Kalkfil, p. 83). 

Aus den eben aufgestellten Gleichungen erster Dimension erhiilt 
man dutch Multiplication mit a, b, c, %/~, 7~ dutch gelegentliehe Be- 
nutzung der Ineidenzformeln und dutch zweekmiissige Eliminationen 
eine grosse Eeihe yon Gleiehungen hSherer Dimension~ welehe wieder 
ffir alle gewShnliehen Systeme gtiltig sind. Man kann viele derselben 
aueh direct erkennen, wenn man die allgemeinen Punktepaar- und 
Strahlenpaarformeln benutzt, welehe ich in den Math. Ann. Bd. X and 
ira Kalktil (p. 44, 45, 62, 63) aufgestellt babe. Der Ktirze wegen er- 
w~hnen wir nur diejenigen Gleiehungen, welehe im Folgenden vor- 
zugsweise zur Anwendung gelangen. Ferner sehreiben wir yon solehen 
Gleichungen, die dureh eyklische Vertauschung aus einander hervor- 
gehen, iramer nut eine. Zu den so abgeleiteten Gleiehungen i-~er 
Dimension gesellen wit dann immer noch diejenigen, welche die in 
w 1. definirten~ hSheren Ausar~ungsbedingungen enthalten. 

B. G l e i c h u n g e n  z w e i t e r  D imens i on .  
Aus den Gleiehungen erster Dimension erh~lt man leieht: 

(11) be  = a'z _{_ z s  "Jr- a a S ,  



(is)  

0 4 )  
(~5) 

(16) 

Auz~hlgeome~rischc Behundtmig dc~ Dreiecks. 

act --~ a 2 -~ a a  ..... v~ --- ~bS --- ~ctc~'~ 

a , a  ~ a ( b + c - - a - - v )  

= [~-' + r '~ - -  a~  + ~ s  + ~os + ~s,  

~,,a = b ~ + c'-' - -  a .  + ~ g  + ~ g  + ~g. 

161. 

C. G l e i c h u n g e n  d r i f t e r  D imens ion .  

Aus den Gleichungen erster Dimension erhglt man zunitchst: 

(24) b=c ~--- b'~cz + rs" + @.s '~, 

(25) bc '~ - -  c~a + *s '~ + G s L  

(26) fl"7 -~- aefl + ~g" + @.g2, 

(27) f lyz = a"y  + eg ~ + &,~g2, 

Bei diesen Formeln erschciaen rechts nur die Bedingungen 

a '~, b", c'5 . '~, fl'~, 7 ~, a a ,  b/J, c 7 ,  r s ,  ~g, 

Dutch diese 17 Bedingungen lassen slch sehliesslMl auch (lie in w 1. 
definirten Bedingungen: 

r fOb~ fDc;, fOa~ fop, I COy~ ~J 

ausdriicken. Za diesem Zweck beachten wir, dass dic Ausartung ~. 
sowohl eine Ausartung e ist~ bei welcher b u n d c  coincidiren, wit,. 
auch eine Ausartung g~ is G bci welcher a und g coincidiren~ und 
ferner, dass ~p eine Ausartung &. ist, be( welcher sowohl a und g~ 
wie auch a und s unendlich nahe liegen. Demgem'2ss geben die Coin- 
cidenzformeln : 

(17) co. ~ eb  -]- ec - -  eg , 

(18) , , .  = ~/~ + r,7 - ~s ,  

(19) co,, -q- $ == a . a  + e,,g . . . .  ~,,s, 

(20) ~o. + r = G a + ~r,, s G g .  

Nun substi~uiren wir ffir eb~ ec, ,/~, rT, ~%a, &.c~ die ,ms den Formeln 
(13) bis (16) resul{irenden Werthe. Dann erhalteu wit schliesslich: 

(.21) co. = b  2 4 - c  ~ ' + b f f - { - c  Z ~ 2 , r s -  ~ g - -  2 . # , , s ~ @ ~ s - - # c s ,  

(22) co. -~- fl2 + 7'~ + bfl + CT - -  2 . e g  - -  r s  - -  2 . G g - -  e ~ g - -  ar  

und mit Benutzung yon (21) oder (22): 

(23) r = G g  + ~0g + Gg + G s  + #,,s + #r 

- -  a a  - -  b f l  - -  c7 -}- 2 .  r s  + 2 . e g .  

Der Umstand, dass diese Formel fiir die sich selbst duale Bedingung 
durch duale Umwandlung in sich selbst fibergch~, liefcrt eine Con- 

trole der gechnung. 
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(28)  a ~  = ~ s  ~ + ~a '* + ~ s  = + ~ s  ~, 

(29) a d  z = ~g= + za  ~ + @agU + #~g'e, 

(30) @ ~ s a =  a b e  ~ eg ~ -  vs  ~ - - ~ a  ~ - -  ~gO' - -@~g~,  

(32) #~a ~ ~ a'~fl + a2r - -  ea ~, 

(33) a . a  ~ = b'~ a + c'~ u - -  v a~, 

(34) ~ . a a  -= b~7 + d f l  + vs  ~ + eg'~ + a~s" + @~s '~ + @~g~ + @~g'~. 

Dazu fiigen wir noch zwei Formeln fiir ~ps und ffir r we]che aus 
(23) hervorgehen, wenn man dafiir sorgt, dass wieder nur die eben 
rechts erschienenen Symbole auffreten. 

(35) ~bs-~ abc  - - - r ~ 2 - - v f l  2 ~  7:y ~ - -  2.  vs 2 - -  eg ' ~ -  ~ g ~ - - ~ g ' ~ - -  ~g~-, 

(36) ~Pg--~- a f l T - - ~ a : - -  ~ b 2 - - e c 2 - - 2 . ~ g 2 - - v s ~ - - O ' ~ , s  '~ - - ~ b s 2 ~ @ o s  ''. 

Um auf die in w 1. definirten, dreifachen Ausartungsbedingungen 
und ~ zu kommen, beach~en wit,  dass ~/eine o~ ist~ bei welcher auch 
s and a unendlich nahe liegen~ und duss ~ eine co~ ist, bei welcher 
auch g und r unendl/ch nahe liegen. Wir erhalten demenisprechend: 

(37) V = o~s + waa --  tong, 

(38) r = co~g + c%~ - o ~ s ,  

woraus sich mit Benutzung yon (21) und (22) und nach einigen ~us 
(24) bis (34) folgenden Substitutionen, schliesslieh ergiebt: 

(39) ~ - a ' ~ f l + a 2 y + b ~ 7 + b ~ a + c 2 a - { - c 2 ~ 6 - - 3 . a b c  

+ 4.0".g: + 4 .  ~0g~ + 4 �9 ~g'Z + ~ , s  ~ _.~ #bs~ + #os:, 

(40) ~ - - - a : f l - - ~ a ~ 7 + b ~ 7 @ b e a @ c ~ a + c e f l _ 3 . a f l  7 

- [ - 6 . e g ' - + 2 . e a ~ + 2 e b ~ + 2 . ~ c ~ - - z a 2 _ v f l ~ - _ v r ~ +  3.vs'~ 

+ 4. a~s"- + 4. ~ s  ~ + 4. ~ s '~ + o~g '~ + a~g~ + ~g'~. 

Aus (35), (36), (39), (40) iblg~, dass die 4 Bedingungen ~bs, ~g~ 
~, ~ durch eine Gleichung yon einander abh:~ingen. Subr mau 
n~mlich (40) yon (39), so kommt: 

~ ~-~- 3.a/~y - -  3 . a b c  + 3 .~s  ~- ~ 3.~g~ 

+ 3-va  ~ + 3.v/~ ~ + 3 .v~ -~ ~ 3.ea~ __ 3.eb~ _ 3.~c ~ 

+ 3 .~g-~ + 3 . ~ g  -~ + 3.~r - -  3.@~s ~- __ 3 . ~ s  ~ _ 3.#r ~. 

Subtrahirl ma, n aadererseits (35) yon (36)~ so kommt: 

~Pg - -  ~Ps ~ a f l7  - -  a b c +  ~s ~ ~ ~g~ 

+ ~ + ~ + ~7 ~ ~ ~a~ - -  ~b ~ - -  ~c~ 

-[- ~ g ~  + ~ g ~  + ~og'~ ~ ~ s  ~ - -  ~ s  ~ - -  ~ s  ~. 
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D urch Vergleichung der beiden so erhalienen Diff~renzen ergiebt sieh : 

(4t)  3 .  ~s  +.  ~ = 3 .  ~g  27 ~, 
eine Formel, welche in w 7. bei der Behaadlung der unendlieh kleinen 
Dreiecke wieder auffreten wird. Da '2 und ~ specielle Ausartungen ~p 
sind~ so kann die interessante Formel (41) in Wortea so ausgesprochen 
werden: 

Addi r t  m a n  bei cinem cinshff~gcn Systemc yon unendlich Meinen 
Dreieckcn erstcns (lie Zahl  derjenigen, deren 3 _Ecken in gcrader Lin lc  
lieyen, zu  der drei/hchcn Ordnung dot yon den Eckcn bcschriebcnr 
Curve,  zweitcns die Zahl  de~jeniycn, dcren 3 Seilen sich in cincm und 
demselben Punldc schneiden, zu dem (b'ci[it('hcn ~angc  dcr yon dcn 
Seiten eingehiillten Curve~ so crhiilt m.'~t bcidc _Mcd dicsclbc Summe.  

D. G l e i c h u n g e n  v i e r t e r  D i m e n s i o n .  

Yon den Gleichungen vierter Dimension heben 
h error : 
(4.9) 

(43) 
(44) 
(45) 
(46) 
(47) 

wir folgende 

a2a 2 -~- eg~a 27 vs'~a 27#~.s~g+ G s " g ,  

Gs'~ a = Gs~g27 ~s~[~ 27 ~s7727 *p~:~, 

a . g a  ~ ~ ~ 7  : - e f a ,  
a ~ s a  ~ ~ fl'.'7~ _ ~g'Za 27 ~s~[t27 rs'-'7 27 q~s ~-, 

v s a  7 ~ 7~ a~- - ey~b  27 vs'~ a q - vs"~, 27#~,s"g-- fl, g'2, 

a % c ~ [3'~ 7~ 27 ~ ~ s" g 27 ~ ~ ~'' g 27 ~ ~" a 27 r. s" l i - [ - v s ' - y +  C s *" , 

und die diesen Gleichungen dual entsprechenden. 

(48) 
(49) 

(50) 
(sb 
(52) 
(5~) 

E. G l e i c h u n g e n  f t in f t e r  D imens ion .  

ctb2c2 --__ Eb2c 2 27 ~ - 7 2  + ~a~fl ''- + 2 �9 ~,s"g, 

afl27'2 ~_.~fl~7'~ 27 ~a2c: 27 ea'~b "- Jr- 2 .  ~ps'~g, 

~ 2 ~  b ~ a'~b~fl ~ ~a'~b '. + zfl'27: + ~/,s"g, 

#~se b ~ -~ v a"-72 -Jr- ~p se g , 

# b g ~  "z = eaec "- 2 7 ~ps~g. 

F. U e b e r b l i c k .  

Aas den .unter (A) abgeleiteten G leichungen erster Dimensio~ geh~ 
hervor~ dass alle auf die Ecken, Seiten und Ausartungen sines Dreiecks 
beztiglichen, einfachen Bedingungen durch die folgenden 7 .Bedingungcn 

ausdriickbar sind : 

oder dutch : 
a~ b, c~ a, [~ 7~ ~. 
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Die Gleiehungen zweiter /Dimension driicken alle derartigen zwei- 
facheu Bedingungen dutch die folgenden 17 Bedingungen aus: 

Die Gleichungen drifter Dimension zeigen, dass man alle der- 
urtigen, dreifachen Bedingm~gen als Functionen der folgenden 22 Be- 
(lingungen dars~ellen kann : 

a'~fl, a27, b~'a, b27, c"a~ c'2fl, abe,  ~flT, 
~a'*, eb "~, ec z, va~ vfl ~, vy  ~, e'g "z, ~s e, 

Ebenso iiberzeugt man sieh leicbt, dass m~n jede derartige vier- 
/'ache Bedingung durch die folgenden 17 Bedinguugen ausdriicken 
kann : 

b~c "-, c~a~, a~5 ~, fl~7 '~, r~a'~, a~ffz, vs~a, v s ~ ,  vs~7~ 

Endlich kann man jede derartige, fiin[fache Bedingung dutch die 
folgenden 7 13edingungen darstellen: 

~ b~ c e, e c'~ a ~, ~ a'Z be, vile7 e, v y~ a e, .~ a'z fl ~, q, se g. 

Durch die eben angefiihrten 7 einfachen, 17 zweifachen, 22 drei- 
faehen~ 17 vierfachen, 7 fiinffaehen Bedingungen wird in den Para- 
graphen 4. bis 6. jede beliebige, dem Dreiecke auferlegte i-fache Be- 
dingung ausgedriickt werden, unter der ~Beschrgnkung, dass das zu 
Grunde gelegte i-stufige System und das dutch die i-fache Bedingung 
definir~.e, ( 6 -  i)-stufige System gew6hn~iche Systeme sin& 

(2. B e i s p i e l e  zu den  F o r m e l n .  

1. Um die Foralel (41) zu controliren, betrachte ma~t das ein- 
stufige System aller derjenigen unendlieh ]deinen Dreieck% wetche 
auf einer gegebenen Carve darch alle mSglichen drei consecutiven, 
unendlich nahen Punkte festgestellt werden. Man hat dann ~bs gleich 
der Ordnung n der Curve, ~pg ~lMch dem Range n' der Carve, 
gleich der Zah] -u' der Wendepunkte, ~ gleich der Zahl ~ der Riick- 
kehrpunk~e zu setzen. So erhi~lt man aus Formel (4l) die bekannte 
21 i~cker" schc 17ormd: 

3 . n - ~ ' - - - = 3 . n ' ~ .  

M~n beachte aber~ dass Formel (41) a~lgemeiner ist, Ms diese 
P l f i cker ' sche  Formel, weil die Eeken der bei der Anwendung yon 
(41) be~rachte~en unendlieh kleinen Drelecke nich~ eine und dieselbe 
Curve zu bilden brauchen. 
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]I. Um ein Beispiel fiir die Formeln drifter Dimension zu haben, 
betrachten wir das dreistufige System aller ether festen Curve n '~" Ord- 
nung einbeschriebenen Dreiecke, indem wir jeden Punkt dieser Curve 
als Ecke a, jeden zweiten Punkt als Ecke b und jeden dritten als 
Ecke c eines Dreiecks auffassen. Fiir das so definirte System habeu 
alle dreifachen Bedingungen, die sich nut durch die cyklische Ver- 
tausehung yon a,  b~ c, c~ fl, 7 unterscheiden, ehlen und denselben 
Werth. Desshalb erw~hnen wir yon solchen Bedingungen immer nur 
einen. Man finder leicht: 

b'~c = 0, t/-'a = 0, a"~ = 0, 13~-7 = n(n --  1)", a,'-' == n'-'(~ - -  1), 
abe ~ n :~ und ~g'~ ~ n(n  --  1) (n - -  2), ~%s~--=t), ~a'-' ~ (}, r.~; =-=t), 

r a  ~- ~ 0,  r a / t  ~-~-0~ @~sa=n"-, ,,%a"-=O, ~h,a"~ (), ,q,,g~ = n ( n -  1). 

Diese Werthe stehen mit den Formeln (24) bis (34) in Einklang. 
Aus (34) folgt &~,aa = n ' ~ ( n -  1), und aus Formel (31): 

a ~ 7  - -  a ~ g a  = n ( n  ~ 1) (n - -  2). 

Um # ,ga  zu bestimmen, multipliciren wit Formel (1) mit aft. 
Dann kommt : 

oder : 

Den.roach ist: 

n,ler 

Einer Curve n t~'' Ordnung lasscn side ~dso 

. ( .  - 1) ( 2~  - 3 )  

Dreiecke einbeschreiben, deren 3 Seitcn beziiglich (lurch 3 gcgebcne Punktc 
gehen. Die dual entsprechende Betrachfung ergiebt, dass unter den 
einer Curve 9z 'ten R~nges umbesehriebenen Dreiecken 

n' (n' - -  1) (2n' - - 3 )  

Dreieeke existiren, welche jede ihrer drei Eel, on .tnt' e]ner zllgehbrigen 
Geraden haben. 

Auch die Formeln (35)his (41) lassen slch dutch die oben an- 
gegebenen Werthe leicht controliren. Man beachte dubei, dass das 
in unserem, oben definirten, dreistufigen Systeme liegende einstuiige 
System yon Dreieeken ~ nieht identisch ist mit dem im Beispiel I. 
betrachteten Systeme, well bet letzterem immer die drei unendlich 
nahen Ecken Punkte eines und desselben Curvenzweigs sein sollten. 
Demgemiiss wurde die Bedingung ~ in einem Doppelpunkt oder Rfick- 
kehrpunkt beim Beispiel I. nicht erffillt, bet unserem Systeme aber 
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erfiillt, und zwar, gem~ss den Pl t ieker ' schen  Formeln, in einem 
Doppelpunkt 6 mal, in einem t~iickkehrpunkt 8 real. 

III. Fiir das dreistufige System aller in Bezug auf einen t'esten 
Kegelsehnitt sieh selbst conjugirten Dreieeke erh~ilt man: - 

a2b --- 1~ a 2 f l ~ l ,  a~a-~-O, #~sa~-2 ,  #~a2--~2, a b c ~ - 2 ,  ,#s--~-2, 

und dieselben Werthe fiir die analogen und die dual entsprechenden 
Bedingungen. Fiir die tibrigen, oben erw~ihnten, dreifachen Be- 
dingangen ergiebt sich Null~ was mit den abgeleiteten Formeln in Ein- 
klang steht. 

IV. Ftir das vierstufige System aller einem Kegelschnittbtischel 
elnbeschriebenen Dreiecke ergiebt sich: 

a*-a ~ - 2 ~  fl2y'~_~_ 1, a2bc--~4, ~ g " a ~ O ,  ~s2ez~O~ # b s ~ g ~  1, 

aber 
$g2 = 2. 

Diese Werthe stehen mit den Formeln (42) his (47) im Eink]ang. 
Um auf die Ausartungen ,/ und ~ zu kommen, ]eiten wit aus Formel 
(41) noch 2 neue Formeln ab, indem wit dieselbe mit s u n d  mi t  g 
muliiplieiren. Dadureh kommt zuniichst: 

3 �9 2 + ---- 3 .  2 + + 
oder: 
C54) 
ebenso: 
(55) 

~s---  3 . ~g~ + ~s, 

~g ~ 3 �9 ~ps 2 -~ ~g. 

Nun ist fiir unser vierstufiges Dreieckssystem ~s 2 .~- 1, ~,g~ ~ 2, 
und ausserdem : 

~ s ~ 3 . 2 ,  ~/g-----0, ~ s ~ 0 ,  ~ g ~ 3 .  

Diese 4 Werthe erh~lt man, wenn man beachtet, dass in dem 
Kegelschnittbiischel 3 real ein Kegelsehnitt existirt, dessen Punkte  
ein Geradenpaar bilden, dass in jedem Punkte ether tier beiden Geraden 
ein Dreieck ~ liegt, and dass im Schnittpunkt der beiden Geraden 
unendlich viele Dreiecke ~ liegen, weil jeder durch den Scbnittpunkt 
gehende Strahl als alas g ether Ausartung ~ anzusehen ist. Setzt man 
die so erkannten 4 Werthe in die Formeln (54) und (55) ein, so er- 
hiilt man Identit~ten. 

V. Bet metrischen Beispielen ist es wegen der speeiellen Be- 
ziehung zum unendlich fernen, imaginiiren Kugelkreise nothwendig, 
denselben zuvor die projective Fassung zu geben. Ffir alas fiinfstufige 
System aller Dreiecke, bet denen die Eeken b u n d  c einen gegebenen 
Abstand haben, erh~ilt man dann: 
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a b ' c  "~ ~ O~ a~bc  " _~ 2 ,  a2b~c ~ 2 ,  rb~-c 2 -~- O, e c 2 a  "- --~2~ eaeb~----.2, 

b~c~'fl ~ 0, a2b~a ~ 2~ fl~726 .~ -a2b2 f l - - - - -2~  ~bg2fl"-~-  2~ u. s. w .  

Diese Werthe controliren die Formeln (48 )h i s  (53) und ergeben 
ausserc]em : 

afl272 ~___ 4, 
d. h., es l~isst sich dutch jeden Punkt  4 real ein Strahl ziehen, auf 
we]ehem zwei gegebene Strahlen eine gegebene Li~nge abschneiden, 
wie aus den Elementen der Planimetrie bel(annt ist. 

w  

Ableitung dBr Stammformol fiir die Zahl der zwei gewShnlichen 
Dreieckssystemen gemeinsamen Dreieeke. 

Wir stehen jetzt vor der Frage,  ob es, wie beim Punk~e ( B e z o u t ' s  
Satz) und beim Strah]e, auch beim Dreieck mSglich ist, jede beliebige~ 
a]gebraisch ausdrtiekbare, geometrische Bedingung durch eine gewisse 
Anzahl i -facher Bedingungen auszudrticken, oder, was dasselbe ist*), 
ob sich die Zahl der Dreiecke, welche einem beliebigen, i-stufigen 
und einem davon unabh~ngigen, (6 - - i ) - s tu t igen  Systeme yon Dreiecken 
gemeinsam sind, a]s algebraisehe Summe yon Producten je zweier 
Anzahlen darstellen l~sst~ yon denen immer die eine auf das i-stufige, 
die andere auf das (6 ~ i)-stufige System Bezug nimmt. Ftir mehrere 
aus einzelnen Punkten~ Strahlen und Ebenen zusammengesetzte Gebilde 
hat  der u diese Darstellung in den GStt. Nachr. yon 1877 und 
in seinem Kalkiil geleistet. Fiir das Gebilde~ welches aus n in gerader 
Linie befindliehen Punkten besteht, liess sieh die gesuchte Darstellung 
unter  der Beschri~nkung leis~en**), dass die Coincidenz yon i solchen 
Punkten als eiIm Bedingung auftr i t t ,  deren Dimension i - -  1 und nicht 
etwa kleiner ist. Aehnllch ist es beim Dreieck. Formeln, welche der 
B e z o u t ' s c h e n  Formel yore Produete der Gradzahlen analog sind, 

*) Man vergleiehe die Formuhrung des Charakteristikenproblems ffir ein 
beliebiges Gebilde F in meinem Kalkfil, p. 274 his 28~, sowie in den Giitt. N,~ehr. 
yon 1877, p. 401. 

**) ]~an vergleiche im Kalkii], p. 307 bis 319. Die eben angedeu~e~e Be- 
aehri~nkung ist in melnem Buche an der betreffenden Stelle nichg ausdrficklich 
erwghnt, aber naeh der Bedeutung der dort eingeffihrten Symbole ~elbstver- 
stlimdlich. Dies hob ich sehon im Bull. de la Soc. math. tome VIII, p. 60 her- 
vor, nachdem Herr Halphen  kurz zuvor in derselben Zei~schrift (~ome VIII, 
p. 31) ein Beispiel angefiihrt butte, welches die Ungenauigkeit eiaer meiner 
Formeln beweisen sollte. Das Beispiel behandelte abet einen Fall, wo die Coin- 
cidenz yon drei Punkten einer Geraden nieht eiae zweifaehe, sondern eine ein- 
fache Bedingung ist, war also dutch die in meinen Formeln aui'bretenden Symbole 
yon selbst ausgesehlossen. 



lassen sich auch fiir das Dreieck ableiten, vorausgesetzt, dass die ge- 
gebenen Systeme gew6hnliche stud, d. h. der am Schluss yon w I. aus- 
gesprochenen Beschri~nkung unterliegen. Indem wir das Wort ,,Cha- 
rakteristiken" ffir Untersuchungen im Sinne~ H a l p h e n ' s  aufsparea, 
w ollen wir solche der B ezout ' schen Formel analoge Formeln ,,Pro- 
ductenfbrmeln" und die darauf bez[igliehen SEize ,,ProduetensStze"*) 
nennen. 

Um zu ether Stammformel ffir die Productenforme]n des Dreieeks 
zu gelangen, beginnen wir, der Einfachheit wegen, mit der Betrach- 
tung eines i-stu~gen Systems yon Punkten b und eines (2 --  i)-stufigen 
Systems yon Punkten b'. Beide Systeme hubert b 2 oder 5b" oder b '2 
Punkte gemein~ jenachdem i ~ 2 ,  1 oder 0 ist. Also giebt der 
Ausdr~lck 

b 2 + b �9 V + b'~ 

fiir die Zahl der volien Coincidenzen eines zweis~ufigen Systems yon 
Punktep~aren (b, b') zugleich auch durch seine 3 Glieder die Zahl 
der gemeinsamen Punkie eines i-stufigen und eines ( 2 -  i)-stufigen 
Punktsystems an, indem in jedem Falle zwei yon den 3 Gliedern des 
Ausdrucks wegen der Stufen der Systeme Null werden. Nun fassen 
wir den Punkt b mit einem dutch b gehenden Strahle ~ zu einem Ge- 
bilde zusammen, ebenso den Punki 5' mit dem darch b' gehenden 
Strahle d, und betrachten ein i-stufiges und ein ( 3 -  i)-stafiges 
System solcher Gebilde als gegeben. Es fragt sich, wieviel Gebilde 
den beiden Systemen gemeinsam sind. Wit wiihlen den Fall i - ~  2. 
Dann bilden die Punkte b' eine Curve, wi~hrend ein Punkt b in jedem 
Punkte der Ebene~ also auch in jedem Punkte dieser Curve, liegt, 
und zwar, gemiiss unserer Bezeiehnung, b ~ real. Von jedem Curven- 
punkte geht nun ein Strahl a und ein Strahl a' aus. Ein den beiden 
Systemen gemeinsames Gehilde kann also nut dann entstehen, wenn 
die yon einem Curvenpunkte ausgehenden S~rahlen a und a' coin- 
cidiren. Um zu berechnen, wie oft dies vorkommt, haben wit die 
Strahlenpuarformel erster Dimension anzuwenden. Wir miissen danu 
zuerst bestimmen, wieviel Strahlen a dutch einen beliebigen Punkt P 
gehen, und dabei solche Punkte b besitzen, die zugleieh Punkte b' 
stud. Unserer Bezeichnung gemi~ss bilden die Punkte P ,  welche auf 
siimmtlichen~ durch ~P gehe~den Strahlen ~ ]iegen, eine Curve yore 
Grade a b. Diese schneider also die Curve der Punkie b' in a b .  b' 
Punkten. Sovie] S~r~hten giebt es demnach auch, welche durch /) 

*) Diesen Ausdruck gebrauchte ich schon in den Math. Ann. Bd. X, p. 91, 
wo die Za]~len ffir die gemeinsamen Punkte zweier Punktsysteme und fiir die 
gemeinsamen Strahlen zweier Sy~eme yon Strahlen ubgeleitet stud. 
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gehen und einen Punkt besitzen, der zugleich b und b" ist. Zweitens 
hubert wir zu bestimmen~ wieviel Strahlen a' dutch einen beliebigen 
Punkt P '  so gehen, dass auf jedem ein Punkt liegt, der sowohl b 
wle b' ist. Es sind dies, nach unserer Bezeichnung, a ' .  b ~ Strahlen, 
well in jedem auf einem Strahle a' liegenden Punkte b' b ~ real ein 
Punk~ b zu denken isu Drittens haben wir zu bestimmen, wieviel 
Punkte auf einer beliebigen Geraden liegen, welche zugleich bund  b' 
sind und dabei einen Strahl a und einen Strahl a' aussenden. Man 
erh~l~ daffir die Zahl b'. b ~. Demnach ergieb~ sich fiir die Zahl z 
derjenigen Gebilde, welche einen Punkt enthalten, der zugleich b and 
b' ist, und dabei einen Strahl a enthalten, der mit a' coineidirt: 

z . _ ~ . a b . b "  + d . b 2 ~ b ' . b  ~. 

In tier Zahl z sind jedenfalls die gesuchten, den beiden Systemen 
gemeinsamen Gebilde enthalten. Ausserdem wiirde z auch Gebilde 
aus 23 mitz,~hlen, welche Gebilden in X" bloss unendlich nahe liegen 
mit besfimmt~r Coineidenzriehtung der Punkte b u n d  b' oder mit be- 
stimmtem Coincidenzschnitt der Strahlen a und d.  Solehe Fi~lle sind 
aber unmSglich, wenn, wie es bier geschieht, die beiden Systeme als 
von einander unabhSngig vorausgesetzt werden. Ebenso wenig kSnuen 
ja die c~ ~ aus den Punkten zweier beliebiger Curven m t~' und n t~' Ord- 
nung gebildeten Punktepaare noch andere Coineidenzev bilden, als die 
m .  n vollen Coincidenzen. Demnach giebt tier Ausdruek ffir z genau 
die Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen Gebilde an. ]st ferner 
alas System 2: der aus b und a zusammengesetzten Gebilde drelstufig, 
das andere System 2:' nullstufig, so ist natiirlich b2a die Zahl der 
gemeinsamen Gebilde. Ist 27 nu]lstufig, 2;' dreistufig, so ist f[ir diese 
Zahl b'~a" zu setzen. ]s~ endlich 22 einstufig, 2:' zweistufig, so ergiebt 
sich, analog wie oben, 

a'b' . b -3 t- b '2 . a ~ b '~ . b 

fiir die Zahl der gemeinsamen Gebilde. Addirt man m|n die in den 
4 F~llen i ~--- 3, 2, 1, 0 erhaltenen 4 Anzahlen, so erkennt man leich~, 
dass genau dasselbe herauskommt, als wenn wir den Ausdruek: 

b ~ + b b' + b '2 
mit 

~ + d - - b  
oder mit 

aWa'--b' 
multiplicirea und dann in jedem Gliede die gestrichelten Symbole yon 
den nichtgestrichelten durch ein Multiplicationszeichen trennen. Also 
liefer~ der Ausdruck 

(b 2 + bb' + b '2) (a + a ' - -  b') 

nach Ausfiihrung der Multiplication immer die Zahl der gemeinsamen 
Mathematmche Annalon. XVII  12 
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Gebilde eiHes i-stutigen Systelns X und eines ( 3 -  i)-stufigen Systems 
22'~ da ja dann nur diejenigen Glieder yon null verschieden werden, 
welche ein i-laches, auf 22 beziigliches~ und ein (3 --  i)-faches, auf 
22' beziigliches Symbol enthul~en. Wir kommen also immer zu einem 
rlchtige11 Resultat, wenn wir bei Aufsuchung der Zahl der 27 und 27' 
gemeinsamen Gebilde jedes in 27 liegende Gebilde mit jedem in 22' 
liegenden Gebilde zu einem Paare zusammenfassen, dann dem erhaltenen 
dreistufigen Systeme yon Paaren die zweifache Bedingung auferlegen, 
dass ein Punkt b und ein Punkt b' eine voile Coincidenz bilden sollen 
(Kalkiil, w 13), und endlich mit dieser zweifachen Bedingtmg die ein- 
fache Bedingung zusammensetzen, dass die a und a' Strahlen, welche 
sich in elnem solchen sowohl b wie b' darste]lenden Punkte schneiden~ 
unendlich nahe liegen sollen. 

Wir gehen nun so welter zu einem Gebild% welches aus zwei sich 
in einem Punkte b scbt~eidenden Strahlen a und 7 besteht. Dieses 
Gebilde erzeuge ein i-stufiges System 22. Ausserdem sei ein ( 4 - - i ) -  
stufiges SysLem 22' yon ebensolchen Gebilden gegeben, bei denen der 
PunkL b'. und die Strahlen (~' und 7' heissen mSgen. Beide Systeme 
haben dann gemeinsam 

(56) w = (b: + b b' + + - -  b') (7 + - -  b') *) 
Gebi]de~ wo nach Ausftihrung der Multiplication nut diejenigen Glieder 
yon null verschieden werden, welehe ein i-faehes~ auf 27 beziigliches, 
und ein (4 ~ i)-faches, auf 27' beziigliehes Symbol entbalten, und wo 
immer dig dem niehtgestrichelten Symbole zukommende Anzahl 
mit der dem gestriehelten Symbole angehSrigen hnzahl multiplicirt 
werden muss. 

Hierauf betraebten wir das Gebilde~ welches aus zwei sich in 
einem Punkte b schneidenden Strahlen a~ 7 und einem auf ~ liegenden 
Punkte c besteht. Von diesem Gebilde ski ein i-stufiges System 22 
und ein (5- - i ) - s tu f iges  System 2:' gegeben, bei welchem letzteren 
die Buchstaben fiir die Punk~e b und c und fiir die Strahlen a und ~, 
gestriehelt sein mSgen. Man erh~lt dann in ganz.derselben Weise~ 
wie obeu, 

(57) v = i b  ~ + b b ' + b  '~) ( ~ + a ' - - b ' ) ( r + r ' - - b ' ) ( c + c ' - -  d)  

f'tir die Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen Gebilde, aus -  

g e n o m m e n ,  wenn 22 ein (i - - 1 ) -  stufiges System, und aueh 22' ein 
(5 -- i - -  1)-stufiges System yon derartig ausgearteten Gebilden ent- 
hielte, dass sowohl b und c, wie aueh a und 7 unendlich nahe Iiige. 

*) Dicser Formel entspricht dual eine Formel, aus welcher ich schon in den 
G6t~. N~chr. yon 1877 die Produc~enformela des Punktepaares abgeleitet hube. 
(Kalkiil, w 42.) 
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Dann wiirde es n'imlich vorkommen kSnnen, dass sowohl der Coinci. 
del;zpunkt eines b mid eines c mit dem Coincidenzpunkie eines b' und 
eines c', wie auch der Coincidenzstrahl eines a und eiues 7 mit dem 
Coincidenzstrahl eines a' und eines y' zusammenfiele. Ein soleher Fall 
wiire dann sicher durch den obigen Ausdruck ftir v rnitgez[ihlt. Man 
kSnnte jedoeh nicht sicher wissen, ob ein soleher FaIt auch ein deu 
gegebenen Systemen Z: und X' gemeinsames Gebilde vorstellt. Wir 
miissen also, urn richtlge Productenformeln haben zu kSnnen, den ge- 
gebenen Systemen die oben angedeutete BesehrSnkung auferlegen. 

Wit kommen endlich zum ])rcieck selbst. Gegeben set eln i-stufiges 
System 2,' und ein davon unabh'~ngiges ( 6 -  i)-stufiges System X' 
yon l)reiecken. In 2L' mSgen die drei Ecken c~, b, c, die drei Seiten 
a, ~, ~,, und in 22' die drei Ecken a'~ b', c' und (lie drei Sciten ~', ~6', y' 
heissen. Wiederholen wir die eben angestellten Betrachtungen, indem 
wir nur noeh auf dem Strahle 7 einen Punkt a annehrnen, der mit 
dem auf ~,' liegenden Punkte a' znsammenfal]en soll, so gelangen wir 
zu der Formel: 

(58) y = (b '~ + b b' + b '~-) (~ + ~' - -  V) (7 + r' - -  l,') (e + c' - . ') 
(a  + a' - 7'). 

Es wiire jedoeh fa]seh, anzunehmen, dass diese Zahl y irnrner die 
Zahl der den beiden Systemen gemeinsarnen l)reie(.ke liet'erte. Ztrniiehst 
legen wir, nach der Analogie der schon bet Formel (57) nothwendig 
gewordenen Einsehriinkung, den beiden Dreieekssysiemen ,lie arn Schluss 
yon w 1. besprochene BesehrVtnkung auf, 'dass sie gcw6hnlichc Hysteme 
seien. Abet auch dann ist die Zahl y nicht gleieh der Zahl der ge- 
meinsarnen Dreiecke. D e n n y  ziihlt,, wie oft es vorkommt, dass b mit 
b'~ a mit a'~ ~ mit 7", c mit c', a m i t a '  zusammenfSllt, zllhlt also 
auch diejenigen F~,lle mit, wo ausser&m fl und fl" ~icht zusammen- 
fallen. Dies kann natiirlich nur bei ausgearteten Dreiecken eintreten, 
und zwar unter der Voraussetzung yon gewShnlichen Sys/ernen, nur 
in zwei Fii]len; nis erstens, wenn bet ether 2,' angehSrlgen Aus- 
artung v und bet einer X' angehiirigen Ausari.ung v' (lio Seiton . und 
a', sowie ~ und 7' zusarnmenfalleu; zweitens~ we~m bet ether L" an- 
gehSrigen Ausartung ~0 und bet ether 23" angchSrigen Ausarfung ,,%; 
der Strahl g mit g', der Punkt s mit s' uml der l~md~t b m i t  b" zu- 
sammcnf5llt. Beide F'~lle slnd durch y mitgez~ihlt, ergeben abet keine 
den Systemen gemeinsamen Dreiecke, wet! die Seite fl nicht auch mit 
~' zusammenf~llt. Also muss man wegen des ersten dieser beiden 
F~ille gemiiss der oben abgeleiteten Formel (56) den Ausdruck 

~' (s~  + ss' + s'~) (~ + ~" - s') (r + ~" - s') 

und wegen des zweiten Falles auch den Ausdruck 
12" 
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~ a~' (s ~ + ss" + s'"-) (g + g" - s') (b + Y - -  g') 
yon dem in Formel (58) gegebenen Ausdrucke ffir y subtrahiren, um 
die Zahl x dcr gemeinsamen Dreiecke der beiden Systeme Z und 23" zzt 
erhalten. Demnach ergiebt sich schliesslich die folgende Stammformel 
flit aZle _Produetenformdn des 1)reiecks : 

(59) X'-~- (b~-+bb'+b ' 2 ) ( a + a ' - b ' ) ( y + 7 ' - b ' ) ( e + c ' - a ' ) ( a + a ' - y ' )  
~ ' ( s  ~ + ss' + s'-) (,~ + ,~' - s') (r + r" -- s') 

- -  ~ ~" (s~ + s~" + s "2) (g + g' - -  s') (b + b' - -  g'). 

Bei der Ableitung dieser Formel ist die Se[te fl in gewisser Weise 
bevorzugt. In derselben Weise kSnnte man auch a, 7, sowie a ,  b, d 
bevorLugen. Man erhielte dann im Ganzen 6 formell verscbiedene Aus- 
driieke fiir x. Aus allen diesen 6 Ausdrttcken kann man nach Aus- 
fiihruz~g der angedeuteten Multipticationen, bei gescl~ic]~ter Benu~zung 
der Incidenzformeln und der Formeln des w 2., schticsslich einen und 
denselben Ausdrud~ crhalten, weleher sowoh~ den Anfbrderungen der 
Symmetrie enlspricht, wic auch dutch Vertausehung der gestricl~elten 
Symbolc mit den niddgestrichelten in sieh selbst iibergeht. S~at~ diesen 
Ausdruck hier hinzuschreiben, werdeli wit im Folgenden aus der rechten 
Seite der Stammformel (59) immer nur diejenigen Glieder heraus- 
sehiilen~ welche bei dem jedesmal vorliegenden Werthe yon i nieht 

Wir haben n~imlich drei versehiedene Fiille zu be- versehwinden. 
handeln: 

I) 

H) 
IH) 

X ist fiinfstufig, Z' einstufig, 
23 ist vierstufig, ~ '  zweistufig, 
22 ist dreistufig, 22' uuch dreistufig. 

Im ersten Falle sind yon dell Gliedern, welche die rechte Seite 
der Formel (59) ergiebt, nut diejenigen yon Null verschieden, welche 
5 nicbtgestriche|te und 1 gestricheltes Symbol za Fac~oren haben. 
Den Zahlenwerth eines solchen Gliedes erhSlt man daiin~ wenn man 
die Zahl derjenigen Dreiecke aus X, welche die dureh alas nicht- 
gestriehelte Symbol dargestellte fiinffaehe Bedingung erftillen, mi~ der 
Zahl derjenigen Dreieeke multiplicirt, welche 2T angehSrea, und zu- 
gleich die dureh das gestriehelte Symbol bezeichnete einfache Be- 
dingung erfiillcn. Analog verfs man in den beiden anderen F~illen. 

w  

Die Zahl dor gemeinsamen Dreiecke eines einstufigen und eines 
fiinfstufig6n gewShnlichen Systems. 

Wit setzen hler ein einstufiges System 27 und ein fiinfstufiges 
System 22 yon Dreiecken als gegeben voraus. Dann haben wir aus 
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der Stammformel alle diejenigen Glieder herauszuziehen, welche ein 
gestrieheltes und ffinf nichtgestrichelte Symbole enthalten. Wir er- 
halten so ftir die Zahl der X: und 2," genleiasamen Dreiecke: 

(60) x - -~  a" . (b~ayc) + b' . (bc~Tac - -  b27ac - -  ~2aac)  

+ c ' .  (b~aTa) + a ' .  (b27ac ~ b~r 

+ 7' " ( b z a a c -  b~'aTc) - -  v ' .  v s :a  7 - -  #b"  ~,s~gb.  

Hier bedeutet gem'~ss w 3. jedes gestrichelte Symbol die Zahl der- 
jenigen Dreiecke in 2.7', welche die dureh das Symbol dargestellte, ein- 
fache Bedingung erfiillen, jedes aus 5 F~mtoren bestehende, nicht- 
gestriche]te Symbol die Zahl derjmdgen Dreiecke in 22, welche die 
durch das Symbol dargesteltte, zusammeugesetzte, i'iinffZche Bedingung 

�9 ( erffillen. Die 19unkte deutcn an, dass dic rcs,l t ircnden Zah l ' n  zu 
multipliciren sin& 

Um den in Formel (60) erh,~ltenen Ausdruck in eine symme~rische 
und tibersichtliche Form zu bringen, sctzen wit in demselben gem~iss 
Formel (3) 

# ; = a "  + e ' - f l ' - - r ' ,  

und formen ihn dann vermbgc der ]neidenzfornmln und der in w ~. 
en~wickelten Forme]n zweckmiissig um. Dann kommt: 

gC = a" . b~c2~ "dr b" . (a~Vac ~ b2uctc) --~ c' �9 a~b2c~ 

+ a' (a ~ b 2 c -  a 2b'za) + 7"'  ( ab2c: - -  b2c"7) 

- -  ~" ,:s2~zr - -  (a' + c" - -  ~' - -  ~,') �9 #6s~b 2 

= a" (b2c27 - -  #~s2b ~) 27 b ' .  ur ic (aT  - -  b 2) -q- c ' .  (a~'b2a-- e~s2b 2) 

27 a" (a%ec  - -  a~b:a) 27 fl' �9 O, s2b ~ 27 7' " ( ab:c2 ~ b"c~7) 

+ ~:' (O~s2b ~ - vc~7~) 

~-- c( eb~c 2 27 b'-  g a c ( e g  + #~g) + c' �9 ~C-b "~ 

+ ," # , s '~a  ~ + ff  �9 #~s ~b" + 7" " #~ s2c~ 27 r ' .  ~)s:~.q, 

also schliesslich : 

a' b' (61) x ' =  . ,b~c ~ + . ~c~a ~ + c ' .  ~a'2b ~ 

27 a" .  # , s ~ a  ~ + ~" �9 #~s~b "" + r'  �9 #,,s ~'c~ + v" . ~s"g.  

Diese Productenformel ist zwar symmeLrisch, ~ber sic gct~t dutch 
duale Umwandelung nicht i~t sich sdbst tiber. Wit setzen dcsshalb 
noch gem:ass Formel (52): 

und das Aaaloge ftir #~s~b "~ uud #~.s"c '~. Dsnu kommt: 

(62) x = d . ~b"c" + b" - ~c~a 'z + c' . ~a'~b ~ 

+ - "  ~Y7-' + t~" w '' "'~ + r '"  r."/~: 
+ (~" + . '  +/~ '  + 7') ' v ~a. 
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D~ die duale Umwaadelang dieser Formel nichts anderes ver- 
~nder~, als ~" + d + fl' + 7' in d -1- a' + b' + c', so miissen diese 
beiden Summen gleich sein, was durch Formel (7) besti~$igt wird. Es 
geling~ auch, eine eiazige Uedingung zu definiren, deren Anzahl s~at~ 
jeder der beiden Summen gesetzt werden kann. Es ist dies rife ein- 
{hche Bedingung,  d~ss ein Dreieclc einem der er Is ein. 
besch,rieben sein soil, welche dureh drei gegebene lJunkte gelegt werden 
kb'nncn, b'iir das (lurch diese Bedingutag definirte, f[iufslufige System 
sind niimlich ~b2c ~, ec2a :, ea~b~, vfl~72~ ~7~a~ ~azfl  '~ gleieh Null zu 
setzen, dagegen ist ~ps~g ~ 1. Demnach erhiU~ man bei Anwendung 
der Productenformel (62) die Zahl derjenigen Dreiecke~ welche 2J an- 
gebSrig sind, und die eben definirte Bedil~gung erfiillen~ gleich 

( r  y + / ) .  1. 
Bezeichnet man also jene Bediugung, insofern sie auf 2:' bezogen 

w~rd, mi~ d', so ergieb~ sieh sehliesslich die l:)ro&ectenformel: 

(63) x ' - ~  a ' .  ~b'2c ~ q-  b ' .  ~c~a ~ + c" . Ea'~b ~ 

+ ~'" ~fl~~ + Y" ~7~  2 + 7"  ~.~{~'~ + d' �9 ~s~g. 

Abgeleitete Producteaformeln entntehen hieraus, weml man mit~ 
gestriehelten Symbolea yon Lagebedingungen multiplicirt. Dies ist; 
erlaub~, well man sieh das als gewShnlich vora(~sgesetzle einstnfige 
System Z '  dureh eh~e ftinffaehe Bedingung definirt denken kann, 
welehe die betreffende Lagebedingung als Factor et~thS1L Multipliciren 
wir Formel (63) z. B. mi~ a', so komm~: 

xa" ~--- a '~ �9 ~b~c ~ + c (b ' .  ec'~a ~- -]- de '  . ea~b ~ 

+ a ' a ' .  ~(3'~y"- + a '[Y.  r~,~a ~ + t iT'  �9 za'~fi ~ -}- a'd" . ~Vs~g. 
oder 

(~4) x ~ ' =  a '~ , (~b~e~ + ~ 7 ~  + ~ )  + ~'~, ( ~ W ~  + ~a~b~) 
+ ~,'~. (~r + ~e~a ~) 

+ f f / s ' .  ~a~b ~ q- U S ' "  ec~a ~ q- v ' s ' .  (eeZa ~ + ~a'*b ~) 

+ r i d .  v /~7  '~ + a'ff - ~ps'~g. 

Dieser Ausdruck fiir xa" gieb~ die Ordnung der Curve, die yon 
der Ecke a aller derjenlgen oc ~ Dreiecke besehrieben wird, welehe 
einem gegebenen zweis~ufigen Systeme Z '  und einem gegebenen ffinf- 
stufigen Systeme Z' gemeinsam sind. 

Multiplieir~ man ferner l?ormel (61) mi~ a '~, so ergieb~ sieh: 

(65) x a  "~ -~- ((~b' �9 ~e~a ~ + a'~c" �9 ea~b ~ + a '~d . ~?Gs~a'~ 

+ a'~fl" �9 ~ s ~ b  ~ + a ' ~ / � 9  G d c  ~ + r's'~ �9 espy .  

Mulfipliciren wir Forme] (61) mi~ einer vierFaehen Bedinguug, 
z. 13. mit b'~c '~, so kSnnen wir, well wit dana zwei fiinfstufige Systeme 
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zu Grunde legen, verlangen, dass der Ausdruek durch Vertausehung 
tier gestrichetten Symbole mit den nichtgestriehelten Symbolen in sich 
selbst iibergeh~. Ill der That erldiit tnall: 

x ' b ' 2 c  '2 = a 'b '2c  "z �9 ~ b : c  ~ - ~  b '2c '2~ ' �9 # ~ s 2 b  " @ b"~c~7" �9 #cs"-cL 

Benu~z~ man d~nn die Formeln des w 2., so kam~ man zu fblgender 
Form gelangen : 

x 'b '2c '2 = a'b'~c"~ . ab'~c'. _ ~ ' s"~b '~  . ~bs'Zb2 _ ~ s ' ~ c ' 2  . &~s2c 2. 

Dieses Resul?~at~ k~nn mal~ auch direct durch folgende Uebedegung 
erhali~en. Wenn die Ecken b u n d c  feste Punkte sind, so beschreibt 
in dem f[infstufigen Sys~eme 22 die Ecke a eine Curve yore Grade 
a b 2 c ~  and in dem f~infsLufigen Systeme E '  die Ecke a'  eine Curve 
vom Grade a 'b '2c 'L  Beide Curven schlJeiden sieh in a b ~ c  2 �9 c(b"~d '.' 

Punkten. Zu diesen Sehnittpunkten gehSren ers~ens dig Ecken a dec- 
jenigen den beiden Systemea gemeinsamen Dreieeke, welche ihre Ecken 
b u n d c  fil den lessen Pankten hubert. Ausserdem aber hat man zu 
beachten~ dass jedes naeh der Definit~ion yon @b oder @~ ausgear~e~es 
Dreieck, welches E atJgehSr/, und seinen Ptmk~ b resp. c. in dem 
einen~ seinen Punkt s in dem underi~ i'esten Ptmkte ha~ zusammen 
mit jedem ebenso besehafferien~ aber X:' angehSrigen Dreieek ein Paar 
yon Dreiecken li&ert~ welche zwar dieselbe Ecke a haben, aber keines- 
wegs den beiden Systemen gemeinsam sind, well die Seiten fl resp. ~, 
in beiden Dreiecken verschieden sind. Demnach fallen vort den 
a b ~ c  ~ . a 'b '~c  '~ Schni~punkten # ~ s ~ b  "- �9 #~'s '~b '~ in den einen~ und 
@r ~ .  e~ s c in den andern der beidett festen Punkte. 

Multipliciren wir endlich Formel (61) mi~ ftinffaehen Bedingungen, 
so gelangen wir zu Formeln, welche zu den in w 2. eatwickelten ge- 
hSren. Z. B. ergiebt die Mtfltip]ication mit a'b'"-c'e: 

x a ' b ' ~ c  '~ ~ 1 �9 eb'~c: + 1 �9 ff~s~b ~ @ 1 �9 @~s~c ~, 

dies heisst aber: 
ab~c~ _--_ ~b~c ~ + #~s~b ~ -~- @~s~c 2. 

Die oben neu einge[(ihr~e Bedingung d, dass ein Dreieck einem 
der oc ~ Kegelschnitte einbesehrieben sein soll~ welehe durch drel ge- 
gebene Punkte geleg~ werdea kStmen: gieb~ mit~ den 6 Bedingungen 
a ,  b ,  c~ ~ ,  f l ,  7 eine Gruppe yon 7 einfachen Bcdi~tgungen, dutch 
welehe, bei Zugrundelegtmg ei~es gewShnlichen einstafigen Systems 
jede der 5 Ausarfiungsbedingtmge~t ausgedriick~ werden kann. Wir 
erhielten schon oben: 

v - ~ d - a - - f l - - 7 ~  

and daraus, mit Benutzung der Formeln des w 2, 

e ~ = b + c + f l @ 7 - - d ,  

~ = -  c + a - { -  ~, + . - -  d ,  
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ao = a + b  +,~ + ~ - -  d, 
= d - - a - -  b - -  c .  

ttieraus folg~ aber, dass die oben entwiekeRe Productenformel 
(63) aueh mit v, ~,', #~', ~ ' ,  ' ~ d symbolisch multiplicirt werden darf. 
Is~ n~mlieh 2Y ein zweistufiges, 2-7 ein ffinfstufiges System, 2:" das 
ihnen gemeinsame einstufige System yon Dreiecken, so erh~lt man die 
Zahl der Dreiecke~ welche 2.7" angehSren, und eine der Bedingungen 
a,  b, c, a ,  fl, 7 ,  d erfifilen, indem man zu jedem der gestrichelten 
Symbole der Formel (63) eines der Symbole a', b'~ c', a', fl', 7", d '  als 
Factor hinzusetzk Thut man dies z. B. mit b', c', fl', ~,', d', addlrt die 
ersten 4 der erhal~enen Gleichungen und subtrahirt yon der Summe 
die letzte, so ist dies wegen der Formel 

ganz dasselbe, als setzte man ohne Weiteres zu jedem gesh'ichelten 
Symbol ~ '  als Factor. 

w  

Die Zahl der gemeinsamen Dreieoke eines zweistufigen und eines 
vierstufigen gewShnliehen Systems. 

Wir setzen hier ein zweistufiges System 2:' und ein vierstufiges 
System 2," yon Drelecken als gegeben voraus. In diesem Falle haben 
wir also aus der Stammformel (59) alle diejenigen Glieder herauszu- 
ziehen, welche zwei gestriehelte und vier nichtgestrichelte Bedingungs- 
factoren enthalten. Demgem~ss ergiebt sich ftir die Zahl x der den 
beiden Systemen gemeinsamen Dreiecke zun~chs~: 

(66) x - ~ b  " ' ~ . ( a T c a - b T c a - b a c a +  b~ac) 

+ b'a" �9 ( b T c a  - -  b a T a  - -  b2ca + b~Ta + b 2 a a )  

+ b'7" " (bc~ca - -  b a t e  - -  b'@a + b~7 c + b'~ac) 

+ b'c" �9 ( b a ? a  - -  b'~Ta - -  b~aa)  + b ' d  �9 ( b a T c - - b ~ T c - - b ~ a c )  

+ a'~'  �9 (b'@a - -  b~r c - -  b ~,~a + b ~ a ~ , ) + d a ' .  (b27 a ) + a ' r "  (b2,~c) 

- -  a "2 �9 (b~ra )  - -  r "2 �9 (b~c~c) + a ' d  . (b27c - -  b2ay) 

-~ 7" d . ( b 2 a a - -  b'Z~7) --~ a'c '  . (b'~a7) 

- -  ~'s" . ( ~ s , 7  - ~ s ~ , ~  - -  ~ s ~ 7 )  - ~',~" . ( ~ s ~ 7 )  ~ ~ ' 7 '  " ( ~ s  ' ~ . )  

- -  ~ ' s "  . (~bsgb  - -  #bs~b) - -  #b'g'  " (#bs2b - -  ~bs2g) 

- ~ j b ' .  ( ~ s ~ g ) .  

Es handel~ sich naa d~rum, diese Productenformel vermitteIst der 
hlcidenzformehl und der Formeln des w 2. so ~mzugestalten, dass sie 
eine mSglichst kurze, und dabei symmetrische und sich selbst duale 
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Form erhiilt. Diesen Forderungen geatigt am besten diejenige Form, 
in welcher yon zweifachen Bedingungea nut auftreten: 

a'L b'L c '2, d 2, fl,2, 7,~, a 'd ,  b'l~', c'~', 

~, 's ' ,  ~b's', ~ 's ' ,  ~ ' g ' ,  ~b'g', ~ 'g ' ,  dg', ~.'s'. 

Man ha~ ~lso z. B. zu ersetzen: 

b" d durch b '2 + a '2, 

b'c' durch a '2 + v's' + #ds' gemhss Formel (11), 

a'7' durch b "2 + rig" + #~'g' gem~iss Formel (12), 

v'a' dutch a "'~ + a'a' - -  rig' ~ # j g  - -  ~c'g' gem~ss Formel (14) 

~ ' b '  dutch 7 '2 + a "~ - -  b'[J" + @o's' + #~'s' + z's' gemi~ss Formel (15). 

Bringt man da~lm auch noch die nichtgestricheltetl Coefficienten 
dcr zweifachen Symbole vermittelst der Formeln (42) bis (47) ~uf die 
kiirzeste Form, so gelangt man schliesslich zu der folgenden Producten- 
formel [~ir die Zahl  x der Dreiecke, welche einem zweistufigen und einem 
vierstufigen, gew6hnlichen Systeme gemeinsam sind. 

(67) x = a "2 . b~c " + b '~ . c~a 2 + c '2 �9 a~b ~ 

+ a'2. fl27~. + ~'~ . ~,2a2 + r,2. ~'~f12 
+ a ' d  �9 #~s2g + b'fl' �9 #~s2g + c'7" " #cs~g 

+ ~ 's"  �9 ~g~a + ~ ( s '  . eg2b + #,'s" �9 ~g'~c 

+ ~'g'.  ( ~ s ~  + ~ s ~  + ~s~7 + ~s  ~) 

+ v ' s ' .  (~g~a + ~g~b + eg'~c + ~,g"). 

Aus dieser Formel erhElt man durch Multiplication abgeleitete 
Productenformeln fllr die I?~itle, wo die Stufensumme der gegebenen, 
gewShnllchen Systeme grSsser als 6 ist. Wit multipliciren die Formel 
(67) z. B. mit a. Dann kommt: 

x a  ~ a '~ . b~da +.fl'~ . 7~a~a + 7 ''~ . a~fl~a 
+ a'a' . ~s 'Zga  + # i s '  . eg :ab  + a/s" . Eg~ca 

+ v 's ' .  (~g"-ab + ~g~ac + g,g~s). 

Nun ist aber x a  ganz da.~selbe, wie d~s x d  der Formel (64). 
Also muss die rechte Seite der vorstchenden Formel sich so utnge- 
stalten [assen, dass die rechte Seite der Formel (64) zum Vorschei,, 
kommt. Zu diesem Zweckc benutzen wir die Formela (4~) bis (53) 
und die Formel: 

~'s' ----- a" d' - -  a'a' ~ a' f f  - -  a'r', 
welche aus der oben bci Formel (62) ~bgeleitetel~ Formel fiir die neu 
eingeftihrte Bedingung d' folgt.. Wir erhalte~ so: 
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n t- fl'" �9 (~a"b" + v~'~d ' -1- tl, s"g) -~ ~'~. (~a'~c "" "Jc vfl '~a'~ "Jr- tPs2g) 

+ a ' ~ ' .  ( ~ ' ~ 7  ~ t -  ~'s'~g) -t- ~ ' s"  �9 ~a'-'b'-' + a , ' s '  �9 ~ d a  ~ 
+ ~'s". (~,~-b ~ + ~c'~ "-) + (~'d" --a~---" " u .  a'~ - -  tr "~ - -  7 ''~) . Os:g,  

oder : 
xa  = a"- �9 (~b~c "- + ,~,~'-' + ,~'~[~'~, + (3"". (~7"~d ~ + ~a~b'~) 

--~ 7"" ' ('r ~ -[- rc':a2) @ # i s ' .  ~.c"a"- -~- #, 's" �9 ~a~b "2 
+ v 's ' .  (~da'-' -1- ea'-'b") + a ' d .  r f l ' 7 "  -]- a'd" �9 tbs'Zg. 

Die Uebereinstimmung dicser Formel mi~ der Formel (62) giebt 
eine interessante Controle der l~echnung 

Die l~'orm(,l (ti7) enthii|~ 17 zweifhche Bedingungen, und ebenso- 
viel vieffaehe Bedingm~gen. Man erkcnnt aber leieht, dass nut  15 
yon einander unabh'Sngige zweif~ehe Bedingtmgen auNtellbar sind~ 
welehe a', b', c', a', fl', ?' allein enthalton, nihnlich: 

a ''~, b"-, c"-', a'*, If", ~,"~, a ' d ,  b'fl', c'~,', 
b'c', c'a', a'b', fl'),', ~,'a', a'~'. 

Fiihrt man dtese 15 Bedingungen in die Formel (67) ein, so 
bleiben ausserdem noeh die beiden Ausartur~gsbedingungen Cs" und 
gg' darin. Um aueh diese herauszuschafli~n, definiren wir far das 
Dreieek zwei neue zweifaehe Bedingungen, niimlich ( ,  welche aussprechen 
sell, dass das 1)reicck eincm der-x~' I(egctschnittc cinbeschricbcn sein 
soU, die bcziehungsweise durch 4 gegebcqw ] 'unkte  gehen, und die zu  
e" duale B e d i n g u m j / ' .  Um e" attszudriieken, wenden wir die Formel 
(67) an, indem wit X das gewShnliehe, vierstnfige System aller die 
Bedingm~g e' erfallenden Dreiecke sein lassen. Ffir dieses ergiebt; 
sich leieht: 

le~zteres, weil es 2 Kegelschnitte giebf b welche dureh 4 gegebene 
Punkte gehen und 1 gegebene Gerade bertihren. Dureh Einsetzung 
dieser Werthe erhiilt man die eben definirte, zweifache Bedingung e' 
ausgedriiekt, wle folg~: 

(6S) e" = ~"~ -+- ~"~ + 7 '~- + a'~" + b'lf + e'r' + gg' + 2 .  ~" s', 

und dual entspreehend: 
(69) f '  ~ a '~ -b" b '~ + c'~ + a'a '  n t- btl' -q- c'~,' nt- 2 .  e'g' -[- r,'s'. 

Hiernach l~sst sieh jede der beiden Bedingungen v's' und s'g" 
dureh : 

a'~, b"~, c ''z, el '~, if"-, y'~, a'o:', b'~', tiT" , e', f' 
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ausdrtieken. Ftihren wir demgem'ilss e' und f '  start Eg" und v's" in 
die Formel (67) ein, nachdenl wlr durch die Formeln (11) und (12) 
#a's', 9"{ s', .O'[s', #,,'g', #b'g', ~ 'g"  herausgeschafft haben, so gelangea 
wit zu einer Productenformel, welehe yon zweifachen Ausartungsbe- 
dingungen ganz frei ist, n~hnlich zu: 

(70) x = a "~ �9 (b'~c ~ - -  ~s'~) + b ''~ �9 ( c ~ - - ~ s ~ { ~ )  + o.'"(,~t~ - -  rs 'b,) 
-~- a "2" ( f l272--~g~a)  -~- fl'~ . (7~ a '' - e gZ b ) Zr- 7'~ . ( a~ fl~ - -  ~ g" c) 

+ a ' a ' .  a ,  s2# + b ' f l ' .  ~bs':g -}- c'7' �9 ~ J : g  

--}- b'c" �9 eg~-a 2 w d a' . ~g'2b -}- a'b" �9 eg"~c 

+ ~ ' r "  ~s ~" + r ' " ' "  ~s'~{ ~ + " '~ '"  ~s:~, 
1 

-}- 3 (2f ' - -e ' - -2a '" - - - -2b"~--2c"2-~a"- '~ff :  -}- 7 " z -  d d - -  b'~" 

- -  c ' 7 ' )  �9 ( s "  

! ( 2 e ' - - [ ~ - - 2 d - ' ~ 2 f l  ''~ - - 2 7 ' = ' + a  ''~ ~ b'~-+ - c"- '~ a ' d - -  b'~" 

_ _  c ' 7 '  ) . q zg~ .  

Durch die bier auftretenden 17 zweifachen Bedingungeu lit,st sich 
auch vermSge der Formeln des w 2. jede zwei['aehe Ausartungsbedingung 
ausdriieken. Es ergiebt sich z. B. "ms Forme] (23) ztmiichst: 

(71 a) ~b' = / ] ' 7 " - -  a'~ qu y'a '  --- b "~ -]- a'~" - -  c '~" 

+ t~'c" - -  4 '~ + a'c" - -  (~,'~ - F  a 'b '  - -  7 "'~ 

- -  a ' d  - -  Eft" - -  c'7' - -  ~'s' - -  gg ' ,  

und daraus, mit Benutzung yon (68) und (69): 

(71b) ~P'--~ fl'7' + 7 ' a ' - ~  a'[~' + b'c' + c'a' -~ a'b" 
'2 (~'2 '2 2 c, ~ '2 ~ ' 2  2 2 ,~  

- -  V - -  =~ b'2 - -  - 3 -  - -  a 3 fl'~ - -  :~ 

a a ' a ' - - ~  - 3 c ' ? ' - - ~ e ' - -  a f t "  

Diese Formel bezieht sich auf den ]"all, wo eine Corrcspondenz 
zwisehen drei Punkten einer Ebene so stattfi~}t]et, dass immer ein 
Punkt die Lage der beiden iibrigen bestimmt, und ergiebt dann die 
Zahl derjenigen Stellen der Ebene, wo drei dutch die Corrcsi~on(lenz 
zusammengehSrige.Pm,l(te unendlich nahe liegen. Aus der FormeI (7I) 
ersieht man, dass es erhmb~ ist, (lie f'roductenfl)rmeln mit der Aus- 
artungsbedingung ~P' zu multipliciren, vorausgesetzt, (lass keins der zu 
multiplieirenden Symbole setbst ei,,e Ausar~ungsbedingung ist. Wit  
thun dies zuerst mlt der Formel (63). Dann kommt: 

(72) ~ x  -~ $ ' s ' .  (~b'~c ~ + ~c'~a ~ + ~a~b ~) 

+ ~,'~". (~y~r~ + ~ r ~ .  ' + ~ . ' ~ - )  
+ v'~'. (~s"g). 
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Dann multipliciren wir auch Formel (70) m i t r  wodurch wir  
erhalten: 

~ x  = tp's '~ �9 (b~c ~ ~ ~s~a  4 -  sg~a  4 -  c~a ~ - -  v s ' ~  4 -  ~g~b 4 -  a~b~ 

4 -  ~b' g '~ �9 (fl~ 7 ~ ~ ~ g'~ a 4-  v s~ a -Jr- ~ a ~ - -  ~ g'~ b 4 -  v s:  fl -~  q'~ fl~ 

- -  ~g*-c 4 -  v s :  7 )  

4 -  ~ ' s ' g "  . ( e , ~ g  4 -  V.~s*-g 4 -  e~s"g)  
1 

-]--3 �9 (2  �9 ~,'f" ~ ~'e" - -  6 . ~,'s ''z 4 -  3 ~p'g'~ - -  3 �9 ~ ' s ' g ' )  �9 g , s  ~ 

1 
4- ~-" (2 �9 ~'e" - -  ~" f l  - -  6 .  ~'g'~- 4 -  3 �9 ~ ' s  ''~ - -  3 �9 ~ ' s 'g ' )  �9 ~pg~, 

oder: 

(73) ~ x  = ~,'s "2 �9 (b2c '~ ~ ~ s : a  + ~g~a 4 -  V'~s2g + c~'a ~" ~ vs~f l  

4 -  ~ g~ b --~ #6 s2 g 4-  a : b2 - -  v s~ 7 . ~ gU c --~- ~cs:  g - - 3  . #, s ~) 

4 -  ~"g'" " ([J~7 "~ - -  ~g2a 4 -  ~ s  "~a 4 -  ~ s 2 g  4 -  ? ~a'~ - -  ~g~'b 

~P' f '  ~ ~p'e" (~s ~ 4 -  -~- �9 ~, s ~ - -  ~- �9 

~'e '  ~ O ' f '  

Aus den beiden abgeleiteten Productenformeln" (72) und (73) w e r d e n  
wit in w 7. weitere Schliisse ziehen. 

w  

Dio Zahl dor gemsinsamen Droiocke zwoier dreistufiger gowShnlicher 
Systemo. 

Wir haben hier aus der Stammformel (59) alle diejenigen Gl ieder  
herauszuziehen, welche drei gestrichelte und drei nichtgestrichel~e Be -  
dingungsfactoren enthalten. Die so resultirende Productenformel h a b e n  
wit dann vermittelst der Incidenzformeln und der Formeln des w 2. i n  
eine Gestalt zu bringen, welche folgendea Ansprliehen geniig~. D i e  
umgestaltete Productenformel muss in sich selbst iibergehen~ ers tens ,  
wenn man zwei der Buchstaben a, b~ c und zugleich die entsl,reche~ l_ 
den griechischen Buchstaben mit einander ver~auscht~ zweitens~ w e n n  
man (lie la~einischen Buchstaben a,  b ,  c mi~ detl entsprechenden 
griechischcn Buchstaben sowie �9 mit a u n d s  mit g vertauscht, d r i t t ens  
aber auch, wenn man die gestrichelten mit den nichf, gestrichelten S y m -  
bolea vertauschL Von allen Formen~ welche diesen Anspriichen g e -  
niigen, seheiat dem Verfasser am k(irzesten die fotgende zu seill. D i e  
Zahl x der Dreieeke, welche einem dreistufigen Sys~eme 22 and e inen l  
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andern dreis~ufigen Systeme 2:' gemeinsam sind~ ergiebt sieh durch 
die Productenformel: 

(74) x = a'~{J ". b'~a -4- a'~7 ". c"a + b ' : ' , ' ,  aefl  

+ b'~-7 '. c~'~ + e'"-,', cd-7 + c"~ '. b'~v 
+ a~s ''~. ~a ~ + Gs'% ~b ? + # j" - .  ~c"- 
q -  ~9',g "2. v a  2 -q- ,~'bg '2 .  v[J'-" q-  #~.y'2. r y e  

+ d a "  �9 ~ s  '~ + d b "  . ~%s ~" + d c  "2 �9 ~'L,s ~ 

+ ~ 'a"2 .  ~ ,g2 + r ' f l  2 . #~,g: + ~'r" " " #,!/~ 

-it- #~s'"- . # ~ S  2 + # ~ s  '2 �9 #~S  2 -+- ~ s "  " - ,%s 2 

+ G s  '~ .~%s ~- + ~ d  ~. #,,s ~- + G s ' '  �9 *~s "~ 

+ a'b'c'. ,g~ + d#'7' .  ,s:  + @"~. abe + , ' s "  �9 af lr  
d g  "2. eg ~ ~ r ' s  '2. r s  '~ - -  '2 �9 e'g '~. vs"- ~ '2.  r ' s  '2. , y~ .  

Man fiberzeug~ sich leicht, dass, wit bier, so aueh bei jeder l)ar- 
ste|lung der gesuchten Zahl x die Ketmhfiss yon mindes~ens 22 A u -  

zuhlen fiir jedes System geforder~ wird. 

Be i sp i e l e .  
I) Will man eine dreifaehe, auf a, b, c, ez, ~, ~ bezfigliche Lage- 

bedingung dureh die eingeffihrtea 22 Bedingungen attsdrilcken~ so 
gelangt man durch Anwendung der Formel (74) oft scMeller zum Ziel, 
als durch Anwendung der Formeln des w 2. Ilandelt es sieh z. B. 
dnrum~ die Bedingung a2, auszudrticken, so denk~ man sieh jedes der 
22 gestriehelten Symbole mit a'Za ' multiplicirt. Dann erbi~lg matt 
sechsfache gestrichelte Symbole, deren Z~hlenwert~he" teicht erkemlbar 
sin& Es ist nKmlich @~s'~a'2a" -~  l ,  d f l ' r ' a ' ~d  = 1, und die fibrigea 
20 Symbale ergeben Null. Setzt man diese Werthe ein, so kommt: 

eine Formel~ die man aueh erht~it, wean man Formel (8) rail. a" mttl- 
tiplici~. Die dual entsprecheade Betraehtung giebt: 

(76) a d  ~ -~- ~a  ~ q'- G g "  --]- G g  '~ "-[- ~g'Z. 

]I) Um die dreifaehe Bedlngung v uuszudrtieken, dass ein Dreieck 
einer Curve ~ e r  Ordnung einbeschrieben seia soil, betraehten wit 
das dreistufige System L" aller diese Bedingung erfiiilenden Oreieeke, 
and erkennen ffir dieses System: 

a'~g'2 = G g  '~ ~ #'og"~ = n ( n  - 1), a'b 'c '  --~ n ~, 

a" f l '7 '  ~ n ( n - - 1 )  (2n--3) ,  

wie schon in w 2. bei Beispiel II) abgeleitet isL, 
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dg '~ ~ n '(n--  ] ) ( n - - 2 ) ;  
die iibrjgen 16 Symbo]e haben del~ Werth Null. Also komm{,: 

v = n ( n - -  l ) (~ a'2 + v fl~ + r T~-)-~- 2.nO~ _ l ). (@,,g~- + ~g2  + a~g ~) 
- { -n3 .~g~+n(n - -  l ) ( 2 n ~ 3 ) . v s ~  + n ( n ~  l ) ( n - - 2 ) . a b c  

~ n ( n - - 1 ) ( n - - 2 ) ' e g : ~ 2 " n ( n  ~ l ) (n - -  2 ) -zs  2. 

Vereinfacht man den erhaltenen Ausdruck told f~ihr~ man dann ge- 
m!4ss Formel (76) die Symbole art ~, bfl2, cy2 ein~ so komm~: 

(77) v = n ( n - -  l) . (a~+bf l~+cr~-~-vs ' - ' )  
-{- n ( n - - l ) ( n - - 2 )  �9 abe + n �9 ~g~. 

Hiernach kann man bei jedem gewShnllchen dreistnfigen Dreiecks- 
systeme leieh~ bereehnen, wie gross die Zahl der einer Curve einbe- 
schriebenen Dreiecke des Systems ist, wen5 man ftir dieses System 
die Zahlen aa 2, bfl ~, c7 ~, abe,  zs  2, eg"- a.ngeben kann. 

Die dual entsprechende Betrachtung ergiebt fiir die dreifache Be- 
dingung u, dass ein Dreieek einer Carve r t en  Ranges umbescbrieben 
sein soll: 

(78) u ~- r ( r - -  1 ) (a~a+ b~ fl--~c:7 + ~g:) 
-[- r @ - - / ) ( r - - 2 )  �9 afly -[- r �9 vs 2. 

Will man nach Formel (77) die Zahl x derjenigen Dreiecke berechnen, 
welehe einer Curve nter Ordnung und zugleich einer Curve rater Ord- 
nung einbesehrieben sind, so ha~ man flit das System al|er der letzt- 
genannten Curve einbesehriebenen Dreieeke die in Formel (~7) er- 
sehienenen Symbole zu berechr~en. Dann ergieb~ sich 

aa  '~= b~ 2-~-cT ' 2 = r e ( m - I ) .  m, vs 2 = 0 ,  

a'~c ~ m 'L  ,g~- ---- re(m- 1)(m--2). 
Setzt man diese Wer~he in Formel (77) eiu, so erh~lt man flit die 
gesuehte ZahI 

x = n ( n - - l )  �9 3 �9 m~(m-- 1) 

+ n (n - -  1) (n - -2 )  . m:~+ n - r e ( m - -  1) (m--2) ,  

oder vereinfach~: 

x ~- mn  ( ran- -  I) ( r a n - - 2 ) ,  

was man yon vornherein wissen konnt% weil eine Curve nter  Ord- 
hung eine Curve rater Ordnung in m - n  Punkten schneider. Will  
man die UJ)Lerseheidung der Eeken a, b, c fallen lassen~ so hat man 
das Resul~at durch die Zahl 8 der Permutationen yon 3 Elementen 
zu dividiren. 

Will man zweitens nach Formel (78) die Zahl y derjenigen Drei- 
ecke berechnen, welche einer Curve r ten  Ranges umbeschrieben und 
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zugleich einer Curve ~zter Ordnung einbesehrieben sind, so hat man 
in dieser Formel zu setzen: 

a 2 a ~ b ~ c 2 7 = O ,  e g ' - - ~ n ( n ~ l )  (n---2) , .  

a 3 7 ~ ( n - - 1 ) ( 2 n - - 3 ) ,  rs ~ = 0 .  

Dann kommt flir die gesuchte Zahl y: 

~ = ~ ( r - l ) - -  0~- 1)(~ -2)  + ~ 0 - 1 ) ( ~ - ~ . ~  0~--l).(e~- :~) 
oder : 

(79) y ~ r ( r - -  1).n(n -- l ) - ( 2 . n r - - 3 ,  n - - 3  . r -~4) .  

Dieser Ausdruck verschwinde~ ausser in den l"i~llen n = 1 und 
r ~ l  nur noeh in dem Falle, we n ~ 2  nnd r ~ 2  ist. Die Zahl 
der einer Curve einbeschr&benen und zuglcich einer <mdern Curve umbe- 
schriebenen Dreiecke ist also nur da+m gteh'h ~utl ,  wenn beide Curven 
Kegelsehnitte sin& 

:III) Fiir die Bedingung j ,  dass ein Dreieek in Bezug auf einen 
festen Kegelsehnitt sieh selbst eonjugir~ sei, ergiebt sieh aus der 
Produetenformel (74): 

(80) j = ~,~ + e",, + ,~-1~ + c~/~ + a~z + b~.7 + '2. ~g". + "2. ~,~, 
well a'~fl" und die ana}ogen Symbole gleJeh 1, a'b'e'~-~ 2, a'fl'y ~-~-2 
und die tlbrigen 8ymbo]e gleieh Null zu setzen sin& Aus Formel (80) 
erh~l~ man also fiir die Zahl dee in Bezug auf 2 feste Kcgelsehnitte 
sieh selbst eon.jugiri~en Dreieeke den Werth 6, also den Werth 1, wenn 
die Eeken nieht~ untersehieden werden. 

w  

Productenformeln fiir das unondlieh kleino Dreieek. 

Das uneudlich kleine Dreieck 'r (w I.) ist dadurch charakterisirt, 
dass seine drei Ecken, wie drei aufeinanderfo]gende Punkte einer 
Curve, unendlieh nahe liegen. Es hab die Constantenzahl 4, besitzt 
einen besonderen Punkt, den wir aueh hier s nennen wollen, und 
einen besonderen Strahl, der auch bier g heissen sell. Die oben mit 
v 1 und ~ bezeichnet~en dreistutigen Ausartungen des allgealeinen Dreiecks 
sind als einstufige Ausartungen des unendlieh kleinen Dreieeks ~p zu 
betmchteaa, und sollen auch in dieser Hinsicht ~ und ~ genannt wer- 
den. Zwischen den 4 einfaehen Bedingangen des Dreiecks 

s, g, ~, 

besteht~ eine Gleichung, welche schon oben (Nr. 41.) abgeleitet ist~ und 
bier, wie folg~, zu schreiben ist: 

3 . s -k- ~l ~- 3 . g + ~. 

Die Productenformeln des Dreiecks ~p ergeben sich aus den "Formeln 



(72) und (73), wenn man noch die nichtgestricbelten Coefflcienten der 
ges~richelten Symbole so umformt, (lass auch sie silmmtlich ~p oder 
oder ~ als Factor erhalten. Dies gelingt auf folgende Weise. Es ist: 

~a~b "~ + ~b'~c ~ + ~c"a "z ~ ~.g'~(ab--l-bc+ca) 

= ~g'~(a+b--g)  ( a + c - - g )  ~ ~g~, 
ebenso: 

~,~-fl'-' + ~ - r  ~- + ~r~,~ ~- = ~s  ~ 
Demnach folgt aus (72): 

(81) x = s'. ~g~ + g'.  ~s2 + d'.  s2g 

als die Zahl x derjenigen uncndlich kleinen J)rciccke, welche einem ge- 
gebenen einstufigen Systeme 2;' und cinem davon unabhtingigen, drei- 
stufigen Systeme ~ gemeinsam sind. IIier bedeutet d' die einfache Be- 
dingung~ dass ein 2~' angehSriges unendlich kleines Dreieck einem der 
oo~ Kegelschnitte einbesehrieben ist, welche durch 3 gegebene Punkte 
gehen. 

Um analog bei Formel (73) zu verfahren, wenden wir Formel 
(46) an, und erhalten: 

+ a'2~ ~ --  ~g~c + *:s~7 + #~s~g - -  3 . ~pg2 

---- ~ s ( ~ + ~ - s )  ( ~ + 7 -  s) = ~s; 
und dual entsprechend: 

b~c ~ - -  vs2a + ~g~a + ~.s~g + c~a ~ - -  vs~fl Jr- ~g~b + O~s~g 
+ a2b ~ - -  zs'-y + eg2c + #os2g- -  3 �9 ~,s ~ -~- ~g. 

Demnach folgt arts (73) 

(82) y = s ' ~ . ~ g  + g ' ~ . ~ s + f ' .  ~s~--g~3 + e ' .  ~g~--s*3 

als die Zahl y derjenigen unendlich Meinen -l)reiecke, welche zweien yon 
einander u~abhii~wigen , zweislufigen Systemen 23" und 2~ 9emeinsam 
sind. Hier bedeutet e' die zweifaehe Bedingung,  dass ein 2J ange- 
hSriges Dreieck einem der oc ~ Kegelschnitte einbeschrieben sein sol], 
welche durch 4 gegebene Punkte gehen, und f" die dual entsprechende 
Bedingung. 

Es liegt nahe, die Productenformeln (81) und (82)so umzuge- 
r 

stalten, dass sie nur die auf s', g', */~ ~' bezfiglichen Symbole enthalten. 
Um zun~ichst d" zu enf, fernen, gehen wir aug die oben ffir das allge- 
meine Dreieck entwickeltea Formeln zurfick. In w 4. ergab sich: 

d ' ~ a ' - - b ' - - c ' ~ d .  
Ferner folgt aus (71a): 

+b,c ,  + c , a , + a , b , _ a , ~  r,,~ _,~ . . . . . .  
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Multiplicirt man dig linken Seiten 'dieser beiden Formeln mit elnander, 
ebenso die rechten Seiten, und sefzt dann die erhaltenen Ausdrficke 
einander gleich, so erh~lt man: 

~ p ' d ' - - 3 . ~ p ' s ' + v ' s ' d ' + d g ' d ' - - 3 .  ' '2 . . . .  v s - - d  g 'a  --*. g b - - e ' g ' c "  

= d b ' c ' + d c ' a ' + d a ' b ' - - d a ' 2 - d b  " z - e ' c ' 2 - ~ g  . . . . . .  a - -  e g  b - - e ' g ' c "  

oder: 

(83) ~p'd' ~ -  3 �9 ~p's' - -  v ' s 'd"  - -  d g ' d "  + 3 �9 v 's  "2 + 3 �9 d g  "2 

+ d ( a ' + b ' - g ' )  ( a ' + c ' - - g ' ) .  

Nun ist d ( a ' + b ' - - g ' ) ( a ' + c ' - - g ' ) ~ - ~ [ .  Um aueh dg 'd"  und v's'd' 
zu bestimmen, beachten wir, dass ein dig Definition yon e erfiillendes 
Dreieck nur dann einem Kegelschnitte einbeschrieben sein kann, wenn 
derselbe ausgeartet ist, dass also bei einem d g ' d '  erfiilleuden Dreiecke 
die drei Ecken a, b e c nothwendig irgendwo auf ether der drei Geraden 
liegen raiissen, welche den Punkt der Bedingung g' mit einem tier 
drei Punkte verbinden~ dig yon der Bedingung d" als gegeben voraus- 
gesetzt werden; dann besteht n~imlich der durch die 3 Punkte yon d' 
gehende Kegelschnitt aus tier erw[ihnten Geraden und der die beiden 
tibrigen Punkte yon d" verbindenden Geraden. Folglieh ist: 

d g ' d ' ~ 3 . e g  '2 und ebenso: v ' s ' d ' = 3 . v ' s  '~. 

Folglich ergiebt sich aus (83) die Formel: 

(84) V d' = 3 .  e" s" + , / .  
Ebenso oder aueh dureh Formel (41) erhiilt man: 

(85) r  = 3 .  r  + ~'. 

Aus (84) und (85) ergeben sich dutch Multiplication mit s', g', s "~, g'~ 

und Benutzung der Incidenzformeln: 

(86) ~p' d '  s' --~ 3 �9 ~p's "~ + ~'s" = 3 �9 ~p's '2 + 3 �9 ~p'g'2 + ~'s', 

(87) ~, 'd 'g '  -~- 3.  ~p's "~ + 3 �9 ~,g,2 + ~,g. ~___ 3 �9 ~0'g' ~ + ~'g', 

(88) ~ ' d ' s  "~ = ,~'s "~ ~ 3 .  ~,'s'2g ' "4- ~ 's ' ' ,  

(89) ~l,'d'g '2 --~ 3 �9 r ' + ~ 'g  "" ~--- ~,g,2. 

Um zweitens auch ~p'e' auszudrfieken, sehreiben wir die Formel (68), 
wie folgt: 

e' a '2 ~'2 7 " 2 _ _  - -  b'~'  - -  c'7" = rig'  + 2 �9 ~'s', 

und die Formel (71a) folgendermassen: 

~ ' +  T's' + d g ' = [ ~ ' ~ , ' q - r '  a ' q -  : [ r - -  d ~ - - ~  ' ~ - -  r ' :  
r r x �9 p o  r , ~  ~ ,  , t 

+ b'c" + c  a + a  b - - a  - - - b  - - - c  ~ - -  a'  a ' - -  b" fl' - -  c r �9 

Dann multipliciren wir sowohl die linken Seiten, wie aueh die 
rechten Seiten mit einander, und erhalten: 

Mathematische Annaien, XVIL 13 
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~P'e" - -  6 . $ ' g  "~ --  3.~p's '2 -~ v's'e' -~- a'g'e' 

2 ~'s'2a" 2.~'s'2~" - , '2 , . . . . .  ~ . ~ ,  s 7 ~ ~'g'2a' - -  z'g'2b " -  s 'g "~c" 

~--- e'g'b'c" -~- g g'c'a" --~ e'g'a'b' - -  2 . g  g ' % " - -  2 .~ 'g '2b  " - -  2 . g  g" ~c' 

--~-2 . . . .  ' . . . . . . . . . . . . .  "2 �9 , ' ~  " 

odor: 

(90) q/e' ~ 6 �9 7p'g'~ -~- "3 . ~p's '~ - -  v's'e" - -  gg'e" 

~- ~g' (a ' -~-b ' - -g ' )  ( a ' - F c ' - - g ' )  

+ 2. ~'s'(~'+~'--s') (~'+7'-s'). 

Von den 6 Gliedern auf der reehten Seite dieser Gleichung sind 
das fiinfte und seehste beztlglieh ~'g' und 2 .  ~'s'. Es handelt sieh 
also nur noeh darum, v's'e" und e'g'e' zu bestimmen. Eia durch die 
4 Punkte der Bedingung e" gehender Kegelsehnitt k~nn ~ur dana ein 
eiubeschriebenes Dreieek voa der Definition v' odor g enthalten, wean 
er zu einem der drei durch die 4 Punkte bestimmten Geradenpaare 
wird. Dann muss aber der Punkt s' des Dreieeks v" in den Schnitt- 
punk~ des Geradenpaares' fallen, und die Gerade g' des Dreiecks e" in 
eine der beiden Geruden. Folglich kunn keine der beiden dreifachen 
Bedingungen ~'s'e" und gg'e" jemals erfiillt werden. Deshatb ergiebt 
sieh aus (90): 

(91) ~'c' - -  6 �9 V'g '~ -~ 3 .  ~p's '2 --~ y'g" -~- 2 �9 ~'s'. 

Die dual entspreehende Betrach~ung lieferr 

(92)  ,p'f' = 6 �9 ~,'s'~ %- 3 �9 ~ ,g ,2  + .~'s' + 2 �9 n,g,. 
Die in den eben abgelelteten Glelchungen (84), (85), (91), (92) 

gefundenen Ausdrfieke flir ,p'd', ~'e'~ ~P'f' setzen wir nun in d~e beidea 
Produetenformeln (81)und (82)ein. Dadureh erhalten wir die folgen- 
den Resultate : 

I) Die Zahl  x,.~ der unendlich k~einen Dreieeke, wdche einem ein-  
stufigen Systeme 2Z und  einem davon unabhiingigen , dreistufigen Sys teme  
2Z gemeinsam sind,  ergiebt sich aus:  

(93) x,~ ~ s" �9 ~g~ + g ' .  ~s ~ + (3.s'-{-~') �9 s~g 

s' �9 yg~ -~- g ' .  ~s:  - ~  ( 3 . g ' ~ - ~ ' )  �9 s:g. 

II) Die Zahl  x22 der unendlich kleinen Dreiecke, welehe ~weien yon 
einander unabhdngigen, zweistufigen Systemen ~,' und  2: yon unendl ich  
kleinen Dreieclcen gemeinsam sind,  ergiebt sieh aus :  

(94) x ~ , = s ' ~ . ~ g + g ' ~ . ~ s - ~ ' g ' . s ~ + ~ s "  g ~ + 3 . s ' ~ . s ~ _ ~ 3 . g ' ~ . g ~ .  

Wegen der "dutch die Formeln (86) his (89) ausgedrtickten Be- 
ziehungen kann m~n diese Produe~enformeln aoch in vielen anderea 
Formen schreiben, z. B. Formel (93) in den beideu Formen: 



Anzahlgeometrlsche Behandlung des Dreieeks. 187 

(96) x13 ~ s' �9 g"~ -~- g" �9 s ~  ~- 7' " s"-g. 

Von den abgeleiteten Productenformeln erw~hnen wir diejenigen, welche 
auf die Falle Bezug nehmen, wo das eiae gegebene System zweistufig, 
das andere dreistufig ist und wo beide Systeme dreistufig siltd. Mul- 
tiplicirt man (93) mit s' oder (94) mit s, so erglebt sich beide Mal 
nach Benutzung der Formeln (86) bis (89) ein und derselbe Ausdruck 
fiir die Zahl  sx23 derjenige~ unendlich kleinen Dreiecke, welehe einem 
zweistufigen Systeme 22' und einem dreisgufigen Systeme L ~ gcmeb~sam 
s ind,  und  welche dabei ihren 2unk t  s a u f  einer gegebenen Gera(kn 
haben. I)iese Zahl  erhiilt man  niimtich a,~s: 

(97) sx.~.~ ~ s "~ �9 vg  ~ -Jr- (s"-'Zrg '2) �9 ~s': + (3.s '"---~3.g'~+~'s ") �9 .s'-'g. 

Die dual entsln'echende Zahl  gx2.~ ergiebt sich aus: 

(98) gx23 = g,Z . ~s 2 _~ (s'~-_t_g'~). ~g~ ~ ( 3 . s ' 2 + 3 . g ' ~ _ ~ ' y ' )  . s~.g. 

Multiplicirt man ferner (93) mit s '2 oder (94) mit s 's ,  so erh'iilt 
man beide Mal einen und denselben Ausdruck fiir die Zahl  s~-x3.~ der- 
jenigen unendlich kleinen Dreiecke, welche zwci dreistufigen Syst~zen X 
und  ~" gemeinsam sind, ~nd welche dabci ihren 1)u~lkt s in einem ge- 
gebenen Punkte  haben, l~iir diese Zahl  ergiebt sieh niimtich: 

(99) s~-x~ ~ s'2g" �9 ~s ~ -{- ~'s "~ �9 s~g ~- 3 �9 s"~g ' . s~g. 

Fiir die dual entsprechende Zahl g'Zx% "erhiiit m~m: 

(100) g~xa~ ~ s'~g" . ~}g'- -{- ~'g"~ �9 s~g ~ 3 �9 s"~g" �9 s~g., 

Es gelingt aueh, in dem l~alle, wo das eine System zweistufig, das 
andere dreistufig ist, die Zahl ~/x~a auszudriicken, welche augebe~ soil, 
wie oft es bei den ~ gemeinsamen~ unendlich kleinen Dreiecken vor- 
kommt, dass die drei unendlich nahen gemeinsamen Punkte in gerader 
Linie liegen. Zu diesem Zwecke gehen wir auf die Formel (81) zuriick, 
well bei dieser keins tier gestrichelten Symbole ei,~ Ausartungssymbol 
ist, und multipliciren dieselbe mit 7". Dann kommt: 

~x~3 -~ ~'s'. *}g~ ~ ~'g'. ~s ~ -{- ~'d'. s~g. 

Dann ersetzen wir gem~ss Formel (86) ~'s" durch . g " -[- ~'s" und ~/d" 
durch 3 - ~'g'. Dass ~'d' -~- 3 �9 ~'g" ist, ergiebt sich direct geometrisch 
aus dem Umstande, dass die Erfiillung der Bedingung ~'d'  nut durch 
einen in ein Geradenpaar zerfallenen Kegelschuitt erm~iglicht wird. 
Daher kommt: 

(101) ~x~s ~ ~'s'.~g~ q- ~'g' .~s ~ -~- 3 .g '~ .~g  e Jr- 3 .~  g .s g, 

und dual entspreehend: 

(102) ~x.n ~ ~'g'.~s ~ ~ ~ 's ' .~g ~ -~ 3 . s  '~. ~s ~ -{- 3 .~ ' s ' . s"g ,  
13" 
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Multiplicirt man dann (101) mit g'~ so gelangt man zu der Zahl ~yx3.~, 
welche angiebt, wie oft es bet den one gemeinsamen unendlich kleinen 
Dreiecken yon zwei dreistufigen Systemen vorkommt, dass die drei 
unendlich nahen, gemeinsamen Punkte in einer geradeu Linie liegen, 
welche einen gegebenen Punk~ trifle. Man erh~il~: 

(103) ~2gx3a----,lg~.~'g'2 + ~s'~.~l'g'2 + ~g".~'s"2 + 3 . s2g .~ 'g  '~ 
+ 3.~lg2.s'2g ", 

und dual entsprecbeud: 

(104) ~sx~.~ ~ ~s"-.~s '2 + ~g2.~'s '2 + ~s'~.~'g '~ + 3.s2g.~ 's  "~ 
+ 3.~s~.s"~g ". 

w  

Liisung der Anzahlprobleme der dreipunktigen Beriihrung durch die 
Formeln des w 7.*). 

Fasst man auf einer Plancurve immer je 3 consecutive Punkte oder 
Tangenten zu einem unendlich kleinen Dreieck zusammen~ so erhii]t 
man ein einstufiges System solcher Dreiecke, dessen Punkte s die Curve 
selbst beschreiben, dessen Strah]en g dieselbe einhiillen, dessen Aus- 
artungen yon tier Definition ~ in den Wendetangenten liegen, and 
dessen Ausartungen ~ durch die Spitzen dcr Curve erzeugt werden. 
Demnach ist far ein solches einstufiges System zu setzen : 

s-----n, g = n ' ,  V - ~ ' ,  ~----~ 

w o n  die Ordnung der Curve bezeichnet, n' ihren Rang, ~' die Zahl 
ihrer Wendetangenten, ~ die Zahl ihrer Spitzen. Die zwischen s, g, ~, 
bestehende Gleichung liefert fiir das durch die Curve erzeugte, specielle 
System eine Pl t ieker 'sche Formel, wie schon in dem ersten Beispiele 
zu w 2. erkann~ ist. 

Hat man nun ein einstufiges Curvensystem, so erh~]t man ein 
zweis~ufiges System yon unendlich kleinen Dreiecken, wenn man in 
derselben Weise auf jeder der oa t Curven je drei consecutive Punkte 
zu einem unendlich kleinen Dreieck zusammenfasst. Fiir ein so de- 
finirtes zweistufiges System yon Dreiecken ~o bekommen die Symbole 
des w 7. die folgenden Werthe: 

s2 ~ ~,  g2~__ ~,, ~g = k', ~s--~ k, 
wo ~ angiebt, wieviel Curven des Curvensystems dutch einen gegebenen 
Punk~ gehen, 9", wieviel eine gegebene Gerade beriihren, wo ferner 
k' den Rang der yon den Wendetangenten eingehiillten Curve und ]~ 
die Ordnung der yon den Spitzen beschriebenen Curve bezeichnen. 

*) Diese Anwendung babe ich inzwischen schon durch die GStK l~achr. 
(Junlheft 1880) publicitY. 
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In derselben Weise erh'~lt man aus einem zweistufigen Curven- 
systeme ein dreistufiges System yon unendlich kleinea Dreiecken, fiir 
welches man zu se~zen hat:  

s~g ~ M ,  *lg*" -~- K ' ,  ~s: ~-- K ,  

we M angiebt, wieviel Curven des zweistufigen Systems eine gegebene 
Gerade in einem gegebenen Punkte berfihren, we K / angiebt, wievlel 
Curven eine gegebene Wendetangente haben, und we K angiebt, wie- 
viel Curven eine gegebene Spitze haben. Man bcmerke noeh, dass 
andere auf ~/ nnd ~ bezfigliche Symbole, als die angeffihrten ~lg, ~s, 
~g2, ~s ~ aucb yon Ausartungen erffill~ werden l~Sm~en. Beispielsweise 
wfirde die Bedingung ~s ~ erstens yon jeder Curve erfiil]t werden, yon 
welcher ein Wendepunkt in den durch die Bedingung s ~ gegebenen 
Punkt  f{illt, zweitens aber auch yon jeder ausgearteten Curve, welche 
eine einfache odor mehrfache Ordnungsgerade dutch den gegebenen 
Punk~ der Bedingung s 2 sehiekt. 

Wenn nun die yon zwei Curven in der erSrterteu Weise erzeugten 
Systeme yon unendlich kleinen Dreiecken dn  unendlich kleines 1)reicek 
gemeinsam haben~ so heisst dies nichts anderes, alg dass die beiden 
Curven sieh dreipunktig beriihren. Deshalb erh~Llt man aus den Formeln 
(93), (94) und (97) his (104) unmittelbar die auf dreipunktige Be- 
r[ihrung bezfiglichen Anzahlen, sobald man nut die soeben ftir die 
Symbole s, g, ~; ~, s ~-, g~, ~g5 ~s, .s~'g, ,tg ?, ~.s '~ erkamden .Werthe 
n,  n', ~, ~, ~ ,  g ,  k ,  l~, M ,  K ' ,  K einsetzt. Die letztgen'annten 
Buchstaben sollen dabei immer den Index i bekommen, wenn s[e sieh 
auf eine Curve odor ein Curvensystem beziehen, welches schon mit 
Z'i bezeiehne~ ist. Aus Formel (93) ergiebt sich also das I~esultat: 

93a) I~;in gegebenes, zweistufiges Curvensystem L:~ enfldilt immer 

Curven, welehe eine gegebene Curve ~'t dreipunlctig beriihren.*) 
Ebenso folgt aus (94) unmittelbar der Satz: 
(94a) Wenn zwei einstufige Curvensysteme L'~ ~nd X,~ gegeben sind, 

so kommt es 

~ t  �9 k~" -4- #~" " k~ --[- l~'  . ~t,~ + k~ �9 #.~' -[- 3 �9 #~ �9 #~ + 3 �9 U~' �9 #,/ 

Male vet ,  dass eine Curve des cinch Systems eine Curve des andern 
Systems dreipunktig beriihrt.**) 

*) Diese Anzahl bestimmte zuerst Halphen im Bull do 13 See math., 
tome 5, p. 14, durch Correspondenzbetrachtungen, dann auch Zeuthen in, d. 
Comptes rendus, tome 89, p. 901 durch das Prineip yon der Erhaltung der Auzahl. 

**) Diese Anzahl be.~immte Z e uthen durch dieaelbe Methode, ~vie die vor- 
hergehende in den Comptes rendus, tome 89, p. 9~7. 
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Aus (97) und (98) folgt: 
(97 a) Sind ein einstufiges Curvensystem Y.1 und ein zweistufiges 27z 

gegeben, so kommt es c~ ~ Male vor, class zwei den beiden Systcmcn ar t -  
geh6rige Curven sich in denselben drei unendlich nahen Punkten drag- 
punktig beriihren. Die dadurch hervorgerufenen oO Beriihrungs2unkte 
bilden eine Curve yon der Ordnung: 

~t " ( K2 + K~'-~ 3 . M~) + t~ ( ' (K~+3"M2)  -~- k~ . M2,* ) 

und die Tangenten in de~ IJcriihrungs2unkten hiillen eine Curve e i ~  
yore Range: 

/,,-(K:'-~t- 3. M2) + g( . (K2-{ -  K2'--}- 3" 2g.~) 2 c- k,'. M 2. 

Aus (99) und (100) folgt: 
(99a) und (100a) Sind zwei zweistufige Curvensysteme X~ und ~ z  

gegeben, so kommt es or Male vor, dass zwei den beiden Systemen a r , -  
geh6roc Curven sich in denselben drei unendlich nahen ]~unkten d r e i -  
:punktig beriihren, und zwar gesehieht dies in jedem Punkte der ~Ebe~e 
so oft, wie die foIgende Anzahl  angiebt: 

. + K ,  . + 3 . . 

Ferner tritt dabei jeder Strahl der Ebene so oft als Beriihrungstangertte 
auf~ wie die folgende Zald angiebt: 

M, . K2" -~- K , ' .  M2 -~- 3 . M, . M.~. 
Endlich liefern die Formeln (1017 bis (104) die folgetMen S ~ t z e .  
(101a) und (102a). ]3ei den ~ l  drei~unktigen 13eriihrungen zwischer t  

einer Curve eines gegebenen einstufigen Curvensystems 271 und einer C u r v e  
eines gegebenen zweistufigen Curvensystems ~'2 kommt es eine end l i ehe  
Anzahl real vor, dass die drei unendlich nahen Schnittpunkte in g e r a H e r  
Linie licgen, und zwar so oft, wie die folgende Zahl  angiebt: 

k,. AS' -~- k,'. K 2 -~- 3 te,'. K 2' -~- 3 .  k,' . M 2. 

Es  kommt ferner aueh eine endliche AnzahZ real vor, dass die drei a n  
einer Beriihrungsstelle unendlieh nahen gemeinsamen Tangenten sich i n  
demselben _Punkte schneiden, und zwar so oft~ wie die folgende Z a h l  
angiebt : 

+ + + 

(103~) u. (104a). Bei den ~ dreipunktigen Beriihrungen z w i s c h e n  
zwei Cum, en zweier zweistufiger Curvensysteme 2~ I und 2~ kommt es  
oo ~ real vor , dass die drei unendlieh nahen Schnittpunkte in einer g e r a d e n  
Linie liegen. 1)ie so erzeugten oO geraden Linien hiillen eine C u r v e  
ein yore Range: 

*) Diese Anz~hl, sowie allc folgenden At~zahlen dieses Par~gr~phen dfirf ten 
neu sein. Die Formeln (97a) und (99a) theilt~ ich Herrn Zeu~hen brieflieh ~air 
er fired dieselben da~a ~uch dutch seine Methode. 
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z:,'. -4- + + + 
.Es kommt ferner auch ~-.c ~ real vor, dass die drei an einer J3eriihrungs- 
stelle unendlich nahen gemeinsamen Ta~gcnten s~d~ in demselben .Pu~akle 
schneiden. Die so erzc.~gten (x~ ~ Punkte bddc~, cinc Curve yon de~" 
Ordnung 

K , .  ]_(z -~ K,'.  K.~ ~- K,  . K.~' Jr- 3 .  M,  . t~ 5 zr- 3. K, ._M,. 

Aus den Formeln des w 7. res~ltiren unmittelbar aueh alle die- 
jenigen Zahlen, welche sich auf die gemeinsamelJ unendlieh kleinen 
Dreiecke yon mehr aZs zwei Systemen beziehen. Der Kiirze wegen 
haben wit diese Zahlen selbst nicht anget]ihrt. Start dessen wollen 
wit abet hier diejenigen Z~thlen schreibcn, welehe sich ~ms iimen l'tir 
die dreipunkgige Beriihrung zwischen Ourven ergeben. Weml zun[ichst 
ein einstufiges Curvensystem 2-: I u n d  zwei zweistufige Curvensysteme 
~2 und Za als gegeben vorliegen, so kam~ man dutch Forme] (94) die 
Zahl aller uaendlich kteine~ Dreiecke finden, die sowohl ia dem durch 
27~ erzeugtea zweistufigen Systeme, wie auch in demjenigen zweistufigen 
Systeme liegen, welches den dutch L~ und L:~ erzeugten Systemen ge- 
meinsam ist. Man hat also in Formel (94) statr der gestrichelten 
Symbole d ~, g"~, ~'s', ~'g" die Zahlen /~1, gl', kl, kl' einzusetzel~, und 
die Werthe der nieht-gestriehelten Symbole aus (99 a) ~ (l(X~t~), (103 a), 
(104a) zu entnehmen. So gelangt man zu iblgendem Satze: 

(105) Sind ein einstufiges Curvensystem Z't ~tntl zwci zweistufigc 
Curvensysteme 2~ 2 und 2~ gcgebe~, so kommt ~ einc endlichc Anzahl 
mal vor, dass sich drei den drci Systcmen angch6rlgc C~trven in dcn- 
selben drei unendlich nahen :Punkten beriihren, und zwar ist diese 
hnzahl gleich: 

tL, . ( K2 K3'-~ K~" K3 -k- IC.,' K j'-k- 3 M.~ K., -[- 3 J]I~ K:(-+- 3 K2 M.a 
@ 3 K.,_" M:, -4-- 9 M~ M.~) 

+ th" ( Is  Kj+Y( .2K:, -~ 3M~l(.j'-{-33I.~K~+3K.~'~Iz 

+ 
+ k,'. (M~K~+K~M. . ,+3M,  M:,). 

Zu ganz demselbe~ Ausdrucke gelangt man aueh, wenn man die 
Curvensysteme Z'~ und 2.7. z zusammcnfi~sst, trod dann mlt 2.'~ dutch die 
Formel (93) verbindet. 

Sind drei zweistufige Curveusysteme St ,  L'.~, X~ gegeben, so be- 
nutzt man zuniichst (99a), (l~X)a), (103a), (104a), uad darauf (97), 
(98)~ (101), (102). Dadureh kommt man zu folgendem Satze: 

(106) .Bei drei gegebenen zweist~fi.qcn Systemcn S~, Z:~, .L'~ kommt 
es c~ ~ real vor, d~ss sick &'ci &n drei Syslemen angch6rige Curvcu in 
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denselben drei unendlich nahen -Punkten dreipunktig beriihren. Die oct 
Berghrungs2unkte bilden eine Curve yon tier Ordnung: 

. (K K3 + + K3) + . + K K/ + K,) 

-~ $13. ( K~K2--~ K,  K2'-{--K~'_K~) -[-3 2~.~ M 3 �9 ( 2 K,-{-K,') 

--~- 3 M:~M, (2 K2--~ K~') 
+ 

Die c~ ~ Beriihrungstangenten hiillen eine Curve ein, deren Rang sich 
ergiebt, wenn man in diesem -Ausdruck immcr K mit K '  vertauscht. 

Ferner Icommt es bei den <x~ ~ .Beriihrungen eine endliche Anzahl 
real vor, dass die drei unendlich nahen  Schnittpunkte in gerader Linic liegen, 
und zwar ist diese Anzahl g~eich 

_K,' K 2 K3-~ K t K~' K3--~ K , K :  K3'--[--K , K 2' K 3' + K~'K 2 Ka' --[- K,'K~'Ka 

�9 + + +3M . 

+ 3 M.~ (g, K.~'-~K~'K~+K~'K2" ) Jr- 9M2M 3 K(+gM~M~K2'~-9M~M2K~'. 

I~benso kommt es eine endliche A n z a h l  real vor, class die drei an einer 
Berghrungsstelle unendlich nahen Tangenten sich in demselben Punkte 
schneiden, und zwar crhiilt man  diesc Anzahl, wenn man in dem vor- 
stehendcn Ausdruc~ immer K mi t  K" vertauscht. 

(107) Sind endlich vicr zweistufigc Curvensysteme 2;~, 2:~, 2,~, X, 
gegeben, so gelangt man auf mehrcren ~Vegen zu dem /blgenden Aus- 
druck [~r die Zahl, welche angiebt,  wie oft sich vier den vier 5'ystemen 
angehgrige Curven in denselben drei unendlich nahen Punkten dreipunlctig 
beriihren : 

+ ~ .( . . . . . .  ) +  M..~. ( . . . . . .  ) +  ~ . (  . . . . . .  ) 

+ 3 M, M~ . ( K.~_K4 +.Ka' K (  ~- 2 K a K,'-~- 2 Ka" K ~) --~ 3 M, M~ . ( . . . )  

-]-3 M, M 4 .(. �9 . ) +  3M~2/~ . ( . .  - ) - { - 3 M : M 4 - ( . . . ) +  3M~M4.(. �9 .) 
+ 18M~MaM4.(K , + K , ' ) +  1 8 - ~  r, ~]/a M4"(K=-~K=') 
+ 18 M, M~ M~. (K~+K,') -{- 18 Jl/, M~ ~/~. (K4+K4')+54 M, M~ M.~ M,, 

wo, der Kfirze wegen, einige Ma le  Punkte ftir Ausdrlicke gesetzt sind, 
welche sich dutch Analogie l e i ch t  bilden lassen. Der Umstand, dass 
die Ausdriizke in (106) und (107) dutch Vertauschung der Indices in 
sich selbs~ iibergehen, liefert~ e ine  Contr.ole der Berechnung. 

w  

Vermuthete Formeln fiir d i e  zweimalzweipunktige Beriihrung. 

Nach Ablei~ung der Anzah len  ftir die dreipunktige Bertihrung aus 
den Formeln des w 7. liegt es n a h e ,  daran zu denken~ ob man nicht 
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auch zu den Anzahlen fiir die zweimalzweipunktige Bertihrung auf 
folgendem Wege gelangen kann. Man fasst  auf einer Plancurve je 
2 Punkte b u n d c  und den Schnittpunkt a ihrer beiden Tangenten 
und y zu einem Dreieck zusamme~. D a d u r c h  ordnet man jeder Plan- 
curve ein zweistufiges Dreieckssys~em, j edem i-stufigen Curvensystem 
ein (2 + i)-stufiges Dreieckssystem zu ,  und  nlan erkennt, dass, wenn 
zwei Curven sich zweimalzweilJuaktig bertihren, ihre so erzeugten 
Dreieckssysteme ein gemeinsames Dreieck besitzen, dessen Ecken b und 
c die Ber~ihrungspunkte, und dessen Se i t en  7 und fl die Bertihrungs- 
tangenten sind. Gegen die Anwendbarkei$ der Formeln der w167 4., 5., 6. 
auf solehe Dreieckssysteme spricht a b e r  tier Umstand, dass wit bei 
der Ablei~ung jencr Formeln den S y s t c m e n  die am Sehluss yon w 1. 
besprochene Besehrlhlkung auferlegt h a b e n ,  gew6hntiche Systeme zu 
sein, und dass das dutch eine Curve in .angegebener Weise erzeugte 
zweistufige Dreieckssystem kein gewShnliches is~, weil es nieht eine 
endliche Anzahl, sondern oo' Dreiecke enth:~ilt, welche die in w 1. far 
~p, eel, eo~ ausgesprochenen Definitionen erftillen. Ein Dreieek yon der 
Definition ~ wird n~imlich durch je zwei unendlieh nahe t~unkte e r -  

zeugt, ferner ein Dreieck co,, auf j e d e r  Wendetangente dutch die 
beiden unendlich nahe,t Ber~ihrungspunkte b und c und jeden be- 
liebigen Punkt a auf der Wendetangente ,  endlich ein Dreieck eo~ ia 
jedem Riickkehrpunkte durch die beiden unendlich nahen Tangenten 
fl und y und jeden beliebigen Strahl r der  durch den Ir 
geht. Wenn pun aber auch die Formeln  der w167 2. bis 6. auf solehe 
Systeme yon uns nieht angewendet w a r d e n  d~irfen, so kann man doch 
speciell fiir solche Systeme alle die Betraelltungen anstellen, welche 
den in w 6. angestellten analog sind. Analog den Formeln zweiier 
Dimension des w 2. eri~:,ilt man dann mi t  vielen Best~itigungen die 
P l i ieker ' schen  Formeh, for eine feste Curve ,  und man erkennt, dass 
die Anwendung der Formeln des w 2. a u f  die Dreieckssysteme, welche 
in der angegebenen Weise durch je 2 Tangenten  einer Plancurve her- 
vorgerufen werden, richtige Resultate l i e fe r t ,  sobald man die Formeln, 
welche zweistufige Ausartungssymbole entha l ten ,  ausschliess~, und bei 
der Deutung der einstufigen Ausartungssymbole die folgenden, ein- 
leuchtenden Annahmen maeht: 

1) Die Ausartangsbedingnng ~6 o d e r  ~ wird durch jedes aus drei 
consecutiven Punkten dor Curve bestehende Dreieck erfl111t, und ausser- 
dem durch jedes Dreieck, welches aus  e iner  Tangente und elner yon 
ihrem Berilhrungspunkte ausgehenden, anderswo beriihrenden Tangente 
besteht, wobei der Berlihrungspunkt z u m  Punkfe s, die zweitgenannte 
Tangente zum Strahle g, ihr Ber~ihrungspunk~ zum Punkte b resp. c, 
und tlie erstgenannte Tangente zum S t r a h l e  ~ resp. 7 wird. 

2) Die Ausartungsbedingung ~ wi rd  in drei Fiillen erffill~ erstens 



durch jedes aus drei consecutiven Punkten bestehende Gebilde, zwei~ens 
durch jedes Dreieck, bei we]chem a ein beliebiger Punkt einer Wende-  
tangente isi und b und c auf ihr im Beriihrungspuukte unendlich n a h e  
liegen, drittens durch jedes Dreieck, bei welchem a ein beliebiger 
Strahl dureh einen Riickkehrpunk~ is~, fl und 7 in der zugehSrigen 
Rtiekkehr~angenie unendlich nahe ]iegen. 

3) Die Ausartungsbedingung ~ wird zweimal durch jedes Dreieck 
erfiill~, bei welchem a ein beliebiger Punkt einer Doppeltangente ode r  
einer Wendetangente ist, b undc  die zugehSrigen, getrennten resp .  
unendlich nahen Beriihrungspunkte sind. 

4) Die Ausar~ungsbedingung r wird zweimal durch jedes Dre ieek  
erfiillt, bei welchem a ein beliebiger Strahl durch einen Doppelpunkt; 
oder einen Rtickkehrpunkt ist, fl und 7 die zugehSrigen, ge t rennten  
resp. unendlich nahen Tangenten sind. 

Hiernach erhiilt man ftir die in w 2. auf~retenden, zweifachen 
Symbole die folgenden Werthe, wenn n die Ordnuug der vorI(egenden 
Curve bedeutet, n' ihren Rang, • die Zahl ihrer Doppelpunkte, ~ d i e  
Zahl ihrex Spitzen, ~' die Zahl ihrer Doppeltangen~en, z' die Z a h l  
ihrer Wendetangenten. 

a ~ - - ~ n ' ( n ' -  1), b 2 ~ c  ~ 0 ,  a ~ - - ~ n ( n -  1), / 3 : ~ 7  ~ 0 ,  
bt~ = c T - - ~ n n ' ,  a b ~ a c ~ n ( ~ { - - 1 ) ,  b c - ~ n  2, 

a ~ 3 = o :  r = n ' ( n - 1 ) ,  flT-~-n'~, e g ~ 0 ,  e b ~ e c ~ 0 ,  v s ~  O, 

aher 

ferner 
O~s = n ,  ~ g  = n', 

~'bs ~ ~?r ---- n -~- n(n '  ~ 2),  ~bg ~ #cg ~ n' -{- n ' ( n  - -  2) ,  

a b b ~ a ~ c = n - } - n ( n  - -2) ,  # ~ f l - - ~ a b r = n ' + n ' ( n ' - - 2 ) .  

Durch Einsetzung dieser Werthe in die Formeln zweiter D i m e n -  
sion des w 2. erh~il~ mau entweder Identitiiten oder P l t i c k e r ' s c l a e  
Formeln, und ausserdem das gesultat: 

(108) a a  -~- 2 n n '  - -  ( 3 n ~ - x ' ) =  2nrt' ~ (3n'-+-x). 

Zu diesem Werthe for aa  kann man aueh direct dutch das Cor respon-  
denzprineip auf folgendem Wege gelangeh. Man nehme eine f e s t e  
Gerade und einen festen Punkt P ,  ziehe dann yon irgend e i n e m  
Punkt A der festen Geraden die n" Tangen~en, verbinde jeden i la rer  
n" Beriihrungspunkte mit .P, beslimme auf jeder Verbindungsgeraden 
die n -  1 sonstigen Sehnittl0uukte , ziehe in jedem Schnittpunkte d i e  
Tangente, uud bestimme den Sehnittpunkt B der festen Geraden I n i t  
jeder der so entstandenen n ' ( n ~ l )  Tangenten. Dann erhiilt~ ~aan ,  
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(lass dem Punkte A n ' (n--  l) Punkte B entsprechen. Ebenso erh~ilt man 
umgekehrt, dass dem Punkte B n" (n - -  1) Punkte A eatsprechem Zu einer 
Coineidenz yon A und B geben Veranlassung erstens die ~t' yon P 
ausgehenden Tangenten, zweitens die ~ l~(ickkehrtangenten der Curve, 
drittens jedes Dreieek, welches dem oben betrachteten, zweistufigen 
tysteme angehbrt, dabei seine Ecke a auf der festen Geradea hat, 
und seine Seite a durch den Punkt /~ schickt. Also is~: 

2 n ' ( n - -  1) = n' q- :~ -~ a~,  
oder 

aa = 2nn '  - -  (3n'-]-~). 

Will man auf die Unterscheidung der Ecken b und c, sowie der Seiten 
/~ und 7 keine Riicksich~ nehmen, so hat man das Resultat dutch 2 
zu dividiren. Man kann also den Satz aussprechen: 

Wenn ~nan aus einem t)unkte P in der ~Ebene einer Curve n ter 
Ordnung, n'ten _Ranges mit x Spitzen einen Strahl zieht, in den n 
Sehni#punkten dieses Stralds ~ i t  der Curve Tangenten zieht, und die 

1 n ( n ~ l )  Schn#tl~unkte solcher l'angenten bestimmt, so besehreiben 
2 

1 
diese Sehnittpunkte eine Curve yon der Ordnung nn'  ~ ~ (3n -b x), 

wiihrend jener Strahl sich um _P dreht. 
Uebertr~igt man die oben erwghnten 4 Annahmeu fiber die Deutung 

der Symbole ~, v, ~?~, ~b~ #~ auf ein einstufiges Curvensystem, so 
komm~ man zu folgenden Werthen ffir die in w 2. auftreienden drei- 
fachen Symbole. Es bezeiehne n die Ordnung jeder Curve des Systems, 
n' ihren Rang, [L die Zahl der dutch einen gegebenen Punkt gehenden 
Curven des Systems, 9" die Zahl der eine gegebene Gerade berfihrenden 
Curven, d die 0rdnung der yon den Doppelpunkten gebildeten Curve, 
k die Ordnung der yon den Spitzen gebildeten Curve, d' und k" die 
dual entsprechenden Zahlen. Dann ist: 

a~l~ = a'Z7 = Ix'(n'--l),  b27 ~ c~fl --~-0, b~a ~-- c~a = IX - ( n ~  1), 

# , s  ~ = IX, ~ s 2 = # o s  ~ i x . ( n - - l ) ,  ~ ' 
e a 2 ~  2d'-~-2k',  eb~-=ec'Z-~-0, v a 2 ~ 2 d - [  -2k ,  v~2-~-v7 ~ = 0 ,  

eg z = O, v s z ~ O ,  a b c ~ g . ( 2 n - -  1 ) - { -2 .g ' . n ,  a ~ 7 = i x ' . ( 2 n ' - -  l )  

--k 2 g . n ' ;  
ferner erwiihnen wir noch: 

b~c ~ bc: = lx . n,  #~7 = fl7 ~ -= Ix'' n', 
und 

#,a" ---- ~t" -4- k + X,  
wo X die Zahl aller derjenigen hinliinglich oft gereehneten ausge- 
arteten Curven des Systems bedeutet, welche einen vielfachen Curven- 
zweig besiizen. Durch Einsetzung dieser Werthe in die Formeln des 
w 2. erh~lt man iheils Identit~ten, theils aber auch Formeln, welche, 
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den Pli ieker 'sehen analog, sich auf einstufige Systeme beziehen, aber 
dann immer Ausari~ungszahlea mit enfltalten*). 

Bet zweistufigen Curvensystemen erhi~lt man, gemi~ss den obigen 
4 Annahmen~ die folgenden Werthe ftir die vierfachen Symbole des 
w 2., wenn n die Ordnung jeder Curve des Systems bezeichnet, te 2 die 
Zahl der durch zwei gegebene Ptmkie gehenden Curven, tr die Zahl 
der einen gegebenen Punkt ~reffenden und eine gegebene Gerade be- 
riihrenden Curven, M die Zahl der eine gegebene Gerade in einem ge- 
gebenen Punkte bertihrenden Curven, D die Zahl derjenigen Curven, 
welche einen gegebenen Punkt als Doppelpunkt haben, K die Zahl 
derjenigen, welche einen gegebenen Pnnkt a]s Spitze haben: 

5"tc 2 -= ix 2, a~b ~ --~ a~c ~ ~ M .  ( n ' - - l ) ,  

~,.72 = ~, 2, ~ 2 ~  = cd72  = M .  (~ - 1) ,  

~as~g = M ,  ~bs~g ~ #~s~g = t~#' - -  M~ 

eg~a = 2D" --~ 2 K ' ,  eg2b ~ eg'~c ~ O, 

.vs'~u = 2 D  -~ 2 K ,  v.s:~fl = vs27 = O, 

Os ~ und r sind Symbo]e, welche wir ausschliessen mfissen, start 
ihrer wiihlen wir a:bc  und a2flT,  fiir welche sich leicht direct ergiebt: 

a~bc = Ix e -1- 2tLtx' ~ t~ "2 ~ M ,  a~fl7 = Ix ~ + 2txl~ ' + I~ '2 - -  M .  

husserdem erw~hnen wir b~fl z ~ e2yZ=/x/x', wodurch die der Formel 
(42) analoge Formel verificirt wird. 

Obwohl in den Entwiekelungen der w167 3. bis 6. die Anwendbar- 
keit der dort aufgestellten Productenformeln auf solche Systeme, wie 
sie eben besprochen sind, nicht bewiesen ist, so wollen wit dennoch 
die eben aufgestellten Werthe der zweifaehen~ dreifachen und vier- 
fachen Symbole in die Formel (67) des w 5. und in die Formel (74) 
des w 6. einsetzen, und die erhaltenen Resultate prfifen. Dabei be- 
zeichnen wir wieder die gegebene Curve oder die gegebenen Curven- 
systeme durch 221 und 2:~, ferner die auf solche Systeme beziiglichen 
Anzahlen durch die oben eingeffihrten~ aber mit dem Index 1 resp. 2 
versehenen Buehstaben. Man erhiilt so bet einer gegebenen festen 
Curve 27 a und einem gegebenen, zweistufigen Curvensys~eme Z 2 fiir die 
Anzahl der ihnen gemeinsamen~ aus je zwei Tangenten mit Beriihrungs- 
punkten gebildeten Dreiecke, naeh einiger Umformung: 

[n(  (nl"--  l).t%2.-~ 2n~ n~'. (,a~')~-~ nt ( n ~  l)  .9~'~-[- 2n~ . D~' @ 2 n~'. D~ ' 

- -  3 " (3n,  -]- s , ' ) .  M.e] -+- ~2. (3n~ @ ~,') . M.~-ff- 2 n~ . K:" @ 2 n~'. K~]. 

Die zwei~e eekige Klammer enthiilt nun abet das Doppelte der in 
Forme| (93a) bereehneten Anzahl derjenigen Curven yon 2~, welche 

*) Solche Formeln gub Zeuthen in den Almind. Egensk. veal Systemer af 
plane Kurver (Kopenh. Acad. 1873). 
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die feste Curve 2:1 dreipunktig beriihren. Dagegen enth~lt die erste 
eckige Klammer das Doppelte tier yon Z e u th  e n in den Comptes rendus, 
tome 89, p. 900 bewiesenen Anzahl fiir diejenigcn Curvcn in Z~, wdchc 
die feste Curve Xl zwcbnal zweilmnktig bcriihren. Der Coefficient 2 bei 
tier letztgenannten Anzahl rechtfertigt sieh d~durch, (lass bei einer 
Doppelberfihrung zwischen 2 Curven jeder der beiden Berfihrungspunkte 
als Punkt b resp. c eines gemeinsamen Dreiecks aufzufassen ist. Dass 
tier obige Ausdruek auch die auf (lie dreipunktige Berfihrung bezfig- 
liche Anzahl enthSlt, erkF,~rt sich dadurch, dass ~umh zwei sich drei- 
~ntnktig beriihrende Curven ein aus zwei Punkten und dem ~chnittpunkt 

T cr ' ihrer an~,en~en bestehendes Dreieck gemeinsam haben. Wit kSm~en 
daher das folgende Ergebniss constatiren: 

Wenn man die obcn besTrochencn Werthe /'iir dic zwei/hchcn ~end 
vierfachen Bedingungssymbole in die ~brmcl (67) des w 5. substihdrt, 
und yon dem erhaltenen Ausdr~ck das Do2pcltc dcr aW' die d~'ei2unktigc 
Beriihrung beziiglichen Anzahl subtrahirt (93a), so erhiilt man das 
I)o~v2elte der Z eu t h e n ' schen Anxahl dc~jc~nigen C~t~wen tines zweistufigcn 
Systems, welche eine feste Curve zwehnal zwcipunktig beriihren. 

1Nach diesem Ergebniss darf man ~ermuthen, dass man in ihhn- 
lieher Weise dutch Einsetzung der Werthe der dreifachen Symbole in 
die Formel (74) des w 6. zu der Zahl getangt, welehe angiebt, wie 
oft~ es vorkommt, dass zwei Curvets, die zwei gegebenen einstufigen 
Systemen 2; 1 und 2z~ angeh6ren, sich zweimul zweiTunktig bcriihren. 
Man erh.~It aus Formel (74) nach einiger Umibrmung: 

[2. (n,' n~' - 4 )  ~ , . .~  + 2. (n~ - l) ( ~ / -  a ) ~,.  m ' + 2 .  ( ~ , ' -  1 ) ( n ~ -  1) ~,'. ~,~ 

+ [2ttt .k~'+2t~'. k.~+2k t �9 t~'~-2k~'tt~ + 6 th" t~.2 + 6 ~ ' .  t%']. 

Subtrahirt m~n dann alas Doppelte der in Formel (94a) berechneten, 
auf die dreipunktige Berfihrung beziiglichen Anzahl, und dividirt dutch 
2, so erh~il~ man in der That die yon Zeut~hen in den Comptes rendus, 
tome 89, p. 947 berechnete Anzahl. 

Diese Uebereinstimmung legt den Gedanken nuhe, in ~hnlicher 
Weise zu den Anzahlen zu gelangen, welche sieh auf die oo ~ doppelten 
Berfihrungen zwisehen den Curven eines gegebenen einstufigen und 
eines gegebenen zweistufigen Systems beziehen, l[ierzu brauchen wir 
aber die Formeln fiir die Anzahlen, welche sieh auf die oe ~ gemein- 
samen Dreieeke eines dreistufigen und eines vierstufigen Dreieckssystems 
beziehen. Diese erhalten wit, wenn wit entweder Formel (67) mit 
a', b', c', a', /Y, ~" oder Formel (74) mit a~ b, c, a, fl, 7 multipliciren. 
Der Analogie und des Dualismus wegen brauehen wir nur m i t a '  resp. 
m i t a  zu multipliciren. Auf beiden Wegen erh~ilt man nach gesehiekter 
Benu~zung der Formeln des w 2: 
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(109) xa-~-b'2~'~.e~a2-t-c'2fl" a~b2-Jr a '~f l"a~2 ~-a '27" a ~  ~ 

~ a e + # b g  .l~r'~+e;g'2.fl~r 2 _{_#;s, .a~b:_t_~,j2.  ~ ~ , '2 

-t-a'27 ' .#ts2 g-j-a''- fl ' .e~g" g - t - r  s ' '  .e~ a2 + v's ' 2  . a'~ b ~ 

__~ v,a,2, f12723c_g g' 2. t~,.7.znt.a'b'e'. ~g~.a_~a'213' .vs2a.~_a ' ~s vs2a 

_.}_v's' ~. @~sZ g %. e'a" 2.g~s~-g-Jr-#'bs " 2 .@~s~ g-~-@'~s ''z .@~s~ g 

+a;s' 2 .#~s2g+#;s "'. e~s~g-t-~'~.'~, e~s~g+v'r'~, eos~g 
._}_#'~g" ~. ~bs~ g-.t-#'~g '~ �9 l~r g.-l-~'~g '~ �9 l~bs~ g..t-#'og"~ . l~r g 

nt-~'s'2. ~bs~ g-t - v's '2 . ~ s"  g-t- g g' 2.~bs~ g + g g, 2. ~s'~ g 

-[-#;s" ~. eg'~b -[- ~'~s "~. ~ f  e +  q~s" ~. vs~ fl + #'~s "~. vs'~7 
~" 2 2 �9 " 2  "~ ~ ' 2  "2 t ,r 2 , t 2  2 

~ g g'" .~s~a Z r- g g'~.vs~fl-l- d g'~.vs~7-t-v's ''~. e f  b+v's  '~. e f  c 

nalY~g "~. ~ f  a -- tY~g'~,ef a --  g g' ' .  eg'~ a. 

1)ieser Ausdruck giebt also in den Symbolen des w 5. tend w 6. die 
Ordnung der Curve der _Punkte a aller de~enigen ~ Dreiecke an, welehe 
einem gegebenen, dreistufigen Systeme 22" und einem gegebenen, vier- 
stufigen Systeme 21 gemeinsam sind. Wenn man dann aus diesem Aus- 
druck die nicht deutbaren Symbole ~0s e und ~pf durch die Formel (,47) 
und die ihr dual entsprechende Formel herausschafft, und darauf ftir 
die auftretenden Symbole die oben angegebenen Werthe einsetzt, so 
gelangt man zu einem Ausdruck, aus welchem man nach Abzug der 
analogen Zahl ffir dreipunktige Bertihrfing (97a) und Division durch 2 
einen Satz erh~il~, den wi t  zwar nicht als yon uns bewiesen, aber als 
sehr wahrscheinlich hinstellen k6nnen. 

(110) Wenn ein einstufiges Curvensystem 22~ und ein ~weistufiges 
Curvensystem 22.~ gegeben ist, so kommt es oO real vor, dass sich zwei 
den beiclen Systemen angeh6rige Curven zweimal ~wei!ounktig beriihren. 
Wenn man dann bei jeder solehen l)op2oelberiihrung den Schnittlounkt 

der Tangenten in den beiden Beriihrungslmnklen bestimmt, so erhiilt man 
o0 ~ soleher Tangentenschnittpunkte. 1)ieselben bilden eine Curve yon 
der Ordnung : 

l~, �9 IMp. (n t 'n ; - -n~ ' - -  n2'--2 ) --I- (g~')~ �9 (n, ' - -  1) --~ D~'. (2n t - -  1) 

-1- 2 K~'. ( n , -  1) --/s 
+ th" [M~. (n,'n~--2,, '-n~--~--~) + t,~'~. ( , , - -:)+(t t t , 'h.  (n, +n,'--~) 

+ 2D~'+ 2 K~'+.D~.(2~,'-- ~) + 2 .  K~. (n,'-- ~)] 
.-[- d, . [#~" ~ --  21) , ' - -  2 Kz "] --[- k t �9 [te~" ~ - -  2 D i - -  2 K," --  M,] 

Wenn man ferner die obigen Werthe an die Stelle der Symbole 
der Formel ffir xb setzt~ welehe aus der filr xa  entwickelten dureh 
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cyklische Vertauschung hervorgeht, und wenn man dann das Doppelte*) 
des Ausdrucks in (97a) subtrahir~ so gelangt man zu der folgenden 
Anzahl: 

(111) Wenn ein einstufiges Curveasystem X, und ein ~weistufiges 
Z 2 gegeben sind, so kommt es or t real vor~ class sich zwei (lea beiden 
Systemen angeh6rige Curven zweimal zweipunktig beriiLrea. Dabei bildea 
die J3eri~hrungspunkte eine Curve yon der Ordnung: 

t~,. It% ~ �9 (n , ' - - l )  ~- tt2 ''~- (n t - 1 )  -[- (t~ te')~. (nl-~n,") + M.,. (n, n ~ ' - - 2 , h -  7) 
+ 2.O 2 + 2 D~'j 

+ t,/" t~'~ ~" (n ( - -  1) + (t, t,')~ .n, + ~ .  (n, n~ - -  8) + 9/)~] 
+ 2 d j  .M.~. 

Um auch die entsprechen~len Zahlen fiir zwei gegeben% zweistufige 
Curvensysteme zu bestimmen, hat man aus den Formeln des w 5. und 
und w 6. die Zahlen b2~ bc u. s. w. fiir die (x~ ~ Dreiecke abzuleiten, 
welche zwei gegebenen~ vierstufigen Dreieckssystemen gemeinsam sind~ 
und darauf wieder fiir die erhaltenen, vierstufigen Symbole die oben 
besprochenen Werthe einzusetzen. Auf diesem Wege kommt man zu 
folgendem, als sehr wahrscheinlich hinzustellenden Resultate: 

(112) und (113) Wean zwei zweistufigc Curvensysleme X l u n d  2.'~ 
gegebea sind, so kommt es ~2 mal vor , (lass sich zwei (t~t bcidea Systemcn 
angeh6rige Curvea ~weimal zwei2unktig beriihren, und zwar ist jedo. 
_Punkt do" .Ebene so oft einer der beidea .Beriihrungspunkte yon zwei 
solchen Curvea~ wie die folgeade Zahl angiebt: 

M, �9 [tt2 2. ( n / - -  1) + (t~tt')2 �9 n, + 2D,]  

-+- [tt, 2. (n~'--1) -+- (ttt~'), . n  2 + 2D,]  �9 M~ 
- 8 ~ ,  .M~. 

Wenn fo.ner der eine der beiden Beriihrungslntnkte sich .uf einer 
Geraden bewegt, so beschrr do. andere eine Curve yon der Ordnung: 

#~  �9 ta22 + t~l 2 �9 th'~ -}- th '~ �9 tt~ 2 
+ 2t~.(~t~')~ + ~.(t~t,'),- m ~ + 2(t~t~'h.(~t~')~ - t~?. M, ~ M,.  t~," 
+ 2 M ,  �9 D~ + 2D t �9 M.~ -{- 2M~M~.  (n~n2--4). 

*) Dass das Doppel~e, und nich~ der in (97a) gegebene Ausdruck selb~t 
zu subtrahiren ist, ersah ich ers~ aus ehmm Briefe des ~terrn Zeuthen,  welcher, 
auf Verabredung gieichzeitig mit mir, die in (111) und (112) angegebenen beidea 
Anzahlen dutch das Princip yon der Erhaltung der Anzahl bestimmt hut. Die 
Formeln (ll0) und (113) aber sind big jetzt nut durcb die obige Methode gefundea. 
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w 10. 

Correspondenzon zwischen 3 Punkton einer Curve. 

In w 18. meines Kalkiils babe ich aus den Coincidenzformeln filr 
Punktepaare die Gay ley-Br i l l ' s che  Correspondenzformel ffir Plan- 
curven abgeleite~. Die oben entwickelten Formeln ffir Punkttripel 
ermSglichen es, auch eine Correspondenzformel ffir den Fall aufzustellen, 
wo immer zwei beliebig gewKhl~en Punkten einer Plancurve eine end- 
liche Anzahl dritter Punkte entspricht, und wo man danach fragt~ wie 
oft es auf der Plancurve vorkommt, dass drei durch die Correspondenz 
zusammengehSrige Punkte zugleich drei consecutive, unendlich nahe 
Punkte der Curve sin& Diese Frage kSnnen wir auch aussprechen, 
wie folgt: 

Gegeben ist in fester ~bene eine Pla~curve, und ausserdem ein 
f~nfstufiges Dreieckssystem. In  letzterem liegt ein dreistufiges System 22 
unendlich kleiner Dreiecke~ die _Plancurve dagegen erzeugt dutch alle 
m6glichen Yripel eonsecutiver Punkte (w 7. und w 8.) ei~ einstufiges 
System ~'  unendlich kleiner .Dreieeke. Wie ~iisst sich die Zahl der 2: 
und Z'  gemeinsamen unendlich kleinen Dreiecke als _Function yon An- 
zahlen darstellen, welche sich auf die Correspondenz beziehen~ die dutch 
das fiinfstufige Dreieckssystem auf der 1)laneurve hervorgerufen wird? 

Die auf das fiinfstufige Dreieckssystem beziiglichen Punkte, Strahlen~ 
Ausartungen und Bedingungen bezeichnen wir mit den w 1. eingefiihrten 
Symbolen. Nimmt man nun auf der festen Curve irgend zwei Punkte 
als Punkte b u n d c  an, so liegen die zugehSrigen Punk~e a auf einer 
Curve, welche naeh unserer Bezeichnung den Grad ab~c ~ hat, und 
deshalb die feste Curve in n .  (ab2c ~) Punkten schneider. Zu diesen 
Punkten gehSren erstens die 9~ _Punkte~ welche den angenommenen 
Punkten b und c avf  der Plancurve entsprechen, zweitens abet auch 
der Punkt b so oft, wie des Symbol @r 2 angiebt, und drittens der 
Punkt c ~os~-b 2 mal. Wir bezeichnen diese durch @os~e ~ und ~bs~b ~ 

.dargestellien Zahlen~ welche der yon tterrn Bri l l  ,WerthigkeiV ~ ge- 
nannten Zahl analog sind, mit w~ resp. w~. Also erhalten wit: 

n �9 (ab2c 2) ----- ~ + w~ + wo, 

n �9 (a~b c 2) ~ ixb + w ,  -[- w ~ ,  (1lea) 
n . (a :bZe)  ~ gr + w~, -{- wb. 

Hier bezeichnet w., wie oft man yon zwei auf der Plancurve be- 
liebig gewiihlten Punkten den einen als Punkt a ansehen kann~ und 
yon dem andern annehmen darf~ dass ihm die zugehSrigen Punkte b 
und e unendlich nahe liegen jedoch ohne im Allgemeinen eine Verbin- 

(114) 
und analog: 
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dungslinie zu hubert, die mi~ der Tangente fibereinstimmt. Ferner be- 
deuten ~b und t*o die ~ analogen Zahlen, wb und w,. die w~ analogen 
Werthigkeitszah]en. 

Zu den eingeflihrten 6 Zahlen: 

miissen wir noch eine siebente hinzuftigen, um die gesuchte Zahl der 
Coincidenzen ausdriicken zu kSnnen, well die Producfenformel zwischvn 
einem einstufigen und einem fiinfstufigen Dreieckssysteme 7 Bedingungen 
aus jedem Systeme enth~lt. Wit w'~hlen die Zahl w ,  welche alJgeben 
soll, wie oft es in einem beliebigen Punkte der Plancurve vorkommt, 
class drei dutch die Correspondenz zusammengehSrige Punkte jenem 
Curvenpunkt.e derartig unendlich nahe liegen, dass eine betlebige dureh 
die 3 Correspondenzpunkte gelegte Curve die feste Curve in jenem 
Curvenpunkte zweipunktig berfihrL Nur in einer endlichen Anzahl 
yon Curvenpunk~en wird es im Allgemeinen vorkommen kSnnen, dass 
die eben erMihnte Beriihrung eine dreil)u~zktige wird, und die Anzahl 
x solcher Curvenpunkte wollen wir gerade bestimmen. Man sieht sofort, 
dass die vierte Werthigkeitszahl w nichts anderes ist~ als der Werth 
unseres Symbols ~]Js~g. 

Um nun die gesuchte Zahl x durch #,,, ~b, ,u~, w,,, w,,, w~, w 
darzustellen, wenden wir die Formel (!)3) an. Wit erhalten 'ms der- 
selben, wenn wir die Ordnung der festen Curve mit n, ihren t~ang 
mt~ n', die Zahl ihrer Spitzen mit ~ bczeichnea: 

x = n .  '~lg: + n ' -  ~s'* + ( 3 ~ ' + x )  �9 "~.+'q. 

Nun ist aber nach unseren Formeln in w 2.: 

v g  ~ ~ eb'~d + e c : a  ~ + ~ a %  2 

--- (a b: c: - -  ~ s  ~" b ~" - -  ~ s ~ c  '~) + (a 2 b c 2 - - ~ s : c  '~ - -  Vr,,s?a "~ ) 

+ (a 2 b '~ c - -  e . s~  a 2 -- ~ s ~ b?), 

~s ~ --__ ~fl~),'~ + ~ ,2  a~ + ~ a ' ~  ~ ,%,s~-a '~ - -  Os~q + ~,~'~b~ - -  r 9 

+ ~ j " c "  - ~ s " g ,  

oder, nach Einftihrung der Zahlen /~ und w: 

n �9 ~ g~ = ~ + ~ + ~ - -  "2. ( n - -  1 ) (w,, + w,, + w,.), 

~s 2 = w~, + m + w o - -  3 �9 w .  

Folglich ergiebt sich die Correspondenzformel: 

(1~5) x = t*o + t~ + t,o + ( w ~ + w , , + w ~ )  �9 ( ~ , ' - - 2 ~ + 2 )  + ~v. ~,. 

Se~z~ man dann noeh n' - -  2 n  + 2 + x gleich dem doppelten Ge- 
schlechte 210 tier Curve, so kommt: 

(116) x = / ~  + ~ + #o + ` 2 p . ( w ~ + w ~ + w ~ )  --- n . ( w ~ + w ~ , - l - w o ~ w ) ,  

Mathemmtische Annalcn. XVIL 14 



Man bemerke, dass bei unserer Auffassung die Zahl x nur solehe 
Coincidenzen ziihlt, bei denen die durch die drei unendlich nahea 
Punkte der Correspondenz dargestellte Kriimmung mi~ der durch die 
drei unendllch nahen Punkte der Curve hervorgerufenen Kriimmung 
tibereinstimmt. Man vergleiche die Bemerkung bei der Ablei~ung der 
Brill 'schen Correspondenzformel im ,,Kalk(il" (p. 88). 

Es ]iegt~ nahe, die Formel (l l5) zur Auffindung der Zahl aller 
derjenigen Curven zu verwenden, welche, einem zweistufigen Curven- 
systeme angeh5rig, die feste Curve dreipunktig berfihren. Will maa 
jedoch diese schon in Formel (93a) allgemein berechncte Anzahl durch 
die Correspondenz zwischen je drei Sehnittpunk~en auf der festen Curve 
erzielen, so is~ man genSthig~, Anzahlen mit einzuffihren, welche sich 
auf ausgeartete Curven des Systems beziehen. Nehmen wir der Ein- 
faehheit halber das zweistufige Curvensys~em als aus laater Kegel- 
schnit~en bestehend an, so ist zu setzeu: 

~.---~,~, ~ I t c ~ t r  2 . ( 2 n - 2 ) ,  w , ~ - W b - - ~ w ~ - I ~  2, w ~  M ,  

wo t~ 2 angieb~, wieviel Kegelsehni~te durch zwei gegebene Punkte 
gehen, M angieb~, wieviel eine gegebene Gerade in einem Punkte be- 
r~ihren. Durch Einsetzung dieser Werthe ergiebt, sieh aus (116): 

x = tt2. 3n" + M .  ~:. 

Formel (93a)'aber ergiebt fiir die Zahl der die feste Curve dreipunktig 
berfihrenden Kege]schnitte : 

M. (3n' + 
also eine um 3(/~ 2 - M )  �9 n' kleinere Zahl. Dies kann sieh nut daraus 
erklSren, dass das zweistufige Kegelschnit~system tt 2 - -  M in eine 
Doppelgerade ausgeartete Kegelsehnitte besitzt, welehe diese Doppel- 
gerade durch einen gegebenen Punkt sehicken, dass also die feste 
Curve ( # 2 - - M ) - n '  Tangen~en besitzt, welche Doppelgeraden des 
Kegelschnittsystems sind, und dass jede dieser Tangenten bei der 
Zahl x dreifueh mitgerechne~ isl. 

Liegen drei yon einander unabh~ngige Tripeleorrespondenzen auf 
der Curve, d. h. sind ihr 3 zweistufige Dreieekssysteme einbeschrieben, 
so kann man naeh der Zahl y derjenigen Punkttripel fragen, welche 
gleiehzeitig den drei Corres~ondenzen angeh6ren. Um die Zahl y fiir 
den Fall zu finden, dass die Curve keine DoppeI- und t~iickkehrpunkte 
habe, miissen wit den Zahlenwerth der sechsfachen Bedingung 

z, 
bereehnen, wo D die dreifaehe Bedingung bedeu~et, class ein Dreieck 
einer Curve n ter Ordnung einbesehrieben sei, und Zt~Z2~ Z z beziehungs- 
weise die einfaehen 13edingungen bezeiehnen, dass das Dreieek einem 
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tier drei fiinfstu~igen Systeme angehbre, durch welche die 3 Correspon- 
denzen auf der Curve hervorgerufen werden. Wir bezeichnen die auf 
jede der 3 Correspondenzen bez(iglichen 7 Zahlen~ wie oben, durch 

~a~ ~tb~ td, c~ Wa~ Wb, 'tVc~ W 

und unterscheiden dieselben durch die Indices 1, 2, 3. Ausserdem 
setzen wir,  der K~irze wegen: 

Z ,  a b 2 e  2 - ~ - x , . ,  Z ~ a 2 b c  ' ~ =  x,: , ,  Z ~ c t ? b ~ c = = x , c .  

Die Bedingung D ist schon durch Formel (77) ausgedrfickt, und zwar 
in tier Form:  

D = n �9 (n - 1) �9 ( a a ~ + b f i ' - ' + e T ' - ' + r s  "2) 

+ n ( n - -  l) ( n - -2 )  �9 a b e  + n .  ~g2. 

Um auf y zu kommen, haben wir also zuniiehst (lie Zahlen 

a a ' ~ Z I Z ~ Z 3 ,  bf l  Z I Z ~ Z , ,  eT '2Z iZ .~Z~ ,  T s ' : Z I Z . , Z ~ ,  a b e Z I Z ? Z ~ ,  
2 f l  r l  f l  

(J / q  ZJ. 2 ~,~ 

zu berechnen. Um jede der 3 Bedingungen Z auszudriieken, entnehn;ten 
wir der Formel (61) (lie ffir unser Ziel bequemere Formel: 

Z ~ a �9 x~ + b �9 x~, + c �9 x~ - w ~ .  ( b + c - - , )  - -  , : , , .  ( r ' + a - - ~ )  

- - w o . ( a + b - - ~ ) +  ~ -  w .  
�9 Hiemach ist: 

2 r �9 2 ~ r r a a  Z ~ Z e Z  a = v s  a Z I Z ,  ~ . ~v:j + a " a ~ Z j Z 2  �9 Xa,~ "[- a b " a Z I Z . ,  . .r.lb 

(a  c ~ . - , ~  if") Z~ Z~ ~v~,, ~ (a b: ~ - ,~: 7'-) Z~ Z ,  �9 ~',~ 

- -  ( a ~ - a b ' + a ~ a c " ) Z ,  �9 ws,~] 

- -  (ab'~c "" ~ b ' % ~ f l )  �9 w.z~] 

- -  ( a b l e  ' ~ -  b2c~7) " W~cj  

- -  2 �9 t t  b ? c '~ Z~ �9 w~, ,  

- -  ( a b Z c : ~ b 2 c ~ )  Z~ . w,,,, - (ab'~e " - -  b ~ c 2 7 ) Z t  �9 w,z,,] 

- -  w ~  a. [ ( a  b '~ c ~ - b  e c '~ f l )  Z ~ .  x,~ :, - -  ( a  b ~ c ? -  b '~ c ~ fl)  Z ~ .  w ,  ,,--~ a "~ c '~ a Z~ .w,, / ,  

~,~ . ~ -  , s~  , /~  Z ,  .w~] 

2 9 �9 
- -  ws  ~. [a b ~ : - - b  ~ c ~7) Z ~ . x ~  - ( a b  ~ c~--b  ~ c ~7) Z t "  w 2 . +  a b - .  Z , .  w.~ 

- - w  I . w.~ b - - V S  ~ a T Z I  �9 W2J 
14 �9 
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= . ' ~ .  iu' , .  . , ~  ( u ' . . , . -  % )  + V c , , , - ~ c ,  ( w ~ - - w > ) ]  
+ .,- , -., '~,.-, z , . - -  w,  .'~ + . , ' ~ .  ( x , , . - -  w,  ,,) - ?v~<, (x~ ~, + a'~. - - 2  - w , , ) ]  

+ :,'~ >. x ,  <,. (.,'~ . - -  w~ ,,) ,'7- a ' ,  - ,', , , -  ,,:.>,,. a:~ ,, -- w~ ,,. u ' l  , ]  

-7- .r:~. , . . , , . ( . r , , - -wl~l+.r . , , .x~,~ w,<,.x,<<--w.2~'wt,.] 

- - -  ~C-) J, �9 " /01  b ~ ? b ' 2  c "~t21 c [ 

- -  U' ,  ,~. 3"~, . ~Cl , - - < .  ,," 1(', , , +  ~< ,," (.,',,. - -  U', ,D - -~c .>  c .  % - -  w 2 . 0 V ,  c --Wl)]  
w:; , . .x~ . , ,  w,  , ' ~ , .  w , , . +  wa, .  (.,', . - -~e ,  , ) - - w . ,  b . % - - w . , ( w ,  t , - -%)] .  

Einen analogen Ausdru(k (,rgel)o)~ di(, Bedingungen b [ J z Z j  Z, 2 );~ un(! 
~.~,~ Z l Z ,  Z , .  Ebenso ergiebt sich: 

, , b , ' Z 1 / : , Z  , ~-~ .c~., . x~,t. . x~-Jr- x~,,,, x.,~ �9 q,, -{- x.~, �9 x~.~ �9 ~1<, 

~- x ; , .  x , : ,  �9 . r , . .  "4- ' ) :  " " ' , ,  " x l ~  + .ra~. �9 x.2:, �9 a ' la  

- -  X l<~  " ? 6 2 , ,  " t 4 ) 3 a  - -  ,)21,', " I C 2 b  " ~ 0 , ) 6  ~ X l  r ' 7 G 2 ( "  ' W 3 c  

X~r �9 W D t .  " ?C<,j~ - -  3 2 5  " W i t . ,  " " tU3b ~ 3"72c " W l  e " W 3 c  

- -  :,Fa, a " W l a  " W * 2 a  ~ X'~.b " ~ C  l b  " ~ 0 2 b  ~ X 3 r  " W l  c " W 2 r  

Die W~,rthe yon r.d~Z1Z, Z)  mid ~ y ~ Z t Z z Z  ~ finder man am 
k(irz~.sten direct dutch Correspondenzen im Strahlbiischel resp. auf 
einer Goraden, nihnlich: 

r .," & Z.., Z ,  ~ (u' ~, - -  w J .  i-(w~,, - w~) (w,,. - -  ~v,) + ( w s ~ - -  w.~) (?v~ - -  w, ) ]  

- I  t ~ ' . ~ -  w:,). l ( ,v~ - ~v.D (u,,,,--~q) + (w..,<,-- w.D (w,o-- ~o,)1 
+ ( , , ' ,  - ,~',). L(,v.~,, - ~,,,,) (,<',~ - -  ~ , )  + ( w ~ - -  u,.,) (',,,,, - t q ) ] ,  

, :f' Z ,  Z :  Z ,  =- (, ~, - -  w:,,. - w,,O " [ (.~'~,, - -  .u:.,. - -  w,~ D " (x~r - -  w ~ . - -  w~D 

+ (.,'~,, - ~ , , . ,~-  ,c:,<,). { . ( z , ~ -  w . ~ - -  w,.<,) �9 (x,o - w ~  - w~ o) 

+ ( m . - -  w.a~--w,~D (z~ o - wl~--  w~=) I 

+ (v ,~ - -  ~v~<, - w~,) �9 [ ( x . 2 , , - , v , ~ - -  w~,,) ( x , ~ - -  w , o - -  w,<D 

+ (.,.,~ - , v , o  - w ~ )  ( . , o  - - , e , ~ -  w . ) ] .  

Wir setzen nun die berechneten Ausdrtlcke an die 8telle der 
Symholc der Formal: 

D / , Z ) Z ,  =~= n(n-- !) . (aao-+bfl"-+cl, '~ + r s , )  Z~Z.~Z.a 

-g- , , ( n - - 1 ) ( n - - 2 )  �9 a b c Z l <  Z a q-  n . ~R'a Z ,  Z.2Z.,, 

umt sc|lreiben gein[iss der Formel (114): 

g~,, + w.~ + w,<. statt xi<,. 

I)adurch crhalten wir schliesslich: 
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Dieser Ausdraek f~ir die Zahl der auf einer Planeur~e liegenden 
und drei gegebenen Correspondenzen zwischen je drei Punkten gemein- 
samen Punkt~ripel, ist auf ganz andercn Wegen schon yon Br i t ] ,  
(Math. Ann. Bd. VI, p. 56) und spii, ter  yon L i n d e m a n n  (Clebseh's 
Vorles. p. 748) bereclmet. Wenn schon unsere Auffindung dieses Aus- 
drueks viel l{echnung erforderte, so war es doch auch andererseits bei 
der Aufstellung der Forniehi fiir gemcinsame 1)re}eke yon 1)rc4ed~s- 
spstemo~ geboten, den Ausdruck aucll auf dem neu erSffneten Wege 
aufzufinden. 

w  

Die Erweiterung der Formeln auf Dreiecke in nieht fester Ebene. 

Die ]?orme]n Ffir das Drcieck im ]~aume, welches die Cons~anten- 
zahl 9 hat, mtissen so beschatfen sein, dass die Forme]n der voran- 
gehenden Paragraphen arts ihnen hervorgehen, wenn man sie mit der 
dreifaehen lledingung, dass d,ts l)reieck in einer gegcbenen Ebene 
liegen sell, multiplicirt. Es tretert also zu den entwickelten Formeln 
nur noch Glieder hinzu~ welche sich auf die Lage der Ebene des 
Dreieeks beziehen. Wir bezeichnen demgemgss die Eeken, Seiten and 
Ausar~ungen ftir das Dreieck im Raume gerade so, wie fgr das Dreieck 
in fester Ebene, und fiigen nut hinzu,  daws seine Ebene ~ heissen 
sell. Die Bezeichmmg der Lagebedingungen ergieb~ sich dann sehr 
leicht aus den a]lgemeinen Bezeichnungsregeln fiir die Grundbedingungen 
des Punktes, des Strahls and der Ebene. (Math. Ann. Bd. X, p. 25 u. f., 
KatkN, w 2., w 6.) Es bezeichnet z. B. 

l) /~ die vierfache Bedingung, dass die Seib /~ gegeben sein sell, 
2) t~fl~,b ~- die f~inffache Bedingung, dass db Ebene des Dreiecks 

dutch einen gegebenen Punkt gehe, dass zugleich die Seib ~J einen 
gegebenen Punkt enthal~e und ausserdem die Eeke b auf einer ge- 
gebenen Geraden liege, 

3) vsSa die vierf'ache Bedingung, dass das Dreieck naeh der De- 
finition yon v (w 1.) ausgeartet sei, dass dabei sein Punkt s gegeben 
sei und seine Seite a eine gegebene Gerade schlleide, 
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4) r/g~ (lie sechsfaehe Bedingung, dass das Dreieck zu einer Aus- 
arLung *7 werde, und dabei seinen Strahl g in einem gegebenen Strahl- 
biisct, el besitze. 

Die dea Formeln des w 2. entsprechenden Formeln ftir das Dreieek 
im l~,aume ergeben sieh durch blosse symbo]ische Multiplication aus 
den lr welehe den mit (1)bis (6), (17) bis (20) nnd (37), (38) 
bezeichnefien analog sind. Die 6 ers~ea Formeln heissen z. B. 

fl + 7 - - a - - t * =  *+@, , ,  7 + a - - b - - v = * + ~ 9 ~ ,  

Aus ihnen ergeben sieh z. B. 

. + b + c + V + * = - + f ~ + 7 + r ,  
ac~ + a,, - -  t, 2 -- ~ .  + , g  + e~g  + #~.g, 

b~c7 - -  b:~a7 ~ zs'~7 + ~,,sUg u. s. w. 

Aneh die Aufs~ellung der Produetenformeln f~ir die Zahl der ge- 
meins~mlen l)reiecke yon Dreieekssystemen (w 4. bis w 6.) bietet keine 
sachliche Scbwierigkeit. Man erh~It diese Formeln z. B. aus folgender 
Stammformel (ef. F. 59): 

( n + t L ~ ' + / L ~ 0 ' + t ~  ~ / + / 3 / V +  J,") ( ~ + / -  ~') ( a + ~ ' - - ~ ' )  

m~l [ ( ~ + r  ~) <~'+ r ' - ' )  ( ~ + d - ~ ' )  - -  o ~ e ; ( r + / - -  ~') 
- ~ ' ( c + c ' - - ~ ' ) ] .  

Wir entnehmen dieser St,,~mmformel nur die Erkenntniss, dass die 
Productenformeln ffir das Dreieck ira [r die in den w167 4. bis 6. 
erschienenen Bedingungssymbole und ausserdem nut noch auf tt beztig- 
lichc Symbole cnthalt;en, z. B. yon einS~chen Bedingungssymbolen: 

a~ b, c, a, fl, 7, v, ~, 
yon zweifachen: 

a", b 2 , c", tee, fie, 7e, aa ,  bfl, c7, ~as, #~s, #~s, 

"~9,  #bg, O's,g, vs, ~g und ~ a ,  #b,  pc,  vz~. tip, 7~, *#, #'z. 

Die Gestalt der Productenformeln l~isst sich dann durch das yon mir 
in den Math. Ann. Bd. X, p. 355 zuerst angewandte Eliminationsver- 
fahren erkenne~t. 

Wit wollen jedoeh bier nur die auf  das unendlich kleine Dreieck 
be~iicdlichen Formeln entwiekeln, wobei wir wie in w 7. das Symbol 
immer ibrtlassen k5nnen. An die Stelle der Formeln (84) und (85) 
haben wir zu setzen: 

d = ~ + 3 . s + x . ~  
und 

d~---~ + 3 . g + y . l t  , 
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wo x und y noch unbekannte Coefficienten sind, und d jctzt die ein- 
fache Bedingung bedeutet, dass ein unendlich kleines Dreieck auf 
einem der oc '~ Kegelschnitte liegen soil, welche drei gegebene Gerade 
schneiden. Zur Bestimnmng der Coefficienten x und # kommen wir 
auf iblgendem Wege. Wit  muItipticireu die reehten und (lie tinken 
Seitea tier Gleiehungen: 

~ - t l - - 3 . ~ ' - - x . t ~  
d - - 3  . g - - y . g ~ ,  

wodurch wit erhalten: 

Diese Gleichung multipliciren wit nun so mit fiini'fachen Bediugungcn, 
dass siebenfache Bedingungen entstehen, dercn Zahlenwerthc lcieht zu 
bestimmen sind. Multipliciren wit mit Gs,  so bekommcn wit: 

2 - - 3  .0  -- y - i ~ 3 - - 3 . 0 - - x .  1. 

Ferner eignet sich die ffinffache Bediagung Gd,  dann kommt 
n:,tmlieh links Null, well ein auf ~ bez[~gliches siebe,faehes Symbol 
den Wer~h Null hat,  wcnn keiae auf den Punkt s bez~Igliche Bc- 
dingung darin steckt. Rechts bekommell wit tile ,qymbolc ~Gd:', 
~Gsd, ~G#d. Um ~Gd-' zu bestimmen, beachten wir, da~s aut dem 
dutch die Bedingung G gegebenen ~trahle ein Punkt zu besthnmen 
ist, yon welchem zwei Geradenpaare so ausgt.he~, da.~s sic mit 
dem Strahle in einer und derselben Ebene licgen, und dass j~,dc,~ 
Geradenpaar drei gegebeue Gcrade schncidet. Also i~t, nach de,l 
Incidenzformeln, gGd: = 2 �9 3= �9 3, ~ 18. Ebcnso ergiebt sich teicht 
~ G s d =  3 und gOlzd ~- 3. Folglich ist: 

0---~ 1 8 - - ; 1 . 3 ~ x . 3 .  

Endlich multipliciren wir noch mit s~/~(l. Dann kommt auf der rechten 
Seite Null, weil,keins der dort erscheinenden Symbole einc auf y bc- 
zftgliche Bedingung enthiiit. Links haben wir die Werthe you ,l~:~/~d :, 
,lgs.~l~d, r zu bestimmen. Bci r~s:~/~d ~ k~nn dcr Str~d~[ 9 vol~ ~t 
sowohl daclurch festgestellt werden, dass er ans jrdem der beidcn durch 
d ~ gegebenen Geradentripet eine Geradc sc]meidet, wie auch d,ulm'ch, 
dass er nut eine Gerade des einen Tripels schneider, wiihremt all, (lrci 
Geraden des andern Tripets zur Feststelhmg de,~ zweitcn 8trahl~ des 
in ein Strahlenpaar ausgearteten~egclschnitts verwandt wcrdeu. Also ist: 

~s'al~d ~ ~ :;~ �9 3~ -t- 2 . 3~ . ~ ~ 2l .  

Ferner ergiebt sieh: 

Demnach erhalten wit: 
2 1  . . . .  3 �9 5 - -  y �9 3 ~ 0 .  
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Die 3 Gleichungen, welche wit 
ergeben mit B e s ~ i g u n g :  

Also ist : 

(118) 

und 

(~19) 

woraus folgt: 

ftir x und y aufgestellt haben, 

y = 2 .  

d = n + 3 . s + 3  . ~  

u = d 'G's"  - -  3 . G' tds ' ,  v ~ d ' s ' 3 #  "2 - -  3 �9 (Ytds ' ,  

y ~--- d ' G ' 9 '  - -  3G' ,a 's ' ,  

woraus sich nach Anwendung der Formeln (118) und (11.9) ergiebt: 

w ~ G'~ 's ' ,  u ~-- ~l'G's', v = ~'s'31 s y .~  ~l'G'tt'. 

Hiernach kommt ffir die gesuch~e ZahI': 

(121) xt6 ~ s �9 ~'G'~'  + g  �9 ~'s'3tt '2 + ( 3 g + ~ )  �9 G ' t d s ' + #  �9 ~'G's ' .  

In ~hnlicher Weise ergieb~ sich f~ir die Zahl x._)~ derjenigen un- 
endllch kleiuen Dreiecke, welche einem gcgebenen, zweistufigen Systcme 
22 und  einem gegebenen, fi~nfstufigen Sys temc 23" gemeinsam sind~ die 
Formel : 

also: 

w ~- G' tds ,  

(1~o) ~ + 3 .  s + ~ = ~ +  3 . g .  

Die Anwendung der Formel (120) auf das dureh je 3 consecutive 
Punkte einer t~aumeurve erzeugte, einstufige System you uneudlieh 
kleinen Dreieeken ergiebt eine der bekannten Formeln zwisehen den 
Charakteren einer itaumcurge. 

Zur Ableitung der Produc~enformeln benu/zen wir das in den 
Math. Ann. Bd. X, p. 355 allgemein auseiuandergesetzte Eliminations- 
verfahren. Um z. B. die Zahl xj(, derjenigen unendlich kleinen Dreieeke 
zu bestimmen, welche einem gcgebenen einstufigen Systeme 2~ und einem 
gcgebencn, sechsstufigen Systeme _~' g e m e i n s a m  sind,  gehen wir davon 
aus, dass die gesuchte FormeI yon den auf 2~ bez(igtichen Symbolen 
ausser s~ g, ~ nar  noch g enth~lten kann.  Wi r  kSnnea also schreiben: 

x,6 ~ s �9 y + g �9 v + ( 3 g + ~ )  �9 w + ~ �9 u,  

wo y ,  v ,  w ,  u noch zu bestimmende Coefficienten sind, welche auf 
22' beztigliche, sechsfache Bedingungen darstellen. Um sie zu bestimmen, 
multiplicirea wir die Formel nach einander e~wa mit d ' G ' ~ ' ,  d ' s ' a 9  "2, 
G'tds ' ,  tFG's ' .  Dadurch kommt: 

d'G't~'  ~--- y + 3 w ,  d ' s "~ t (  ~ ~ v --~ 3 w ,  

G'tds" = w ,  d ' G ' s ' ~ - - - 3 -  w + u,  
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(,122) x.,~ ~ s='. (~'tu'3g'+ 3.#':,s '~-) -q-g,. (~ ' t t ' , ~ s ' q -3 .G '# ' )q -~ tg .a ' 3 s '~  

q-~s .G ' t~ ' -q-g~  .~'t~'s'3 q - t ~ s . ( y '  G' ~ 3 .G ' s ' )  q-~l~.G-'s '  q-tO-.~'s '3g '. 

Dri~tens erhSl~ man ftir die Zahl x34 derjenigen unendlich kleinen 
Dreiecke~ welche einem gegebenen dreist~figen Systeme ~ u n d  einem 
gegebenen,  vierstufigen Sys teme 22' geme insam sind, die Formcl: 

(123) x3, = ~s~ �9 t~'3g' +~g~.  ~'~s' + s:;~. (~'3~'+3.~'~g') 
-1- ~gp �9 tds  "~ -1- ~#s  �9 G' q-  ( # s 2 - - s  ~) �9 ~7'g; 

"q- t~gp �9 (~'s'3 q-3"s"~g ") 

q- s3.(n't~'g/+3.t~'s':~) -1- t~3.(~'s',j/+ ~'3s') + ~t~.s'3,f 
q- g, . (~'#'s"2-~'s':~ + :;. G'). 

Von den abgeleiteten ProduetentbrrnehJ e,~twickeln wir (lurch Multipli- 
c~tion der Formel ftir x3~ diejenigen, welche sich auf zwei  gegcbetw 
vierstufige Sys teme yon unendlich kleine~ ~ r e i e & e n  22 u n d  22' bezie, hen. 
Zwei solche Systeme haben ~x~' unendlich kleine Dreiecke gemeinsam. 
Die ihnen angehSrigen ~ '  I'unkte s bilden elite Curve rosa der 
Ordnuug: 

(124) s x ~  ~ ~sg~ �9 Ides" q-  t~:~s �9 ~'s'g~" q -  ~s '~ �9 tt':~g ' ~ tt~g �9 ; 's  '~ 

"t- s"~ g " ~'.~ "~ 

zr- ~t~ ~. s'~g" -{- 3 �9 s:~g �9 t~':~g ' q-  3 �9 ~:~g �9 s'~g" q -  ~g~ �9 ,a's "'~ 

+ 3 .  s'~g �9 t~'s ':~ + 3 �9 ,~s:'. s ' :~g '+  ~s :~. it 's "'~ + t~s ~. ~'s "~ 

q-- ~s:~.G' -q- (;-.~'s "~ 

+ ( ~ s ~ - -  ~ ) . ~ '  + 6~. (;',,'s'~---~'s ':~) 
+ s:~,~. (~',~'s' ~ -  ~'s'~) + (~t~s~.--~s ~) .s"~,/ 

-1- 3 �9 G �9 s'~ g ' + 3 .  s:~ g �9 G" q-  3 �9 G �9 G" + ~'% �9 t~':' s" 

- -  i t s  "~-/~'s' 3; 

die ihnen ~ngehSrigen Strahlen g bilden eine Linienfl~che vom Grade: 

(125) g x z 4  = ~ffs �9 Ix "~s' dr" t e'as" V'tI'S' 2r - G-. lx':~" --~ ,a3 ~ . G  ' + ~( t , . t t ' s  "~ 

q- t~s ~ . ,{ g: + (~ ~s '~ -~s  ~) �9 G" + G .  r ".~) 

q-  G .  ~'s '3 + ~s:~'(; ' "~- ~.t~:~'s':~g ' + ~'~g" ~'t ~'~ 

q-  3 �9 G . .s"~g ' q-  3 �9 s"~g �9 G'  

q -  4 �9 tt~g �9 s '3g ' -q- 4 .  s'~g �9 ~'~g" q -  s:~g �9 ~'tt',%" q -  ~7#g~, "s"~g; 

q-  3 .  s~g. t~'s "'~ .q- 3t~s :~ .s"~g ' 

"-t- 4 G . G ' -q- t~ : ~ g " * i s" g ,"-~ ~ s g , " t~' Z g" q-  lt 3 g " t~' : % " q'- t~ '~ s " t~' Z g ' 

q -  t~3g. ~'s "~ + ~s :~. t~'~g" + G �9 ~'~g" + t ~g  �9 G';  
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endlieh gehen wm den ihnen angehSrigcn oo' Ebenen durch einen 
gegebenen Punkt: 

(126) ,ux:~ 4 ~ ~ . / ' ~ g '  -q- t ~ g  �9 ~'s ',~ -q- qg~ . / 3 8 "  -q- ~ s  �9 ~'g~' 

q- 3 �9 t~s  �9 ~ '3s' 
q_ ~3 s . ~'#'3 q_ ~t~'~.tt':~s, ~ ~lt tg  p . t t ' s ' :~  -{- t ts '~. .(~'g~," 

q - 3 . G . ~ '  

-~- (~#S'~--~S :~) , G' -q- G .  (~ '~ '8"~- -~ ' s  '3) "~ 3 �9 p 3 y .  8'3g" 
q- 3 �9 s3 g �9 t~' '~ g'  

+ ~,~. s'"j + s',j ~'t, "3 + ~'y �9 (~'t,'s'~-~'s '~) 
q- (~#s'-'-- ~s 3) �9 ~'3g' 

Der Umstand, dass die drei abgeleiteten Formeln durch Ver- 
tauschung der gestrichelten Symbole mit den nichtgestrichelten Sym- 
bolen in sich selbst tibergehen, liefert eine Controle der Berechnung. 

Es lieg~ nahe, die Productenformeln (121) bis  (126) auf die Systeme 
anzuwenden, welche auf Fl~ehen und auf t~aumcurven durch je drei 
unendlich nahe Punkte gebildet werden. Die Deutung der Symbole 
f~ir eine Fl~iche ist sehr leicht, wenn man beachte t ,  dass jede Haup~- 
tangente durch ihren Ber[ihrungspunkt und durch  jede sic enthaltende 
Ebene ein Dreieck ~/ erzeugt, und dass jeder P u n k t  der R/ickkehrcurve 
auf jeder ihn treffcnden Ebene ein Dreieck ~ erzeugt. Das durch eine 
Raumcurve erzeugte, einstufige System kann eine endliche Anzahf yon 
Dreiecken r~ [iberhaupt nicht enthalten. Denn, wenn  die Curve station:,ire 
Erzeugende d. h. 8tellen besitzt, wo 3 consecutive Punkte in gerader 
IAnie liegen, so cnthSlt sic ein Dreieck ~1 in j eder  durch diese gerade 
Linie gelegten Ebcne, also c~ ~ Dreiecke q,  und ein solcher Fall macht  
tmsere Fragestelhmgen iiberhaupt illusorisch. Gin Dreieck ~ abet treffen 
wir auf einer Raumeurve in jedem stationliren Punkte ,  d. h. wo drei 
consecutive Tangenten sich in demselben Punk te  schneiden. Bei 
S y s t e m e n  yon F15chen oder yon Curven kSnnte die Deutung der auf  

oder r beziiglichen Symbole Ausartungsanzahlen einftihren. Ersetzt  
man jedoch dann das auf ~ resp. ~ beziigliche Symbol vermit~elst der 
Formel (120) durch ein auf ~ resp. y bez~igliches Symbol, so bekommt 
man immer eine Deutung, welche yon Ausartungsanzahlen frei ist. 
Hiernach finder man: 

1) flit eine feste Fliiche: 

t ~ s  ~-- ~ ,  t~'~g ~ a ,  ~ t t 3 - - x  ', ~ /~tg ,~x~ , l t t s 'Z  ~ 2 . n ,  ~tts~ ~ O , 

wo, nach der Bezeichnung von S a l m o n - F i e d l e r ,  n die Ordnung der 
Fl~che und a ihren gang bedeutet, wo fe rner  x" angiebt, wieviel 
ttaupttangenten in elner gegebenea Ebene l iegen,  x angiebt, wieviel 
durch einen gegebenen Punkt gehen; 
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2) ffir cia einstufiges System vo,t Fl'~chen: 

~ s  ~-- t~ ,  t L G = v ,  ~ G = 0 ,  ~t~'~s=k, ~t~g---~k', 

wo tt angiebt, wieviel Fl:,~chen durch einen gegebenen Punkt geheu, 
v, wieviel eine gegebene Gerade berfihren, uml wo k den Grad der 
"~on den o~ 1 Rfiekkehrcurven gebildeten Fl.~ehe, k' den Grad des yon 
den oo :~ Haupttangenten gebildeten Complexes bezeichnen; 

3) ftir ein zweistutJges FlSchensystem: 

~ G s  ~-- I ' ,  ~Gs  ~-  O, Vt~G ~ K ' ,  ~t~'Js '' ~- K ,  

wo T angiebt, wieviel Flgehen eine gegebene Gert~de hi einem ge- 
gebenen Punkte berfihren, K ' ,  wieviel Fl~ehen eine gegebcne (Jerade 
alp Haupttangente haben, K,  wieviel F15ehen durch einen gegebenen 
Pankt ihre l~iickkehrcurve schicken; 

4) fiir eine feste Raumeurve: 

wo, nach der Bezeichnung yon ~ a h n o n - F i e d l e r ,  m die Ordnung 
der l~aumcurve, r ihren Rang, n ihre Classe, /~ die Z;~hI ihrer st.'dionSren 
Punkte bedeutet~; 

5) far ein einstufiges System yon l~aumcurven: 
s '2=~, ,  g~-~-p, g~)-~-p', ~ ' ,  , ~ s ~ 6 ,  ~g~---O, ~ s = b ,  

wo v angiebt, wieviel Raumcurven e[ne gegebene (]erode schneiden, 
p, ~vieviel eine gegebene Ebene beriihren, O', wieviel chin Tatigeate 
dutch einen gegebenen Punkt sehicken, ~/, wieviel eine Schmiegungs- 
ebene durch eine gegebene Gerade schieken, ~/, wieviel eiae Sctmliegungs- 
ebene durch eiaen gegebenen Punkt schicken, w~ihrend ihr Ber~ihrungs- 
punkt auf ether gegebenen Ebene liegt, und wo ~s die Ordnung der 
yon den sta~ioniiren Punkten gebildeten Curve bezeichnet; 

6) ffir ein zwelstufiges System yon [~aumeurven: 

s ' ~ P ,  t~ ~-~P' ,  s g ~ t ,  ~s '~-~B, 
wo 2P angiebt~ wieviel Raumcurven dutch eiaen gegebenen Punkt 
gehen, /~', wieviel eine gegebene Schmiegungsebene haben, t ,  wieviel 
eine gegebene Ebene auf ether in ihr gegebenen Geraden ber[ihren, und 
wo B der Grad der yon den st~tion~ren Punld~en gebildeten Fl~che ist. 

Die in den 6 F~llen ~icht angeffihrten Symbole sind entweder Null, 
oder Igsseu sigh bet der Anwend ung der Formel n ( 121 ) bis (126) vermeiden. 

Wir bezeichnen nun eine gegebene l~aumeurvc oder Fl';iche oder 
ein gegebenes System solcher Gebilde immer durch S mit einem an- 
gefiigten Index, und die ~uf S, bezfiglicheal Anzahlen dutch die eben 
eingef~ihrten Buehs~aben, ~ber verseheu mit dem Index i. Dana kSnnen 
wit den aus F. (121) ib]genden Saiz ffir die dreipunktige Berfihrung 
zwischen einer R~umeurve and einer Flgche eines zweistufigen Flgchea- 
systems so aussprechen: 
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(121a) Die Zahl dc~jenigen l"liichcn eincs zwcishtfigen Fliichen. 
systems $2, welche eine gegebe~e R~wmc,rvc $1 &'ci~u~kt(q beriihren, 
betr iigt : 

Aus (122) folgt: 
(122a) [Inter den Itaumcurven eines einstufigen A~stems S 1 yon 

l~aumcurven giebt es 

v 1 �9 (k~'-{-3.#~) + Pt " ( k , + 3 " v 2 )  + b, �9 v2, 

welche eine _Fliiefte eines gegebe~e~ einst~figen ~liiehensystems S.~ drei- 
lounktig beriihren. 

Aus (123) ergiebt sich: 
(123a) Die Zahl derjenigen I~aumcurven ei~ws gegebcncn zweistufig~.n 

Systems S~, welclze eine gegebene 1;'tiiehc ~5': (b-eipunlotig beriihren, betr~igt : 

21 ' 9g2 + I)I '  " n2 + []1 ' (/'2 "~ [1 * (X2'-~-3"n.))" 
Wendet  man schlicsslich die Formeln (1'24), (125), (126) auf zwei ge- 
gebene Fliichen S t u n d  S 2 an, so werden alle Glieder der rechten 
Seiten Null mi~ Ausnahme yon 

t~3s. tt'3s' ' t ray.  tx,3s', t ~ a s . / a g , ,  t~Ss. ~/ff, a ~lt~3. t~,~s,, 
welche beziehungsweise liefern: 

Die Zahlen sx.~4 , gx.j4 , gx3t sind ~ber nlchts anderes, als Ord- 
hung, Rang und Classe tier Durchschnittscurve der belden Fliichen S~ 
und S.z, so dass unsere Anwendung zu folgendem Satze f~ihrt: 

(124a), (125a), (126a). Die Sehnittcurve zweicr l"liichen S~ und 
S.~ besitzt cx~ ~ Punkte, yon dene~ jede ~bene n~ .~  e enthiilt, ferner ~ 
Y'angenten, yon clench 

n~ - a~ - l -  a ,  . n ,  

e i n e  gegebene Gerade schneide~'~, endlieh cx) ~ Schmiegungsebenen~ yon denen 

dutch eine~ gegebenen Punlot yehen. 
Die beiden leizten Zahlen ergeben bekannte Resultate f(ir die 

speciellen F~ille, wo beide Flhchen abwickelbar sind, oder wo beide 
punktallgemein sind, also a ~ n . ( n - - 1 ) ,  u" ~-  3 . n ( n - - 2 )  i~t. (Vergl. 
S a l m o a - F i e d l e r ' s  Raumgeometrie, Art. 439 and 83.) 

H a m b u r g ,  Juni 1880. 


