Anzahlgeometrische Behandlung des Dretecks.
Yon

H. Senusnser i Hambirg,

§ L

Definition der Lagebedingungen und der invarianten Bedingungen
beim Dreieck.

Das im Folgenden behandelte Gebilde besteht aus drei in fester
Ebene befindlichen Punkten «, b, ¢ (lcken) und deren Verbindungs-
strahlen «, B, p (Seiten), so dass « und @, g und &, » und ¢ einander
gegentiberliegen. Wir nennen dieses Uebilde, dessen (onstantenzahl
G ist, karz ,, Dreieck, fassen es aber zugleich als Dreiseit auf, d. I,
wir rechnen zu seinen wesentlichen Bestandtheilen ebenso gut seine
3 Seiten, wie seine 3 Kcken, was natirlich mu dann von Bedeutung
wird, wenn zwel Ecken oder alle drei leken zusammentallen. Nach den
Bezeichnungsregeln des Bedingungskalkiils*) bedeuten die cingefithrten
Symbole @, b, ¢ resp. o, 8, ¢ zugleich die einfachen Bedingungen, dass
die Beke o oder b oder ¢ auf einer gegebenen Gernden liege, resp., dass
die Seite «, 8, y durch einen gegebenen Punkt gehe. Durch Zusam-
mensetzung dieser Bedingungen erbilt man eine grosse Menge von
Lagebedingungen hoherer Dimension. Jede solche, dem Dreieck auf-
erlegte i-fache Bedingung bedentet, gemiiss den Grundsitzen des
Kalkiils, zugleich auch die Zaki der Dreiecke, welche einem vorliegen-
den ¢-stufigen Systeme angehbrig, jene i-fache Bedingung erfitllen.

Da jede Bcke zweien Seiten ncident! ist, so gelten zuuiichst die
folgenden 6 Gleichungen, welche aus der Incidenzformel fiir Punkt
und Strahl (Kalkil, pag. 25) resultiren:

#) Man vergleiche wegen dieser Bezeichnungsregeln und wegen des Jiechnens
mit Bedingungssymbolen entweder meine Abhandlung in Bd. X der Muath. Ann.
(pag. 1 bis 116, Abschnitte I, 11, IlI) oder meinen bei Teubner 1874 erschiencnen
n»Kalkiil der abzithlenden Geometric*, ein Buch, das ich kurz ymt |, Kalkiil“
citiren werde.

Mathematische Annalen, XNVIL .
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ap=at4p,  ay=a>+7

by = b* 4 7, ba = b 4+ &%,

co = ¢ -+ o? e == -+ Bt
Hieraus erhiilt man durch Multiplication mit den Bedingungen a, 0, ¢,
«, f§, v viele andere Formeln, z. B.

a?f = ap?, cba=cbh? | ca® =bc* - ba?,
b2¢? = bea?, abic — a’ble = a*bc? — a’cle,
ab?e | D2 B 4+ ctaly = alcta -+ V2a’f -+ 2Dy,
Umformungen, welehe nur auf einer derartigen Benutzung der Incidenz-

formel fiir Punkt und Strahl beruhen, sollen im Folgenden immer ohne
besondere Begriindung angestellt werden.

Zu den eingefiihrten 6 einfachen Lagebedingungen a, b, ¢, &, 8, ¥
gesellen sich 5 einfache invariante Bedingungen, das sind Bedingungen,
welche verlangen, dass das Dreieck ausgeartet sei. Ausgeartet ist ein
Dreieck, wenn es die allgemeine Definition des Dreiecks erfiillt, aber Ecken
oder Seiten besitzt, die zu einander nicht allgemein, sondern unendlich
nahe liegen, Man gewinnt die Beschreibung der Ausartungen des Dreiecks
leicht durch homographische Abbildung aus dem allgemeinen Dreieck oder
auch durch Specialisirung der einer Curve ein- oder umbeschriebenen
Dreiecke. Betrachtet man z. B. das dreistufige System aller einer Curve
einbeschriebenen Dreiecke, so erkennt man sofort, dass dieses System
ein zweistufiges System von solchen Dreiecken enthilt, bei denen die
drei Ecken in gerader Linie liegen. Man gelangt daher zu folgender
Definition :

1. Dic Ausartung & besteht aus einem Strahle g, welcher zugleicl
als Seite «, Seite B und Secite y aufsufassen ist, und auf welchem
wrgendwie die Fcken a, b, ¢ legen.

Durch duale Uebertragung erhilt man aus dieser Definition die
folgende:

- 11 Die Ausartung t besteht aus einem Punkte s, welcher die Ecken
a, by ¢ so in sich vereinigt, dass die 3 Seiten o, 8, y drei dwrch s hin-
durchgehende Strahlen sind.

Zu einer dritten Ausartungsdefinition gelangt man, wenn man von
drei auf einer Curve liegenden Punkten zwei unendlich nahe legt. Da
der dritte Punkt dann noch jede beliebige Lage auf der Curve haben
kann, so bilden alle moglichen Tripel von solchen Punkten ein zwei-
stufiges System von ausgearteten, einbeschriebenen Dreiecken mit folgen-
der Definition.

II1. Die Ausartung 9, besteht aus einem Strahle g, n welchem die
Sciten B wnd y unendlich nahe licgen, und aus einem auf g liegenden
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Pynlte s, in welchem dic Ecken b und ¢ wnendlich nahe liegen; dabei
liegt die FEcke a irgendwo auf g, wnd der Strabl o ist irgend cin Strahl
durch s. Dicse Dreiecksausartung geht durch duale Umwandlung in
sich selbst iiber.

IV. und V. Die Ausartungen &, und &, sind &, analog,*) d. h.
sie gehen aus &, durch cyklische Vertauschung der Buchstaben a, b, c,
e, f3, ¥ hervor,

Jede der eben aufgestellten b Ausarbungsdefinitionen erniedrigt die
Constantenzahl 6 des Dreiecks um 1, d. h. sie erzeugt eine cinstufige
Ausartung und eine emnfache Ausartungsbedingung, oder, was dasselbe
ist, von derartig ausgearteten Dreiecken giebt es in einem einstufigen
Dreieckssysteme eine endliche Anzahl, in einem ¢-stufigen Systeme oc™L

Wir setzen nun fest, dass jedes der D eben eingefithrten Auns-
artungssymbole

&, T, By, &, J

zugleich auch die einfache Dedingung bedeute, dass ein Dreieck in der
angegebenen Weise ausarten soll. Verner sollen die bei der Beschreibung
der Ausartungen benutzten Buchstaben fitr Punkte und Strahlen zu-
gleich die zugehbrigen einfachen Grundbedingungen bedeuten; und
zwar haben s und ¢ bei den verschiedenen Ausartungen auch ver-
schiedene Bedeutung. Wir wollen néimlich immer mit s denjenigen
Punkt einer Ausartung bezeichnen, in welchem zwei oder drei Hcken
vereinigl liegen, und mit g denjenigen Strahl, in welchem zwei oder
drei Seiten vereinigt liegen. Es ist also z. B.

&g identisch mit e« oder £ oder &y,

9,5 identisch mit 9,0 oder &,¢.
Ferner bedeuten z. B.
zs? die dreifache Bedingung, dass ein Dreieck seine drei Ecken in
einem gegebenen Punkte vereinigen soll;
salg = sag® die vierfache Bedingung, dass die drei Ecken in ciner
gegebenen geraden Linie liegen sollen, und dabei die Ecke a in einen
gegebenen Punkt fallen soll;
$.0%g? die finffache Bedingung, dass das Dreieck die Definition von
&, erfiille, und dass der Strahl « sowohl wie auch der Coincidenz-
strahl g gegeben sel.

Die Zusammensetzung von swei oder mehr Ausartungsbedingungen

mit einander schliessen wir aus.

#) Ueberhaupt wollen wir hier einander ,analog® solche Definitionen, Be-
dingungen und Formeln nennen, welche aus einander dnrch eyklische Vertauschung
von @, b, ¢, o, P, y hervorgehen.

11¥
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Zweistufige Ausartungen, d. h. solche, welche seine Constanten-
zahl 6 um 2 zu erniedrigen vermbgen, erhalten wir wieder sehr leicht
durch Betrachtung des dreistufigen Systems aller einer Curve einbe-
schriebenen Dreiecke. Dieses System enthilt ein einstufiges System von
Dreiecken, deren jedes auf einer Tangente durch die beiden im Be-
rihrungspunkte unendlich nahen Curvenpunkte und einen der sonstigen
Schnittpunkte gebildet wird. Daher konnen wir die folgenden Defi-
nitionen aussprechen.

VI. The Ausartung o, ist eine Ausartung &, bei welcher die Ecken
b und ¢ in einem Punkte s umendlich nahe liegen. w, ist aber nicht
bloss als eine specielle &, sondern auch als eine specielle &, anzusehen.

VIL und VIIL. Die Ausartungen o, und o, sind o, analog.

IX,, X., XI. Die Ausartungen w©,, @z, wy gechen aus o, durch
duale Umwandelung hervor.

Eine siebente, zweistufige Ausartung erhalten wir durch Be-
trachtung aller derjenigen einer Curve einbeschriebenen Dreiecke, deren
drei Ecken drei aufeinanderfolgende unendlich nahe Punkte sind. Auch
solche Dreiecke bilden ein in dem dreistufigen Systeme liegendes, ein-
stufiges System. Daher:

XIl. Die Ausartung o besteht aus einem cingigen Punkic s, dem
die dres Ecken unendlich nahe liegen, und aus ewmem einzigen durch s
gehenden Strahle g, dem die drei Seiten unendlich nahe legen, jedoch
$0, duss die drei Ecken im Allgemeinen nicht in gerader Linie, sondern
wie drei aufeinanderfolgende Punkie einer COurve liegen, und dass die
drei Seilen sich im Allgemeinen nicht in demselben Punkie schuneiden.
Daher dorf ¢ als eine specielle ©,, &,, ¥, nicht aber als eine specielle
& oder © angeschen werden. Ein Dreieck ¢ ist also durch die Lage
seines Strahls g und seines Punktes s noch nicht hinreichend bestimmt.
Es muss zu seiner vollkommenen Bestimmung noch eine einfache Be-
dingung hinzutreten, welche ausspricht, mit welcher Kriimmung a, b, ¢
einander unendlich nahe liegen, also etwa die einfache Bedingung,
dass die drei Ecken aunf ¢ drei consecutive Punkte eines der oo? Kegel-
schnitte sein sollen, die durch 3 gegebene Punkte gelegt werden
konnen, oder die metrische Bedingung, dass der Radius des durch die
drei Ecken von ¢ gehenden Kreises eine gegebene Linge habe. Ein
zu der zweistufigen Ausartung ¢ specialisirtes Dreieck wollen wir kurz
unendlich Kkleines Dreieck nennen. Beim Viereck erhilt man eine
analoge, aber dreistufige Ausartung, beim n-Eck eine analoge, (n—1)-
stufige Ausartung.

Eine dreistufige Ausartung des Dreiecks erkennt man bei dem drei-
stufigen Systeme der einer Curve einbeschriebenen Dreiecke in jedem
Wendepunkte, wo drei aufeinanderfolgende, unendlich nahe Curven-
punkte in gerader Linio liegen. Also:
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XHI. Die dreistufige Ausartung v ist eine Ausartung &, bei welcher
alle drei Fcken a, b, ¢ auf dem Strahle g in dem Punkie s unendlich
nahe liegen. n ist specicller Fall von o,, von w,, von o, und von ¥,
nicht aber von @, wg, ©;.

Dureh duale Umwandlung erhilt man aus 5 eine zweite, drei-
stufige Ausartung ¢ mit folgender Definition.

X1V. Die dreistufige Ausartung § ist eine Ausartung =, bei welcher
die drei sich in s schneidenden Seiten o, 8, y einander im Strakle g
unendlich nahe liegen. § ist also specieller Fall von 0., o, o, ¥,
wicht aber vom @z, 0, @,. Ein Dreieck £ bilden also z. B. die drei
in einem Riickkehrpunkte beriihrenden, unendlich nahen Tangenten.

Die zweistufigen und die dreistufigen Ausartungsbedingungen setzen
wir ebenso wie die einstufigen mit allen mdglichen Lagebedingungen
zusammen. Z. B. bedeutet ¢g die dreifache Bedingung, dass ein
Dreieck ein unendlich kleines werde, und dabei seinen Strahl g durch
einen gegebenen Punkt schicke.

Bei einer analytischen Ableitung der Ausartungen des Dreiecks
findet man ausser den oben definirten noch andere Ausartungsbe-
dingungen, welche dadurch hervorgerufen werden, dass die oben nur
als zweistufig erkannten Ausartungen auch bei gewissen, einstufigen
Systemen in endlicher Anzahl vorkommen kbnnen, und dass iberhaupt
i-stufige Dreieckssysteme denkbar sind, welche von oben k-stufig ge-
nannten Ausartungen nicht oo'~*, sondern oo" enthalten, wo r>+—F%
ist. Ein Beispiel bietet das zweistufige System aller Dreiecke, welche
immer durch je zwei Punkte » und ¢ einer festen Curve und den
Schnittpunkt o der in b und in ¢ beriihrenden Tangenten y und g
gebildet werden (§ 9.). Zu diesem Dreieckssysteme gehdren nicht
bloss die oo! Dreiecke &, welche durch einen ganz beliebigen Punkt a
einer Doppeltangente und deren beide Beriihrungspunkte b und ¢ erzeugt
werden, sondern auch diejenigen co! Dreiecke, welche durch einen ganz
beliebigen Punkt a einer Wendetangente und deren beide unendlich nahe
gertickte Berithrungspunkte gebildet werden. Solche Dreiecke erfillen
aber die oben fiir die zweistufige Ausartung o, aufgestellte Definition,
Trotzdem miissen sie aber als einstufig betrachtet werden, weil von
ihnen oo! in einem zweistaﬁgen Dreieckssysteme liegen. Ebenso ergeben
die Ruckkehrpunkte ein einstufiges System von Ausartungen, welche
die Definition von @, erfdllen. Endlich ist auch in jedem Curvenpunkte
eine die Definition von ¢ erfiillende Ausartung erzeugt.

Derartige Ausartungen, welche die Definition einer oben k-stufig
genannten Ausartung erfiillen, aber nicht %-stufig genannt werden
dirfen, weil von ihnen ein i-stufiges Dreieckssystem nicht oo**, son-
dern oco” enthéilt, wo r > ¢ —k ist, wollen wir Halphen'sche Aus-
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artungen nennen; ferner soll jedes System, welches irgend eine
Halphen’sche Ausartung enthilt, ein ,, Halphen’sches System*, und
jedes System, welches von solchen Ausartungen ganz frei ist, ein
,,gewihnliches System* heissen, Die Wahl dieser Namen ist durch die
Untersuchungen des Herrn Halphen iiber Kegelschnittcharakteristiken
hervorgerufen. Herr Halphen war es niimlich, welcher zuerst (cf.
Proc. of the London Math. Soc., vol. IX, Math. Ann. Bd. XIV) darauf anf-
merksam gemacht hat, dass, um in unserer Terminologie zu reden,
einstufige Kegelschnittsysteme denkbar sind, welche eine Ausartung
enthalten, die scheinbar die Constantenzahl 3, nicht 4 bhat, wud in
Wirklichkeit die letztere dadurch bekommt, dass die Differenz der
Ordnungen der durch die Coincidenz hervorgerufenen unendlich kleinen
Grossen jede beliebige Zahl sein kann. Diese von Halplen aufge-
fundene Kegelschnittausartung lisst sich ndmlich so definiren. Thre
Punkte bilden zwei einer einzigen Geraden g unendlich nahe Geraden,
ihre Tangenten zwei Strahlbiischel, deren Scheitel einem auf der Ge-
raden g liegenden Punkte s umendlich nahe liegen. Das aus der Ge-
raden g und dem Punkte s bestehende Gebilde, welches fiir sich ja
die Constantenzahl 3 hat, bestimmt aber die Kegelschnittausartung
noch nicht vollstindig. Wenn man namlich mit d die unendlich kleine
Strecke bezeichnet, welche die Kegelschnittausartung auf einer belie-
bigen Geraden ausschneidet, und mit 0 den unendlich kleinen Winkel
bezeichnet, den zwei von einem beliebigen Punkte ausgehende Tan-
genten mit einander bilden, so giebt es immer eine rationale Zahl 5,
fiir welche der Bruch f—? einen von Null verschiedenen endlichen
Grenzwerth hat. Betrachtet man dann die Kenntniss der Zahl % als
fiir die Definition der Halp hen’schen Kegelschnittausartung wesentlich,
so gewinnt dieselbe die Constantenzahl 4. Wie Herr Halphen nach-
gewiesen hat, gilt der bekannte, von Clebsch in den Math. Aun.
Bd. VI, von Lindemann in Clebseh's Vorl. p. 398 und vom Ver-
fasser im Verein mit Hurwitz in den Go6tt. Nachr. von 1876 be-
wiesene Chasles'sche Satz «-g -+ $-» nur fir solche einstufige
Kegelschnittsysteme, welche die Halphen'sche Aunsartung nicht ent-
halten. Diese Voraussetzung ist also jenen Beweisen hinzuzufiigen.*)
Herrn Halphen ist es, zundichst fiir den Fall des einstufigen und
vierstufigen Systems, gelungen, die Zahl der gemeinsamen Kegelschnitte
zweier Systeme auch in dem Falle zu bestimmen, wo tie Systeme die
erwilnte Ausartung enthalten. Dann ist man aber auf analytische
Untersuchungen angewiesen, und opfert der Allgemeinheit der Systeme

#) Ich sprach dies schon im Bulletin de la Soc, math., tome VIII, p. 61 aus
mit Biicksicht auf § 88, meines Kalkiils, wo der Beweis aus den Gott. Nachr.
wiederholt ist.
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die Einfachheit der Ableitung und der Darstellung der gesuchten Zahl
nach der Analogie des Bezout’schen Satzes von der Zahl der Schnitt-
punkte zweier Curven.

Ebenso ist es beim Dreieck. Die Nichtberiicksichtigung von
Halphen’schen Sysfemen macht es méglich, eine Rethe von Formeln
zwischen Lagebedingungen und invarianten Bedingnngen aufzustellen
(§ 2.), und auch die Zahl der zwei Dreieckssystemen gemeinsamen
Dreiecke als Summe von Producten je zweier den Systemen ange-
hirigen Anzahlen auf einfachste Weise zu bestimmen (§ 3.). Deshald
wird es gerechifertigt crscheinen, wenn bei dicser ersten anzahlgeometrischen
Behandlung des Dreiecks Halplen'sche Systeme ausgeschlossen werden.
Den folgenden Betrachtungen ist daher, ausser, wenn das Gegenthell
ausdriicklich gesagt ist™), stets die Voraussetzung lhinsweufiigen, dass
die Systeme, ouf welche die Formeln bezogen werden, gewihnliche
Systeme sind.

Damit ist nicht gesagt, dass nicht gewisse der folgenden Formeln
fiir gewisse Halphen’sche Systeme doch richtig sind, oder wenigstens
bei richtiger Deutung der Symbole auf solche Systeme anwendbar sind;
nur wollen wir, der Einfachheit wegen, bei der Ableitung der Formeln
auf solche Anwendbarkeit keine besondere Riicksicht nehmen.

§ 2.
Gleichungen zwischen den in § 1. definirten Bedingungen.

A. Gleichungen erster Dimension.
In § 1, sind fiir das Dreieck 6 einfache Lagcbedingungen

a b, ¢ o, B,y
und 5 einfache Ausartungsbedingungen

&, T, ¥qy T4, B¢
definirt. Zwischen diesen 11 Bedingungen bestehen 4 von einander
unabhingige Gleichungen, welche wir leicht durch die Coincidenz-
formel erster Dimension fiir Punktepaare erhalten konnen. Wir setzen
nimlich ein beliebiges gewohnliches, einstufiges System allgemeiner
Dreiecke voraus, und fassen auf jedem Dreiecke dieses Systems die
Ecke b und die Ecke ¢ zu einem Punktepaar zusammen. Dann erhalten
wir eine Coincidenz der beiden Ecken b und ¢ auf jedem Dreieck des
Systems, welches entweder nach der Definition von z (§ 1, Nr. II)
oder nach der Definition von &, (§ 1., Nr. IIT) ausgeartet isk. Daher
kommt:

(1) b+ ec—a=1-} 9,

#) Wie in § 9.
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Der Formel (1) sind analog:

) ¢+ a—p=1z-+ &,
(3) a+b—yp=1-4 d.
Die dual entsprechende Betrachtung liefert:

4) B4y —n=c-t g,
(5 y+a—b=2c+ &,
(6) o+ pf—c= ¢+ 9.

Subtrahirt man nun (4) von (1), (5) von (2), (6) vou (3), sv erhalt
man jedes Mal eine und dieselbe Gleichung, ndmlich:
(N at+0+c—a—B—pyp=1—c¢.
Daraus geht hervor, dass diese Gleichungen nur 4 von einander unab-
hingige Gleichungen reprisentiven, KEs ist iiberhaupt unmbglich, irgend
eine der Bedingungen s, 7, &, ¥y, ¥, durch a, b, ¢, @, 8, p allein
auszudriicken (§ 4.).

Aus den obigen Gleichungen erhiilt man ferner die 3 Gleichungen:

) @4 a== 4149, + B,
) bt f=c+t 740 + 5,
(10) cp =it B+ B,

welche man auch geometrisch gewinnen kann, wenn man fragt, bei
wieviel Dreiecken des zu Grunde gelegten einstufigen Systems eine
Ecke auf die Gegenseite fillt (Kalkiil, p. 83).

Aus den eben aufgestellten Gleichungen erster Dimension erhilt
man durch Multiplication mit «, b, ¢, o, B, 7, durch gelegentliche Be-
nutzupg der Incidenzformeln und durch zweckmissige Eliminationen
eine grosse Reihe von Gleichungen hoherer Dimension, welche wieder
fiir alle gewbhnlichen Systeme giiltig sind. Man kann viele derselben
auch direct erkennen, wenn man die allgemeinen Punktepaar- und
Strahlenpaarformeln benutzt, welche ich in den Math. Ann. Bd, X und
mm Kalkil (p. 44, 45, 62, 63) aunfgestellt habe. Der Kiirze wegen er-
wihnen wir nur diejenigen Gleichungen, welche im Folgenden vor-
zagswelse zur Anwendung gelangen, Ferner schreiben wir von solchen
Gleichungen, die durch cyklische Vertauschung aus einander hervor-
gehen, immer nur eine. Zu den so abgeleiteten Gleichungen i-ter
Dimension gesellen wir dann immer noch diejenigen, welche die in
§ 1. definirten, hoheren Ausartungsbedingungen enthalten.

B. Gleichungen zweiter Dimension.
Aus den Gleichungen erster Dimension erhilt man leicht:
(11 be==0o*+4 15+ B,s,
(12) By = a'+ 9+ Bay,
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(13) e =a'} ae -~ 15 — G5 — .5,

(14) T =04 ae-— g — g - 9.y,

(15) P00 = alb4+¢—a—1)
=34y —aa 4 Fs + Fs + s,

(16) Foe = 0?4 ¢ — aa + g+ g+ 9.

Bei diesen Formeln erscheinen rechts nur die Bedingungen
at, b% ¢, o) B 97, aa, UB, ey, 18, &g,
Bus, Fag, hs, g, .8, Sog.
Durch diese 17 Bedingungen lassen sich schliesslich auch die in § 1.
definirten Bedingnngen:
g, @y, ¢y Way 03y @y, ¥
ausdriicken, Zu diesem Zweck beachten wir, duss die Ausartung e,
sowohl eine Ausartung & ist, bei welcher b und ¢ coincidiren, wie
auch eine Ausartung &, ist, bei welcher « und g coincidiren, und
ferner, dass ¢ eine Ausartung 9, ist, bei welcher sowohl « und g,
wie auch @ und s unendlich nahe liegen. Demgemiiss geben die Coin-
cidenzformeln :

(17) w, = &b+ ec — &g,
(18) Y R —
(19) Wy + U = Fe -+ Fg -~ F8,
(20) w, + =0 + .5 - 9.

Nun substituiren wir fiiv ¢, e¢, 8, 1y, #,a, .« die aus den Formeln
(13) bis (16) resultirenden Werthe. Dann erhalten wir schliesslich:
2N @, =0+ F ey —2ts — sg — 28,5 — B5s — s,
(22) @ =+ P+ b+ cy — 269 —vs — 2Ty — Py — Bug,
und mit Benutzung von (21) oder (22):
(23) P = 9 + B9 + oy + S5+ Hys + Ss

—aa —bf — ¢y 4+ 2-ts 4+ 2-¢y.
Der Umstand, dass diese Formel fiir die sich selbst duale Bedingung
¢ durch duale Umwandlung in sich selbst iibergeht, liefert eine Con-
trole der Rechnung.

C. Gleichungen dritter Dimension,
Aus den Gleichungen erster Dimension erhdlt man zuniéchst:

(24) b¢ == b?a 4 15 + P.58%,
(25) bet = c*a + vs® 4 8,82,
(26) By = af+ eg* + Bug?,

@) Byt =@ + eg + 9ag?,
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28)  ala =154 sa® -} P5* + $,87,

(29) ae’ = &g* 4 va’ + Ng* + V.g°,

(30) Pusa= abe — eg® — 1s* — 1 — g’ — Fg?

(B1) Duga=afy — v — 9% — sa? — $,s? — P$8?,

(32) B’ =’ + a’y — ea?,

(33) Pt =bla + cta — val,

(34) faa =02y 2P 4 15?4 g + 9,5° + P52+ Fg? + Feg’
Dazu figen wir noch zwei Formeln fiir ¥s und fiir ¢, welche aus
(23) hervorgehen, wenn man dafiir sorgt, dass wieder nur die eben
rechts erschienenen Symbole auftreten.

(38) Ys=gabec~—ta’—1f—1p'—2- 15>~y — B, — g — D.9°%
(36) Yg==affiy—ea’®—eb?—ec®—2.5g*~75°—9,5° — Tys? — Ps%
Um anf die in § 1. definirten, dreifachen Ausartungsbedingungen
und § zu kommen, beachten wir, dass 7 eine @, ist, bei welcher auch
s und « unendlich nahe liegen, und dass ¢ eine @, ist, bei welcher
auch g und « unendlich nahe liegen. Wir erhalten dementsprechend:
(37 Ne=00,8 4 0,04 — 0,7,

(38) £ = 0eg + 0,0 — a5,

woraus sich mit Benutzung von (21) und (22) und unach einigen aus
(24) bis (34) folgenden Substitutionen, schliesslich ergiebt:

(B9) n=a’f+a’y+ 0ty D2atctat-c?f—3.abe
+6-18 4270 42780 2. vp?—ea?— b2 — e | 3-8 g°
—]—4-«‘),,9'3+4-z‘)(,g?—f-ébQ‘)Cg?—{—&as?—f—&bs?—{—ms*?,
40) {=a’f+a’y Uy 4 Ve+at-cf—3. afy
+6-eg'+2- 60?1242 e —rol — Tl — 19?3182
+4-»3a52+4-8652+4-«?032—}-%92—}—1‘}092—{—8592.
Aus (35)? (36), ‘(39), (40) folgt, dass die 4 Bedingungen s, 1 9
§, n durch eine Gleichung von einander abhiingen. Subtrahirt man
nimlich (40) von (39), so kommt:
n—Et=3-aBy —3-abc+4 3.7s* — 3.5¢?
+ 316>+ 378 4 319> — 3.0 — 3.5h% — Z.e¢?
T 3:920° 4 3397 4 3-009% — B.9.87 — 3- 85t — 3.9,52
Subtrahirt man andererseits (35) von (36), so kommt:
Vg — s =uafy —abc | 75> — &g?
+ 7ot 4 282 4 1y — ga? — 2T — g2
T 929® + g’ + Feg® — a5 — 9,52 — 9,52,
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Durch Vergleichung derbeiden so erhaltenen Differenzen ergiebt sich:
(41) B-¢stn=3-vg4¢,
eine Formel, welche in § 7. bei der Behandlung der unendlich kleinen
Dreiecke wieder auftreten wird. Da u und § specielle Ausartungen
sind, so kann die interessante Formel (41) in Worten so ausgesprochen
werden:

Addirt man bei cinem  cinstufigen Systeme von wnendlich Fleinen
Dreiecken erstens die Zahl derjenigen, deven 3 Fcken in gerader Linie
liegen, zw der dreifachen Ordnung der von den FEcken beschriebenen
Curve, zweitens die Zahl derjenigen, deven 3 Seiten sich in cinem und
demselben Punlte schneiden, au dem dreifuchen Range der von den
Seiten eingehiillten Curve, so crhéilt man beide Mal diesclbe Summe.

D. Gleichungen vierter Dimension.

Von den Gleichungen vierter Dimension heben wir folgende
hervor:

(42) a*al=sgtatrstatd sty 9.8y,

(43)  9,8%a = 9,829+ 1v8'Bfrvsy+vst,

(4d) Daga’ = p*y* —eg'a,

(45) Desa? =y —egtat T p+ Ty 495’

(46) Tsay = plat—egtbtrstat sy + sty — vyt

47 atbe—= B2y ;s sty rotatrstf sty pst,

und die diesen Gleichungen dual entsprechenden.

E. Gleichungen fiinfter Dimension.

(48) abre? = £b2e® + Tty v 2. sty
(49) afpt =Bty + saPc® + ea?h? + 2 ysty,
(50)  Df =Bt ref A sy,

(51) Bp?b = 2B = ea?bt + Ty + vy,
(52) ,520% = Taly® + ¥y,

(53) 9,92 0% = ea’c* 4 ¥sg.

F. Ueberblick.

Aus den -unter (A) abgeleiteten Gleichungen erster Dimension 'geht
hervor, dass alle auf die Ecken, Seiten und Ausartungen eines prelec1<s
beziiglichen, einfachen Bedingungen durch die folgenden 7 Bedingungen
ausdriickbar sind:

a, b, ¢, e, B, 7,7,
oder durch:
’ a’ b? 07 a’ ﬁ? 77 &.
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Die Gleichungen zweiter Dimension driicken alle derartigen zwei-
fachen Bedingungen durch die folgenden 17 Bedingungen aus:

a?, b4 & o) B 7 aa, BB, ¢y, s, &y,
'ﬁ'asa '9"1,8, 'ﬂcsg ’ﬂag; 31;9; @c!]-
Die Gleichungen dritéer Dimension zeigen, dass man alle der-

artigen, dreifachen Bedingungen als Functionen der folgenden 22 Be-
dingungen darstellen kann:
B, a’y, be, by, ca, B, abe, afy,
sab, €b% ec?, tad Tf? vy?, eg% wsh
Fas?, D%, Bes?, Bug®, Bog® Doy
Ebenso iiberzeugt man sich leicht, dass man jede derartige wvier-
fache Bedingung durch die folgenden 17 DBedingungen ausdriicken
kanu:
bt *aty atl?, By?, prat, B vste, TS'B, T8y,
egu, eg*h, egic, P.8%g, sty B2y, ¥ vt
Endlich kaun man jede derartige, fiinffache Bedingung durch die
folgenden 7 Dedingungen darstellen:
ebic? ecta® £a®b?, 9% tyla?, Talfl, ¢Sl
Durch die eben angefiihrten 7 einfachen, 17 zweifachen, 22 drei-
fachen, 17 vierfachen, 7 fiinffachen Bedingungen wird in den Para-
graphen 4. bis 6. jede beliebige, dem Dreiecke anferlegte ¢-fache Be-
dingung ausgedriickt werden, unter der Beschrdnkung, dass das zu
Grunde gelegte ¢-stufige System und das durch die ¢-fache Bedinguug
definirte, (6 — ¢)-stufige System gewihnliche Systeme sind.

G. Beispiele zu den Formeln.

I. Um die Formel (41) zu controliren, betrachte man das ein-
stufige System aller derjenigen unendlich kleinen Dreiecke, welehe
auf einer gegebenen Curve durch alle moglichen drei consecutiven,
unendlich nahen Punkte festgestellt werden. Man hat dann ys gleich
der Ordnung » der Curve, g gleich dem Range »' der Curve, 7
gleich der Zahl % der Wendepunkte, ¢ gleich der Zahl x der Riick-
kehrpunkte zu setzen. So erhilt man ‘aus Formel (41) die bekannte
Pliicker’sche Formel:

3ntu=3-n 1 ux
Man beachte aber, dass Formel (41) allgemeiner ist, als diese
Plicker’sche Kormel, weil die Ecken der bei der Anwendung von

(41) betrachteten unendlich kleinen Dreiecke nicht eine und dieselbe
Curve zu bilden brauchen,
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1I. Um ein Beispiel fiir die Formeln dritier Dimension zu haben,
betrachten wir das dreistufige System aller einer festen Curve n'er Qrd-
nung einbeschriebenen Dreiecke, indem wir jeden Punkt dieser Curve
als Ecke a, jeden zweiten Punkt als Fcke & und jeden dritten als
Ecke ¢ eines Dreiecks auffassen. Fiir das so definirte System haben
alle dreifachen Bedingungen, die sich nur durch die cyklische Ver-
tauschung von @, b, ¢, &, B, y unterscheiden, cinen und denselben
Werth. Desshalb erwihnen wir von solchen Bedingungen immer nur
cinen. Man findet leicht:

ble=0, Pa=0, a*e =0, Py =n(n — 1)}, ac®=n*(n — 1),
abe =n3und sg? =n(n — 1) (0 — 2), #,57=0, ca? =0, rs2==0),
10t =0, teff=0, 50 =0 Fa’==0, Sa'=0, B,¢4° = n(n- 1)

Diese Werthe stehen mit den Formeln (24) bis (34) in Kinklang.
Ans (34) folgt S.0e = n'(n — 1), und aus Formel (31):

afy — Bge=mnm— 1) (n — 2).

Um &,9e zu bestimmen, multipliciren wir Formel (1) mit «f.

Dann kommt:

taf 4 Sugou =baf + caf — *f,
Bugo =10+ 2p+ =0+ 04 n(n-— 1)

Demnpach 1st:

oder:

afy=nn—1m--2)4nn 1)

afy=mnn—1)2n — ).
Einer Curve nt Ordnung lassen sich also
nn—1)2n—3
Dreiecke eibeschreiben, deren 3 Seiten beziiglich durch 3 gegebene Punkie

gehen. Die dual entsprechende Betrachtung ergiebt, dass unter den
einer Curve n'es Ranges umbeschrichenen Dreiecken

wn —1)2n —3)
Dreiecke existiren, welche jede ihrer drei Echen auf einer zngehbrigen
Geraden haben.

Auch die Formeln (35) bis (41) lassen sich durch die oben an-
gegebenen Werthe leicht controliren. Man beachte dabei, dass das
in unserem, oben definirten, dreistufigen Systeme liegende einstufige
System von Dreiecken ¥ nicht identisch ist mit dem im Beispiel 1.
betrachteten Systeme, weil bei letzterem immer die drei wnendlich
nahen Hcken Punkte eines und desselben Curvenzweigs sein sollten.
Demgemiss wurde die Bedingung 7 in einem Doppelpunkt oder Riick-
kehrpunkt beim Beispiel I. nicht erfilllt, bei unserem Systeme aber

odler
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erfilllt, und zwar, gemiss den Pliicker’schen Formeln, in einem
Doppelpunkt 6 mal, in einem Riickkehrpunkt 8 mal.

III. Fir das dreistufige System aller in Bezug auf einen festen
Kegelschnitt sich selbst conjugirten Dreiecke erhilt man: -

atb=1,a’f=1, a®a=0, 9s50=2, $,02=2, abc=2, Pps == 2,

und dieselben Werthe fiir die analogen und die dual entsprechenden
Bedingungen. Fiir die ibrigen, oben erwihnten, dreifachen Be-
dingungen ergiebt sich Null, was mit den abgeleiteten Kormeln in Kin-
klang steht.

IV. Fir das vierstufige System aller einem Kegelschnittbiischel
einbeschriebenen Dreiecke ergiebt sich:

ata? =2, Bpta=1, albe=4, eg'a =0, 15?a =0, Hstg=1,

Busta =2, P.9a*=1, Ps50°=2, vsef=0, ys*=1,

aber
Pg* =2.

Diese Werthe stehen mit den Formeln (42) bis (47) im Einklang.
Um auf die Ausartungen # und ¢ zu kommen, leiten wir aus Formel
(41) noch 2 neuve Formeln ab, indem wir dieselbe mit s und mit g
multipliciren. Dadurch kommt zun#chst:

3.9+ ys=23.(vs? 4+ vg?) + &s,

oder:

(54) ns =399+ Ls,
ebenso:

(55) (g =3 - ¥s*+ qg.

Nun ist fiir nnser vierstufiges Dreieckssystem ¢s? =1, 9 g? = 2,

und ausserdem:
ns=23-2, ng=20, {s=0, f{g=3.

Diese 4 Werthe erhilt man, wenn man beachtet, dass in dem
Kegelschnittbiischel 3 mal ein Kegelschnitt existirt, dessen Punkte
ein Geradenpaar bilden, dass in jedem Punkte einer der beiden Geraden
ein Dreieck % liegt, und dass im Schnittpunkt der beiden Geraden
unendlich viele Dreiecke ¢ liegen, weil jeder durch den Schnittpunkt
gehende Strahl als das g einer Ausartung { anzusehen ist. Sefzt man
die so erkannten 4 Werthe in die Formeln (54) und (55) ein, so er-
hilt man Identititen.

V. Bei metrischen Beispielen ist es wegen der speciellen Be-
ziehung zum unendlich fernen, imagindren Kugelkreise nothwendig,
denselben zuvor die projective Fassung zu geben. Fiir das f[infstuﬁge
System aller Dreiecke, bei denen die Ecken b und ¢ einen gegebenen
Abstand haben, erhélt man dann:
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ab’® =0, a’bc* =2, gt = 2, 0?2 =0, ec?a? =2, £a?b? =2,
bzc?ﬁ — ()’ 2 bg e 2, ﬁzyzb — azbzﬁ =2) 191)92(32 =2, u 8 W.
Diese Werthe controliren die Formeln (48) bis (63) und ergeben
ausserdem :

« 527,2 =4,
d. h., es Hisst sich durch jeden Punkt 4 mal ein Strahl zichen, auf
welchem zwei gegebene Strahlen eine gegebene Linge abschneiden,
wie aus den Klementen der Planimetrie bekannt ist.

§ 3.
Ableitung der Stammformel fiir die Zahl der zwei gewdhnlichen
Dreieckssystemen gemeinsamen Dreiecke.

Wir stehen jetzt vor der Frage, ob es, wie beim Punkte (Bezout’s
Satz) und beim Strahle, auch beim Dreieck mdglich ist, jede beliebige,
algebraisch ausdriickbare, geometrische Bedingung durch eine gewisse
Anzahl ¢-facher Bedingungen auszudriicken, oder, was dasselbe ist*),
ob sich die Zahl der Dreiecke, welche einem beliebigen, i-stufigen
und einem davon unabbéngigen, (6 — ¢)- stufigen Systeme von Dreiecken
gemeinsam sind, als algebraische Summe von Producten je zweier
Anzahlen darstellen lisst, von denen immer die eine auf das ¢-stufige,
die andere auf das (6 — 7)-stufige System Bezug nimmt. Fir mehrere
aus einzelnen Punkten, Strahlen und Ebenen zusammengesetzte Gebilde
hat der Verfasser diese Darstellung in den Gétt. Nachr. von 1877 und
in seinem Kalkiil geleistet. Fir das Gebilde, welches aus % in gerader
Linie befindlichen Punkten besteht, liess sich die gesuchte Darstellung
unter der Beschrinkung leisten**), dass die Coincidenz von ¢ solchen
Punkten als eine Bedingung auftritt, deren Dimension ¢ — 1 und nicht
etwa kleiner ist. Aehnlich ist es beim Dreieck. Formeln, welche der
Bezout’schen Formel vom Producte der Gradzahlen analog sind,

¥) Man vergleiche die Formulirung des Charakteristikenproblems fiir ein
beliebiges Gebilde I' in meinem Kalkiil, p. 274 bis 284, sowie in den Gott. Nachr,
von 1877, p. 401.

*¥) Man vergleiche im Kalkiil, p. 307 bis 819. Die eben angedeutete Be-
schrinkung ist in meinem Buche an der betreffenden Stelle nicht ausdriicklich
erwihnt, aber nach der Bedeutung der dort eingefiihrten Symbole selbstver-
stindlich, Dies hob ich schon im Bull, de la Soc. math. tome VIII, p, 60 her-
vor, nachdem Herr Halphen kurz zuvor in derselben Zeitschrift (fome VIII,
p. 81) ein Beispiel angeflihrt batte, welches die Ungenauigheit einer meiner
Formeln beweisen sollte. Das Beispiel behandelte aber einen Fall, wo die Coin-
cidenz von dre; Punkten einer Geraden nicht eine zweifache, sondern eine ein-
fache Bedingung ist, war also durch die in meinen Formeln auftretenden Symbole
von selbst ansgeschlossen.
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lassen sich auch fiir das Dreieck ableiten, vorausgesetzt, dass die ge-
gebenen Systeme gewdhnliche sind, d. h. der am Schluss von § 1. aus-
gesprochenen Beschrinkung unterliegen, Indem wir das Wort | ,Cha-
rakteristiken® fiir Untersuchungen im Sinne- Halphen’s aunfsparen,
wollen wir solche der Bezout’schen Formel analoge Formeln ,,Pro-
ductenformeln® und die darauf beziiglichen Sitze ,Productensiilzes )
nennen,

Um zu einer Stammformel fiir die Produetenformeln des Dreiecks
zu gelangen, beginnen wir, der Einfachheit wegen, mit der Betrach-
tung eines ¢-stufigen Systems von Punkten & und eines (2 — ¢)-stufigen
Systems von Punkten 3. Beide Systeme haben 0? oder b1 oder 7
Punkte gemein, jenachdem 4==2, 1 oder 0 ist. Also giebt der

Ausdruck
460+

fir die Zahl der vollen Coincidenzen eines zweistufigen Systems von
Punktepaaren (b, 8") zugleich auch durch seine 3 Glieder die Zahl
der gemeinsamen Punkte eines i-stufigen und eines (2 — 4)-stafigen
Punktsystems an, indem in jedem Falle zwei von den 3 Gliedern des
Ausdrucks wegen der Stufen der Systeme Null werden. Nun fassen
wir den Punkt b mit einem durch b gehenden Strahle & zu einem Ge-
bilde zusammen, ebenso den Punkt 3 mit dem durch ¥ gehenden
Strahle o, und betrachten ein ¢-stufiges und ein (3 — i)-stufiges
System solcher Gehilde als gegeben. Es fragt sich, wieviel Gebilde
den beiden Systemen gemeinsam sind. Wir wihlen den Fall ¢ = 2.
Dann bilden die Punkte " eine Curve, wahrend ein Punkt & in jedem
Punkte der Ebene, also auch in jedem Punkte dieser Carve, liegt,
und zwar, gem#ss unserer Bezeichnung, b mal. Von jedem Curven-
punkte geht nun ein Strahl o und ein Strahl « aus. Ein den beiden
Systemen gemeinsames Gehilde kann also nur dann entstehen, wenn
die von einem Curvenpunkte ausgehenden Strahlen ¢ und & coin-
cidiren., Um zu berechnen, wie oft dies vorkommt, haben wir die
Strahlenpaarformel erster Dimension anzuwenden. Wir miissen dann
zuerst bestimmen, wieviel Strahlen « durch einen beliebigen Punkt £
gehen, und dabei solche Punkte b besitzen, die zugleich Punkte ¥’
sind. Unserer Bezeichnung gem#ss bilden die Punkte P, welche auf
simmtlichen, durch P gehenden Strahlen « liegen, eine Curve vom
Grade 6. Diese schneidet also die Curve der Punkte ¥ in b - ¥
Punkten. Soviel Straklen giebt es demnach auch, welehe durch P

*) Diesen Ausdruck gebrauchte ich schon in den Math., Ann. Bd. X, p. 91,
wo die Zahlen fiir die geweinsamen Punkte zweier Punktsysteme und fir die
gemeinsamen Strahlen zweier Systeme von Strablen abgeleitet sind.
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gehen und einen Punkt besitzen, der zugleich b und ¥ ist. Zweitens
haben wir zu bestimmen, wieviel Strahlen o' durch einen beliebigen
Punkt # so gehen, dass auf jedem ein Punkt liegt, der sowohl &
wie b ist. HEs sind dies, nach unserer Bezeichnung, « - b? Strahlen,
weil in jedem auf einem Strahle o liegenden Punkte 3" ? mal ein
Punkt » zu denken ist. Drittens haben wir zu bestimmen, wieviel
Punkte auf einer beliebigen Geraden liegen, welche zugleich & und ¥’
sind und dabei einen Strahl « und einen Strahl o« aussenden. Man
erhilt dafiir die Zahl & . 0% Demnach ergiebt sich fiir die Zahl 2
derjenigen Gebilde, welche einen Punkt enthalten, der zugleich & und
b ist, und dabei einen Strahl & enthalten, der mit & coineidirt:
g=uob V- o -0 0%

In der Zahl # sind jedenfalls die gesuchten, den beiden Systemen
gemeinsamen Gebilde enthalten. Ausserdem wiirde z auch Gebilde
aus X mitzihlen, welche Gebilden in 2 bloss unendlich nahe liegen
mit bestimmter Coincidenzrichtung der Punkte b und & oder mit be-
stimmtem Coincidenzschnitt der Strahlen &« und «’. Solehe Fille sind
aber unmoglich, wenn, wie es hier geschieht, die beiden Systeme als
von einander unabhdngig vorausgesetzt werden. Iibenso wenig kinnen
ja die co? aus den Punkten zweier beliebiger Curven m'er und nt Ord-
nung gebildeten Punktepaare noch andere Coincidenzen bilden, als die
m - n vollen Coincidenzen, Demnach giebt der Ausdruck fiir ¢ genau
die Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen Gebilde an. Ist ferner
das System X der aus b und « zusammengesetzten Gebilde dreistufig,
das andere System 2’ nullstufig, so ist natiirlich »%e die Zahl der
gemeinsamen Gebilde. Ist X nullstufig, X’ dreistufig, so ist fiiv diese
Zahl b?¢’ zu setzen. Ist endlich X einstufig, X' zweistufig, so ergiebt
sich, analog wie oben,

bbb a—07-0
fir die Zahl der gemeinsamen Gebilde. Addirt man nun die in den

4 Fillen i = 3, 2, 1, O erhaltenen 4 Anzahlen, so erkennt man leicht,
dass genau dasselbe herauskommt, als wenn wir den Ausdruck:

b 4 bb + b7
mit
oo —b
oder mit
o+ o — b

multipliciren und dann in jedem Gliede die gestrichelten Symbole von
den nichtgestrichelten durch ein Multiplicationszeichen trennen. Also
liefert der Ausdruck
(8 4 bV +b7) (a4 @ — V)
nach Ausfibrung der Multiplication immer die Zahl der gemeinsamen
Mathematische Annalen, XVII 192
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Gebilde eines ¢-stufigen Syslems X und eines (3 — ¢)- stufizen Systems
2, da ja dann nur diejenigen Glieder von null verschieden werden,
welche ein i-faches, auf X beziigliches, und ein (3 — 7)-faches, auf
X’ beziigliches Symbol enthalten. Wir kommen also immer zu einem
richtigen Resultat, wenn wir bei Aufsuchung der Zahl der 2 und %’
gemeinsamen Gebilde jedes in X liegende Gebilde mit jedem in X'
liegenden Gebilde zu einem Paare zusammenfassen, dann dem erhaltenen
dreistufigen Systeme von Paaren die zweifache Bedingung auferlegen,
dass ein Punkt b und ein Punkt " eine volie Coincidenz bilden sollen
(Kalkiil, § 13), und endlich mit dieser zweifachen Bedingung die ein-
fache Bedingung zusammensetzen, dass die « und o Strahlen, welche
sich in einem solchen sowohl & wie " darstellenden Punkte schneiden,
unendlich nahe liegen sollen.

Wir gehen nun so weiter zu einem Gebilde, welches aus zweil sich

in ecinem Punkte b schneidenden Strahlen @ und ¢ besteht. Dieses
Gebilde erzeuge ein i-stufiges System X. Ausserdem sei ein (4 — 4)-
stufiges System X’ von ebensolchen Gebilden gegeben, bei denen der
Punkt b’ und die Strahlen « und ¢ heissen mogen. Beide Systeme
haben dann gemeinsam
©6) w— Y ) @l =)+ — )
Gebilde, wo nach Ausfihrung der Multiplication nur diejenigen Glieder
von null verschieden werden, welche ein ¢-faches, auf X beziigliches,
und ein (4 — 4)-faches, auf X’ beziigliches Symbol enthalten, und wo
immer die dem nichtgestrichelten Symbole zukommende Anzahl
mit der dem gestrichelten Symbole angehérigen Anzahl multiplicirt
werden muss,

Hierauf betrachten wir das Gebilde, welches auns zwei sich in
einem Punkte b sehneidenden Strahlen ¢, p und einem auf « liegenden
Punkte ¢ besteht. Von diesem Gebilde sei ein ¢-stufiges System X
und ein (5 — 4)-stufiges System X’ gegeben, bei welchem letzteren
die Buchstaben fir die Punkte & und ¢ und fiir die Strahlen e und p
gestrichelt sein migen. Man erhilt dann in ganz_derselben Weise,
wie oben,

(BT) 0= (B 5V +8) @+ o — 1)+ ¢ — V) (e + ¢ — )
fur die Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen Gebilde, aus-
genommen, wenn X ein (i — 1)-stufiges System, und auch X’ ein

(6 — % — 1)-stufiges System von derartig ausgearteten Gebilden ent-
hielte, dass sowohl & und ¢, wie auch « und » unendlich nahe lige.

*) Dieser Formel entspricht dual eine Formel, aus welcher ich schon in den
Gott. Nachr. von 1877 die Productenformeln des Punktepaares abgeleitet habe.
(Kalkil, § 42.)
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Dann wiirde es niimlich vorkommen kbnnen, dass sowohl der Coinei-
denzpunkt eines b und eines ¢ mit dem Coincidenzpunkte eines ¥ und
eines ¢, wie auch der Coincidenzstrahl eines « und eines y mit dem
Coincidenzstrahl eines ¢ und eines 3" zusammenfiele. Ein solcher Fall
wire dann sicher durch den obigen Ausdruck fiir » mitgeziihlt. Man
kbonnte jedoch nicht sicher wissen, ob ein solcher Fall auch ein den
gegebenen Systemen X und X' gemeinsames Gebilde vorstellt. Wir
miissen also, um richtige Productenformeln haben zu kinnen, den ge-
gebenen Systemen die oben angedeutete Beschriinkung auferlegen.

Wir kommen endlich zum Dreieck selbst. Gegeben sei cin ¢-stufiges
Bystem X und ein davon unabhiingiges (6 — 7)-stufiges System >
von Dreiecken. In X mogen die drei Ecken a, b, ¢, die drei Seiten
a, B8, vy, und in X’ die drei Ecken a', ¥, ¢ und die drei Seiten «, 8, ¢
heissen. Wiederholen wir die eben angestellten Betrachtungen, indem
wir nur noch auf dem Sirahle y einen Puonkt @ annehmen, der mit
dem anf 3 liegenden Punkte @’ znsammenfallen soll, so gelangen wir
zu der Formel:

68) y=0"+ bV + V) (a+ o =V)(y +¥ =)+ ¢ ~ &)
(a4 d —9).

Es wiire jedoch falsch, anzunehmen, dass diese Zuhl y immer die
Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen Dreiecke licferte. Zuniichst
legen wir, nach der Analogie der schon bei Formel (57) nothwendig
gewordenen Einschriinkung, den beiden Dreieckssystemen die am Schluss
von § 1. besprochene Beschriinkung auf, dass sic gewiknliche Systeme
seten. Aber auch dann ist die Zahl y nicht gleich der Zahl der ge-
meinsamen Dreiecke. Denn y zihlt, wie oft es vorkommt , dass b mit
b, e mit &, y mit , ¢ mit ¢, a mit @ zusammenfiillt, zihlt also
auch diejenigen Fille mit, wo ausserdem f# und ' nicht zusammen-
fallen. Dies kann natiirlich nur bei ausgearteten Dreiecken ecintreten,
und zwar unter der Voraussetzung von gewdhnlichen Systemen, nur
in zwei Féllen; nimlich erstens, wenn bei einer X' angehiirigen Aus-
artung v und bei einer X’ angehirigen Ausartung 7' die Seiten « und
«, sowie y und y" zusammenfallen; zweitens, wenn bei einer X un-
gehivigen Ausartung und bei einer X' angehirigen Aunsartung &,
der Strahl ¢ mit ¢/, der Punkt s mit 8 nnd der Punkt b mit & zu-
sammenfillt. Beide Fille sind durch y mitgezihlt, ergeben aber keine
den Systemen gemeinsamen Dreiecke, weil die Seite § nicht auch mit
p zusammenfillt. Also muss man wegen des ersten dieser beiden
"ille gemiiss der oben abgeleiteten Formel (56) den Ausdruck

(st 58 F 5D (@t a =)@+ Y—5)

und wegen des zweiten Falles auch den Ausdruck
12%
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§ 0/ (84855 + 5N+ 9 — NG+ —g)

von dem in Formel (58) gegebenen Ausdrucke fiir y subtrahiren, um
die Zahl z der gemeinsamen Dreiecke der beiden Systeme % und 2 24
erhalten. Demnach ergicht sich schliesslich die folgende Stammformel
fir alle Productenformeln des Dreiecks:
(69 X'= @41V + b2 @+ o —) p+¥ — Vet — o) at+a—7)

~ 1t s F ) (et =)+ =)

— 2B (S s8 F ) (g9 —) O+ —9).

Bei der Ableitung dieser Formel ist die Seite 8 in gewisser Weise
bevorzugt. In derselben Weise konnte man auch «, , sowie @, b, €
bevorzugen. Man erhielte dann im Ganzen 6 formell verschiedene Aus-
driicke fiir #. Aus allen diesen 6 Ausdricken kann man nach Aus-
fihrung der angedeuteten Multiplicationen, bei geschickter Benutzung
der Incidenzformeln und der Formeln des § 2., schliesslich einen und
densclben  Ausdruck crhalten, welcher sowohl den Anforderungen der
Symmetrie enispricht, wic quch durch Verfauschung der gestrichelten
Symbole mit den wicktgestrichelien in sich selbst dbergehi. Statt diesen
Ausdruck hier hinzuschreiben, werder wir im Folgenden aus der rechten
Seite der Stammformel (59) immer nur diejenigen Glieder heraus-
schilen, welche bei dem jedesmal vorliegenden Werthe von ¢ nicht
verschwinden. Wir haben nimlich drei verschiedene Fille zu be-
handeln:

I} 2 ist flinfstufig, 2 einstufig,
Iy X ist vierstufig, X' zweistufig,
HI) X ist dreistufig, 2’ auch dreistofig.

Im ersten Falle sind vou den Gliedern, welche die rechie Seite
der Vormel (59) ergiebt, nur diejenigen von Null verschieden, welche
5 nichtgestrichelte und 1 gestricheltes Symbol zu Factoren haben.
Den Zahlenwerth eines solchen Gliedes erhiilt man dann, wenn man
die “ahl derjenigen Dreiecke aus X, welche die durch das nicht-
gestrichelte Symbol dargestellte funffache Bedingung erfiillen, mit der
Zahl derjenigen Dreiecke multlpllmrt welche X’ angehdren, und zu-
gleich die durch das gestrichelte Symbol bezeichnete einfache Be-
dingung erfiilien. Analog verfihrt man in den beiden anderen Fillen,

8§ 4.
Die Zahl der gemeinsamen Dreiecke eines einstufigen und eines
fiinfstufigen gewdhnlichen Systems.

Wir setzen hier ein einstufiges System X und ein finfstufiges
System 2 von Dreiecken als gegeben voraus. Dann haben wir aus
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der Stammformel alle diejenigen Glieder herauszuziehen, welche ein
gestricheltes und fiinf nichtgestrichelte Symbole enthalten, Wir er-
halten so fiir die Zahl der X und X’ gemeinsamen Dreiecke:
(60) z=da - Daye)+ b - (bayac — b*yac — fﬂocac)

+ ¢ (BPaya) + o - (Biyac — breya)

+ 7 - (VPoac— Vaye) — v rPay — 8y - F,529D.

Hier bedeutet gemiss § 3. jedes gestrichelte Symbol die Zahl der-
jenigen Dreiecke in X', welche die durch das Symbol dargestellte, ein-
fache Bedingung erfiillen, jedes aus b Factoren bestehende, nicht-
gestrichelte Symbol die Zahl derjenigen Dreiecke in X, welche die
durch das Symbol dargestellte, zusammengesetzte, fiinffache Bedingung
erfillen. Die Punlte deuten an, dass die resultirenden Zahlen zu
multipliciren sind.

Um den in Formel (60) erhaltenen Ausdruck in eine symmetrische
und tbersichtliche Form zu bringen, setzen wir in demselben gemiiss

Formel (3)

¥ =a+¢—p—7,
und formen ihn dann vermdge der Incidenzformeln und der in § 2.
entwickelten Formeln zweckmissig um. Dann kommt:

x=aqa bty + b (e?yac— bleac) 4 ¢ - a*b’e
+ o . (a?blc — a?bla) + - (abit — blcty)
— 7 czstay — (¢ + ¢ — f — 1) Fys?b?
=da - (B2y — 9,500%) + V- wac(ay — %) + ¢ - (@00 —~ Bp$7H7)
& - (a2 — a?bra) + B - 9820+ 7 - (abet — D22y)
47 (9,870 — ra?y?)
=a &b+ b -gacleg + g) + ¢ - ea’?
o - P sta Uy DSt T sty
also schliesslich:
(61) & =d -eb?® 4V - ec?a® 4 ¢ - ea?b?
o Gsta B ST Y s 7 sy
Diese Productenformel ist awar symmetrisch, aber sic geht durch
duale Umwandelung nicht in sich selbst iiber. Wir sctzen desshalb
noch gemiss Formel (52):
Fustal = 7527 + Psty
und das Analoge fir 9;5%6% und &.s'¢%.  Danu kommt:
(62) z=d &b b -ecta 4 ¢ - eatl?
LB Tty T
+ @+ ) sty
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Da die duale Umwandelung dieser Formel nichts anderes ver-
dndert, als v ¢ 4+ f -9 in & -} o + b+ ¢, so missen diese
beiden Summen gleich sein, was durch Formel (7) bestitigt wird. Es
gelingt auch, eine einzige Bedingung zu definiren, deren Anzahl Sté‘ttt
jeder der beiden Summen gesetzt werden kann. Xs ist dies die ein-
fache Bedingung, dass ein Dreieck einem der oo® Kegelschwitte e~
beschrieben sein soll, welche durch drei gegebene Pumnkte gelegt werden
Enmen. Lir das durch diese Bedingung definirte, fiinfstufige System
sind niimlich sb%¢?, ec2a?, eall?, vf%2, vyla?, valf gleich Null zu
setzen, dagegen ist sy == 1. Demnach erhilt man bei Anwendung
der Productenformel (62) die Zahl derjenigen Dreiecke, welche 2 an-
geborig sind, und die eben definirte Bedingung erfiillen, gleich

@+ +F+7) 0.

Bezeichnet man also jene Bedingung, insofern sie auf X' bezogen

wird, mit d, so ergiebt sich schliesslich die Productenformel:

(63) £ =a b+ ¥ -ec?a® + ¢ - £a?b?
+ o T A B rytet -y vt B2 d - sty

Abgeleitete Productenformeln entstehen hieraus, wenn man mit
gestrichelten Symbolen von Lagebedingungen multiplicirt. Dies ist
erlaubt, weil man sich das als gewdhnlich voransgesetzte einstufige
System 2" durch eine finffache Bedingung definirt denken kann,
welche die betreffende Lagebedingung als Factor enthilt. Multipliciren
wir Formel (63) z. B. mit &/, so kommt:

za = a? - eb?c? 4 a‘b cecta - a'd - eah?

4 a'd eyt Q' rptat L d Y v f b a’d - psty.
oder
(64) wa' = a"? . (e0%¢® 4 vpra? 4 va?f?) 4 B2 (2920 | £a28?)
+ 27 (a? B+ ecta?)
4 98 eatb? - 95 - ectat - U5 - (ec?a - ca?B?)
+dd TPt ad - pstg.

Dieser Ausdruck fiir zo’ giebt die Ordnung der Curve, die von
der Hcke @ aller derjenigen oo! Dreiecke beschrieben wird, welche
einem gegebenen zweistufigen Systeme X’ und einem gegebenen fiinf-
stufigen Systeme X gemeinsam sind.

Multiplicirt man ferner Formel (81) mit &%, so ergiebt sich:
(65) 2a? = a?b - sc?a® + a*c - ea?V* + a% - 9,5242

+a?F - B8t - @ty - 9t - TS sy,

Multipliciren wir Formel (61) mit einer vierfachen Bedingung,

2. B. mit b2¢?, so kdnnen wir, weil wir dann zwei fiinfstufige Systeme
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zu Grunde legen, verlangen, dass der Ausdruck durch Vertauschung
der gestrichelten Symbole mit den nichtgestrichelten Symbolen in sich
selbst tibergeht. In der That erhiilt wan:

V262 = @ b'2? - et - V223 - 3,820 + bty - H.50
Benutzt man daun die Formeln des § 2., so kann man zu folgender

Form gelangen:
T = @' b2 ol — 9§70 9,807 — 9,82 . G502,

Dieses Resultat kann maw auch direct durch folgende Ueberlegung
erhalten. Wenn die Hcken & und ¢ feste Punkte sind, so beschreibt
in dem finfstufigen Systeme X die Ecke @ eine Curve vom Grade
ab%c? und in dem fiunfstufigen Systeme 3’ die Ecke o’ eine Curve
vom Grade &'0'?¢2 Beide Curven schueiden sich in ab?¢? . ¢ b2¢?
Punkten. Zu diesen Schnittpunkten gehdren erstens die Ecken a der-
jenigen den beiden Systemen gemeinsamen Dreiecke, welche ihre Ecken
b und ¢ in den festen Punkten haben. Ausserdem aber hat man zu
beachten, dass jedes nach der Definition von &, oder 9, ausgeartetes
Dreieck, welches X angehtrt, und seinen Punkt b resp. ¢ in dem
einen, seinen Punkt s in dem andern festen Punkte hat, zusammen
mit jedem ebenso beschaffenen, aber X’ angehorigen Dreieck ein Paar
von Dreiecken liefert, welche zwar dieselbe Ecke a haben, aber keines-
wegs den beiden Systemen gemeinsam sind, weil die Seiten § resp. y
in beiden Dreiecken verschieden sind. Demnach fallen von den
ab®c® - a'b?¢’® Schnittpunkten 8,26 . 9,/s?0'? in den einen, und
F,52¢® - 9/ 52¢’? in den andern der beiden festen Punkte.

Multipliciren wir endlich Formel (61) mit fiinffachen Bedingungen,
so gelangen wir zu Formeln, welche zu den in § 2. entwickelten ge-
horen. 7. B. ergiebt die Multiplication mit a'b?¢':

2o D22 = 1.¢b2c* + 1. 8,502 L 1. 9,5,
dies heisst aber:
ab?c? = eb*c® 4 4,50 - F,5%c%

Die oben neu eingefithrte Bedingung d, dass ein Dreieck einem
der oo? Kegelschnitte einbeschrieben sein soll, welche durch drei ge-
gebene Punkte gelegt werden kiunen, giebt mit den 6 Bedingungen
a, b, ¢, «, B, y eine Gruppe ven 7 einfachen Bedingungen, durch
welche, bei Zugrundelegung eines gewOhnlichen einstofigen Systems
jede der 5 Ausartungsbedingungeu ausgedriickt werden kann. Wir
erhielten schon oben:

Te=d—~a—f§— 7
und daraus, mit Benutzung der Formeln des § 2.,

Sa—bt ot Bty —d,
T =ctat+y+a—d,
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o=a,—f—b+ot—[—ﬁ——d,

t=d-—a-—b — ¢

Hieraus folgt aber, dass die oben entwickelte Productenformel
(63) auch mit 7, &), &, @/, & symbolisch multiplicirt werden darf.
Ist nidmlich X’ ein zweistufiges, X ein finfstufiges System, X" das
ihnen gemeinsame einstufige System von Dreiecken, so erhdlt man die
Zahl der Dreiecke, welche X” angehoren, und eine der Bedingungen
a, b, ¢, a, B, y, d erfiillen, indem man zu jedem der gestrichelten
Symbole der Formel (63) eines der Symbole &', ¥, ¢, &, §, ¢/, d als
Factor hinzusetzt. Thut man dies z. B. mit &', ¢, 8, ¢, d, addirt die
ersten 4 der erhaltenen Gleichungen und subtrahirt von der Summe
die letzte, so ist dies wegen der Formel

b =Vt E Y~
ganz dasselbe, als setzte man ohne Weiteres zu jedem gestrichelten
Symbol &, als Factor.

§ 5.
Die Zahl der gemeinsamen Dreiecke eines zweistufigen und eines
vierstufigen gewGhnlichen Systems.

Wir setzen hier ein zweistufiges System X’ und ein vierstufiges
System 2 von Dreiecken als gegeben voraus. In diesem Falle haben
wir also aus der Stammformel (59) alle diejenigen Glieder herauszu-
ziehen, welche zwei gestrichelte und vier nichtgestrichelte Bedingungs-

factoren enthalten. Demgemiiss ergiebt sich fiir die Zahl z der den
beiden Systemen gemeinsamen Dreiecke zuniichst:

(66) 2 =07 (ayca —byca — baca -+ b2ac)
+ Ve - (byca — baya — bica + blya 4 blaa)
+ b0y - (beca — baye — blea 4 Bype 4 blac)
+bc - (baya —bpa —blaa)+ ba - (bayc—blyc—Dblac)
T+ &'y - (BPca—bye—baatbay)tda - (B2y a)-a’y - (b2ac)
— &% (Dya) — p? - (Pac) 4 o'« - (Bye — blay)
4y ¢ (Braa — blay) - a'c - (B2ey)
— T8 - (rsay — 18P0 — v5%p) — T (z5¥p) ~— Ty - (vsia)
~ &5 (Desgb — B,50) — 8,9 - (9,52b — Dy52g)
— &Y (8,5%9).
Es handelt sich nun darum, diese Productenformel vermittelst der

Incidenzformeln und der Formeln des § 2. so umzugestalten, dass sie
eine moglichst kurze, und dabei symmetrische und sich selbst duale
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Form erhilt. Diesen Forderungen geniigt am besten diejenige Form,
in welcher von zweifachen Bedingungen nur auftreten:
al?, b,21 012’ a/?, ﬁ72, ?}/2’ alal’ b’ﬁl’ clyf,
'a'a'sl, ab/sl, ’90131, '8'a,g,, '3'b’g’) &C/g;, é/gl’ tlsl'
Man hat alse z. B. zu ersetzen:
Ve’ durch 3? - o2
b'¢ durch o2  7v's’ 4 &5 gemiiss Formel (11),
o'y durch 2 4 &g -+ #,/¢" gemiss Formel (12),
e durch «? + o'e — &g — 8,/9 — 9/g gemiss Formel (14)
&Y durch 2 4 a? — 0§ + 8,5 -+ 9,8 -+ s’ gemiiss Formel (15).
Bringt man dann auch noch die nichtgestrichelten Coefficienten
der zweifachen Symbole vermittelst der Formeln (42) bis (47) auf die
kiirzeste Form, so gelangt man schliesslich zu der folgenden I'roducten-

formel fiir die Zahl x der Dreiecke, welche einem zweistufigen und einem
vierstufigen , gewishnlichen Systeme gemeinsam sind.

(67) x=a?-5* 4 b a4 ¢? - atl?
@ B2 4 B e 4 a2
+adw s Bstg VB Ssty Y DSty
+ 88 egta + DS eg?b + B85 - egte
+ 8,9 - rsta 4+ 89 - r?p+ By 18Py
+ 69 - (rsta 4 vstf sty 4 %)
4+ 7’5" (e9%a + €9%b + egtc + vg?).
Aus dieser Formel erhilt man durch Multiplication abgeleitete
Productenformeln fiir die Fille, wo die Stufensumme der gegebenen,

gewbhnlichen Systeme grosser als 6 ist. Wir multipliciren die Formel
(67) z. B. mit . Dann kommt:

za = a? b'a + B2 plata 4+ p?- e2fla
+ad . ostga+ s - egab 4 85 . egtca
+ 78 (egtab + egtac -+ pygts).

Nun ist aber 2a ganz dasselbe, wie dus 1« der Formel (64).
Also muss die rechte Seite der vorstehenden Formel sich so umge-
stalten lassen, dass die rechte Seite der Formel (64) zum Vorschein
kommt. Zu diesem Zwecke benutzen wir die Formeln (48) bis (53)
und die Formel:

7S =ad —do —adf —ay,
welche aus der oben bei Formel (62) abgeleiteten Formel fiir die neu
eingefiihrte Bedingung d folgt. Wir erhalten so:
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Za=a"- (D' + va?p? + ra?f? + 2. psly)
4 B (eatb? + Tytet - ysty) 4yt (eaPe’ + rf2a 4 ¢s°g)
+dd (T + vty 4 B a4+ 3,3’ -ectal
+ 78 (e @) F (' d — ' —2 @ T Py PSiy,
oder:
o =g (07 + rp?at + Tatfh o 57 (ryte’ + £a*b?)
4y (Bl o ecta?) b S - scta A DS e bt
7 (et - ew?l?) + e eyt F A d ¥s'y.
Die Uebereinstimmung  dieser Formel mit der Formel (62) giebt
eine interessante Controle del Reehnung
Die IFormel (67) enthilt 17 /,wufadm Bedingungen, und ebenso-
viel vierfache Bedingungen. Man erkennt aber leicht, dass nur 15

von einander unab]mntri(rb zweilache Bedinguugen aufstellbar sind,
welche o', ¥, ¢, «, B, p allein enthalten, niimlich:
>0 ’ ¥ r £ ’ ’ ’ 4
ARANAN AN AR AN # Vp, ¢y,
Ve, dd, ', By, veo, &f.
Fithrt man diese 15 Bedingungen in die Formel (67) ein, so
bleiben susserdem noch die beiden Ausartungsbedingungen ¢'s” und
darin. Um aueh diese herauszuschaffen, definiren wir fir das
Dreieck zwei neue zweifache Bedingungen, néimlich ¢, welche aussprechen
soll, dass das Dreiccl einem der o' Kegelschnitte cinbeschrichen sein
soll, die bezichungsweise durch 4 geyebene Punkte gehen, und die zu
¢ duale Bedinguny . Um ¢ auszudriicken, wenden wir die Formel
(67) an, indem wir 2 das gewbhnliche, vierstofige System aller die
Bedingung ¢ erfiillenden Dreiecke sein lassen. Fiir dieses ergiebt
sich leicht:
202 w0292 o 2 J— 202 — A y? o 2232
bie? = c%a a’h? =0, By el = a?ffi?=1,
Doslg == B,8'g = ¥,/ s'g =1, Eg'a = eg°b = cg’c =0,
18?0 =18’ =15’y =0, Ys*=1, ¢g? =2,
letzteres, weil es 2 Kegelschnitte giebt, welche durch 4 gegebene
Punkte gehen und 1 gegebene Gerade berithren, Durch Kinsetzung
dieser Werthe erhiilt man die eben definirte, zweifache Bedingung ¢
ausgedriickt, wie folgt:
2 I 45 74 ’ ’ v ot + e
68) ¢=a?4-p*+ 2 tad +VF 4y 4 g 4-2.78,
und duoal entsprechend:
y S ; ;o ’ ’
(69) f=a?4+ 02+ c*Hae +0F+y 2. ¢y +705.
Hiernach liisst sich jede der beiden Bedingungen +'s’ und gy

durch:
" b/2 0 ’y {3;2 'y a: a’ b, . s , ,
ar, y €5 &5 ' P ’ ﬁ.C;V,e,f



Anzahlgeometrische Behandlung des Dreiecks. 179

ausdriicken. Fihren wir demgemiiss ¢’ und f* statt &g’ und 's’ in

die Formel (67) ein, nachdem wir durch die Formeln (11) und (12)

B, 88, 85, 9y, 8¢, /g heransgeschafit haben, so gelangen

wir zu einer Productenformel, welche von zweifachen Ausartungsbe-

dingungen ganz frei ist, nimlich zu:

(1) x=a? (*c¢* — v5%a) 4+ 1% (Pa* —78*B) + Ha*b* — 15°Y)
+ o7 (B2y% — eg%a) + B - (;J'la"—&g"b)—{-y" (@B — £gte)
+da Bty VR Bustg Y DSty
+ Ve egladca - egib+ dl - egie
+ 8y rste Yl vt f B Tsty

Ui o e B T

-+ 2 @f —€—2a¢--2070 -2 oy a0 - U B

1 — YY) st

+ 5 @€ —f 26— 2B =2y fa B P -V

— ) - b

Durch die hier auftretenden 17 zweifachen Bedingungen lisst sich

auch vermége der Formeln des § 2. jede zweifache Ausattungsbedingung
ausdriicken. Es ergiebt sich z. B. aus Forme] (23) zuniichst:

(71 a) 'd)/ — [)"7"——— (l/Q + y’“’ o b'.l + oc'{i' . C’?

Ll —dtdd — B a b —
_ ltla/ . b!ﬁl — 0’7, — T’S’ _— 8’!/’,
und daraus, mit Benutzung von (68) und (69):

(L) ¢ =fy+yed+af+bc+cd+al

2 L, 2 2 2 2 2
. 2"—-‘-“ ’2___-_ 12—— ’2__,,,__ l?_‘ﬁ 2

g Wy Pyl B =Y

T T S D
—gdd — gV — Y — g — [

Diese Formel bezieht sich auf den Fall, wo cine Correspondenz
zwischen drei Punkten einer Ebene so stattfindet, dass immer ein
Punkt die Lage der beiden iibrigen bestimmt, und ergiebt dann die
Zahl derjenigen Stellen der Ebene, wo drei durch die Correspondenz
zusammengehorige. Punkte unendlich nahe liegen.  Aus der Formel (1)
ersieht man, dass es erlaubt ist, die Productenformeln mit der Aus-
artungsbedingung ¢ zu multipliciren, vorausgesetzt, dass keins der zu
multiplicirenden Symbole sclbst eine Ausartungsbedingung ist. Wir
thun dies zuerst mit der Formel (63). Dann kommt:

(72) pw =8 - (eh?c? + ecta® + ea’l?)
+ Vg - By rptet et
+ 'd - (psty).
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Dann multipliciren wir auch Formel (70) mit ', wodurch wir
erhalten:
px=19's? (b1 — rs’e + e9%a + ?a? - vs*P + £9°b + ab?
— s’y + £g%¢)
UG (B9 = egta Tha P — et + 1B + B
— eg%c + 15%y)
+ ¥'5'G - (Das’g + D5’ + Ve’
4 @ U ¥ 6 YST LB W~ 3 W) s
+5 @ W — W — 6. g 3 W — B ¥y v
oder:
(713) ¢z = 9% - D — t8%a + eg?a + 9,509 + 4 — v5°8
b+ stgt a*b?—r sty egic+ F.509—3 -9 s?)
4+ gt (B — egta + vste 4 S50 - plet — eg%b
Frs' s’y -+’ —egtet sty + BP9 —3 -4 g7)

+ 2 WL v — SV Ps?
F Ve v — U b

Aus den beiden abgeleiteten Productenformeln’ (72) und (73) werden
wir in § 7. weitere Schliisse ziehen,

§ 6.

Die Zahl der gemeinsamen Dreiecke zweier dreistufiger gewiohnlicher
Systeme.

Wir haben hier aus der Stammformel (59) alle diejenigen Glieder
herauszuziehen, welche drei gestrichelte und drei nichtgestrichelte Be-
dingungsfactoren enthalten. Die so resultirende Productenformel haben
wir dann vermittelst der Incidenzformeln und der Formeln des § 2. in
eine Gestalt zu bringen, welche folgenden Anspriichen geniigt, Die
umgestaltete Productenformel muss in sich selbst iibergehen, erstens,
wenn man zwei der Buchstaben o, b, ¢ und zugleich die entsprechen-
den griechischen Buchstaben mit einander vertauscht, zweitens, wenn
man die lateinischen Buchstaben a, &, ¢ mit den entsprechenden
griechischen Buechstaben sowie z wit ¢ und s mit g verbtauscht, drittens
aber anch, wenn man die gestrichelten mit den nichtgestrichelten Sym-
bolen vertauscht. Von allen Formen, welche diesen Anspriichen ge-
niigen, scheint dem Verfasser am kiirzesten die folgende zu sein. Die
Zahl z der Dreiecke, welche einem dreistufigen Systeme X und einem
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andern dreistufigen Systeme X’ gemeinsam sind, ergiebt sich durch
die Productenformel:

(14) 2 =a bl 4 a?y cta + V2 28
F U B i aty Ty
4 a2 sa? + 52 BT L Bes et
+ Dug' 2 rat L gt e+ Dyt
F ' P VY Dt £t B8t
A B 7B Bg T 0
gt Bgt  Big D Mgt By’
+ D0y Dagt 4 Vgt Bag® A Bg e By
4 Ba8 2 Byt £ o't 9.8 S B8
9452 D8t s Bs? 95 Bt
+abc e+ By s+ fytoabe S afy
— gt ey — TS T — 2 g st — 2 TS gt
Man itherzeugt sich leicht, dass, wie hier, so auch bei jeder Dar-

stellung der gesuchten Zahl z die Kenntniss von mindestens 22 An-
zahlen fiir jedes System gefordert wird.

Beispiele.

1) Will man eine dreifache, auf «, b, ¢, @, B, p beuligliche Lage-
bedingung durch die eingeftibrten 22 Bedingungen ausdricken, so
gelangt man durch Auwendung der Formel (74) oft schueller zum Ziel,
als durch Anwendung der Formeln des § 2. Handelt es sich z B.
darum, die Bedingung a’a auszudriicken, so denkt man sich jedes der
22 gestrichelten Symbole mit o 2« multiplicirt. Dann erhillt man
sechsfache gestrichelte Symbole, deren Zahlenwerthe leicht crkennbar
gind. Es ist niimlich 9,5 2a'2¢ =1, « 'y a'?e¢’ = 1, und die iibrigen
20 Symbole ergeben Null. Setzt man diese Werthe ein, so kommt:
(15) ale == ea® 4 Fp5* 4 P54 vs?,
eine Formel, die man auch erhilt, wenn man ¥ormel (8) wmit o mul-
tiplicirt. Die dual entsprechende Betrachtung giebt:

(76) aet =te® 4 B9° + gt 4 &g*.

II) Um die dreifache Bedingung v auszudriicken, dass ein Dreieck
einer Curve mter Ordoung einbeschriehen sein soll, betrachten wir
das dreistofige System X’ aller diese Bedingung erfiillenden Dreiecke,
und erkennen fiir dieses System:

Hgl=hgt==0gr=nn-1), a¥=1r’
Cf Y = nmn—1) @n—3),
wie schon in § 2. bei Beispiel II) abgeleitet ist,
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£ft=nm—1)(n—2);
die iibrigen 16 Symbole haben den Werth Null. Also kommt:

v=nn—)(re*+ T+ 194 2.0 — 1)- (.9 g’ 04"
—l—n"‘-sg?—{-n(ﬂ,—-—])(21’&-——3)'132+n(n——— 1)(n—2).abc
—n(n—1)(n-—2)-eg"—2-n(n—1)(n—2) s’

Vereinfacht man den erhaltenen Ausdruck und filirt man dann ge-
miiss Formel (76) die Symbole ae?, 32, ¢y? ein, so kommt:

(17 =nm—1) (ae?+Dhp24cp?-1s?)
Fun—1)n—2) abec 4+ n - £g°.

Hiernach kann man bei jedem gewbhulichen dreistufigen Dreiecks-
systeme leicht berechnen, wie gross die Zahl der einer Curve einbe-
schriebenen Dreiecke des Systems ist, wenfi man fir dieses System
die Zahlen ae? bf?% cp?, abe, vs? &g? angeben kann.

Die dual entsprechende Betrachtung ergiebt fiir die dreifache Be-
dingung u, dass ein Dreieck einer Carve rten Ranges umbeschrieben
gein soll:

(18) w=r(r—1) (a0 ey + eg%)
=1 —2) afy + 775,

Will man nach Formel (77) die Zahl x derjenigen Dreiecke berechnen,
welche einer Curve nter Ordnung und zugleich einer Curve mter Ord-
nung einbeschrieben sind, so hat man fiir das System aller der letut-
genannien Curve einbeschriebenen Drejecke die in Formel (i7) er-
schienenen Symbole zu berechnen. Dann ergiebt sich

ae! =0 =cp?=mm—1)-m, 82=0,
abe = m?, &g = m(m—1)(m-—2).
Setzt man diese Werthe in Formel (77) ein, so erhilt man fiir die
gesuchte Zahl
z=n(n—1)-3.m*(m—1)

+nn—1)n—2) - m*+n-m@m—1) (m—2),

oder vereinfacht:
z=mn(mn—1) (mn—2),

was man von vornherein wissen konnte, weil eine Curve nter Ord-
nung eine Curve mter Ordoung in m - # Punkten schneidet. Will
man die Unterscheidung der Eecken a, b, ¢ fallen lassen, so hat man
das Resultat durch die Zahl 6 der Permutationen von 3 Elementen
zu dividiren.

Will man zweitens nach Formel (78) die Zahl y derjenigen Drei-
ecke berechnen, welche einer Curve rten Ranges umbeschricben und
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zugleich einer Curve nter Ordnung einbeschrieben sind, so hat man
in dieser FFormel zu setzen:

ale ==y =0, ef=nn~—1)(n—2),.
affy =n(n—1)2r—-3), rst=0.
Dann kommt fiir die gesuchte Zahl y:
y=rr—1)-nn—1mn-2)4+rFr—1){r—2)nn-—1)-Cn—23)
oder:
(19 y=r{r—D.nn-—1)Cur—3 n—3.r4+1.

Dieser Ausdrack verschwindet ausser in den Iiillen » =1 und
=1 nur noeh in dem Falle, wo # =2 nnd r = 2 ist. Diec Zakl
der einer Curve einbeschrichenen und eugleich elner andern Curve wmbe-
schriebenen Dreiecke ist also nur dann gleich Null, wenn beide Curven
Kegelschnitte sind.

HI) Fiir die Bedingong j, dass ein Dreieck in Bezug auf einen
festen Kegelschnitt sich selbst conjugirt sei, ergiebt sich aus der
Productenformel (74):

(8)) =D+ Cut f+ AP+ ay + Uy 42 eg 4278,
weil a’28" und die analogen Symbole gleich 1, a'b'¢ =2, 'y =2
und die iibrigen Symbole gleich Null zu setzen sind. Aus Formel (80)
erhilt man also fiir die Zahl der in Bezug auf 2 feste Kegelschnitte
sich selbst conjugirten Dreiecke den Werth 6, also den Werth 1, wenn
die Ecken nicht unterschieden werden.

§ 1.
Productenformeln fiir das unendlich kleine Dreieck.

Das unendlich kleine Dreieck ¢ (§ 1.) ist dadurch charakterisirt,
dass seine drei Ecken, wie drei aufeinanderfolgende Punkie einer
Curve, unendlich nahe liegen. Es hat die Constantenzahl 4, besitz
ecinen besonderen Punkt, den wir auch hier s nennen wollen, und
einen besonderen Strahl, der auch hier g heissen soll. Die oben mit
7 und ¢ bezeichneten dreistufigen Ausartungen des allgemeinen Dreiecks
sind als einstufige Ausartungen des unendlich kleinen Dreiecks ¢ zu
betrachten, und sollen auch in dieser Hiusicht » und § genannt wer-
den. Zwischen den 4 einfachen Bedingungen des Dreiecks ¢

$, 9, §
besteht eine Gleichung, welche schon oben (Nr. 41.) abgeleitet ist, und
hier, wie folgt, zu sehreiben ist:
3-s4n=3-g+¢&

Die Productenformeln des Dreiecks ¢ ergeben sich aus den Formeln
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(72) und (73), wenn man noch die nichtgestriche]ten Coefficienten der
gestrichelten Symbole so umformt, dass auch sie simmtlich ¢ oder 7
oder § als Factor erhalten. Dies gelingt auf folgende Weise, Hs ist:

£a?b? - eb** - ectal = g2 (abF-bc+ca)
= £g*(a+b—yg) (a+c—g) = 19%

ra'zﬁ‘l + rﬁﬁyi’ + ,ryzaz — §32
Demnach folgt ans (72):
(81) x=15 994 ¢ -2} & - sy
als die Zahl x derjenigen unendlich Kleinen Dweiecke, welche einem ge-
gebenen einstufigen Systeme 27 und ecinem davon unabhingigen, drei-
stufigen Systeme X gemeinsam sind. Hier bedentet d” die einfache Be-
dingung, dass ein X’ angehtriges unendlich kleines Dreieck einem der
0o® Kegelschnitte einbeschrieben ist, welche durch 3 gegebene Punkte
gehen.

Um analog bei formel (73) zu verfahren, wenden wir Formel
(46) an, und erhalten:

Byt — egta 4 t5%a | 8,89 + p2a? — 2g?b - vSPB - 9y 8?
+ o*pt — egPc + v’y 4 BusPg — B - pg? )
=150y + rsye 4 vseff — v582a — 7528 — sy
=rs(a+pf—s) (aty—s) ={¢s;
und duoal entsprechend:
b2e? — vt + egla + D59 + c?a? — ©52 B 4 eg?b + B, 529
+ b — 18y + eg%c + 989 — 3 - Pps? = yg.
Demnach folgt aus (73)
82)  y=s5tomg g2 ts+ 0 po
als die Zahl y derjewigen unendlich leinen Dreiecke, welche zweien wvon
emander unabhingigen, eweistufigen Systemen X7 und X gemeinsam
sind. Hier bedeutet ¢ die zweifache Bedingung, dass ein X’ ange-
hériges Dreieck einem der co! Kegelschnitte einbeschrieben sein soll,
welche durch 4 gegebene Punkte gehen, und 7 die dual entsprechende
Bedingung.

Es liegt nahe, die Productenformeln (81) und (82) so umzuge-
stalten, dass sie nur die auf §, ¢, 7, £ beziiglichen Symbole enthalten.
Um zuniichst d’ zu entfernen, gehen wir auf die oben fir das allge-
meine Dreieck entwickelten Formeln zuriick. In § 4. ergab sich:

ebenso:

d,'_'a’-'- bl-‘.cl—_:&,‘
Ferner folgt aus (71a): )
1’[,' _I__ Tls' + E’g’ =[3'7'—}—9/05'-[—0/{3'———tx’z——ﬁ'?—y'Q
L TR B R Sy )
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Multiplicirt man die linken Seiten dieser beiden Formeln mit einander,
ebenso die rechten Seiten, und setzt dann die erhaltenen Ausdriicke
einander gleich, so erhilt man:

Yd'—3-¢s+Tsd +gdd —3 7 —¢ga —5gb —gc
=&bd+tdcd+da b —dal -l —dct—sgad—gb—Egc
oder:
(83) Vd =3 .¢s —1vsd —&gd +3-vstF3-6¢?
@b —g) (@ E—g).
Nun ist &(a'+b—¢) (@4 —g)=x. Um auch &¢gd und v's'd’
zu bestimmen, beachten wir, dass ein die Definition von & erfiillendes
Dreieck nur dann einem Kegelschnitte einbeschrieben sein kann, wenn
derselbe ausgeartet ist, dass also bei einem &¢'d’ erfiillenden Dreiecke
die drei Ecken a, b, ¢ nothwendig irgendwo auf einer der drei Geraden
liegen miissen, welche den Punkt der Bedingung ¢ mit einem der
drei Punkte verbinden, die von der Bedingung 4’ als gegeben voraus-
gesetzt werden; dann besteht nimlich der durch die 3 Punkte von d’
gehende Kegelschnitt aus der erwihnten Geraden und der die beiden
ibrigen Punkte von d” verbindenden Geraden. Folglich ist:

f§gd —3-e¢? und ebenso: 'sd =3 752
Folglich ergiebt sich aus (83) die Formel:

(84) vd =38.95 4 7.
Ebenso oder auch durch Formel (41) erhilt man:
(85) va—=3.vg + L.

Aus (84) und (85) ergeben sich durch Multiplication mit &', ¢, s'%, ¢*
und Benutzung der Incidenzformeln:
(86) Wd'S =3 @SS =3 Y5 4 3-¥g LS,
@) wd'g =35 3.6yt H g =3 ¥+,
(88) @ dgr—=ngt=23 95y 452
(89) wdgr=3.-vsg +yyt="Ly"
Um zweitens auch ¢'¢ auszudriicken, schreiben wir die Formel (68),
wie folgt:
¢ —a? —fr—pt—add —Vf —cy=¢g 4275,
und die Formel (71a) folgendermassen:
WA =Y Y
FV e Fal—a—bi—c? —add =V —cy.
Dann multipliciren wir sowohl die linken Seiten, wie auch die
rechten Seiten mit einander, und erhalten:

Mathematische Annalen, XVIL 13
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w’e' . 6:'(1]’9’2 __ 3.wlsl2 + 'E’S'c' + sfg'er

. 2”6’5’201/ — 2'1’3'2‘;, o 2'1’3’27/ ~ 8’9,20,’ . §lg'2b, . 819'26'

=g+ ddca +&gdat — 2.8g —2.8g 2 —2 £y

+ 20 By 420 Y 20 o f—d 15 2a—4 S 4TS Y,
oder:

(90) Ve =6-9g24+3.-95—¢se — &g¢
+ g (@0 —g) (@ +—g)
+ 2.5 @+ —5) (9 —5).

Von den 6 Gliedern auf der rechten Seite dieser Gleichung sind
das fiinfte und sechste beziiglich ¢’ und 2-¢'s. Es handelt sich
also nur noch darum, 7's'¢ und £¢’¢ zu bestimmen. Xin durch die
4 Punkte der Bedingung ¢ gehender Kegelschnitt kann nur dann ein
einbeschriebenes Dreieck von der Definition 7’ oder & enthalten, wenn
er zu einem der drei durch die 4 Punkte bestimmten Geradenpaare
wird. Dann muss aber der Punkt s’ des Dreiecks " in den Schnitt-
punkt des Geradenpaares fallen, und die Gerade g des Dreiecks & in
eine der beiden Geraden. Folglich kann keine der beiden dreifachen

Bedingungen 's’¢’ und £¢'¢ jemals erfiillt werden. Deshalb ergiebt
sich aus (90):

(91) VO =6-9g°+ 3¢5 oy 4275
Die dual entsprechende Betrachtung liefert:
92) U =695+ 3. 9G54+ 2. g,

Die in den eben abgeleiteten Gleichungen (84), (85), (91), (92)
gefundenen Ausdriicke fiir 9'd’, ¥'¢, ¥/ setzen wir nun in die beiden
Productenformeln (81) und (82) ein. Dadurch erhalten wir die folgen-
den BResultate:

I) Dic Zahl x,; der unendlich kleinen Dreiecke, welche einem ein-
stufigen Systeme &' und einem davon unabhingigen, dresstufigen Systeme
2 gemeinsam sind, ergiebt sich aus:

(93) Ty =8 -ng* + g - £+ (B-5+) - s%g
=5 "+ g £+ (B-g+7) - sg.

II) Die Zahl x,, der unendlich kleinen Dreiecke, welche sweien von
emander unabhangigen, weistufigen Systemen X und ¥ von unendlich
kleinen Dreiecken gemeinsam sind, ergiebt sich aus:

(94) 2yy=52mg+g*Es+4g 485 g*+3-52.524-3.42.42,

Wegen der durch die Formeln (86) bis (89) ausgedriickten Be-

ziehungen kann man diese Productenformeln noch in vielen anderen
Formen schreiben, z. B, Formel (93) in den beiden Formen:
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(95) 2y=5-9n+4g Sa+1 .y,

(96) =359 +g -8 +7q - sg.

Von den abgeleiteten Productenformeln erwiihnen wir diejenigen, welche
auf die Fille Bezug nehmen, wo das eine gegebene System zweistufig,
das andere dreistufigz ist und wo beide Systeme dreistufig sind. Mul-
tiplieirt man (93) mit & oder (94) mit s, so ergiebt sich beide Mal
nach Benutzung der Formeln (86) bis (89) ein und derselbe Ausdruck
fir die Zahl sx, derjenigen unendlich Eleinew Dreiecke, welche einem
zweistufigen Systeme X' und einem dreistufigen Systeme X gemeinseam
sind, und welche dabei ihren Punkt s auf einer gegebenen Geraden
haben. Diese Zahl erhilt man nimlich aus:

(O1)  swpy =590 + (7447 - £+ (B8 B-g7 L) - Sy

Die dual entsprechende Zahl gx,, ergiebt sich aus:

(98) gmy =g &2+ (249 - ng* + B4 397 +0'y) - 9.
Multiplicirt man ferner (93) mit 5’2 oder (94) mit s's, so erhiilt

man beide Mal einen und denselben Ausdruck fiir dic Zahl sz, der-

jenigen unendlich Eleinen Dreiecke, welche zwei dreistufigen Systemen X

und X' gemeinsam sind, und welche dabei ithren Punkt s in eimem ge-
gebenen Punkte haben. Fir diese Zahl ergiebt sich niimiich:

(99) @y =529 L {52 s+ 3-8 s
Fiir die duoal entsprechende Zahl g?z,, ‘erhillt man:
(100) Py, =52 g+ 7g? sy + 357 Sg.,

Es gelingt auch, in dem Falle, wo das eine System zweistufig, das
andere dreistufig ist, die Zahl #a,; auszudriicken, welche angeben soll,
wie oft es bei den co! gemeinsamen, unendlich kleinen Dreiecken vor-
kommt, dass die drei unendlich nahen gemeinsamen Punkte in gerader
Linie liegen. Zu diesem Zwecke gehen wir auf die Formel (81) suriick,
weil bei dieser keins der gestrichelten Symbole ein Ausartungssymbol
ist, und multipliciren dieselbe mit %". Dann kommt:

ity = /S ng* + 0y L5* A v d sty
Dann ersetzen wir gemiiss Formel (86) %' durch 3¢* 4 £'s’ und #'d’
durch 3 -'¢g’. Dass 7/d' =3 - 7'g ist, ergiebt sich direct geometrisch
aus dem Umstande, dass die Erfillung der Bedingung #'¢’ nur durch
einen in ein Geradenpaar zerfallenen Kegelschnitt ermiglicht wird.

Daher kommt:
(101)  nagy =& 0g> + 79§+ 3.9 ng’ + 3.1/ g -5,
und dual entsprechend:

(102) ¢z =79 58+ ¢s-ng? -} 3828 4 385 -s%g.
13%
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Multiplicirt man dann (101) mit ¢, so gelangt man zu der Zahl g%,
welche angiebt, wie oft es bei den co? gemeinsamen unendlich kleinen
Dreiecken von zwei dreistufigen Systemen vorkommt, dass die drei
unendlich nahen, gemeinsamen Punkte in einer geraden Linie liegen,
welche einen gegebenen Punkt trifft. Man erhilt:

(103)  myry, =mg*- g+ &g+ ng*-Es* - B.s2g-0 g ?
+3.qg%-5g,

und dual entsprechend:

(104)  Esxy =588+ gt s+ {s gt +3.529-0s?
~+ 3-£s?.5%g .

§ 8.
Losung der Anzahlprobleme der dreipunktigen Beriihrung durch die
Formeln des § 7.%).

Fasst man auf einer Plancurve immer je 3 consecutive Punkte oder
Tangenten zu einem unendlich kleinen Dreieck zusammen, so erhilt
man ein einstufiges System solcher Dreiecke, dessen Punkte s die Curve
selbst beschreiben, dessen Strablen g dieselbe einhiillen, dessen Aus-
artungen von der Definition % in den Wendetangenten liegen, und
dessen Ausartungen { durch die Spitzen der Curve erzeugt werden.
Demnach ist fir ein solches einstufiges System zu setzen:

S=mn, g=n, p==u, ==

wo n die Ordnung der Curve bezeichnet, »' ihren Rang, x die Zahl
ihrer Wendetangenten, x die Zahl ihrer Spitzen. Die zwischen s, g, 4, &
bestehende Gleichung liefert fiir das durch die Curve erzeugte, specielle
System eine Pliicker’sche IFormel, wie schon in dem ersten Beispiele
zu § 2. erkannt ist.

Hat man nun ein einstufiges Curvensystem, so erhdlt man ein
zweistufiges System von unendlich kleinen Dreiecken, wenn man in
derselben Weise auf jeder der oo! Curven je drei consecutive Punkte
zu einem unendlich kleinen Dreieck zusammenfasst. Liir ein so de-
finirtes zweistufiges System von Dreiecken 3 bekommen die Symbole
des § 7. die folgenden Werthe:

=y, f=u, yg="F, fs=r,
wo s angiebt, wieviel Curven des Curvensystems durch einen gegebenen
Punkt gehen, u’, wieviel eine gegebene Gerade beriihren, wo ferner
E den Rang der von den Wendetangenten eingehiillten Curve und %
die Ordnung der von den Spitzen beschriebenen Curve bezeichnen.

*} Diese Anwendung habe ich inzwischen schon durch die Gott. Nachr.
(Jumheft 1880) publicirt,
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In derselben Weise erhilt man aus einem zweistufigen Curven-
systeme ein dreistufiges System von unendlich kleiuen Dreiecken, fiir
welches man zu setzen hat:

Sg=M, n9?=K', {s'=K,

wo M angiebt, wieviel Curven des zweistufigen Systems eine gegebene
Gerade in einem gegebenen Punkte beriihren, wo X’ angiebt, wieviel
Curven eine gegebene Wendetangente haben, und wo X angiebt, wie-
viel Curven eine gegebene Spitze haben. Man bemerke noch, dass
andere auf % und { beziigliche Symbole, als dic angefiihrten 5y, s,
192 &s? auch von Ausartungen erfilllt werden konnen. Beispielsweise
wiirde die Bedingung #s? erstens von jeder Curve erfiillt werden, von
welcher ein Wendepunkt in den durch die Bedingung s* gegebenen
Punkt fillt, zweitens aber auch von jeder ausgearteten Curve, welche
eine einfache oder mehrfache Orduungsgerade durch den gegebenen
Punkt der Bedingung s? schickt.

Wenn nun die von zwei Curven in der erdrtertenr Weise erzeugten
Systeme von unendlich kleinen Dreiecken ein unendlich kleines Dreicck
gemeinsam haben, so heisst dies nichts anderes, ald dass die beiden
Curven sich dreipunktig bertiliren. Desbalb erhiilt man aus den Formeln
(93), (94) und (97) bis (104) unmittelbar die auf dreipunktige Be-
rihrung beziiglichen Anzahlen, sobald man nur die soeben fiir die
Symbole s, g, 1, &, s g% nys &S, s'y, ng?, &' crkanuten Werthe
n, W, ®, x, w, &, ¥, b, M, K', K einsetst. Die letatgenannten
Buchstaben sollen dabei immer den Index ¢ bekommen, wenn sie sich
auf eine Curve oder ein Curvensystem beziehen, welches schon mit
. bezeichnet ist. Aus Formel (93) ergiebt sich also das Resultat:

93a) Ein gegebenes, aweistufiges Curvensystem 2 enthilt immer
n K+ ny K, + (30 +x,)- M,

Curven, welche eine gegebene Curve 2 dreipunktiy berithren.™)

Ebenso folgt aus (94) unmittelbar der Satz:

(942) Wenn zwei cinstufige Curvensysteme 2 und X, gegeben sind,
so kommt es

ty 'k2/+ﬂll‘k2+k1,'(‘2+ By +3 w3 oy
Male vor, dass eine Curve des ecinen Systems emce Curve des andern
Systems dreipunktig beriihrt.**)

#) Diese Anzahl bestimmte zuerst Halphen im Bull de la Soc math,
tome 5, p. 14, durch Correspondenzbetrachtungen, dann auch Zeuthen in, d.
Comptes rendus, tome 89, p. 201 durch das Princip von der Erhaltung der Auzahl.

#¥) Digse Anzahl bestimmte Zeuthen durch dieselbe Methode, wie die vor-
hergehende in den Comptes rendus, tome 89, p. 917.
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Aus (97) und (98) folgt:

(972) Sind ein einstufiges Curvensystem Xy und ein sweistufiges X5
gegeben, so kommt es oo' Male vor, dass zwet den beiden Systemen ar—
gehirige Curven sich in denselben drei unendlich nahen Punkien dree-
punktig beriihren. Die dadwrch hervorgerufenen o' Beriihrungspunkte
bilden eine Curve von der Ordnumg:

Wy (K2+K2’+3‘M2) + 5‘1"(1{2+3'M2) + &y M,,¥)

und dic Tangenten n  den Berihrungspunkten hiillen eine Curve eine
vom Range:
e (K +3-M,) 4 p (K, 4Ky +3-My) + &,- M,.

Aus (99) und (100) folgt:

(99a) und (100a) Sind zwei zweistufige Curvensysteme X, und 2,
gegeben, so kommt es oo? Male vor, dass zwei den beiden Systemen are-
gehirige Curven sich in denselben drel unendlich nahen Punkien drei-
punktiy berithren, und zwar geschicht dies in jedem Punkte der Eberee
s0 oft, wie die folgende Anzahl angiebt:

M -K,+ K, -M,4+3-M - M,
Ferner tritt dabei jeder Strahl der Ebene so oft als Beriihrungstangente
auf, wie die folgende Zahl angiebi:

ML‘K2’+ Klr'M2+3 'Ml 'M2-

Endlich liefern die Formeln (101} bis (104) die folgenden Sitze.

(101a) und (102a). Bei den ool drejpunktigen Berihrungen rwischer
ewner Curve cines gegebenen einstufigen Curvensystems X, und ciner Curve
emnes gegebenen zweistufigen Curvensystems 2, kommt es eine cndliche
Anzall mal vor, dass die drei unendlich nahen Schwittpunkie in gerader
Linie liegen, und zwar so oft, wic die folgende Zahl angiebt:

kK + &' -K, 4+ 3u K, + 3 -k -M,.
Ls kommt ferner auch eine endliche Anzahl mal vor, dass die drei ar
einer Deriihrungsstelle unendlich nahen gemeinsamen Tangenten sich in
demselben Punkte schneiden, und zwar so oft, wie die folgende Zcakl
angiebt:
ki -K, + k- Ky + 3u,- K, -+ 8-k, M,.

(103a) u. (1042). Bei den oo? dreipunktigen Beriihrungen swischen
zwer Curven zweier zweistufiger Curvensysteme X, und X, kommit es
oo! mal vor, dass dic drei unendlich nahen Schuittpunkte in einer geraden

Linie liegen. Die so crzeugten oo' geraden Liwien hiillen eine Curwve
ein vom IRange:

*) Diese Anzahl, sowie alle folgenden Apzahlen dieses Paragraphen diirfteq
neu sein. Die Formeln (97a) und (99a) theilte ich Herrn Zeuthen brieflich mit,
er faud dieselben dann auch durch seine Methode,
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K''K,+K XK, + K -K,+3 M K, +3.-K'-M,.
Es Fommt ferner auch oo!mal vor, dass dic drei an einer Berithrungs-
stelle unendlich nahen gemeinsamen Tangenten sich in demselben Punkte
schneiden. Die so erzeugfen oo' Punkte bilden cine Curve von der
Ordnung

K, K,+ K/ -E,+ K, - K, +3-M, K, + 3K, M,

Aus den Formeln des § 7. resultiren unmittelbar aueh alle die-
jenigen Zahlen, welche sich auf die gemeinsamen unendlich kleinen
Dreiecke von mehr als zwei Systemen beziehen. Der Kirze wegen
haben wir diese Zahlen selbst nicht angefithrt, Statt dessen wollen
wir aber hier diejenigen Zahlen schreiben, welche sich aus thnen fur
die dreipunktige Berithrung zwischen Curven ergeben. Weunn zuniichst
ein einstufiges Curvensystem 2, und zwei zweistulige Curvensysteme
X, und X, als gegeben vorliegen, so kann man durch Formel (94) die
Zahl aller unendlich kleinen Dreiecke finden, die sowohl in dem durch
3, erzeugten zweistufigen Systeme, wie auch in demjenigen zweistutigen
Systeme liegen, welches den durch X, und X erzeugten Systemen ge-
meinsam ist. Man hat also in Formel (94) statt der gestrichelten
Symbole §'2, g%, ¢, g die Zahlen g,, u’, &, &' einzusetzen, und
die Werthe der nicht-gestrichelten Symbole aus (99a), (100}, (1032),
(104a) zu entnehmen. So gelangt man zu folgendem Satze:

(105) Sind ein cinstufiges Curvensystem 2, und zwei zweistufige
Curvensysteme 2, und X, gegeben, so kommt es eine endliche Anzahl
mal vor, dass sich drei den drel Systemen angchovige Curven in den-
selben drei unendlich nahen Punkien berihren, und zwar ist diese
Anzahl gleich: '

g, - (K, K+ K, K,+ K, K/+3M,K,+3M,K/+3 K, M,

+ 3K, M+ 9M, M)
4w/ (K KA K, K+ K, K, + SM, K,/ +3M,K,+ 3K, M,
+-3K,M, +9M, M,
+ &, - (M, K, + K, M,+3M,M,)
+ kl,' (M2K3+K2M:,+3M2M,).

Zu ganz demselben Ausdracke gelangt man auch, wenn man die
Curvensysteme X, und X, zusammenfasst, und dunn mit 2, durch die
Formel (93) verbindet.

Sind drei zweistufige Curveusysteme X, X,, 2, gegeben, so be-
nutzt man zandchst (99a), (100a), (103a), (104a), und durauf (97),
(98), (101), (102). Dadurch kommt man zu folgendem Satze:

(106) Bei drei gegebenen zweistufigen Systemen %), 24, Xy kommt
es ool mal vor, dass sich drei den drei Systemen anyehirige Curven in
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denselben drei uncndlich nohen Punkten dreipunktig beriihren. Die oot
Berithrungspunkie bilden eine Curve pon der Ordnung:

M, (K, K+ KK+ K K)+ M, (K, K,+EK,K '+ KK
+ M- (KK, + K, Ky +K'K,))+3M,M,-(2K,+K))
3 M, M, 2K, + K,)
+ 3M, M,(2 K+ Ky)+ 18 M, M, M,.
Die co' Berithrungstangenten hiillen, eine Curve ein, deren Rang sich
ergicht, wenn man . diesem Ausdyuck immer K mit K’ vertauscht.
Ferner kommt es bei den oo' Berihrungen eine endliche Anzahl

mal vor, dass die drei unendlich nahen Schwittpunkie in gerader Linic liegen,
und ewar ist diese Anzahl gleich

KI’ K2 K3+Kl K2,K3+K1 K2 K3’+Kl K2, KE)’ + KilK‘Z KE/ + KI’KZIK‘i
+3M, - (K, K+ K, K+ K, Ky') -8 M, - (K K+ K[ K+ K K{)
+3 M (K, K2’+K1’K2+K1’K2,)+9M2M3K1’+9M3M1K2'+9M1M2K3/~
Ebenso kommt es eine endliche Awnzahl mal vor, dass die drei an einer
Beriihrungsstelle unendlich nahen Tangenten sich in demselben Punkte
schneiden, und zwar erhilt man diese Anzahl, wenn man in dem vor-
stehenden Ausdruck immer K mit K vertauscht.

(107) Sind endlich vier zweistufige Curvensysteme Xy, X,, 2y, Z,

4
gegeben, so gelomgt man auf mehreren Wegen zu dem folgenden Aus-

druck fitr die Zahl, welche angiebt, wie oft sich vier den vier Systemen
angehirige Curven in denselben dret wnendlich nahen Punkten dreipunktig
beriihren:

M; ‘ (Kz’ Ks K4+K2 KSI K4 + Kz —Ks v o +'K2 K:;I K4'+ Kz, K, K«:’

+ K/ K/K)

A R R M OREEDE AT
+3M1M (KqK +K K +2K3 K4’+2K3,K4)+3M1M3'(‘ )
FBM M, (- )+ BM M, (- + ) A3 -( - )+ SM M (- )
+ 18 M, M, M, - (Kl""'Kl )+ 18 MM, M, M4'(K2+K2’)
+18 M, M, M, (K,--K,)+ 18 M, M, M, (K, +K,)+5+ M, M, M, M,,
wo, der Kiirze wegen, einige Male Punkte fir Ausdriicke gesetat sind,
welche sich durch Analogle leicht bilden lassen. Der Umstand, dass

die Ausdriicke in (106) und (107) dureh Vertauschung der Indlces in
sich selbst iibergehen , liefert eine Controle der Berechnung.

§ 9.

Vermuthete Formeln fir die zZweimalzweipunktige Beriihrung.

Nach Ableitung der Anzahlen fiir die dreipunktige Beriihrung aus
den Formeln des § 7. liegt es nahe, daran zu denken, ob man nicht
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auch zu den Anzahlen fiir die zweimalzweipunktige Berlihrung auf
folgendem Wege gelangen kann. Man fasst auf einer Plancurve je
2 Punkte b und ¢ und den Sclinittpunkt @ ihrer beiden Tangenten g
und y zu einem Dreieck zusammen. Dadurch ordnet man jeder Plan-
curve ein zweistufiges Dreieckssystem, jedem ¢-stufigen Curvensystem
ein (2 + &)-stufiges Dreieckssystem zu, und man erkennt, dass, wenn
zwei Curven sich zweimalzweipunktig beriihren, ihre so erzeugten
Dreieckssysteme ein gemeinsames Dreieck besitzen, dessen Ecken & und
¢ die Beriihrungspunkte, und dessen Seiten p und f die Berihrungs-
tangenten sind. Gegen die Anwendbarkeit der Formeln der §§ 4., 5., 6.
auf solche Dreieckssysteme spricht aber der Umstand, dass wir bei
der Ableitung jener Kormeln den Systemen die am Schluss von § 1.
besprochene Beschriinkung auferlegt haben, gewdihnliche Systeme zu
gein, und dass das durch eine Curve in angegebener Weise erzeugte
zwelstufige Dreieckssystem kein gewdhnliches ist, weil es nicht eine
endliche Anzahl, sondern oo! Dreiecke enthilt, welche die in § 1. fir
%, @a, ©4 susgesprochenen Definitionen erfiillen. Ein Dreieck von der
Definition ¥ wird nimlich durch je zwei unendlich nahe Punkte er-
zeﬁgt, ferner ein Dreieck ®, auf jeder Wendetangente durch die
beiden unendlich nahen Berithrungspunkte b und ¢ und jeden be-
liebigen Punkt a auf der Wendetangente, endlich ein Dreieck o, in
jedem Riickkehrpunkte durch die beiden unendlich nahen Tangenten
B und y und jeden beliebigen Strahl e, der durch den Riickkehrpunkt
geht. Wenn nun aber auch die Formeln der §§ 2. bis 6. auf solche
Systeme von uns nicht angewendet werden diirfen, so kann man doch
speciell fiir solche Systeme alle die Betrachtungen anstellen, welche
den in 8 6. angestellten analog sind. Analog den Formeln zweiter
Dimension des § 2. erhdlf man dann mit vielen Bestitigungen die
Pliicker’schen Formelu fiir eine feste Curve, und man erkennt, dass
die Anwendung der Formeln des § 2. auf die Dreieckssysteme, welche
in der angegebenen Weise durch je 2 Tangenten einer Plancurve her-
vorgerufen werden, richtige Resultate liefert, sobald man die Formeln,
welche 2weistufige Ausartungssymbole enthalten, ausschliesst, und bei
der Deutung der einstufigen Ausarbungssymbole die folgenden, ein-
lenchtenden Annghmen macht:

1) Die Ausartungsbedingung &, oder #, wird durch jedes aus drei
consecutiven Punkten der Curve bestehende Dreieck erfullt, und ausser-
dem darch jedes Dreieck, welches aus einer Tangente und einer von
ibrem Berithrungspunkte ausgehenden, anderswo berithrenden Tangente
besteht, wobei der Beriihrungspunkt zum Punkte s, die zweitgenannte
Tangente zum Strahle g, ihr Berihrungspunkt zum Punkte b resp. ¢,
und die erstgenannte Tangente zum Strahle § resp. y wird.

2) Die Ausartungsbedingung @, wird in drei Fillen erfillt, erstens
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durch jedes aus drei consecutiven Punkten bestehende Gebilde, zweitens
durch jedes Dreieck, bei welchem @ cin beliebiger Punkt einer Wende-
tangente ist und b und ¢ anf ihr im Beriihrungspunkte unendlich nahe
liegen, drittens durch jedes Dreieck, bei welchem o ein beliebiger
Strahl durch einen Riickkehrpunkt ist, § und y In der zugehdrigen
Riickkehrtangente unendlich nahe liegen.

5) Die Ausartungsbedingung & wird zweimal durch jedes Dreieck
erfiillt, bei welchem o ein beliebiger Punkt einer Doppeltangente oder
einer Wendetangente ist, b und ¢ die zugehOrigen, getrennten resp.
unendlich nahen Bertihrungspunkte sind.

4) Die Ausartungsbedingung » wird zweimal durch jedes Dreieck
erfiillt, bei welchem ¢ ein beliebiger Strahl durch einen Doppelpunkt
oder einen Riickkehrpunkt ist, g und yp die zugehdrigen, getrennten
resp. unendlich nahen Tangenten sind.

Hiernach erhilt man fir die in § 2. auftretenden, zweifachen
Symbole die folgenden Werthe, wenn # die Ordonung der vorliegenden
Curve bedeutet, »* ihren Rang, & die Zahl ihrer Doppelpunkte, » die
Zahl ihrer Spitzen, ¢ die Zahl ibrer Doppeltangenten, » die Zahl
threr Wendetangenten. -

at=wm —1), P=c'=0, a?=nn—1), f2=92=0,
b =cy=nn, ab=ac=nn —1), be=mn?
ef=ap=n'(n—1), By=n? e9=0, sb=2cc=0, vs= 0,
=1y =0
aber
ta=2.(0+ %), ta=2-(0+ %), dpa=n-+#, Joa =n" -} 3¢,
ferner
B8 ==mn, V0=,
Hs==8s=n-+nw —2), hyg==8g=n 4+ n'(n—2),
Hb=Bc=n-+nn —2), Hf==y=n 4 nwHm —2).
Durch Einsetzung dieser Werthe in die Formeln zweiter Dimen-

sion des § 2. erhiilt man entweder Identititen oder Pliicker’sche
Formeln, und ausserdem das Resultat:

(108) ae=2nn — 3nt+x)=2nn — 30 4 x).

Zu diesem Werthe fiir g kann man auch direct durch das Correspon-
denzprincip auf folgendem Wege gelangen. Man nehme eine feste
Gerade und einen festen Punkt P, ziehe dann von irgend einem
Punkt A der festen Geraden die #' Tangenten, verbinde jeden ihrer
n" Beriihrungspunkte mit P, bestimme auf jeder Verbindungsgeraden
die # — 1 sonstigen Schnittpunkte, ziehe in jedem Schbnittpunkte die
Tangente, und bestimme den Schuittpunkt B der festen Geraden mit
jeder der so entstandenen n'(n—1) Tangenten. Dann erhilt man,
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dass dem Punkte 4 #'(n— 1) Punkte B entsprechen. Ebeuso erhilt man
umgekehrt, dass dem Punkte I3 #"(n—1) Punkte 4 entsprechen. Zu einer
Coincidenz von 4 und B geben Veranlassung erstens die #' von P
ausgehenden Tangenten, zweitens die » Rickkehrtangenten der Curve,
drittens jedes Dreieck, welches dem oben betrachteten, zweistufigen
Systeme angehort, dabei seine Ecke a auf der festen Geraden hat,
und seine Seite « durch den Punkt P schickt. Also ist:

2o (n—1)=n + =+ aex,

ac = 2nn — (3w +x).
Will man auf die Unterscheidung der Ecken b und ¢, sowie der Seiten
p und p keine Riicksicht nehmen, so hat man das Resultat durch 2
zu dividiren. Man kann also den Satz aussprechen:
Wenn man aus einem Punkie P in der Ebene ciner Curve nter
Ordnung, w'ten Ranges mit x Spitzen einen Strahl zieht, in den n
Schnittpunkten dieses Strahls mit der Curve Tangenten gicht, und dic

oder

% n(n—1) Schuittpunkte solcher Tangenten bestimmt, so beschreiben

diese Schunitipunkte eine Curve von der Ordnung nw' — % (3w 4-x),
wéhrend jener Strahl sich wm P drelt.

Uebertriigt man die oben erwithnten 4 Annahmen itber die Deutung
der Symbole &, 7, ¥, &, #. auf ein einstufiges Curvensystem, so
kommt man zu folgenden Werthen fiir die in § 2. auftretenden drei-
fachen Symbole. Es bezeichne # die Ordnung jeder Curve des Systems,
#n ihren Rang, p die Zahl der durch einen gegebenen Punkt gehenden
Curven des Systems, ' die Zahl der eine gegebene Gerade berdhrenden
Curven, d die Ordoung der von den Doppelpunkten gebildeten Curve,
% die Ordnung der von den Spitzen gebildeten Curve, d’ und & die
dual entsprechenden Zahlen. Dann ist:

@B =aty = ¢ (W—1), By =cp =0, Pa=ca=pn-(n—1),
B8t = p, Mt =Bes?=p- (0 —1), dug?=4, Dg?=0cg’=p'(n—1),

sa? = 24’ + 2K, eb?=¢ec?=0, ra?=2d-+42k, 1ft=1p*=0,

eg? =0, 152==0, abc=p-Zn— NA42-¢'n, afy=p-2n—1)

+2u-1;
ferner erwihnen wir noch:

be=blt=p-n, Bly=pFy =y n,

et =y +k+ X,
wo X die Zahl aller derjenigen hinlinglich oft gerechneten ausge-
arteten Curven des Systems bedeutet, welche einen vielfachen Curven-
zweig besitzen. Durch Einsetzung dieser Werthe in die Formeln des
§ 2. erhilt man theils Identitaten, theils aber auch Formeln, welche,

und
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den Pliicker’schen analog, sich auf einstufige Systeme beziehen, aber
dann immer Ausartungszahlen mit enthalten®).
Bei zweistufigen Curvensystemen erhiilt man, gemiiss den obigen
4 Apnahmen, die folgenden Werthe fir die vierfachen Symbole des
§ 2., wenn % die Ordnung jeder Curve des Systems bezeichnet, u? die
Zahl der durch zwei gegebene Pankte gehenden Curven, py’ die Zahl
der einen gegebenen Punkt treffenden und eine gegebene Gerade he-
rithrenden Curven, M die Zahl der eine gegebene Gerade in einem ge-
gebenen Punkte berihrenden Curven, D die Zahl derjenigen Curven,
welche einen gegebenen Punkt als Doppelpunkt haben, K die Zahl
derjenigen, welche einen gegebenen Punkt als Spitze haben:
blet == u?, a?b? = a’c* = M - (0'—1),
Byt =, 0= eyt = M- (n—1),
Baustg = M, 9,529 = 8:8°9 = py — M,
egla=2D 4+ 2K', ¢g?b = ¢g’c =0,
8% = 2D + 2K, 15’8 = vs?y =0,
¥s® und #g¢® sind Symbole, welche wir ausschliessen miissen, statt
ihrer wihlen wir a?bc und e?By, fiir welche sich leicht direct ergiebt:

a’be=p’ + 2pp + WP — M, By =p’+ 2pp + p'* — M.
Ausserdem erwihnen wir b?8? = ¢29? = ppu’', wodurch die der Formel
(42) analoge Formel verificirt wird.

Obwohl in den Entwickelungen der §8 3. bis 6. die Anwendbar-
keit der dort aufgestellten Productenformeln auf solche Systeme, wie
sie eben besprochen sind, niché bewiesen ist, so wollen wir dennoch
die eben anfgestellten Werthe der zweifachen, dreifachen und vier-
fachen Symbole in die Formel (67) des § 5. und in die Formel (74)
des § 6. einsetzen, und die erhaltenen Resultate priifen. Dabei be-
zeichnen wir wieder die gegebene Curve oder die gegebenen Curven-
systeme durch X, und Z,, ferner die auf solche Systeme beziiglichen
Anzahlen durch die oben eingefithrten, aber mit dem Index 1 resp. 2
versehenen Buchstaben. Man erhilt so bei einer gegebenen festen
Curve X, und einem gegebenen, zweistufigen Curvensysteme =, fiir die
Anzahl der thnen gemeiusamen, aus je zwei Tangenten mit Berithrungs-
punkten gebildeten Dreiecke, nach einiger Umformung:

[y (n'— 1) o2 +2m, 0 - (wp')y -1y (0 —1) -0y’ 2420, - D, 420, D)
—3-(Bny+x))- M)+ [2-Bn+-2)) My+ 20, - Ky 420 - K.

Die zweite eckige Klammer enthilt nun aber das Doppelte der in
Formel (93a) berechneten Anzahl derjenigen Curven von X,, welche

*) Solche Formeln gab Zeuthen in den Almind, Egensk, ved Systemer af
plane Kurver (Kopenh., Acad, 1873),



Anzahlgeometrische Behandlung des Dreiecks. 197

die feste Curve X, dreipunktig berithren. Dagegen enthiilt die erste
eckige Klammer das Doppelte der von Zeuthen in den Comptes rendus,
tome 89, p. 900 bewiesenen Anzall fiir diejenigen Curven in =,, welche
die feste Curve 2, pweimal zweipunkiig berihwen. Der Coefficient 2 bei
der letztgenannten Anzahl rechtfertigt sich dadurch, dass bei einer
Doppelberiihrung zwischen 2 Curven jeder der beiden Beriihrungspunkte
als Punkt b vesp. ¢ eines gemeinsamen Dreiecks aufzufassen ist. Dass
der obige Ausdruck auch die auf die dreipunktige Beriihirung beziig-
liche Anzahl enthiilt, erklirt sich dadurch, dass auch zwei sich drei-
punktig berithrende Curven ein aus zwei Punkten und dem Schnittpunkt
ibrer Tangenten bestehendes Dreieck gemeinsam haben. Wir konnen
daher das folgende Krgebniss constatiren:

Wenn man die oben besprochenen Werthe fiir dic sweifuchen und
wierfachen Dedingungssymbole in die Formel (67) des § 5. substituirt,
und von dem erhallenen Ausdruck das Doppelte der auf die dreipunktige
Beriihrung beziiglichen Anzahl subtvalirt (93a), so erhdlt man das
Doppelte der Zeuthen’schen Angahl devjenigen Curven cines zweistufigen
Systems, welche eine feste Curve swevmal sweipunkiig beriihren.

Nach diesem Ergebniss darf man vermuthen, dass man in iihn-
licher Weise durch Kinsetzung der Werthe der dreifachen Symbole in
die Formel (74) des § 6. zu der Zahl gelangt, welche angiebt, wie
oft es vorkommt, dass zwei Curven, die zwei gegchenen ecinstufigen
Systemen X, wund 2, angchvren, sich sweimal zweipunktig berithren.
Man erhilt aus Formel (74) nach einiger Umformung:

2 (n)/ny —4) 42 (n — 1) ()~ 1) gty -y +2- () — 1) (,— 1) e
42 (nym,— Ay )+ 24,y 24,y 20 dy 20,4y
+ 20, By -2 By 2y 2R 0y Oy O )]
Subtrahirt man dann das Doppelte der in Formel (94a) berechneten,
auf die dreipunktige Berilhrung beziiglichen Anzahl, und dividirt durch
2, so erhilt man in der That die von Zeuthen in den Comptes rendus,
tome 89, p. 947 berechnete Anzahl.

Diese Uebereinstimmung legt den Gedanken nahe, in @hnlicher
Weise zu den Anzahlen zu gelangen, welche sich auf die oo! doppelten
Berithrungen zwischen den Curven eines gegebenen ecinstufigen und
eines gegebenen zweistufigen Systems beziehen. Tlierzu brauchen wir
aber die Formeln fiir die Anzahlen, welche sich auf die co! gemein-
samen Dreiecke eines dreistufigen und eines vierstufigen Dreieckssystems
beziehen. Diese erhalten wir, wenn wir entweder Formel (67) mit
a, ¥, ¢, o, §, ¥ oder Formel (74) mit a, b, ¢, & B, ¥ multipliciren.
Der Analogie und des Dualismus wegen brauchen wir nur mit @’ resp.
mit & zu multipliciren. Auf beiden Wegen erhilt man nach geschickter
Benutzung der Formeln des § 2:
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(109) wa==b'2y' 2 c?a’ 4 2f - a*b* a2 - e?p2 4-a'2y a?p?
82 atb 9082 ate? - By P By By R By
+ay Bystgta B By TSt tal TS D
472 By g B pa’ b st at-a' Bt at-a' Y T s
4782 sty a’? 0,52 0582 By8tg 0050 D8y
40052 By g 0552 Oestg T B BTy f Ty 2 Bes?y
8,02 Bys2g 0,02 DSt 009 st g+ Dug? Besy
F' 52 @Sty S Bestg g syt g T DS’y
43,82 e g?b 0,52 egte st st p D08 TSty
+ gt rst -0y L rsty0.g v stat-a st a2y
F gt rstad-dg2rs?ft gt vsty 1S T egtbHr’s 2 g
+Ea Pty st pgt—r e e g%a
+ gt egla— By t-egta—E gt eg%a.

Dieser Ausdruck giebt also in den Symbolen des § b. und § 6. die
Ordnung der Curve der Punkte a aller derjenigen oo' Dreiecke an, welche
einem gegebenen, dreistufigen Systeme X° und einem gegebenen, vier-
stufigen Systeme X gemeinsam sind. Wenn man dann aus diesem Aus-
druck die nicht deutbaren Symbole ¥s? und ¢ ¢® durch die Formel (47)
und die ihr dual entsprechende Formel herausschafft, und darauf fiir
die auftretenden Symbole die oben angegebenen Werthe einsetzt, so
gelangt man zu einem Ausdruck, aus welchem man nach Abzug der
analogen Zahl fiir dreipunktige Berithrung (97a) und Division durch 2
einen Satz erhilt, den wir zwar nicht als von uns bewiesen, aber als
sehr wahrscheinlich hinstellen konnen.

(110} Wenn ein emstufiges Curvensystem X, und ein zweistufiges
Curvensystem X, gegeben ist, so kommi es o' mal vor, dass sich zwei
den beiden Systemen angehorige Curven zweimal zweipunktig berithren.
Wenn man dann bei jeder solchen Doppelberiihrung den Schunittpunki
der Tangenten in den beiden Berihrungspunkien bestimmt, so erhilt man
ool solcher Tangentenschuittpunkte. Dieselben bilden eine Curve von
der Ordnung :

gy - [My- (0 ny — g — 0y —2) 4 (pg), - (' — 1) + Dy - @ny—1)
+ 2K, (m,—1) — K,
+ g [ My (0 0y—20) —0y—my—1) 4, - (0, — 1) (), (9,40, —1)
+ 2D,/ 42K, +D,-(2n —1)+2. K, (n/—1)]
+ dy-[u, 2 —2D,—2K, |+ k - [u,*—2D, —2K,— M)
+di [+ 2 M, — 2D, —2 K] + k- {4y’ +2M,—~2D, 2 K,).

Wenn man ferner die obigen Werthe an die Stelle der Symbole

der Formel fiir xb setzt, welche aus der fiir za entwickelten durch
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cyklische Vertauschung hervorgeht, und wenn man dann das Doppelte®)
des Ausdrucks in (97a) subtrahirt, so gelangt man zu der folgenden
Anzahl:

(111) Wenn ein cinstufiges Curvensystem X, und ein sweistufiges
X, gegeben sind, so kommt es oo'mal wvor, dass sich zwei den beiden
Systemen angehirige Curven zweimal sweipunitig beriibren. Dabei bilden
die Beriithrungspunkte eine Curve von der Ordnung:

- [y (o —1) 4y - (0, —1) - (e gt), - (-1, ")+ M, (nyny~2n,—1)
+2D,42D,)

oy et (] — 1)+ (u )y ny 4 M, - (ny 0, —8)+-2.D,]
+2d,-M,.

Um auch die entsprechenden Zahlen fiir zwei gegebene, zweistufige
Curvensysteme zu beslimmen, hat man aus den Formeln des § 5. und
und § 6. die Zahlen 3% be¢ u. s. w. fiir die oo? Dreiecke abzuleiten,
welche zwei gegebenen, vierstufigen Dreieckssystemen gemeinsam sind,
und darauf wieder fiir die erhaltenen, vierstufigen Symbole die oben
besprochenen Werthe einzusetzen. Auf diesem Wege kommt man zu
folgendem, als sehr wahrscheinlich hinzustellenden Resultate:

(112) und (118) Wenn ewei sweistufige Curvensysteme X, und X,
gegeben sind, so kommt es oo? mal vor, dass sich zwel den beiden Systemen
angehirige Curven zweimal zweipunktiy berihren, und zwar ist jeder
Punkt der Ebene so oft eciner dev beiden Deriihrungspunkte von zwel
solchen Curven, wie die folgende Zahl angiebt:

M, - [p? - (0 — 1)+ (pe), -y + 2D,)
4 [e)? - () —1) + (wp)) - my + 2D, - M,
—8M, . M,.
Wenn ferner der eine der beiden Berihrungspunkte sich auf einer
Geraden bewegt, so beschreibt der andere eine Curve von der Ordnung:

R T S RN A o TRl S
20,2 (ue)y + 2- (o) g 2(p )y (up)y — e My — M-y’
+2M,-D,+2D, - M, +2M M, - (n,n,—4).

#) Dass das Doppelte, und nicht der in (97a) gegebene Ausdruck selbst
zu subtrahiren ist, ersah ich erst aus einem Briefe des Herrn Zeuthen, welcher,
auf Verabredung gleichzeitig mit mir, diein (111) und (112) angegebenen beiden
Anzahlen durch das Princip von der Erhaltung der Anzahl bestimmt hat. Die
Formeln (110) und (113) aber sind bis jetzt nur durch die obige Methode gefunden.
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8 10.
Correspondenzen zwischen 3 Punkten einer Curve,

In § 18. meines Kalkiils habe ich aus den Coincidenzformeln fiir
Punktepaare die Cayley-Brill'sche Correspondenzformel fiir Plan-
curven abgeleitet. Die oben entwickelten Formeln fiir Punkttripel
ermbglichen es, auch eine Correspondenzformel fiir den Fall aufzustellen,
wo immer zwei beliebig gewihlten Punkten einer Plancurve eine end-
liche Apzahl dritter Punkte entspricht, und wo man danach fragt, wie
oft es auf der Plancurve vorkommt, dass drei durch die Correspondens
zusammengehorige Punkte zugleich drei consecutive, unendlich nahe
Punkte der Curve sind. Diese Frage konnen wir auch aussprechen,
wie folgt: '

Gegeben ist in fester Ebene eine Plancurve, und ausserdem ein
fitnfstufiges Dreieckssystem. In letaterem liegt ein dreistufiges System 3
unendlich kleiner Dreiecke, die Plancurve dagegen erzeugt durch alle
moglichen Tripel consecutiver Punkte (§ 1. und § 8.) ein einstufiges
System X' unendlich kleiner Dreiecke. Wie lisst sich die Zahl der X
und X gemeinsamen unendlich Fleinen Dreiecke als Function von An-
zahlen darstellen, welche sich auf dic Correspondenz bezichen, die durch
das finfstufige Dreieckssystem auf der Plancurve hervorgerufen wird?

Die auf das fiinfstufige Dreieckssystem beziiglichen Punkte, Strahlen,
Ausartungen und Bedingungen bezeichnen wir mit den § 1. eingefiihrten
Symbolen. Nimmt man nun auf der festen Curve irgend zwei Punkte
als Punkte b und ¢ an, so liegen die zugehbrigen Punkte a auf einer
Curve, welche nach unserer Bezeichnung den Grad @b%c¢® hat, und
deshalb die feste Curve in # . (ab?¢?) Punkten schneidet. Zu diesen
Punkten gehoren erstens die u, Punkte, welche den angenommenen
Punktern b und ¢ auf der Plancurve entsprechen, zweitens aber auch
der Punkt b so oft, wie das Symbol ¥.s%c? angiebt, und drittens der
Punkt ¢ #,s?6*mal. Wir bezeichnen diese durch #,52¢® und 95262

.dargestellten Zahlen, welche der von Herrn Brill ,,Werthigkeit® ge-
nannten Zahl analog sind, mit w, resp. w,. Also erhalten wir:

(114) n - (@b%c?) = u, + w, -+ w.,
und analog:
(114a) % - (@b e?) = wy + we -+ w,,

7w (@¥h%c) ==y, + w, + w,.

Hier bezeichnet w,, wie oft man von zwei auf der Plancurve be-
liebig gewihlten Punkten den einen als Punkt @ ansehen kann, und
von dem andern annehmen darf, dass ihm die zugehdrigen Punkte b
und ¢ unendlich nahe liegen jedoch ohne im Allgemeinen eine Verbin-
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dungslinie zu haben, die mit der Tangente {ibereinstimmt. Ferner be-
deuten g, und g, die g, analogen Zahlen, e, und . die %, analogen
Werthigkeitszahlen.

Zu den eingefiihrten 6 Zahlen:
Pay Wy fthey Wa, Wy, W,

miissen wir noch eine siebente hinzufiigen, um die gesuchte Zahl der
Coincidenzen ausdriicken zu konnen, weil die Productenformel zwischen
einem cinstufigen und einem fiinfstufigen Dreteckssysteme 7 Bedingungen
aus jedem Systeme enthilt. Wir wihlen die Zahl 2, welche angeben
soll, wie oft es in einem beliebigen Punkte der Plancurve vorkommt,
dass drei durch die Correspondenz zusammengehirige Punkte jemem
Curvenpunkte derartig unendlich nahe liegen, dass eine beliebige durch
die 3 Correspondenzpunkte gelegte Curve die feste Curve in jenem
Curvenpunkte zweipunktig beriihrt. Nur in einer endlichen Anzahl
von Curvenpunkten wird es im Allgemeinen vorkommen konnen, dass
die eben erwiihnte Beriithrung cine dreipunktige wird, und die Anzahl
« solcher Curvenpunkte wollen wir gerade bestimmen. Man sieht sofort,
dass die vierte Werthigkeitszahl 2 nichts anderes ist, als der Werth
unseres Symbols ¥stg.

Um nun die gesuchte Zahl x dureh ., ws, p., 0., w0, w0, w
darzustellen, wenden wir die Formel (93) an. Wir erhalten aus der-
selben, wenn wir die Ordnung der festen Curve mit %, ihren Rang
mtt #/, die Zahl ihrer Spitzen mit % bezeichnen:

x=mn g4 n it 4 (3n' F-x) - psiy.
Nun ist aber nach unseren Formeln in § 2.:
g = eb%c? + ec*a? 4 za’l?
= (ab2c?— 98202 — .5°¢?) 4 (a*he*—Pes*e*— D, 87a?)
+ (a?b*c — Da8? a2 — 87 0Y),
£s? =z 2y 4 vplal + r?ft = 8.57a" — sty + T — ¢ sty
+ 9,82 - sy,
oder, nach Einfithrung der Zahlen g und w:
0 NGt = e+ o + o — 2 (n—1) (wa 202 4-10),
§32=wa+100+'u)c—3"w.
Folglich ergiebt sich die Correspondenzformel:
(113) @ = ga + s + po + (ot 4we) - (W-—2n+2) + 2w - x.

Setzt man dann moch # — 2n 4 2 4 » gleich dem doppelten Ge-
schlechte 2p der Curve, so kommt:

(116) 2 = u, -+ #o + o + 2p- (Wat-ws+10) — %+ (Wq 10, - w0 —w),

Mathematische Annalen. XVIL 14
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Man bemerke, dass bel unserer Auffassung die Zahl 2 nur solche
Coincidenzen zihlt, bei denen die durch die drei unendlich nahen
Punkte der Correspondenz dargestellte Krtimmung mit der durch die
drei unendlich nahen Punkte der Curve hervorgerufenen Kriimmung
itbereinstimmt. Man vergleiche die Bemerkung bei der Ableitung der
Brill’schen Correspondenzformel im ,, Kalkiil* (p. 88).

Es liegt nahe, die Formel (115) zur Aunffindung der Zahl aller
derjenigen Curven zu verwenden, welche, einem zweistufigen Curven-
systeme angehorig, die feste Curve dreipunktig bertihren. Will man
jedoch diese schon in Formel (93a) allgemein berechnete Anzahl durch
die Correspondenz zwischen je drei Schnittpunkten aunf der festen Curve
erzielen, so ist man gendthigt, Anzahlen mit einzufiihren, welche sich
auf ausgeartete Curven des Systems beziehen, Nehmen wir der Ein-
fachheit halber das zweistufige Curvensystem als aus lauter Kegel-
schnitfen bestehend an, so ist zu setzen:

Mo =t = o =p? - Bn—2), W= wy=w,=u?, w=M,
wo u? angiebt, wieviel Kegelschnitte durch zwei gegebene Punkte

gehen, M angiebt, wieviel eine gegebene Gerade in einem Punkte be-
rithren. Durch Einsetzung dieser Werthe ergiebt sich aus (116):

x=u? 30 + M- x.
Formel (93a) aber ergiebt fiir die Zahl der die feste Curve dreipunktig
berithrenden Kegelschnitte :

M- (3n + %),
also eine um 3(u? — M) - #" kleinere Zahl. Dies kann sich nur daraus
erkliren, dass das zweistufige Kegelschnittsystem u? — M in eine
Doppelgerade ausgeartete Kegelschnitte besitzt, welche diese Doppel-
gerade durch einen gegebenen Punkt schicken, dass also die feste
Curve (u?—M)-»n" Tangenten besitzt, welche Doppelgeraden des

Kegelschnittsystems sind, und dass jede dieser Tangenten bei der
Zahl z dreifach mitgerechnet ist.

Liegen drei von einander unabhingige Tripelcorrespondenzen auf
der Curve, d. h. sind ihr 3 zweistufige Dreieckssysteme einbeschrieben,
so kann man nach der Zahl y derjenigen Punktivipel fragen, welche
gleichzeitig den drei Correspondenzen angehiren. Um die Zahl y fiir
den Fall zu finden, dass die Curve keine Doppel- und Riickkehrpunkte
habe, miissen wir den Zahlenwerth der sechsfachen Bedingung

DZ z,2Z,
berechnen, wo D die dreifache Bedingung bedeutet, dass ein Dreieck

einer Curve nter Ordnung einbeschrieben sei, und Z,, Z,, Z, beziehungs-
weise die einfachen Bedingungen bezeichnen, dass das Dreieck einem
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der drei fiinfstufigen Systeme angchdre, durch welche die 3 Correspon-
denzen auf der Curve hervorgerufen werden. Wir bezeichnen die auf
jede der 3 Correspondenzen bezliglichen 7 Zahlen, wie oben, durch
P‘KM Yo, M, wa; We ’wc, w
und unterscheiden dieselben durch die Indices 1, 2, 3. Ausserdem
setzen wir, der Kiirze wegen:
Zallet =z, Z;a*bct=2x,, Za'btc=2a,.
Die Bedingung D ist schon durch Formel (77) ausgedriickt, nnd zwar
in der Form:
De=n-n-1) - (aa®+ 0+ cp*+7s)
+nn—1)(n—2) - abe -+ n.sg°.

Um auf y zu kommen, haben wir also zuniichst die Zahlen
a?dy Ly diy, V221 2y 2y, et 2y 2,2, 7S 2\ Dy 2y, abe 2y 20 2,
LY VAVA
zu berechnen. Um jede der 3 Bedingungen # auszudriicken, entnehmen

wir der Formel (61) die fiir unser Ziel bequemere Formel:

L= Za+b -+ 2 —We-(bFe—ea)—w,-(r4+a—p)
— W+ (@bb—y)+ 7w,
Hiernach ist:
aetZ, Zodoy =18l Zy - wy - @*@? A Ly - X0 - abPe sy 2, - ay
d-actaZ Xy - x5, — (abDladacte) 4,74y - wie
—(acta—aPY 2, 2y wy, — (abla—ay?) Z) 7, - us,
=180 Ly Ly wy + X34 - [@Pab? 4y .20 + aPacr 2y - 2,
— (el atact) 7, - wa.]
- 2y, - (@020, - Zao - b Xze — b L w0y
— (@bt —DreB) - wy,)
e wye - [@2Caly - Zow + abP | - ey — ab?P 7y - Wy
— (a b — by) -, )
— Wae [((D2a+a’cte) ) - Zpa abictZ, - wyy + al?R 2, - e
— 2. al?rl, - wn.
— (ab?—b2c2B) Z, - way - (b cP—D2Py) 4y - ]
— wy 5 [(@D22—D2C B) Zy iy — (a D2 =0 B) 2wz a0y
- W we.— T8 af L - w,)
— Wy [aD2—=b2e2Y) 4y — (aD? =D R Y) 2y Wo ot AP BT 00y,

‘ — W, Wy -—TS @y Ay o,
14%
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ey e w0y (e =10,y b (g, —wy (Wze— 0,)]
+ o e @0 A e (T W) e (1o FT1e—2 20, )]
+ Tgy Xygr iy Wy ,,:I+.T_» R T W 00y 7]
b e e (=) s By W Tia Wae Wie ]
— '“_T_:,,-(.‘l‘z p e 2oy WA w22 B ) Y B P
—— W W p— Wac Wy, l
Wiy Ty Wty gy g2 () 10y ) 1 2e Wy "w'z'('wlc —aty)]
Waas Tao- Wy Wy - 10y f_*_, W (‘J'l C—10y "t)__..u;z b '?01“?‘()2('20] 1'_10;)]-

. . . 7, .
Binen analogen Ausdruck ergeben die Bedingungen b2 Z, Z, Z, und
rt A 2, X . Ebenso ergiebt sich:

"t /u‘Z, /f'.‘.Zg i Ly, Ean T + g+ Lpe s Fip == Tgp » Tae - a1y
o L £e e a2 Ty “f- L300 Loy, - L1g
= Ly Wy Wie — Ly - Wy Wiy — Lye - Woe Wy,
Ly Wi " Waa — dap - Wy Wiy — Toe < Wie Wy
— X3q ~Wig - Waa — Tan *Wyy ~Wep = Tge - Wie Wae .
Die Werthe von v82, 2,7, und eg*Z Z,7Z, findet man am

kiarzesten divect durch Correspondenzen im Strahlbiischel resp. auf
einer Geraden, nitmlich:
T3 Z AL == () [ (W= w,) (101, 10,) - (W20— w0, (2015 —10,)]
A (tay— w0,) - [ (02— wy ) (W10 ~—10) - (Wa— w,) (205, —120))|
+ (e =) (W —10,) (01— w\) + (W02 —10,) (101, — )],
AR AR VIR T wse) - [y — taq — 03.0) « (X1 — Wia—101;)
+ (rgo— 'wzu“'iv%) : (ﬂfu.—' Wig — W1 c)]
A+ (o Wae— Waa) + [(Tae— Wop—W3) + (H1g — Wip — 10y ,)
+ (Zpe— Wap —W3.) (ﬁ')x o Wiy —Wya) |
+ (Ze = 1030~ W) + [(T2a—Wge— Wey) (L1501, —W1,)
I (Fos — Wae — Waa) (T10 —W1e— W1s)] .
Wir setzen nun die berechneten Ausdriicke an die Stelle der
Symbole der Formel:
DAL e=n(n—1)- (@b ey’ 10 2, Z, 4,
b oaln--D)n—2) - abeZ, 7,2, 4 n - eg? 2, 7, Xy,
und schreiben gemiiss der Formel (114):

Wi + Wy + 0, . St&tt Liw

Dadurch erhalten wir schliesslich:
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(7)) y=DZ 2L, Zy= .+ o - e + e~ P2c " ta
oy et 8o - B ¢ B 0 Maa - @i fear fhas - B Mt B
— n—1)(—2) (14 Wea Wiz ~F W1o Wap Wy + 1o Wae Wi
- W1 fhoe Wia - Wi Mao Was =} Wi, too Wi
Wi, Way Pae - Wis Way - Wie Woo fhye)
A4 (e — 1) {(—2) - (w010 Wy W3c ~ Wia Wac Wiy - Wip Wae Wie
- 201 1020 Waa —F Wio Waa Wap - Wio 102y W),

Dieser Ausdruck fiir die Zahl der auf einer Plancurve liegenden
und drei gegebenen Correspondenzen zwischen je drei Punkten gemein-
samen Punkttripel, ist auf ganz andeven Wegen schon von Brill,
{Math. Ann. Bd. VI, p. 56) und spiter von Lindemann (Clebsch’s
Vorles. p. T48) berechnet. Wenn schon unsere Auffindung dieses Aus-
drucks viel Rechnung erforderte, so war es doch auch andeverseits bei
der Aufstellung der Formeln fiv gemeinsame Dreiecke von Dreiecks-
systemen geboten, den Ausdruck auch auf dem neu erdffneten Wege
aufzufinden.

§ 11.
Die Erweiterung der Formeln auf Dreiecke in micht fester Ebens,

Die Formeln fiir das Dreteck im Raume, welches die Constauten-
zahl 9 hat, miissen so beschaffen sein, dass die Formeln der voran-
gehenden Paragraphen aus ihuen hervorgehen, wenn man sie mit der
dreifachen Bedingung, dass das Dreieck in einer gegebencn Ibene
liegen soll, multiplicirt, Es treten also zu den entwickelten Formeln
nur noch Glieder hinzu, welche sich auf die Lage der Ebene des
Dreiecks beziehen. Wir bezeichnen demgemiss die Ecken, Seiten und
Ausartungen fiir das Dreieck im Raume gerade so, wie fiir das Drejeck
in fester Ebene, und fiigen nur hinzu, dass seine Ebene g heissen
soll. Die Bezeichnung der Lagebedingungen ergiebt sich dann sehr
leicht aus den allgemeinen Bezeichnungsregeln fiir die Grundbedingungen
des Punktes, des Strahls und der Ebene. (Math. Ann. Bd. X, p. 25 u. f.,
Kalkil, § 2., § 6.) Es bezeichnet z. B,

1) B die vierfache Bedingung, dass die Seite § gegeben sein soll,

2) ¢B,b% die finffache Bedinguug, dass dic Ebene des Dreiecks
durch einen gegebenen Punkt gehe, dass zugleich die Seite f einen
gegebenen Punkt enthalte und aussexrdem die Feke b auf einer ge-
gebenen Geraden liege,

3) zs’a die vierfache Bedingung, dass das Dreieck nach der De-
finition von v (§ 1.) ausgeartet sei, dass dabei sein Punkt s gegeben
sel und seine Seite « cine gegebene Gerade schneide R

-
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4) ng, die sechsfache Bedingung, dass das Dreieck zu einer Aus-
artung n werde, und dabel seinen Strahl g in einem gegebenen Strahl-
biischel besitze,

Die den Formeln des § 2. entsprechenden Formeln fiir das Dreieck
im Raume ergeben sich durch blosse symbolische Multiplication aus
den Formeln, welche den mit (1) bis (8), (17) bis (20) und (37), (38)
bezeichneten analog sind. Die 6 ersten Formeln heissen z B,

bt+e—a=c4, ct+tao—fB=v+t, «4+b—p=1v4 D
Bty—a—p—ctd, yta—b—u—ct,
utpB—c—pu=ce¢++ 9.

Aus ihnen ergeben sich z B,

«tbdctude—atpfytr,
we - o — u? = 4+ ¢g + Hg - Doy,
Oley — Doy = 1%y J- S,5%¢ u 5. w.
Auch die Aufstellung der Productenformeln fiir die Zahl der ge-
meinsamen Dreiecke von Dreieckssystemen (§ 4. bis § 6.) bietet keine

sachliche Schwierigkeit. Man erhilt diese Formeln z. B. aus folgender
Stammformel {cf. F. 59):

(B"f‘ﬂsg';‘ﬁeﬁef'f‘ﬁpﬂﬁ,“{‘ﬁﬁ-\rl_f"]’y) (e+u' —fF) (“"{—“f_ﬁ')
mal [(c4¢" =) (y+¥ —d) (e’ =) — 8,8/ (y+ 3" —a')
—ed e+ —p)].
Wir entnehmen dieser Stammformel nur dic Erkenntniss, dass die
Productenformeln fiir das Dreieck im Raume die in den §§ 4. bis 6.

erschicnencn Bedingungssymbole und ausserdem nur noch auf g beziig-
liche Symbole enthalten, z. B. von einfachen Bedingungssymbolen;

. @ b, ¢ o By, T, U,
von zweifachen:
a’, b% % ws, P, ye, aw, BB, cy, $48, dys, S,

Bals D9, Doy, vs, &g und wa, pb, ue, . By, yp, T, u
Die Gestalt der Productenformeln lfisst sich dann durch das von mir
in den Math. Aun. Bd. X, p. 355 zuerst angewandte Eliminationsver-
fabren erkennen.

Wir wollen jedoch hier nur die auf das unendlich kieine Dreieck
beziiglichen. Formeln entwickeln, wobei wir wie in § 7. das Symbol o

immer fortlassen konnen. An die Stelle der Formeln (84) und (85)
haben wir zu setzen:

d=n+3-5s+z u
d=t+3-g+y-qu,

und
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wo & und y noch unbekannte Coefficienten sind, und  jetzt die ein-
fache Bedingung bedeutet, dass ein unendlich kleines Dreieck auf
cinem der oo’ Kegelschnitte liegen soll, welche drel gegebene Gerade
schneiden. Zur Bestimmuung der Coefticienten z und y kommen wir
auf folgendem Wege. Wir multipliciren die rechten und die linken
Seiten der Gleichungen:
Be=d —3.-5s—u-u

d—3-g—y-u=4§

wodurch wir erhalten:
nd—3.59—y-qup="8d —3 & —.& fp

Diese Gleichung multipliciren wir nun so mit finifachen Bedingungen,
dass siebenfache Bedingungen entstehen, deren Zuhlenwerthe leicht zn
bestimmen sind. Multipliciren wir mit G's, so bekommen wir:

2-8.0—y-1=3—-3-0—z-1.

Ferner eignet sich die fiinffache Bedingung Gd, dann kommt
piimlich links Null, weil ein auf 5 beziigliches siebenfaches Symbol
den Werth Null hat, wenn keine auf den Punkt s beziigliche Be-
dingung darin steckt, Rechts bekommen wir die Symbole {G 7,
¢Gsd, tGpd. Um {Gd? zu bestimmen, beachten wir, dass aul dew
durch die Bedingung G gegebenen Strahle ein Punkt zu bestimmen
ist, von welchem zwei Geradenpaare so ausgchen, duss sie it
dem Strable in einer und derselben Ebene licgen, und dass jedes
Geradenpaar drei gegebene Gerade schneidet.  Also ist, nach den
Iucidenzformeln, £Gd? = 2 - 3,3, = 13. Ebenso ergicbt sich leicht
tGsd =3 und §Gpd =" Folglich ist:

0=18—~3-3—2x-3.
Endlich multipliciren wir noch mit stud. Dann kommt au.f der rechten
Seite Null, weil keins der dort erscheinenden Symltole eine auf g be-
ziigliche Bedingung enthilt. Links haben wir die Werthe von padpd?,
ngs*ud, nsip?d zu bestimuen. Bet ns®gd® kann dex Stml}l g ovou y
sowoh! dadurch festgestellt werden, dass er ans jedem der beiden durch
d* gegebenen Geradentripel eine Gerade sc]mei('let, wie auch daxluruhz
dass er nur eine Gerade des einen Tripels schoeidet, withrend alle drei
Geraden des andern Tripels zur Peststellung des zweiten Strahls .dcs
in ein Strablenpaar ausgearteten Kegelschnitts verwandt werden, Alsoist:

pstpd? =3, 3423 Ee 21.

Ferner ergiebt sich: |
pstptd =3, ngstpd=ngyd 4 qutsd= 9 4 3.
Demnach erhalten wir:
2N -3 5 —y-3=0
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Die 3 Gleichungen, welche wir fiir « und y aufgestellt haben,
ergeben mit Bestitigung:

Also ist: r=5 y=2

(118) d=mn~+3.54+3 p
und

(119) d=8§+3.g4+2 u,
woraus folgt:

(120) n+3-stp=t+3-g.

Die Anwendung der Formel (120) auf das durch je 3 consecutive
Punkte einer Raumecurve erzeugte, einstufige System von unendlich
kleinen Dreiecken ergiebt eine der bekannten Formeln zwischen den
Charakteren einer Raumcurve.

Zur Ableitung der Productenformeln benutzen wir das in den
Math. Ann. Bd. X, p. 365 allgemein auseinandergesetzte Eliminations-
verfahren. Um z. B. die Zahl z, derjenigen unendlich kleinen Dreiecke
zu bestimmen, welche einem gegebenen einstufigen Systeme X und einem
gegebenen, sechsstufigen Systeme X' gemeinsam sind, gehen wir davon
aus, dass die gesuchte Formel von den auf X bezliglichen Symbolen
ausser §, ¢, { nur noch y enthalten kann. Wir kdnnen also schreiben:

=38y + g v+ B9+ wtp-u,
wo ¥y, v, w, u noch zu bestimmende Coefficienten sind, welche auf
X’ beziigliche, sechsfache Bedingungen darstellen. Um sie zu bestimmen,
multipliciren wir die Formel nach einander etwa mit d'G'y’, d's 3y’
G'u's, d'G's. Dadureh kommt:
dGy =y -+ 3w, ds’uw?=v+ 3w,
Gus =w, dGFs =23 w3 u,
also:
w=Gus, u=dG5 -3 -Gus, v=ds3p?-—-3.6GuYs,
y=d Gy —3Gus,
woraus sich nach Anwendung der Formeln (118) und (119) ergiebt:

w=Gus, w=2nGs, v=05%u"* y=19Fy.
Hiernach kommt fér die gesuchte ZahI:
(121) zyy=s5-4Gu +g- -3+ Bg-+8 - Gus+u-7G5.
In #hnlicher Weise ergiebt sich fir die Zahl x,, derjenigen un-
endlich kleiuen Dreiecke, welche einem gegebenmen, zweistufigen Systeme

Z und einem gegebenen, finfstufigen Systeme I gemeinsam sind, die
Formel:
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(122) g = 8+ (W39 430 08'%) g, (€075 +3- G u) a0
+i5 G W g, Eus Fus (f G +3-G) 4 qu-G's Fu2- 3.
Drittens erhdlt man fiir die Zahl z,, derjenigen unendlich kleinen

Dreiecke, welche einem gegebenen dreistufigen Systeme 3 wund cinem
gegebenen, vierstufigen Systeme 3 gemeinsam sind, die Formel:

(123) @3y =188* - ¢ 4 qgo- w3 + 500 - (WE+3-¢%)

+agp w8 A fus - G A+ (us?—s%) - gy

+ ugp - (€50 +3-539)
+ 80w g 358 6t (S g W3S) A Lpts
g G 56

Von den abgeleiteten Productenformeln entwickeln wir durch Multipli-
cation der Formel fiir x,, diejenigen, welche sich aut zwei gegebene
vierstufige Systeme von unendlich Kleinen Dreiccken X und 2 begichen.
Zwei solche Systeme haben oo! unendlich kleine Dreiecke gemeinsum,

Die ihnen angehfrigen oo! Punkte s bilden eine Curve vou der
Ordnung:

(124) sy =g, - W3 4+ p's - 79 + {5 - w'Py 4 iy - O3
+ sty fu?
+ Eud- 3y 43Sy Wiy 8wty S A oy 0
+ ustnys
3 g WSt st STy S st g
SN ENCENCNEE
(s — ) G G- (w5 —ESY)
+ Sy (Eu's 5+ (fus’—Es) 5%y
+3.-G-S¥ +3.8% - GF+3-G-G F uds-wdy
—_— u33. p's’ 3;
die ihnen angehtrigen Strahlen ¢ bilden eine Linienfliche vom Grade:

(125) gay, = ngs - £ + @¥s-7g's + G w2 + @8- G 4 nye-p's™
4+ ustoqgl + Eust—E8%) G4 G- o5 —E5)
+ G- '7,!/3, + 5gs - &'
I R N ] ATy A SRS IR 4 A
+ 3G s +3 s8¢0
4wy -S A4Sy wty Sy W ey Y
+3-8g w4 Bust sy
4G G +uig St nsgopw g+ ptywds s wly
4wy EsP 4 e py G uy 4 ety G
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endlich gehen von den ihnen angehorigen oo! Ebenen durch einen
gegebenen Punkt:
(126) pay, = &' -0y + @3y - £ + yg, - w38+ 6% - g/
+ 3. uds - W
+ws w4 qut W 4 qug, - @S st W gy
+3.6-&
F Gus' L") O G G =8 + 3wy
+ 3-890y
+gut Sy sy Ewt oty (F ST
+ (tust—Es*) - ¢
3wy G G A G I A @8 G B ws
Der Umstand, dass die drei abgeleiteten Formeln durch Ver-
tauschung der gestrichelten Symbole mit den nichtgestrichelten Sym-
holen in sich selbst iibergehen, liefert eine Controle der Berechnung.
Es liegt nahe, die Productenformeln (121) bis (126) auf die Systeme
anzuwenden, welche auf KFlichen und auf Raumecuvrven durch je drei
unendlich nahe Punkte gebildet werden. Die Deutung der Symbole
fiir eine Fliche ist sehr leicht, wenn man beachtet, dass jede Haupt-
taugente durch ihren Berithrungspunkt und durch jede sie enthaltende
Ebene ein Dreieck 5 erzeugt, und dass jeder Punkt der Rilekkehreurve
auf jeder ihn treffenden Ebene ein Dreieck ¢ erzeugt. Das durch eine
Raumcurve erzeugte, einstufige System kann eine endliche Anzah! von
Dreiecken 7 tiberhaupt nicht enthalten. Denn, wenn die Curve stationire
Erzeugende d. h. Stellen besitzt, wo 3 consecutive Punkte in gerader
Linie liegen, so enthiilt sie ein Dreieck % in jeder durch diese gerade
Linic gelegten Ebene, also oo' Dreiecke 5, und ein solcher Fall macht
unsere Fragestellungen tiberhaupt illusorisch. Xin Dreieck § aber treffen
wir auf einer Raumecurve in jedem stationiiren Punkte, d. h. wo drei
consecutive Tangenten sich in demselben Puunkte schneiden. DBei
Systemen von Flichen oder von Curven konnte die Deutung der auf
5 oder ¢ beziiglichen Symbole Ausartungsanzahlen einfithren. Ersetzt
man jedoch dann das auf % resp. § beziigliche Symbol vermittelst der
Formel (120) durch ein auf ¢ resp. % beziigliches Symbol, so bekommt
man immer eine Deutung, welche von Ausartungsanzahlen frei ist,
Hiernach findet man:
1) fiir cine feste Fliiche:
wrs=mn, pg=a, npd=u, qugy =%, qus'=2.n, fus'=0,
wo, nach der Bezeichnung von Salmon-Fiedler, » die Ordoung der
Fliche und @ ihren Rang bedeutet, wo ferner s angiebt, wieviel
Haupttangenten in einer gegebenen Ebene liegen, x angiebt, wieviel
durch einen gegebenen Punkt gehen;
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2) fiir cin einstufiges System von Flichen:
Wst=p, pG=v, nG=0, fws=", qug=1F,

wo w angiebt, wieviel Flichen durch einen gegebenen Punkt gehen,
v, wieviel eine gegebene Gerade berithren, und wo % den Grad der
von den oo! Riickkehrcurven gebildeten ¥liche, & den Grad des von
den oo® Haupttangenten gebildeten Complexes bezeichneny

3) fiir ein zweistufiges Flichensystem:

uGs=1T, ynGs=0, nut =K', {us'=K,

wo T angiebt, wieviel Flichen eine gegebene Gerade in ecinem ge-
gebenen Punkte berithren, K, wieviel Flichen eine gegebene Gerade
als Haupttangente haben, I, wieviel Fliichen durch einen gegebenen
Punkt ihre Riickkehrcurve schicken;

4) fiir eine feste Raumeurve:

S=m, g=7r, p=mn, =40 n=0,

wo, nach der Bezeichnung von Salmon-Fiedler, m die Orduung
der Raumeurve, » ihren Rang, s ihre Classe, § die Zuhl ihrer stationiren
Punkte bedeutet;

5) fiir ein einstufiges System von Raumecurven:
SZ:V} Je == @, g7?=9’) G"2=7’” @S =0, ’79”01 §S=b,
wo v angiebt, wieviel Raumecurven eine gegebene Gerade schneiden,
@, wieviel eine gegebene Ebene berithren, ¢, wieviel eine Taugente
durch einen gegebenen Punkt schicken, o, wieviel eine Schmiegungs-
ebene durch eine gegebene Gernde schicken, ¢, wievicl eine Schmiegungs-
ebene durch einen gegebeuen Punkt sehicken, wilhrend ihr Berithrungs-
punkt auf einer gegebenen Mbene liegt, und wo ¢s die Ordnuug der
von den stationiiren Punkten gebildeten Curve hezeichuet;

6) fir ein zweistufiges System von Raumeurven:

$— P, @ =P, sp=t, bst= B,

wo P angiebt, wieviel Ranmcurven durch eiven gegebenen Punkt
gehen, 1, wieviel eine gegebene Schmiegungsebene haben, ¢, wieviel
eine gegebene Ebene auf einer in ihr gegebenen Geraden berithren, und
wo B der Grad der vou den stationiren Punkten gebildeten Ildche ist.

Die in den 6 Fillen nicht angefithrten Symbole sind entweder Null,
oder lassen sich bei der Anwendung der Formeln (121)bis (126) vermeiden.

Wir bezeichnen nun cine gegebene Raumeurve oder Fliche oder
ein gegebenes System solcher Gebilde immwer durch § mit einem an-
gefiigten Index, und die auf 5, beziiglichen Anzahlen durch die eben
eingefiihrten Buchstaben, aber versehen mit dem Index ¢. Dann kbunen
wir den aus F. (121) folgenden Satz fiir die dreipunktige Berithrung
swischen einer Raumcurve und ciner Kliche eines zweistufigen Flichen-
systems so aussprechen:
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(121a) Dic Zahl derjenigen Flichen cincs zwcistufigen Flichen-
systems S,, welche cine gegebene Rawmcwrve Sy dreipunltiy berihren,

betriyi:
my - K A Ky 4 (3. +B1) 7,.
Aus (122) folgt:
(122a) Unter den Raumcurven eines cinstufigen Systems S, von
saumenrven giebt es
vy - (B 3 wy) A 9 - (By 43 vy) + by - vy,

welche eine Fliche cines gegebenen cinstufiyen Flichensystems S, drei-
punktig berihren.

Aus (123) ergiebt sich:

(123a) Die Zahl derjewigen Raumcurven cines gegebenen zweistufigen
Systems S, , welche eine gegebene Fliche 8, dreipunldig beviihren, betrégt:
Pow,+ P g+ By a, £ - () +3m).

Wendet man schliesslich die Formeln (124), (125}, (126) auf zwei ge-
gebene Flichen S, und S, an, so werden alle Glieder der rechten
Seiten Null mit Ausnahme von

pis - W, We w3, @s yly, @ds.qw?, gl wi,
welche beziehungsweise liefern:

Ny My Gy Ny, My Gy, Ryt Ky, Ky,

Die Zahlen sz,,, gx;,, w#,, sind aber nichts anderes, als Ord-
nung, Rang und Classe der Durchschnittscurve der beiden Flichen S,
und S,, so dass unsere Anwendung zu folgendem Satze fiihrt:

(124a), (125a), (126a). Die Schmittcurve zwcier Ilichen S, und
S, besitet oo' Punlite, von denen jede Ebene ny - ny enthilt, ferner ool
Tangenten, von denen

W - Ay ap - n,
eine gegebene Gerade schneiden, endlich oot Schmiegunysebenen, von dencn
Bemyny 4 0y - uy - u m,
durch einen gegebenen Punlt gehen.

Die beiden letzten Zahlen ergeben bekannte Resultate fiir die
speciellen Fille, wo beide Flichen abwickelbar sind, oder wo beide
punktallgemein sind, also ¢ = n.(n—1), * = 3.n(n—2) ist. (Vergl.
Salmon-Fiedler's Raumgeometrie, Art. 439 und 83.)

Hamburg, Juni 1880.




