
Ueber die lineare Differentialgleichung zweiter 0rdnung mi~ 
linearen Coefficienten. 

Von 

L. Pocm~Mu~a in Kiel. 

w  

Die lineare homogene Differentialgleichung ~ter Ordnu~g mi~ 
linearen Coefficienten~ die zuers~ yon Eu l e r* )  mittelst bestimm~er 
In~egrale gelSs~ worden ist, l~ss~ sich bekanntlich auf die Normal- 
form *~) 

a~v ~_ ( : c -  o) av (1) x ~ --3-k- -{" ay 

bringen, woselbst a und 0 Constan~en bedeuten. Die Gleichung (1), 
ffir welche, abgesehen yon x ~ co~ nur x ~--0 ein singul~rer Punkt 
is~, wild einersei~s dutch eine ~ranscendente gauze Function yon x 
befriedigt, anderersei~s dutch ein Product aus tier Po~enz x~-r und 
einer transcenden~en ganzen Function yon x. Diese zwei parficul~en 
Inh~grale, welche die Hauptin~egrale oder Haup~lSsungen der Gleichung 
(1) genannt werden, lauten in ihrer Darstellung durch Potenzreihen 

q; x) 
und 
(3) x*-~ ~ ( u  - -  q ~- 1; 2 - -  q; x),  
wo zur hbkiirzung 

" ~  a(a + 1) a �9 _[_ x2 (4) ~ '(a;  r;  x ) ~ -  1 -[ 1--~ 1 . 2 . r ( r q -  1) T ' ' "  inf. 

gesetzt ist. Es wird angenommen~ class die Constante ~ nich~ ganz- 
zah]~g sei; die logarilhmischen F'~itle der Gleichung (I)  werden dem- 

*) Institm~iones calculi inh~gra!is, u II, Cap. X, art. 1086. 
**) CfT. J. A. Weiler: ,,Integration der linearen Differen~ialgleichungen etc." 

in Crelle's Journal~ Bd. 51. Die einzelnen F~lle sind auaf~rlicher behaudelt in 
Simon SlSitzer's ,Stmdien ~ber die In~egm$~ion linearer Different~Jgleichaugen" 
(Wien~ C. Gerold's Sotm). Die ReductiOn der gena~Cen Differentialgleichung 
auf die Normalform ~ aich flher~ich~lich dargestellt in SchlSmilch's 
,C~mpendium tier h6heren A~|ysis", BcL II, 
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gemiiss bier nicht in Betracht gezogen. In Folge dieser Vomusse~zung 
kann keine tier Re]hen (2) und (3) illusoriseh werden; diesetben con- 
vergiren ftir jeden endliehen Werth yon x. Substituir~ man .in (1) 
(5) y ~--- xl-e ~, 

so wird ffir ~ die Differentialgleichung 

(6) x - x ~  = (x - -  [ 2 - -  q]) - ~  + (a - q + 1) 

erhalten, deren Coefficienten aus denen der Gleichung (1) en~tehen, 
wenn a und ~) dutch a - -  • -{- 1 und 2 - -  ~) ersetzt werden. 

Die Reihen (2) und (3) gehen, wenn sie mit passenden Constanten 
multiplicirt werden, in bestimmte Integrale fiber. Bezeichne~ man 
dutch • (a ,  b) das Eule r ' sehe  Integral erster Art 

(7) E ( a ,  b) ---- ~ - 1 0  - ~)~-1 a ~ ,  

so ist bekanntlieh 

j o  

wie dureh Entwieketung der Gf6sse e ~ in die Reihe 1 -[ 1 { " ' "  
und durch Anwendung der Formel 

a(a -{- 1 ) . - .  (a -I- m --  1) E ( a  b) 
(9)  ~ ' ( a  -~- ~n, b) ~--- (a -[- b) (a -[- b n t- 1 ) . . .  (a -~- b -}- m - -  1) ' 

bewiesen wird. Aus (8) folgt f~r die in (3) angeftihr~e partieuliire 
LSsung die Gleichung 

(lO) / do 
--~ s  -- O-{- 1, 1 - -  a)x~-e .F(a--O-:]- 1; 2--r 

~) 
deren linke Sei~e sich dureh die Substitution u ~ -  in den Ausdrack 

(11) . ][e~ -- v) -'~ v=-e dv 

verwandelt. 
Die Aufl5sung der Differentialgteichung (1) dureh die obigen be- 

stimmten Integraie ]st insofern eine unvollkommene, als diese Imtegrale 
nut fiir gewisse Wer~,hgebiete der Constanten a und q convergiren. 
In (8) mfissen die reellen Bestandtheile yon a mad Q - - a ,  in (10) 
und (11) die reellen Bestandtheile yon a - -  ~ -[-- 1 und 1 "-- a als 
pomtiv vorausgesetzt werden. Damit also die Integrale (8) und (10), 
resp. (11) g]eichzeitig convergent seien, muss sowotfl der reeUe T}ie~ 
yon e~ als aueh der reelle Theil yon Q--- ~ zw~chen 0 unit 1 ~egen, 
In den F~llen,*wo a und ~ diese Bedingung niCnt eff~lleal, kan~ man 
nach Sp i t ze r,  t.c., ei~ R e d n r  (wiederho~r~e Differentiation 

i 



der Gleichung (1) mad Bubs~itu~ionen) zu Htilfe'zu nehmen~ welch~es 
jedoch incisions ziemlich weit~li~ufCige Rechnungen efforder~. 

Im Folgenden soll nun gezeigr werden, dass man zu einer all- 
gemein giitfigen LSsung der Differen~ialgleichung (1) mi~elst bestimmter 
Int~egrale gelang~ wenn man geschtossene In~egra~onseurven f'dr die 
letz~eren anwende~. Das Veffahren ist dem analog~ welches der Ver- 
fasser fiir die In~egraiion der hypergeometrischen DifferentiaIgleichung 
2 t~ Ordnung angegeben ha~*). Bei dem Uebergang yon den be~imm~en 
In~egralen zu den Po~enzreihen ~reten dann als cons~n~e Fac~oren die 
yore Verfasser definir~en Integrale (~(a, b)~ ~'(a,  b) und F (a) auf~*)~ 
die den Eu!er 'schen In~egralen ~(a~ b) und F(a) verwand~ sind. 

Es is~ ferner zu bemerken, dass nach der bisherigen Me~hode der 
AuflSsung der Gleichung (1) durch bes~immte Integrale zun~chs~ immer 
nur eins der obengenannten Haupt~n~egrale gefunden wird~ w~hrend 
das zweite sich dutch die Substitution (5) ergieb~. Bei den im Folgenden 
angestell~en Rechnungen gelang~ man dagegen unmit~elbar zu beiden 
Haup~in~egralen." Die zu in~egrirende Function s~.~mm~ bei diesen 
Inh~gralen mi~ der des Inh~grals (11) iiberein, und zwar wird~ um die 
eindeu~ge particulate LSsung yon (1) zu erhal~en, eine yon - -  ~ aus- 
gehende und dor~in zuriickkehrende In~egrationscurve gewi~hlt~ welche 
die Punk~e 0 und x umschliesst. 

w  

In die Differentialgleichung (I) mSge fiir y das bestimm~ Integral 

J/ 
subs~i t~  wexden~ in welchem 1I eine Funcgon yon u allein, und 
g~ h ConstanCe bedeuten. Dann ents~eh~ die Gleichung 

- + l )  x - - , )  - x ) }  u - o ,  

oder, w e ~  der neben a-{-1 s~ehende Factor x dutch u -  ( u -  x) 
e~e~t  wird, 

(~ -}- 1) (u - -  x ) - " - ~  ~ U  d ~  ~ 0. 

- - j  -(u - -  x)--~-J(u -.~ r - -  q --[- 1) U du  

Nach der Formel der ~eilweisen Integration isl aber 

*) Man verg!eiche w 3 des Aufsatzes ,,Ueber ein Integral mit; doppeltem 
Umla~ ~', diese Annalen, Bd. 35, p. 470'und w 4 des Auf~es ,,Zur Theorie tier 
E~ler'schen InCegrale", diese Annalen, Bd. 35, p. 495. 

~)  ~ 1--3 tier gen~Cen Axbeir ,Zur Theorie tier Eu!er' schen In~gr~e". 
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(~ + 1) ] o ( u  -- x ) + m u U  du = 

= - -  [ ( u -  x) -"-I  u ua "=~._~,,=,, + J ~ - " ( u -  ~)-"-I 

so dass man die Gleiehung 

_[a~r]~=~+ [M]~=, (u--x)-~-~ (,,u) 
du 

erhiil~, in der M das Product 
M = (u - -  x) -~-~ u l i  

bedeut~t. Der Ausdruck 
yon (1), wenn man die 
Differen~iatgleiehung 

(13) a(ulI) du 

bestimm~ und die Grenzen g, h so wiihl~, dass 

- - - j~  du, 

(.+ ~-q+l)U]a.=o 

(12) ist demnach eine partScul~re LSsung 
GrSsse 1I als Function yon u dutch die 

( u - t - a - - O +  1 ) 1 I = 0  

(14) [~r]~=~ = [M]~=~ 
isL Aus (13) folgr abgesehen yon einem 
Factor, fiir 1I der Werth 

1,.I. = ~ 'U,='-e, 

so class fdr M die Function 

(15) 
zu setzen ist. 

(16) 

willk.firliehen constan~en 

(lessen Grenzen g, h der Bedingung (14) gentigen mfissen. 
Fiir die Grenze h daft s~at~ eines consL~n~en Wer~hes auch der 

Wer~h x genommen werden, wenn der reelle Theil won a -{- 1 nega~iv 
ist. Denn es gelten~ wie man leich~ beweL~, fiir die Differential~ 
quotien~en yon y dann die frfiheren Ausdrticke. 

Die Gleichung (14) kann auf zwei verschiedene Arden befriedig~ 
werden. Is~ die Integrationscurve des Integrals (16) keine geschlossene 
Curve, also g nicht gleich h, so muss M sowohl far u ~  g als ftir 
u = h verschwinden, da die in J]/enthaltene Potenz ( u - - x )  -~-'t die 
wesenilich yon einander versehiedenen Functionen ( g -  x) -a-1 und 
( h -  x) -"--~ liefer~. F~ll~ dagegen in (16) die obere In~egralgrenze 
mi~ der unteren zusammen, so brauch~ die GrSsse M fiir u ~ g = h 
nicht den Wer~h Null zu haben i denn der Gleiehung (14) wird genfigr 
sobald der gesehlossene Integraiionsweg yon (16) so beschaffen ist, 
dass die zum Endpunkh~ desselben gehSrigen Wex~e der Potenzen 
( u - - x )  -a-'l und u=-r mit den anffmglichen Werl;hen fibere~- 
s--bremen. 

Auf diese Weise finder man fiir y alas bestimmte Integral 

y = J ; ~ ( u -  x)~ u~'-~ d~, 
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Es soll zunKchs~ angenommen werden, dass g und h yon einander 
verschieden seien. Die GrBsso ~[ verschwindet ffir u ~---0 und ffir 

~ x ,  wenn der reeUe Theft yon ~ - - 0  Jr-1 positiv~ bezw. wenn 
der reelle Theil yon a Jr- 1 negafiv ist~ Ausserdem wird ~r ~_ 0 ffir 

Indem man zur Abkfirzung O(u~ x) die Function 
- -  

die auf die reeUen Bes~sndtheile zu beziehenden Un- nennt und 
gleichhei~n 

08) 
als eft/lilt voraussetzt, 
Differenfialgleichung (1) 

(19) f %cu, x) du, 

a + l < O ,  e - - o + ~ > O  
erhNt man die particul~ren Integrale der 

deren jedes durch die beiden ~ibrigen linear ausdr~ickbar ist. 
Das ers~e der Integrale (19) ist~ nach Hinzuffigung eines Factors 

( - -1 )  -~, das in ( l l )  angegebene Hauptintegral. Man bemerke~ class 
die in w 1 e rw~n~  Iden t i~  

2 e '~ ( x , - - u ) - ~ ' u ~ - - o d u . - ~ . E ( a - - O - +  - 1, 1--tz)x~-e.b"(a--O-k- 1; 2 - - 0 ;  x) 

zu einer Erwei~erung der Ungleichheiten (18) fiihr~. Denn das obige 
bestimm~e Integral stell~, da es gleich der Reihe is~ eine par~cul~re 
LSsung yon (1) dar, sobald es r Letzt~res finder abet nicht 
allein ffir a ~ l ,  sondern auch f ~  - - 1  ~ a < l  s~att, falls 
ausserdem a - -  0 -~- 1 ~ 0 is~. Daher sind an S~elle yon (18) die 
Ungleichheiten 
(20) l ~ a > O ,  a - - o + l > O  
zu nehmen. 

Das eindeu~ige Aaup~n~egral der Gleiehung (1) wird durch keins 
der Int~grale (19) darges~ettt. Das zweite und das drit~e Integral (19) 
setzen sich vielmehr linear aus der eindeut~en und der mehrdeu~igen 
HauptlSsung zusammen. Dagegen kann man, wenn g ~ h gew~ihlt 
wird, sowohl das eindeu~/ge Haupfin~egral aus (16) abtei~en~ als auch 
in Bezug auf die mehrdeufige HaupflSsung die no~wendigen Er- 
g~uzungen fi/r diejenigen F'~lle gewinnen, wo die Ungleichhei~en (20) 
nicht eft/flit sin& 

w 
In der ~-Ebene werde um ~ ~ - 0  Ms Mittelpunk~ ein Kreis ge. 

sehlagen~ der den be~raeh~e~en Punk~ ~r umschliessg Der Radius 
de aselben heisse k. Man w~.hl~ ~atm, indem msn 
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se~zt, wodurch der Bedingung (14) gentig~ ist, den Integrationsweg 
des Integrals (16) in der Art ,  dass die Variable u zun~.chst die negative 
reelte Axe yon u ~----  oo bis u - - - ~ -  k, hierauf den genannten Kreis 
im positiven Sinne, endlich wiederum den Abschnitt der reellen Axe 
yon r ~ - -  k bis r ~ - -  oo durchl~uft. Das hierdurch definirte 
Integral, ftir welches, nach w 1 der erw~hnten kbhandlung ,,Ueber 
ein Integral mit doppeltem Umlauf"~ die abgekiirzte Bezeichnung 

f(x, 0) 
(21) e' Cu - -  x)-" u ,-e 

angewendet wird, befriedig~ die Differentialgleichung (1). Man er- 
kennt leicht, dass dasselbe~ nachdem Anfangswerthe der Potenzen 
( u -  x) -~ and u~-e f~ir~ worden sind, eine eindeutige Function yon 
x ist. Fiir die particul~ren LSsungen der Gleichung (1) komm~ nur 
der Punkt x ~ - 0  als Verzweigungspunkt in Beh~cht. Fff3ar~ aber die 
Variable x,  ohne die g_reisfl~che zu verlassen, einen Umlauf um den 
Punkt 0 aus, so trit~ in (21) keinerlei Aenderung des Integrations- 
weges ein, uad es nimm~ bei einem beliebigen Integralelement, da 
keiner der Punk~e u yon x umkreist wird, die Potenz (u ~ x) - a i m  
Endpunkte der geschlossenen m-Curve denselben W e r ~  an wie im 
Ausgangspunk~. Hieraus folg~, dass das Integral (21) in der Um- 
gebung des Punktes x ~ 0, und daher auch in der ganzen Ebene~ 
eine eindeu~ge Function yon x ist. 

Um das Integral (21), welches ffir alle endlichen Wer~he yon 
�9 , ~ ~ einen bes~imm~n Sinn beh~|~, nach s'teigenden Potenzen yon 
x zu en~wickeln, setzt man ffir (~ ~ x) -~ die Reihe 

( ~ ) -  ( ~ ~ ~ ~  ) 1 -  1 - t  1 + " ' "  

ein. Dieselbe convergir~, da fiir alle Element~ des In~ega'als (21), 
gem~ss der Definiton des Integrationsweges, rood. r >. rood. x ist. 
Die in tier Reihe vorkommenden Po~nzen yon $ t ~ e n  vor die 
Integralzeichen, so dass ffir die zu int~grirenden Functonen nur der 
Punkt u ~ 0 als ein singul~rer~ yon der In~gra~ionscurve umschlossener 
Pankt ~brig bleibk Man finder auf diese Weise ~ r  alas Integral (21) 
den Ausdruck 

0) 

-Jr- '~(~ + ~)""  (~ + ~' - ~) ['(o) 

Es wird nun, wie in w 3 & r  pbengenannten Abhandlung ~.Zur Theorie 
der Euler'schen Integrate'~ dutch F(a), das bestimmte I n ~ M  
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bezeichnet, welches den n~mlichen Integrationsweg wie die in (22) 
vorkommenden Integrale hat (unter Hinzufiigung der Bedingung, dass 
ffir das reelle positive Argument u-----k die Potenz u a-z den Werth 
d~-l)t~ ~, wo log 1~ reetl ist, annehmen soll). Ftir ein positives ganz- 
zahliges v best~ht dann die Gleichung (I. c. (38)) 

(24) r(a - -  ~) = 

(-- 1)" r(a) 
( a - - i )  ( a - u ) . . .  ( a - ~ )  

Also kann man in (22) 

(-- ~)" F(I -- o) ~(1 -- o) 
- -  (-- ~) (-- q - -  1) . . .  ( -  o - v + 1) e (~  + l ) . . .  (o + ~ - -  1) 

subsfihliren. Hierdurch wird aus (22) die Reihe 

1 . (~+1) . . . ( ~+~-1 )  x~ } '~ x + . . . + . , . ~ : r  1) + " "  ~(1 - Q) I q ~. 

erhalten; folglich ist 

(25) -j_~~ - x ) - ~ , u ~ - o d u  - -  r ( 1  - o )  P(~; o; x). 

Die Constante 0 wurde als nicht ganzzahlig vorausgesetzt. In- 
dessen behalf das Integral (21) auch in dem FaDe: wo 0 eine positive 
oder negative ganze Zahl oder Null ist, einen bestimmten Sinn. Fiir 
ein positives ganzzahliges 0 bleibt die soeben angestellte Rechnung, 
welche zur Gleichung (25) fiihrte, vollst.~ndig in Kraft. Ist dagegen 
0 gleich einer negativen ganzen Zahl - -  m~ einschliesslich des Werthes 
0-----0~ so hat man die Gleichungea 

- -  - -  2~i r(,,)=o, r ( o )=~ i ,  ~(- , , ) --  ~.~..., 
(3. c. (39)und (40)), in denen v eine beliebige positive ganze Zahl 
bedeufi~t, zu beriicksichfigen. Da die einzelnen Glieder der Reihe (22) 
die respectiven Factoren 

r (1  - -  o), r ( - -  q),  r ( - -  o - 1), . . .  

enthalten, so sind im Falle 0 ~ - -  m, wo diese Factoren 

r (m+ 1), r(.,), r(o), r ( - 1 ) . . .  
t auf~m, die m ~ t ersben Summanden yon (22) gleich Null. Die im 
ailgemefiaen Term vorkommende 0onstan~ F ( 1 - - Q -  v) wird, wenn 
man 0 r _  - -  m, v ~ m  -~ 1 :-{-/~ s e ~ ,  gleich dem Ausdme~ 
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- -  - -  2 ~ i  r ( 1 - -  q - . v ) = r ( -  = 
r 

wodurch die Reihe (22), nach Abtrennung des constanten Factors 
~(~, + I) . . .  (~ + ~) 

1 . ~ . . . ( m + ~ )  2 ~ i ,  

in 
x'~ 1F(a+m+ 1; m+2; x ) =  x~-e .F(a--Q+ 1; 2.-q; x) 

iibergeht. Das Integral (21)stell~ also, wenn ~ gleich einer negativen 
ganzen Zahl oder g!eich Null ist, die in (3)angegebene pac%iculEre 
L5sung der Gleichung (1), sonst abet immer die particulEre LSsung 
(2) dar. Ffir 0 ~ -1  sind die Ausdriicke (2) mad (3) idenfisch. 

w  

In den F~llen, wo die Constanten ~ und 0 den Ungleichheiten (20) 
l--u>O, a--~+l>O 

nicht geniigen~ wo also das besfimmte Integral 

divergent ist, erh~lt man einen Ersatz fiir letz4eres, indem man die 
Variable u einen Doppelumlauf um die tbmlrte x und 0 ausfiihren 
l~isst. Es werde auf der Yerbindungslinie der Punkte 0 und x ein 
beliebiger Punkt c angenommen, und durch diesen einerseits ein Kreis !~ 
mit dem Mittelpunkte 0, andererseits ein Kreis 2 mi~ dem Mittel- 
punkte x gezogen, so dass die zwei Kreise sich im Punkte c beriihren. 
Ein Umlauf l~ings !~, resp. 2 soll kurz dutch ~+, 2 +  oder !~-~ 2 -  
bezeichnet werden, jenachdem derselbe im positiven oder im negativen 
Sinne erfolgt. Man bitdet nun (hath w 1 der Abhandlang ,,Ueber 
ein Integral mit doppeltem Umlauf") das Integral 

,.]~ - -  x )  -'~ u~-'e d u ,  

dessen Integrafionsweg im Punkte c beginnt nnd endigt und sich aus 
den Uml~iufen 

zusammensetzr Die Gleichung (14) ist bei dieser Wahl des Integrations- 
weges effiillt~ da nach (1-5) die Gr'6s~e M keine anderen (endtic-hen) 
~erzweigungspunk~ als u ~ - 0  mad u ~ - x  besitzt, und jeder dieser 
zwei Punkte yon der Variable u zuerst in positiver, dana in negativer 
Drehungsrichiung umkreist wird. Das Integral (26) genfigt in Folge 
dessen der Differentialgleichnng (1). Dasselbe convexgir~ f-fir beliebige 
Werthe der Constanten a und 0 mad ffir jeden endiichen~ vow NulI 
verschiedenen Werth yon x~ .Ffd~,~ man in (26) eine neue Varla~ b|e~t 
durch die Gleichmag 
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ein, so geh~ die yon u = 0 nach u . =  x gezogene Gerade i n  die Ver- 
bindungslinie der Punkte t ~--0 und t ~--- 1 tiber. Es sei t ~ - c ,  der- 
jenige Punk~ dieser Verbindungslinie, welcher dem Punk~e u = c 
entspricht. Dann macht die Variable t yore Pankte  c, aus einen Doppel- 
umlauf um die Punkbe I u n d  0~ und man erhiilt aus (26) den Ausdruck 

x~-e ~'~-("~176 t - - e (1  - -  t) -~  dt.  (--i)~ r 
Wird hierin 

~a: ~X  2 ~ r  

gesetz~, so ergieb~ sich eine Reihe, deren allgemeiner Term 

"~-(,, o. 1-, o-) t ~-e+, (1 - -  t) -~ d t (~7) (- 1)o , :  Jo, 

lau~t. Nun wurde in w 1 der e r w i h n b n  Abhandlung ,,Zur Theorie 
der Euler'sehen I n b g r a l e "  (~(a, b) als die GrSsse 

/~(I, 0, I - ,  o--) 
(28) f~(a,  b) = e"" ' (a+'}Jc  t=-:(1 -- t ) ' - :  d t  

definil4, in welcher t (wie bei obigem Integral) abwechselnd die Punk~e 
1 und 0,  und zwar erst in positiver, dann in negativer Drehungs- 
richtung umkreis~, wRhrend die un~ere Inbgralgrenze c ein beliebiger 
reetler Werth zwischen 0 und 1 ist. Als Anfangswerthe der Potenzen 
t ~ !  und (1 - - t )  v--1 ffir t---~ c sind in (28) die Ausdriicke e(a-1)x~ c und 
dv-mog('-c) zu nehmen,  in denen log c und l o g ( 1 -  r die reellen 
Logari~hmen bedeuten. Indem man c ~--c 1 ws und bei dem in (27) 
vorkommenden Integral die Anfangswerthe der Pobnzen  t=-e +',  ( l -- t)  -~ 
in der soeben bezeictmebn Ar~ bestimm~, hat man 

(29) ~'jo?~ o (i_ 0o t = (, 0+. + 1, i - - a ) ,  

wofor, da ~ e~ i (~ )  -~- ( - -  1)5 und (1. e. (11)) 
f 

a(a --{- 1 ) . . .  (a -{- I, - -  1) - ~ ( a ~  b )  
~(a-.~.  v ,  b) ~---. ( - - 1 ) "  -(a :.k b) (a + b + l) . , . (a _{_ b _l_ 2, 1) 

isr auch 

e_~i o (,~ -- q + a) (a --  o + 2 ) . . .  (,~ -- o + ,') @(a - -  O _[2 1,  1 - -  a) ( ~ -  ~) ( a  - ~ ) . . ,  (~ +~ - ~) 

gese~z~ werden kann.  Der Term (27) verwandel~ sich hierdurch in 
das Produe~ aus der yon v u n a b t ~ g i g e n  GrSsse 

e~(~-e) x a-e ~ ( a  ~ 0 -~ 1, 1 - -  a)  
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und dem Ausdrucke 

Oz - -  O -~" 1)  (~z - -  0 "~- 2 )  " " " (~z - -  0 "~- '# ' )  X ' .  

i .  ~ . . .  ~,. (~ - -  e) (8 - -  o ) . . .  (~' --k i - -  e) 

Demnach besteht ffir das Integral (26) die Ident~t~t 

(30) ..,o ~'~176 - -  x)-~, u~-e au ~ - .  

= e-(,~-o ~ ( a - -  o -b  1, 1-- ,~)  ~ - e  F ( , z - -  o -k  1; 9 - - ~ ;  x), 

deren rechte Seite sich vonder  Reihe (3) nur durch einen constanLen 
Factor unterscheidet. Die mehrdeutige HauptlSsung der Gleichung 
(1) wird also im allgemeinen Falle durch das bestimmte Integral (26) 
dargestellt. 

Es mSge erwiihnt sein, dass die obige En~wickelung des Integrals 
(26) auch in dem (hier ausgeschlossenen)Falle, wo 0 gleich einer 
negativen ganzen Zahl oder gleich 0 oder 1 ist, giiltig bleibt. Da- 
gegen geht ffir ~ ~- 9~ 3,4,..., wo die Reihe E ( a - - ~ - ~ l ;  9 - - 0 ;  x) 
aufhSr~, einen bestimmten Sinn zu haben~ das Integral (96) in die 
eindeutige particulate LSsung der Gleichung (1) 

Const. F(a; O; x) 

fiber. Ist n~mlich 0 gleich der positiven ganzen Zahl m, die :> 2 
vorausgesetzt wird, so nimmt die in (99) vorkommende Constante 

(~(a - -  0 ~ -  v -J- 1 ,  1 - -  a ) ,  

welche man wegen der Gleichung O-c. (90)) 

~(a, b)= (~(1 - -  a -  b, b) 
auch 

~ ( q - l - - ~ ,  1 - . ) = ~ ( m - - l - v ,  1--~) 

schreiben kann, far v ~--- 0, 1, 2, . . .  m - -  9 den W e r ~  Null an. 
Denn ~(a~ b) verschwindet, wenn eins der Argumente a, b (oder 
1 - -  a -- b) eine positive ganze Zahl ist. Es fallen auf diese Weise 
die m ~ 1 ersten Glieder der Reihenentwickelung des Integrals (26) 
fort und tier erste yon Null verschicdene Summandus derselben, der 
aus (97) ffir v---~ m ~ 1 -~- 0 - -  1 en~steht, ist eine Constante. Die 
Substitution v ~- m - -  1 -~- ~ forint den allgemeinen Term (27) in das 
Product 

( - -  1 ) ' ~  
(,., + ~ - 1): ( - -  1)~-~ ~ ( .  --b ~, 1 - ,~) 

- ' -  ( m +  ~ - -  1): . . . .  ~.~-. . .~ 

urn, und da ~ ~--0, 1, 2, . . .  zu setzen ist, s o  ergieb~ sich im ge- 
nannten FaUe ffir das Integral (26) die Reihe 
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( - a W  a { ,~ ,~(~+ 1) x 2 + . . .  } 
(m--x): (~(a, l - - a )  1-F x.---~x-{- 1.2.#a(m-~-l) 

Const. ~'(a; m; x) ~ Const. $ '(a; ~; x), 
wie behaupte~ wurde. Man schliesst hieraus~ indem man die Rechnung 
am Ende des w 3 beriicksichtig~, dass, yon constanten Factoren ab- 
gesehen, die zwei Integrale (21) und (26) identisch werden, sobald p 
ganzzahlig ist. Denn beide liefern die Reihe (2), wenn p gleich einer 
positSven, und die Reihe (3), wenn p gleich einer negativen ganzen 
Zahl oder gleich Null ist. Als weiteres par~iculiires Integral der 
Gleichtmg (1) txitt in diesen F~.llen bekannflieh ein logarithmischer 
Ausdruck hinzu. 

w  

Aus dem Vorstehenden ergiebt sich, dass das vollst~ndige Integral 
der Differentialgleichung (1) im aUgemeinen Falle (unter der Voraus- 
setzung, dass die Constante ~ nicht~ ganzzahlig ist) durch die Summe 

f'(x, o) I'(~, o, ~-, o-) 
(31) y = c,J_  + c jo x) 
in welcher r x) die Function (17), und G1, C2 willktirliche Con- 
stan~en bedeuten, darges~llt wird. 

Der Ausdruck (31) gestatter eine Vereinfachung, sobald eine der 
Ungleichheiten (20) 

1 - - a > O ,  a - - Q n t -  1 > 0  
erfiillt isi, indem das Integral (26) 

dann dutch ein anderes, dessen Integrationsweg aus einem einmaligen 
Umlauf um den Punkt x, resp. um den Punk~ 0 bestehr t ersetzt 
werden kann. Im Falte a - - p - { -  1 > 0 is~ das Integral 

(32) jo  d. 
und im Falle 1 - -  a > 0 das i n ~  

J ' J i ,  ~ 

du 

coavergent, bei denen die Yariable u yore Punt~e 0 aus den Punkr 
x,  ~ .  yore Punk~ x aus den Pnn~  0 umk-reist. Die Integrale 
(32) und ( ~ )  unterscheiden sich ab~r yon der Reihe (3) wieddrum 
nur~ dUtCh einen c o n s ~ e n  Factor. Man entwickel~, um dies zu 
zeigen, die genann~u In~egrale nach s~eigenden Poh~nzen ~von x. ~ 
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und 

Aus dem Integral (32) ergiebt slob, wenn (wie in (26)) u ~---tx~ 

e *~ - -  1 nu ~x --,- ~ ]-----  gese~z~; wird~ der Ausdruck 

x~-r ~-e(t - -  1) -~, dt -~- 
do 

7-§ = x~- -[- " -[ ~,. " F "  " / t , - e ( t -  1) -~ dr. 

Man nennt nun .E(a, b) das Integrat (,,Zur Theorie der Euler'schen 
Integrale", GMehung (24)) 

w 

-~(a, b) ~- jo( ' )~"-~( t -  1) ~-x dt,  

dessen Integrationsweg einen laositiven, bei 0 beginnenden Umlauf um 
den Punkr 1 dars~ellt. Der reelle Theft des Arguments  a wird in 
E ( a ,  b) als positiv vorausgesetzt; die-Zweige der Potenzen t ~-1, 
(t - -  1) b-1 sind (lurch die Bedingung bestimm~, dass sie in dem Sehnit~ 
punk~e t - - 2  des Inh~grafionsweges rai~ der positiven reellen Axe die 
Wer~e  e(~-~)log a, e(~-mog(~-l), in denen log ~ und log ( ~ -  1) reell 
sind, annehmen. Der Factor yon x,+~-e in der obigen Entwickelung 
des Integrals (32) ist demnach (wenn man ira Punk~ t ~ 2 ffir die 
Potenzen yon t u n d  yon t -  1 die soeben erw~.hnte Bedingung gelhm 
lii~st) gleich der Gr'dsse 

1 - - - E - - ( a - - O - { - v ~ -  1, l - - a ) ,  

die dareh die Formel (1. c. (27)) 

in 

- -  a ( a +  1)... (a+ ~-- 1) ~ (a ,  b) 
E(a + v, b) = ( a + b ) ( a + b + l ) . . . ( a + b + ~ - - a )  

...... 1 $ ( e - - q + 1 ) ( a - - o + ~ ) . . . ( e - - o + O  ~ - ( a _  O_]..1, l--a) 
~'! (2 - -  e) (3 - -  q ) - - -  (~' -~- 1 - -  q} 

~bergeht. Auf diese Weise finder man f~r das I n W a l  (32) die I d e n t ~  

(35) = 

Das Integral (33) verw~udelt sich durch die Substitution ~-~ x(1--~), 
welehe die Werthe u -~- x~ u ~ 0 den Wert~en t ~ 0~ t ~ 1 zuordnet~ 
in alas Product 
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M 

t"(t) 
e='(x-O xt-o I e x(x-~ ~ ( t -  l)~-e dt ~-- 

,,,o 

/~I)F ~C+--I> =e,,,-o++-Ojo L 1 ... + ~- ]-...]t-~(t--1)~-edt 
'F ~ ao 

;,T -- --e+v+ 1). 
Iv~--0 

Da aber ff~r ein positives g~nzzaMiges v 

E(1 --., = - o + ~ + 1) = 

= ( - -  1)" (+ - -  o + ' )  (~: - -  o + 2 ) . . .  (+ - -  o + ~') ~ ( 1  - -  a ,  a - -  0 -J- 1)  
(~ -- e) (~ -- e)... (- -F i -- o) 

ist, so entsteht die Gleiehung 

l-(~ (. - ~)-~ .'+-+ a++ = (36) v + 

e~i(x-e) 2~( I - -  a, a--Oq- 1) x : -e  2 ' ( a - -  0- +- 1; 2--0; x), 

in weleher der reelle Bestandtheil der Constante 1 -  a als positiv 
vorausgesetzt wird. 

Die F~lle, in denen a - -  0 q- 1 oder 1 - -  a ganzzahlig und positiv 
ist ,  effordern eine besondere Erw~hnung,  weil dann das Integral (26) 
identisch verschwindet. Sind beide Constanten a - -  0 -[- 1 und 1 - -  a 
positive ganze Zahlen, in welehem Falle aueh 0 ganzzahlig isg (s. den 
Sehluss des w 4), so kann das Integral (26) dutch das in (19) ge- 
nannte Integral 

du 

erse~t werden. Ist aber nur =-- 0 -]- i, bezw. nur 1 -- a eine 
positive ganze ZaM, so wendet man an Stelle yon (26) die In~egrale 
(82), bezw. (33) an, deren Reihenen~iekelungen in (35)und (36) 
a~gegeben wurden. Mit dieser Modification bleibL die Gleichung (31) 
aueh in den genannten speciellen F~llen giilt~ig. 


