Ueber die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
linearen Coefficienten.

Von

L. Pocamammer in Kiel.

§ 1.

Die lineare homogene Differentialgleichung 2! Ordnung mit
linearen Coefficienten, die zuerst von Euler®) mittelst bestimmter
Integrale gelost worden ist, ldsst sich bekanntlich auf die Normal-
form *¥)

d? d
) xdxyz-———(w——e)—d%-i-wy

bringen, woselbst @« und ¢ Constanten bedeuten. Die Gleichung (1),
fiir welche, abgesehen von # = 0o, nur 2 = 0 ein singuldrer Punkt
ist, wird einerseits durch eine transcendente ganze Function von z
befriedigt, andererseits durch ein Product aus der Potenz z'~¢ und
einer transcendenten ganzen Function von 2. Diese zwel particuliren
Integrale, welche die Hauptintegrale oder Hauptlosungen der Gleichung
(1) genannt werden, lauten in ihrer Darstellung durch Potenzreihen

2) F(a; @5 z)
und
(3) e Fla — o+ 1; 2 — 95 2),

wo zur Abkiirzung

@) Fla;r;g)=1+4+-"og+2CTD o4 . inf

1.2.7(r+1)

gesetzt ist. Es wird angenommen, dass die Constante @ nicht ganz-
zahlig sei; die logarithmischen Fille der Gleichung (1) werden dem-

1.7r

*) Institutiones calculi integralis, Vol, II, Cap. X, art. 1036.

%) Cfr, J. A. Weiler: ,Integration der linearen Differentialgleichungen ete.”
in Crelle’s Journal, Bd. 51. Die einzelnen Fille sind ausfilhrlicher behandelt in
Simon Spitzer’s ,Studien dber die Integration linearer Differentialgleichungen*
(Wien, C. Gerold’s Sohn). Die Reduction der genannten Differentialgleichung
agf die Normalform findet sich ibersichtlich dargestellt in Schldmilch’s
»~Compendium der hoheren Analysis*, Bd. IL
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gemiiss hier nicht in Betracht gezogen. In Folge dieser Voraussetzung
kann keine der Reihen (2) und (3) illusoriseh werden; dieselben eon-
vergiren fiir jeden endlichen Werth von . Substituirt man in (1)

(5) y=2"¢q,
so wird fiir 9 die Diﬁ'erentialdleichung
az
(6) 201 @ —2— o) S (e — o+ 1)1

erhalten, deren Coefficienten aus denen der Gleichung (1) entstehen,
wenn « und @ durch @« — ¢ 4+ 1 und 2 — ¢ ersetzt werden.

Die Reihen (2) und (3) gehen, wenn sie mit passenden Constanten
multiplicirt werden, in bestimmte Integrale iiber. Bezeichnet man
durch E(a, b) das Euler’sche Integral erster Art

’
(D E(a, b) =j) w1 — w)p du,

so ist bekannthich
1
® e ui(l - wpet du = B(a, o — ) Fle; 039),

wie durch Entwickelung der Grosse ¢ in die Reihe 1 + -3—"? + -
und durch Anwendung der Formel

a@g+1)---(at+m—1)
©) Bat+m )= grparity arirm—y 20
bewiesen wird. Aus (8) folgt fiir die in (3) angefiihrte particuliire
Losung die Gleichung

1
(10) {. xl”é?'j; ev= ua-g(}_ — %)-'a du ==
=E(“""9+1: 1—“)x1~eF(“'“9+1; 2""'9;:’”):
deren linke Seite sich durch die Substitution % — % in den Ausdruck
(11) j; a53"(:2: — v)~ e du
verwandelt.

Die Auflosung der Differentialgleichung (1) durch die obigen be-
stimmten Integrale ist insofern eine unvollkommene, als diese Integrale
nur fir gewisse Werthgebiete der Constanten « und o convergiren.
In (8) miissen die reellen Bestandtheile von « und ¢ — «, in (10)
und (11) die reellen Bestandtheile von &« — o+ 1 und 1 — ¢ als
posmv vorausgesetzt werden.” Damit also die Integrale (8) und (10),
resp. (11) gleichzeitig convergent seien, muss sowohl der reelle Theil
von « als auch der reelle Theil von ¢ — & zwischen O und 1 legen.
In den Fillen, wo & und ¢ diese Bedingung nicht erfiillen, kann man
nach Spitzer, L ¢., ein Reductionsverfahren (wiederholte Differentiation
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der Gleichung (1) und Substitutionen) zu Hiilfe zu nehmen, welches
jedoch meistens ziemlich weitliuftige Rechuungen erfordert.

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass man zu einer all-
gemein giiltigen Losung der Differentialgleichung (1) mittelst bestimmter
Integrale gelangt, wenn man geschlossene Integrationscurven fiir die
letzteren anwendet. Das Verfahren ist dem analog, welches der Ver-
fasser fiir die Integration der hypergeometrischen Differentialgleichung
2ter Ordnung angegeben hat*). Bei dem Uebergang von den bestimmten
Integralen zu den Potenzreihen treten dann als constante Factoren die
vom Verfasser definirten Integrale & (a,b), E(a, b) und T (a) auf*®),
die den Euler’schen Integralen F(a,b) und I'(a) verwandt sind.

Es ist ferner zu bemerken, dass nach der bisherigen Methode der
Auflosung der Gleichung (1) durch bestimmte Integrale zunichst immer
nur eins der obengenannten Hauptintegrale gefunden wird, wihrend
das zweite sich durch die Substitution (5) ergiebt. Bei den im Folgenden
angestellten Rechnungen gelangt man dagegen unmittelbar zu beiden
Hauptintegralen.” Die zu integrirende Function stimmt bei diesen
Integralen mit der des Integrals (11) iiberein, und zwar wird, um die
eindeutige particulire Losung von (1) zu erhalten, eine von — oo aus-
gehende und dorthin zuriickkehrende Integrationscurve gewihlt, welche
die Punkte O und 2 umschliesst.

§ 2.
In die Differentialgleichung (1) moge fiir y das bestimmte Integral
%
(12) ‘jy @ — 21 du

substituirt werden, in welchem 11 eine Function von % allein, und
¢, b Constante bedeuten. Dann entsteht die Gleichung

j:(u-x)—a——2{(a+1)x——(u——g) (“-'—x)}lldu—-.:(),

oder, wenn der neben « - 1 stehende Factor 2 durch % — (¥ — z)
ersetzt wird,

R
(¢ + 1) £ (v — )2yl du
——[(umx)“““”(%—l—a—-»g-l— HNdu
Nach der Formel der theilweisen Integration ist aber

= 0.

*) Man vergleiche § 3 des Aufsatzes ,Ueber ein Integral mit doppeltem
Umlanf<, diese Annalen, Bd. 35, p. 470 und § 4 des Aufsatzes ,,Zur Theorie der
Euler’schen Infegrale, diese Annalen, Bd. 35, p. 495.

#¥) §§ 1—3 der genannten Arbeit ,Zur Theorie der Euler’schen Integralett,
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@+ 1) [~ ayrutiau=

u== d
= — [(4 — z)~*! un]uzj; -+ f (u — z)—*1 w-——wgi“) du,
so dass man die Gleichung

(Moot (Mg + f 62 [250 — - ap-1) U] du=0

erhilt, in der M das Product

M= (u — z)**ull
bedeutet. Der Ausdruck (12) ist demnach eine particulire Losung
von (1), wenn man die Grosse U als Function von % durch die
Differentialgleichung

(13) A —ute—e+HU=0
bestimmt und die Grenzen g, b so wahlt, dass
(14) [Mlums = [Mu=y

ist. Aus (13) folgt, abgesehen von einem willkiirlichen constanten
Factor, fiir 1 der Werth

N = e¥ uo—¢ ,
so dass fiir M die Function
(15) M = e*(u — z)—ot yo—¢t!
zu setzen ist. Auf diese Weise findet man fiir y das bestimmte Integral

*k
(16) Y -—-—_‘/g ¢ (u — )% u*=¢ du,

dessen Grenzen g, h der Bedingung (14) geniigen miissen.

Fiir die Grenze h darf statt eines constanten Werthes auch der
Werth # genommen werden, wenn der reelle Theil von & -~ 1 negativ
ist. Denn es gelten, wie man leicht beweist, fiir die Differential-
quotienten von y dann die fritheren Ausdriicke.

Die Gleichung (14) kann auf zwei verschiedene Arten befriedigt
werden. Ist die Integrationscurve des Integrals (16) keine geschlossene
Curve, also g nicht gleich %, so muss M sowohl fir u =g als fiir
# = h verschwinden, da die in M enthaltene Potenz (u — z)—2~! die
wesentlich von einander verschiedenen Functionen (g — z)—*~! und
(b — z)—o! liefert. Fillt dagegen in (16) die obere Integralgrenze
mit der unteren zusammen, so braucht die Grosse M fir u=g="r
nicht den Werth Null zn haben; denn der Gleichung (14) wird geniigt,
sobald der geschlossene Integrationsweg von (16) so beschaffen ist,
dass die zum Endpunkie desselben gehdrigen Werthe der Potenzen
(w — 2)~*! und we~e#' mit den anfinglichen Werthen iiberein-
stimmen.
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Es soll zunichst angenommen werden, dass g und 7 von einander
verschieden seien. Die Grosse M verschwindet fiir 4 = 0 und fiir
u==2, wenn der reelle Theil von &« — o 4 1 positiv, bezw. wenn
der reelle Theil von « 4 1 negativ ist. Ausserdem wird M = 0 fiir
#% == — oo. Indem man zur Abkiirzung ®(u, ) die Function

$¥)) O (u, 2) = e*(u — x)~* u*—¢
nennt und die auf die reellen Bestandtheile zu beziehenden Un-
gleichheiten

(18) «a+1<0, a—o+1>0
als erfiillt voraussetzt, erhilt man die particuliren Integrale der
Differentialgleichung (1)

(19 fxtb(u, x) Qu, 0~w¢(u, z) du, j_:d)(u, z) du,

deren jedes durch die beiden iibrigen linear ausdriickbar ist.

Das erste der Integrale (19) ist, nach Hinzufligung eines Factors
(— 1)~=, das in (11) angegebene Hauptintegral. Man bemerke, dass
die in § 1 erwihnte Identitit

jxe“(x——u)"aw”—edu=E(“—~@+1; 1—e)z' 0 F(a—o-+1;2—0; 2)

zu einer Erweiterung der Ungleichheiten (18) filhrt. Denn das obige
bestimmte Integral stellt, da es gleich der Reihe ist, eine particulire
Losung von (1) dar, sobald es convergirt. Letzteres findet aber nicht
allein fiir @« << — 1, sondern auch fir — 1 <ea <1 statt, falls
ausserdem « — @ + 1 > 0 ist. Daher sind an Stelle von (18) die
Ungleichheiten
(20) l1—a>0, a—p+1>0
zu nehmen.

Das eindeutige Hauptintegral der Gleichung (1) wird durch keins
der Integrale (19) dargestellt. Das zweite und das dritte Integral (19)
setzen sich vielmehr linear aus der eindeutigen und der mehrdeutigen
Hauptlosung zusammen. Dagegen kann man, wenn g = % gewihlt
wird, sowobl das eindeutige Hauptintegral aus (16) ableiten, als auch
in Bezng auf die mehrdeutige Hauptlosung die nothwendigen Er-
ganzungen fiir diejenigen Fille gewinnen, wo die Ungleichheiten (20)
nicht erfiillt sind.

§ 3‘
In der u-Ebene werde um #% =0 als Mittelpunkt ein Kreis ge-
schlagen, der den befrachteten Punkt z umschliesst. Der Radius
desgelben heisse . Man wihlt pun, indem man
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setzt, wodurch der Bedingung (14) geniigh ist, den Integrationsweg
des Integrals (16) in der Art, dass die Variable 4 zunichst die negative
reelle Axe von % == — oo bis = — &, hierauf den genannten Kreis
im positiven Sinne, endlich wiederum den Abschnitt der reellen Axe
von % =—£Fk bis u=— oo durchliuft. Das hierdurch definirte
Integral, fiir welches, nach § 1 der erwdhnten Abhandlung ,,Ueber
ein Integral mit doppeltem Umlauf*, die abgekiirzte Bezeichnung

(=, 0)
(21) f_ e — 2)"uee du

angewendet wird, befriedigt die Differentialgleichung (1). Man er-
kennt leicht, dass dasselbe, nachdem Anfangswerthe der Potenzen
(v — z)~* und w*—¢ fixirt worden sind, eine eindeutige Function von
z ist. Fir die particuliren Losungen der Gleichung (1) kommt nur
der Punkt 2z == 0 als Verzweigungspunkt in Betracht. Fiihrt aber die
Variable 2, ohne die Kreisfliche zu verlassen, einen Umlauf um den
Punkt O aus, so tritt in (21) keinerlei Aenderung des Integrations-
weges ein, und es nimmt bei einem beliebigen Integralelement, da
keiner der Punkte % von 2 umkreist wird, die Potenz (¥ — z)~% im
Endpunkte der geschlossenen z-Curve denselben Werth an wie im
Ausgangspunkte. Hieraus folgt, dass das Integral (21) in der Um-
gebung des Punktes 2 = 0, und daher auch in der ganzen Ebene,
eine eindeutige Function von z ist.

Um das Integral (21), welches fiir alle endlichen Werthe von
z, e, @ einen bestimmten Sinn behilt, nach steigenden Potenzen von
x zu entwickeln, setzt man fiir (w — 2)~¢ die Reihe

O A G N

ein. Dieselbe convergirt, da fiir alle Elemente des Integrals (21),
gemiss der Definition des Integrationsweges, mod. » > mod. z ist.
Die in der Reihe vorkommenden Potenzen von z treten vor die
Integralzeichen, so dass fiir die zu integrirenden Functionen nur der
Punkt % = O als ein singulsrer, von der Integrationscurve umschlossener
Punkt tibrig bleibt. Man findet auf diese Weise fiir das Integral (21)
den Ausdruck

0 (O '
% d —~0—1 s
jjwe wedy - 5 xﬁme“u du -+
— (0)
; a(“"l"lzicgt(“-:"p I‘) x‘! Bu“‘—e"?du_l—bwa.
- “. —"m

Es wird nun, wie in § 3 der obengenannten Abhandlung ,,Zur Theorie
der Euler'schen Integrale, durech I(a) das bestimmte Integral

(22)
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23) Fla) = f_(iie“ wtdu

bezeichnet, welches den nimlichen Integrationsweg wie die in (22)
vorkommenden Integrale hat (unter Hinzufligung der Bedingung, dass
fiir das reelle positive Argument % =k die Potenz ! den Werth
gle—Dlogk  wo log & reell ist, annehmen soll). Fir ein positives ganz-
zahliges v besteht dann die Gleichung (1. c. (38))

- (—U'T(@)

(24) F(a*—”)=(a__1)(a,_-2)...(w—-v)°

Also kann man in (22)

() _
Ime“u"e””du =(l—p—17)=

_ (=1’ T(t—9 _ ri—o
—o(—e—1D...(—e—2+1) ele+1...(e+7r—1

substituiren. Hierdurch wird aus (22) die Reihe
_ o« efet+1)...(e4r—1) ,,
r(l’"@){l'{—'ff?x-{— +v!e(e+1)--.(9+v-1)x+ }

erhalten; folglich ist

) _
(25) f_m e (u — zyeu*—edu =T (1 — o) F(e;0;2).

Die Constante ¢ wurde als nicht ganzzahlig vorausgesetzt. In-
dessen behdlt das Integral (21) auch in dem Falle, wo ¢ eine positive
oder negative ganze Zahl oder Null ist, einen bestimmten Sinn. Fiir
ein positives ganzzahliges ¢ bleibt die soeben angestellte Rechnung,
welche zur Gleichung (25) fiihrte, vollstindig in Kraft. Ist dagegen
¢ gleich einer negativen ganzen Zahl — m, einschliesslich des Werthes
¢ = 0, so hat man die Gleichungen

F) =0, T(0)=2mi, T(—2)= o2

@d. ¢. (39) und (40)), in denen » eine beliebige positive ganze Zahl
bedeutet, zu beriicksichtigen. Da die ‘einzelnen Glieder der Reihe (22)
die respectiven Factoren

Fl—e), T(—e), T(—e—1), ...
enthalten, so sind im Falle p = — m, wo diese Factoren
F(m+ 1), T(m),...T1), T©O), T(—1)...
lauten, die m - 1 ersten Summanden von (22) gleich Null. Die im

allgemeinen Term vorkommende Constante (1 — ¢ — ») wird, wenn
man @ ==— M, v =m -+ 14 p setzt, gleich dem Ausdruck
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— — 2 y
rM—e—v)=T(—p) -‘=Tj§"?‘,’;a
wodurch die Reihe (22), nach Abirennung des constanten Factors

u(oz+1)f..(a+m)
1.2...(m~+1)

gt Fle+m+1;m+2; z) = 2 Fle—eo+1; 2 — 035 2)
iibergeht. Das Integral (21) stellt also, wenn ¢ gleich einer negativen
ganzen Zahl oder gleich Null ist, die in (3) angegebene particulire
Losung der Gleichung (1), sonst aber immer die particulire Losung
(2) dar. Fiir ¢ = 1 sind die Ausdriicke (2) und (3) identisch.

§ 4.
In den Fallen, wo die Constanten « und ¢ den Ungleichheiten (20)
l1—a>0, a—p+1>0
nicht geniigen, wo also das bestimmte Integral

ﬁ o (w — 2y~* u*—¢ du

divergent ist, erhilt man einen Krsatz fiir letzteres, indem man die
Variable « einen Doppelumlanf um die Punkte 2 und O ansfithren
lisst. Es werde auf der Verbindungslinie der Punkie O und z ein
beliebiger Punkt ¢ angenommen, und durch diesen einerseits ein Kreis
mit dem Mittelpunkte O, andererseits ein Kreis £ mit dem Mittel-
punkte £ gezogen, so dass die zwei Kreise sich im Punkte ¢ beriihren.
Ein Unmlauf lings P, resp. Q soll kurz durch P+, QF oder B—, O~
bezeichnet werden, jenachdem derselbe im pesitiven oder im mnegativen
Sinne erfolgt. Man bildet nun (nach § 1 der Abhandlung ,,Ueber
ein Integral mit doppeltem Umlauf‘?) das Integral

2x1,

in

—

y *{z, 0, 2, 0—)
(26) j e (1 — 2)~= ue—e du,

c

dessen Integrationsweg im Punkte ¢ beginnt und endigt und sich aus

den Umlidufen
Q-!—a $+3 QW’ $—

zusammensetzt. Die Gleichung (14) ist bei dieser Wahl des Integrations-
weges erfiillt, da nach (15) die Grosse M keine anderen (endlichen)
Verzweigungspunkte als % = 0 und u = 2 besitzt, und jeder dieser
zwei Punkte von der Variable u zuerst in positiver, dann in negativer
Drehungsrichtung umkreist wird. Das Integral (26) geniigt in Folge
dessen der Differentialgleichung (1). Dasselbe convergirt fiir beliebige
Werthe der Constanten « und ¢ und fiir jeden endlichen, von- Null
verschiedenen Werth von z. -Fithrt man in (26) eine neue Variable ¢
durch die Gleichung
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U =1z
ein, so geht die von % = 0 nach w.== 2 gezogene Gerade in die Ver-
bindungslinie der Punkte { =0 und #==1 tiber. Es sei ¢{==¢, der-
jenige Punkt dieser Verbindungslinie, welcher dem Punkte u = ¢
entspricht. Dann macht die Variable ¢ vom Punkte ¢, aus einen Doppel-
umlauf um die Punkte 1 und 0, und man erhilt aus (26) den Ausdruck

(15031—;0'_)
(— e aie f g2 fa—g(1 — #)— .
Wird hierin
t 22 t*x”
e = R ALEE i b A

gesetzt, so ergiebt sich eine Reihe, deren allgemeiner Term

—

1— (1, 0, 1—, 0—)
@7 (— 1 2 f fe—otr (1 — £y 4t

»!

lautet. Nun wurde in § 1 der erwihnten Abhandlung ,Zur Theorie
der Euler'schen Integrale G(a, b) als die Grosse

-(1! 01 1"‘: 0“)
(28) (S;(a, b) = rﬂi(a-i-b)‘ﬁ to—1 (1 — t)b-x at

definirt, in welcher ¢ (wie bei obigem Integral) abwechselnd die Punkte
1 und O, und zwar erst in positiver, dann in negativer Drehungs-
richtung umkreist, wihrend die untere Integralgrenze ¢ ein beliebiger
reeller Werth zwischen O und 1 ist. Als Anfangswerthe der Potenzen
t1 and (1 — £)> fiir { = ¢ sind in (28) die Ausdriicke e(s—Dlogc gnd
¢®—Dlogl—) zy pehmen, in demen log ¢ und log(l — ¢) die reellen
Logarithmen bedeuten. Indem man ¢ = ¢, wéhlt und bei dem in (27)
vorkommenden Integral die Anfangswerthe der Potenzen {e—e+, (1—¢j—*
in der soeben bezeichneten Art bestimmt, hat man

'—1,0, 1I—, 0—)
(29) ﬁ fe—etr (1— t)-2dt = eniC—e+) §(a—o v 41, 1 — &),
wofiir, da ¢*Ct = (— 1Yy, und (L ¢. (11)

. y ala+1)...(a+»—1)
Clat» b)=(—1) (a+bd(at+b+1...(a+b+r—1) €(a, b)
ist, auch

—mip —eF+DN(e—o+2)...(6—e+7) o _
emme 2—eB—0...00+1—0¢) Cla—o+1,1—0

gesetzt werden kann. Der Term (27) verwandelt sich hierdurch in
das Product aus der von v unabhingigen Grosse

i P Gla— o+ 1, 1 — &)
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und dem Ausdrucke

(e—e+VN(e—0-+2)... (¢ —po-f7) o
1.2...7.(2—e)(3—@)...0+1—0) 7"

Demnach besteht fiir das Integral (26) die Identitit

@, 0, 2—, 0—)
(30) { j e (u — )% ue—e du —
= %l Ela—p+1, 1 —0a) x”ef’(u"9+ 1; 2"'93 ),

deren rechte Seite sich von der Reihe (3) nur durch einen constanten
Factor unterscheidet. Die mehrdeutige Hauptlosung der Gleichung
(1) wird also im allgemeinen Falle durch das bestimmte Integral (26)
dargestellt,

Es moge erwihnt sein, dass die obige Entwickelung des Integrals
(26) auch in dem (hier ausgeschlossenen) Falle, wo ¢ gleich einer
negativen ganzen Zahl oder gleich O oder 1 ist, giiltig bleibt. Da-
gegen geht fiir 0 =2, 3,4, ..., wo die Reihe F(a—po-+152—p; 2)
aufhort, einen bestimmten Sinn zu haben, das Integral (26) in die
eindeutige particulire Losung der Gleichung (1)

Const. F'(e; o; 2)

iiber. Ist ndmlich ¢ gleich der positiven ganzen Zahl m, die >2
vorausgesetzt wird, so nimmt die in (29) vorkommende Constante

Ge—o+r+1, 1—a),
welche man wegen der Gleichung (1. c. (20))
C(a,b)=C1—a— b, d)

Clo—1—2, 1 —a)=Cm—1—19, 1 —@a)

schreiben kann, fir v=0,1, 2, ... m —2 den Werth Null an,
Denn @ (a, b) verschwindet, wenn eins der Argumente a, b (oder
1 — a — b) eine positive ganze Zahl ist. Es fallen auf diese Weise
die m — 1 ersten Glieder der Reihenentwickelung des Integrals (26)
fort und der erste von Null versehiedene Summandus derselben, der
aus (27) fiir v =m — 1 = @ — 1 entsteht, ist eine Constante. Die
Substitution » = m — 1 4 g formt den allgemeinen Term (27) in das
Product

auch

CU (1t e g, 1 — @) =

(m 4 p —1)!
(—D* gt gle-1)... —1
= (m—}-)gk-—l)l et 3.2.(i-:” - Gle, 1—a)

um, und da p =0, 1, 2, ;.. zu sefzen iét, so ergiebt sich im ge-
nannten Falle fiir das Integral (26) die Reihe
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(= !
(m— 1)!

o (2(0!+1)
6o 1=l + 5 o+ Tl 0+
== Const. F(a; m; x) = Const. F'(a; 0; 2),

wie behauptet wurde. Man schliesst hieraus, indem man die Rechnung
am Ende des § 3 beriicksichtigt, dass, von constanten Factoren ab-
gesehen, die zwei Integrale (21) und (26) identisch werden, sobald ¢
ganzzahlig ist. Denn beide liefern die Reihe (2), wenn ¢ gleich einer
positiven, und die Reihe (3), wenn g gleich einer negativen ganzen
Zahl oder gleich Null ist. Als weiteres particulires Integral der
Gleichung (1) tritt in diesen Fiallen bekanntlich ein logarithmischer

Ausdruck hinzu.

§ 5.
Aus dem Vorstehenden ergiebt sich, dass das vollstindige Integral
der Differentialgleichung (1) im allgemeinen Falle (unter der Voraus-
setzung, dass die Constante ¢ nicht ganzzahlig ist) durch die Summe

(e, 0) (“(a 0, 2, 0—)
31) y=01£m o (u, ) du-}-Cch O (u, 7) du,

in welcher ®(u, z) die Funection (17), und C,, C, willkiirliche Con-
stanten bedeuten, dargestellt wird.
Der Ausdruck (31) gestattet eine Vereinfachung, sobald eine der
Ungleichheiten (20)
l1—ae>0, a—@+1>0
erfiillt ist, indem das Integral (26)

(z 0,2—, 0—)
j & (u, 2) du

dann durch ein anderes, dessen Integrationsweg aus einem einmaligen
Umlanf um den Punkt 2, resp. um den Punkt O besteht, ersetzt
werden kann. Im Falle ¢ — o+ 1 > 0 ist das Integral

(32) f “o(u, ©) du
und im Falle 1 — « > 0 das Integral
(33) 'ﬁ o, 7) du

convergent, bei denen die Variable « vom Punkte O aus den Punkt
z, bezw. vom Punkte x aus den Punkt O umkreist. Die Integrale
(32) und (33) unnterscheiden sich aber von der Reihe (3) wiedernm
nur: durch einen constanten Factor. Man entwickelt, uwm dies zu
zeigen, die genannten Integrale nach steigenden Potenzen von z.-
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Aus dem Integral (32) ergiebt sich, wenn (wie in (26)) u = #z,
und €% =1 ifi -+ - - - gesetzt wird, der Ausdruck

[*(1)
e j: ¢ fo—e(t — 1)~ dt —

_;(1) tZ e
=== 1"'9 [ . v ow
z ,ﬂ (1 +T + 5

Man nennt nun E(a, b) das Integral (,,Zur Theorie der Euler’schen
Integrale®, Gleichung (24))

4. ) fo~e (t — 1)~ di.

— [
34) E(a, b) — j) pam1(g — 1y1 at,

dessen Integrationsweg einen positiven, bei 0 beginnenden Umlauf um
den Punkt 1 darstellt. Der reelle Theil des Argumentes ¢ wird in
E(a,b) als positiv vorausgesetzt; die- Zweige der Potenzen ¢,
(¢ — 1)*~! sind durch die Bedingung bestimmt, dass sie in dem Schnitt-
punkte # = 4 des Integrationsweges mit der positiven reellen Axe die
Werthe ele—1)log2  o@—1)log@-1) i denen log 4 und log (4 — 1) reell
sind, annehmen. Der Factor von 2*H—¢ in der obigen Entwickelung
des Integrals (32) ist demnach (wenn man im Punkte =1 fiir die
Potenzen von ¢ und von ¢ — 1 die soeben erwihnte Bedingung gelten
lasst) gleich der Grosse

lm
'Z;?E(“"‘@“}‘”‘f‘l: 1—a),

die durch die Formel (1. c. (27))

Ea+v b= arparotrn... afbtrr—n L&D
in

1 (e—oF+D(@—e+2)...(c—~e+72) 7 _

v! 2—o0B8—0...0+1—0) E(“ e+1, 1 “)

ibergeht. Auf diese Weise findet man fiir das Integral (32) die Identitat

o

j)’(x)eu (4 — 2)~* ue—e du =
=Fe—o+1, 1 —a)z-¢ Fla— o+ 1; 2 — ¢; 2).

Das Integral (33) verwandelt sich durch die Substitution u=z(1—7},
welehe die Werthe w =z, 4 =<0 den Werthen £==0, { = 1 zuordnet,
in das Product

(35)
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o)
¢ei0-0) zi—e j €200 t—a(t — 1)o—e df —

“m — Yir g\
=—_e"i(l—e)x1*'9‘/;![1 w(t 1)-{- o (— )"" (i' ) —{—m]t“’“(t——-l)“""di

Y=

= ¢7il—¢) m‘”ez St ) 7 El—e, a—o+ v+ 1)

y==0

Da aber fiir ein positives ganzzahliges »

El—a, a—o+v+1)=
,,(u-*9+1)(05—9+2) .(e—o+7)
== 2—eB—e..- +1—9) El—we—e+1)

ist, so entsteht die Gleichung

FO)
(36) { J; (U — 2)™ u*¢ du ==
-0 F(l—ea, a—o+1)21-¢ Fla— o4+ 1; 2—p; x),

in welcher der reelle Bestandtheil der Constante 1 — o als positiv
vorausgesetzt wird,

Die Fille, in denen e — @ - 1 oder 1 — & ganzzahlig und positiv
ist, erfordern eine besondere Erwihnung, weil dann das Integral (26)
identisch verschwindet. Sind beide Constanten ¢« — ¢ 4+ 1 und 1 — «
positive ganze Zahlen, in welchem Falle auch ¢ ganzzahlig ist (s. den
Schluss des § 4), so kann das Integral (26) durch das in (19) ge-
nannte Integral

z .
'ﬁ e (u — z)™ u*e duy

ersetzt werden. Ist aber nur «-— @ 4 1, bezw. nur 1 — o eine
positive ganze Zahl, so wendet man an Stelle von (26) die Integrale
(32), bezw. (33) an, deren Reihenentwickelungen in (35) und (36)
angegeben wurden. Mit dieser Modification bleibt die Gleichung (31)
auch in den gemannten speciellen Fillen giiltig.




