Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten
Grades.

Von Aporr Werer in Stira bel Ziricm.

Bei einem Complex sind die zugehorige Singularititenfliche und
die Congruenz seiner singuliren Linien von ganz besonderem Interesse,
Bekanntlich sind fiir die Complexe zweiten Grades beide von der vier-
ten Ordnung und vierten Classe.

Der allgemeinste Complex zweiten Grades, sowie eine Reihe von
Ausartungen desselben, sind bereits eingehend untersucht. Ein be-
kanntes Beispiel ist der Tetragdral-Complex, dessen Gerade ein Tetra-
eder unter einem bestimmten Doppelverhiltniss schneiden. Als Punkt-
gebilde besteht seine Singularititenfliche aus den vier Tetragderebenen,
als Ebenengebilde ans den vier Tetraéderecken. Die Congruenz der
singuliren Linien hat sich anfgelost in eine Congruenz vierter Ordpung,
nullter Classe und in eine nullter Ordnung, vierter Classe. Erstere
umfasst alle durch die Tetraéderecken gehenden Geraden; letatere be-
steht ans allen Geraden in den Tetragderebenen.

Eine Reihe anderweitiger Complexe zweiten Grades betrachtet Lie
gelegentlich seiner Untersuchung tiber die Abbildung des linearen Com-
plexes auf den Punktraum (diese Annalen Bd. V. 8. 233); es sind alle
diejenigen, welche in einer bestimmtien Gleichungsform mit 17 Con-
stanten enthalten sind; ihre Singularititenflichen sind Linienflichen.

Bis jetzt indess sind diese specielleren Complexe noch nicht syste-
matisch untersucht worden, wie diess im Folgenden geschehen soll,
Indem ich von der Discussion der allgemeinsten Gleichung ausgehe, bei
der im Ganzen 58 verschiedene Fille zu unterscheiden sind, erhalte
ich eine allmihliche und doch iibersichtliche Abstufung.

Die meisten Flichen, die als Singularititenflichen auftreten, sind
allgemein bekannt. In vielen Fillen ist aber ihr Verhalten als Ord-
nungsfliche, Classenfliche und Brennfifiche der singuliren Linien sehr
interessant.

Die Grundlagen und Hillfsmittel der Arbeit finden sich im ersten
Theil eingehend auseinandergesetzt. Ich wende mich sodann (I —X1I;
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zur niheren Betrachtung der einzelnen Wille in der Reihenfolge, wie
sie sich ans dem im ersten Theile entwickelten algebraischen Einthei-
longsprincipe ergeben. Sodann gebe ich noch im letzten Theile (XIIL)
neben einigen allgemeinen Sitzen tabellarische Zusammenstellungen der
Complexe nach verschiedenen Gesichtspunkten. Die eine, welche nach
den aaftretenden Singularititenflichen ordnet, ist besonders eingehend
ausgeflibrt,
L

Grundlage der Arbeit, insbesondere die Eintheilung der Complexe.

Allgemeine Uebersicht,

In der Pliicker-Cayley’schen Coordinatenbestimmung der Raum-
gerade wird diese als die Verbindungslinie zweier ihrer Punkte, resp.
als die Schnittlinie zweler durch sie gehender Ebenen aufgefasst.
Wenn in homogenen Coordinaten y,:y,:y;:y, und g, :12,:2,:2
zwei Punkte darstellen, so werden der durch sie bestimmten Geraden
die folgenden sechs (homogenen) Coordinaten ertheilt:

Pra = Y&~ Yok, Pz =Y1% — Y38, D==UY% — Y%,
Doy = Y38, — Y%y, Paa =YiB> — Y&y, Pys ==Yk — Y%, .
Der folgende Ausdruck:

P=p, s+ Pis Py + Prs - Do
ist identisch Null, wenn fiir die p die oben stehenden Werthe ein-
gefithrt werden.

Diese Coordinatenbestimmung bietet oft grosse Vortheile, doch
tritt in ihr nicht hervor, dass die Gerade als Raumelement angesehen
wird. Das letztere erveichen wir sofort, wenn wir von den Gleichungen
ganz absehen, welche die p mit den Punkicoordinaten verbinden. In
diesemn Falle ertheilen wir der Geraden sechs solche Grossen p, welche
die Gleichung P == 0 erfiillen, als Coordinaten. — Das Gebiet der
Grossen p ist ein fiinffach unendliches, die Bedingungsgleichung P=0
sondert aus demselben eine (quadratische) vierfach unendliche Mannig-
faltigkeit aus, die geometrisch durch die Gesammtheit der Raumgeraden
dargestellt ist.

Ein Complex wird dann bestimmt durch eine weitere (zu P ==0
hinzutretende) Gleichung in den p:

Q=0.
Er besteht ans dreifach unendlich vielen Geraden.

Ist nun Q in den p insbesondere vom zweiten Grad, so nennen
wir den dadurch definirten Complex ebenfalls vom zweiten Grad. Da
dieser der Gegenstand unserer Untersuchung ist, so haben wir zuniichst
von zwei simultanen homogenen und quadratischen Gleichungen P = 0,
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Q — 0 zwischen sechs Variabeln auszugehen. Da wir uns durchaus
auf projectivischem Standpunkt befinden, so diirfen wir die Coordinaten
p beliebig so linear transformiren, dass die Form Pin ein Multijplum
ibrer selbst iibergeht. Denn in seiner Inauguraldissertation*®), ferner-
hin auch im zweiten Band dieser Annalen (8. 203 u. £) hat Klein
gezeigh, dass eine solche Transformation einer Collineation resp. einer
dualistischen Umformung des Raumes entspricht (und umgekehrt),
‘Wird diese Transformation auf alle mdglichen Formen P, Q angewandt
gedacht, so ergiebt sich eine natiirliche Eintheilung der Complexe.
Wir werden weiter unten hierauf zurlickkornmen und merken uns einst-
weilen nur, dass Klein die Discussion der in der allgemeinen Glei-
chung @ =0 enthaltenen Complexe auf ein algebraisches Problem
zuriickgefihrt hat: Es sollen zwei Formen zweiten Grades, homogen in
sechs Variabeln, gleichzeitiy auf eine kanowische Form gebracht werden.
Dieses Problem ist fiir den allgemeinsten Fall schon sehr frithe geldst,
zuerst wohl von Jacobi (im 2. Band von Crelle’s Journal), Durch
lineare Transformation bringt derselbe beide Formen auf rein quadra-
tische; die Mboglichkeit dessen setzt aber eben den aligemeinsten Fall
voraus.

Sylvester®) geht von zwei belichigen quadratischen Formen aus
und betrachtet mit ihnen die Lagenbeziehungen der damit zusammen-
hiingenden Orte zweiten Grades. Eine Determinantenbetrachtung fiihrs
ihn zu einer erschopfenden Eintheilung, bel beliebiger Zahl von Vari-
abeln. In dem allgemeinsten Fall hat map die von Jacobi ent-
wickelte kanonische Form; in den speciellen Fillen gewinnt er sie da-
durch geometrisch, dass er das Coordinatensystem passend wahlé; fiiir
das binire, ternire und quaternire Gebiet giebt er alle an. Fiir mehr
Dimensionen giebt er nur noch die Anzahl der mdglichen Fille; die-
selbe ist indess nur noch bei fiinf Dimensionen richtig, bei mehr
Dimensionen ist sie zu klein ¥%), — Die Ableitung der kanonischen
Formen in diesen Fillen wiire wohl nach seiner Methode nicht einfach.

Weierstrasst) lost das Problem in voller Allgemeinheit. Er
gebt von zwei bilinearen Formen mit % Variabeln ans und giebt fiir
alle Falle die kanonische Form. Die Gesetze wendet er dann auf die
quadratischen Formen an. Er fihrt die Determinantenbetrachiungen
von Sylvester weiter durch.

% | Ueber die Transformation der allgemeinen Glelchuny zweiten Grades
zwischen Liniencoordinaten auf eine kanowische Form* Boan, 1868.
++) Phil. magazine 1851 pag. 119, 295, 415
sa5) Vrgl, a, a. 0. pag. 139. Auch Liroth hat in einer Arbeit, die wir noch
weiter nennen werden (S. 153), einen Fall nicht aufgezdhlt.
+} Berliner Monatsberichte 1838, 1868.
10*
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Klein erbriert in seiner Inauguraldissertation, unter Zusammen-
fassung der Haupiresultate, insbesondere den Fall von sechs homoge-
nen Variabeln und verwerthet ithn fiir die Eintheilung der Complexe
zweiten Grades. Er betrachtet sodann ausfiibrlicher den allgemein-
sten Fall.

Bevor wir niher anf diese Eintheilung eingehen, sei noch Eiwas
erwihnt, was den geometrischen Vorgang der Transformation an-
betrifft, — Unser altes Coordinatensystem, in der Coordinatenbestim-
mung der p, besteht aus den sechs speciellen Complexen p = 0, deren
Directricen die Kanten eines ,Fundamental-Tetraeders’ bilden. Da
eine lineare Verbindung von speciellen linearen Complexen aber in der
Regel einen allgemeinen linearen erzeugt, so wird nach der Coordinaten-
transformation das Coordinatensystem aus sechs linearen Complexen
bestehen, die nicht ausschliesslich specielle sein werden. Diese sechs
Complese, welche das Coordinatensystem bilden, wollen wir mit Klein
die ,, Fundomentalcomplexe” nennen*).

Ueber die Transformation und die Eintheilung.

Werden die neuen Variabeln mit z,, «,, - --x; bezeichnet, so
seien die Formen P und Q in die folgenden iibergegangen:

P, = Zayxp, Q = Zbaxiy ,
(W0 a;;, = ari, by = by; sein moge). Die Determinante von Q, + 4 P;:

{ by + dagy - - by + Lay,
A= : :
§ by + dag <« b + dag
ist es nun, auf die es ankommt; sie ist eine Invariante des betreffen-

den Complexes. A ist eine ganze rationale Function sechsten Grades
in 4, also identisch mit:

A=) (A Ay e (A — A% -
wo A die Determinante von P, 1; aber eine »fache Wurzel von 4 in
A =0 bedeutef, so dass Zv; = 6 ist,

Es ist nothwendig, auch die Unterdeterminanten von A zu be-
trachten. Mit A" wollen wir irgend eine erste (fiinfreinige) Unter-
determinante, mit A" eine zweite (vierreihige) etc. bezeichnen. Diese
A', A”. .. sind zwar keine Invarianten, dagegen ist das simultane
Verschwinden aller A’, aller A” ete., etwas Invariantes.

Der Factor 4 — 1; von A soll nun in allen A’ »/mal, in allen A”
¥ mal ete. enthalten sein, Fiir diese Grossen gilt das Gesetz:

»*} Vgl.: Diese Annalen, Bd. I a. a. O,
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v > v > >
Die Differenzen dieser Grossen:

k4 r s ”
& = Vi — ¥, & =¥ — Y, %”;‘—'vi”—yi"” e

sind fiir uns von ganz besonderer Wichtigkeit. Fiir dieselben gilt, wie
Weierstrass zeigt, zunfchst das Folgende:
a2 ezl 2
sie sind in dieser Reihenfolge der Grosse nach geordnet. Insbeson-
dere ist:
(‘1_2{)%:(‘3‘___1@)%,(l__lie‘,-, .

In der ganzen Determinante ist nun 2 — 4; »;mal enthalten, in
den A noch v/mal etc. Beim Uebergang von A zn den A’ geht von
(A — A)ri der Factor (2 — ;)% verloren. Es ist das ein Pactor, der
in gewissemn Sinne an der Determinante A haftet. Geht man weiter-
hin von den A’ zu den A”, so 16st sich der Factor (A — ;)% als etwas
nur an den A’ haftendes ab, ete. — Dieses ist eine natiirliche Zer-
legung des (A — 2;)% in Factoren, und diese Factoren nennt man nach
Weierstrass ,,Elementartheilers.

Die Bedeutung der Elementartheiler wird durch das Folgende klar
gestellt: Sind zwei Formenpaare P, @ und P,, Q,, das eine durch
lineare Transformation aus dem andern abgeleitet —, oder, soll das
eine linear in das andre transformirbar sein, so miigsen in beiden
Paaren die Elementartheiler iibereinstimmen. In unserer projectivi-
schen Auffassung stellen die Formenpaare P;, Q, und P,, Q, demnach
denselben Complex vor (diese Formen gleich Null gesetzt gedacht),
wenn in den Determinanten beider die Vertheilung der Wurzeln und
Elementartheiler dieselbe ist, und die absoluten Invarianten, das heisst
also die Verhiltnisse der Wurzeln, tbereinstimmen. — Oder, mit an-
dern Worten: Wir erhalten eine erschépfende Aufzihlung aller Com-
plexe zweiten Grades, wenn wir in der Determinante A die Verthei-
lung der Wurzeln, und weiterhin die der Elementartheiler, auf alle
mbglichen Weisen annehmen,

Es ist nun nach dem Vorangehenden offepbar gleichgiiltig, ob wir
erst die Vertheilung der Wurzeln 4; in A= 0 und dapn innerhalb
dessen die der Elementartheiler auf alle mdglichen Weisen vornehmen,
— oder ob wir das Umgekehrte thun. In jedem der beiden Fille wird
dieselbe Eintheilung erzielt. Fir die Darstellung des Folgenden ist das
letztere vortheilhafter.

Wir fanden vorhin, dass Zv; = 6, ferner dass ¢; b ¢ F - o=
ist. Hieraus ergiebt sich sofort: Xe® =6, Die Zahl 6 lisst sich
aber auf 11 verschiedene Weisen in Summanden zerlegen, und wir
haben demnach vorerst 11 Gruppen von Complexen, dargestellt durch:
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[111111], (111127, [1118], [1122], [114], [123], (222],
[15], [24], [33], [6]%);
[123] z. B. will sagen, es sei ein einfacher, ein zweifacher und ein
dreifacher Elementartheiler vorhanden.

Hierauf denken wir die Elementartheiler entweder als zu simmt-
lich verschiedenen, oder als zu theilweise gleichen Wurzeln, oder end-
lich als zu einer einzigen (sechsfachen) Wurzel gehorig. Zur Unter-
scheidung dessen empfiehlt sich die folgende Bezeichnung: Wenn ein
mfacher, ein ufacher ete. Elementartheiler zu derselben Wurzel gehéren,
so klammern wir die betretfenden Zahlen ein und schreiben: (me, n . ),
Der Fall {1237 z B. wird also die folgenden 5 Méglichkeiten enthalten:

(123), 7(12)3], [2(13);, [1(23)], [(123)].

Der Fall [2(13)] =z B. sagt uns, die Determinante A habe zu-
nachst einen Factor (2 — 1,) zweimal, ferner einen weiteren Factor
(A — %,y viermal, die Unterdeterminanten A’ aber (4 — 1)) nicht
mehr, dagegen (4 — 4,) noch einmal, die A" ete. schliesslich keinen
von beiden mehr.

Wenden wir in allen den elf oben angegebenen Fallen das an
dem Beispiel (1237 gegebene Verfahren in gleicher Weise an, so erhilt
man 58 wesentlich verschiedene Fille, d. h.: Ims Sinne der projectivi-
schen Geometric giebt es 38 wesentlich verschiedene Complexe zweiten
Grades.

Eine vollstindige Gleichung zweiten Grades zwischen sechs Vari-
abeln enthilt 21 Glieder. Mit Hilfe von P =0 kamm man in der
cigentlichen Complexgleichung im Allgemeinen nur ein Glied fort-
schaffen. Mit Hilfe der Coordinatentransformation erreicht man jedoch
cine weit stirkere Reduction der Gliederzahl. Das Problem, solche
kurze, also bequeme Gleichungstormen fiir jeden Fall zu finden, ist,
wie bereits angegeben, allgemein von Weierstrass gelost. Wir wollen
im Folgenden die Resultate dieser Transformationen in eine ,kanonische
Form® kurz zusammenstellen.

Zuniichst hingt die kanonische Form lediglich ab von der Ver-
theilung der Elementartheiler; es giebt also ihrer 11. Aus den 1t
Fillen,« bei denen die Elementartheiler simmtlich zu verschiedenen
Wurzeln gehoren, leiten wir alle andern durch Gleichsetzen der Wur-
zeln ab. U aber die kanonischen Formen P und Q fiir die erstern
Fille zu erhalten, behandeln wir zuniichst jeden einzelnen Elementar-
theiler fiir sich.

Die Transformation von P, Q@ machen wir uns an der Determinante
A von AP — Q deutlich; sie ist ersichtlich damit identisch, die Hori-

*) Vgl Klein, 8. 37 der Inauguraldissertation.
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zontal- und Verticalreihen von A gleichzeitiy vermbge derselben Mul-
tiplicatoren zusammenzufligen, wobei sich der Werth der Determinante
hochstens um einen Factor #ndert. Die kanonische Form spiegelt sich
dann in einer kanonischen Form von A ab#*), Wir wollen diese Ver-
hiltnisse an einem einfachen Beispiel beleuchten. Betrachien wir den
Fall (321]. In der Determinante nehmen wir das Quadrat, dessen
Glieder den ersten drei Horizontal- und den ersten drei Verticalreihen
gemein sind, fiir den ersten Elementartheiler. Das Quadrat, gebildet
aus den gemeinsamen Gliedern der vierten und finften Horizontal- und
Verticalreihen, theilen wir dem zweifachen Elementartheiler, und das
letzte Glied der Diagonale dem einfachen zu. Dann fiillen wir in der
folgenden Weise aus:

0 —1 i—i,
—1 i—12, O
i—i, 0 0

ok

v
1

tas

!
iy |
Alle nicht besonders hingeschriebenen Glieder sind durch Nullen

20 ersetzen. — Wir haben hier die kanonische Form der Determinante
von AP — Q; sie repriisentirt die kanonische Darstellung:

P=2zu2+ 2 —+2z3 -z
Q = 1, (2,2 +2,%) + 2hy 2,05 + Lz° + 22,7, + &7
Das Verfahren in jedem andern Fall ist dem hier eingeschlagenen
ganz analog. Man theilt jedem FEfachen Elementartheiler ein in der
Diagonale von A stehendes, kreihiges Quadrat zu und fulls dasselbe
stets in derselben Weise aus. Wir unterlassen jede weitere Ausfih-

rung, indem wir auf die spitern Theile verweisen.

1
§
j
|
i
i
{
i

Zar geometrischen Interpretation.

Die Form P giebt uns sofort das Coordinatensystem resp. die sechs
Fundamentalcomplexe. Nach Klein besitzt nimlich ein linearer Com-
plex Zeyz; = O eine Invariante, die mit den « gerinderte Determinante
von P. Wird in einem unserer kanonischen Fille diese Rénderung
ausgefithrt, so erhdlt man stets fiir nnsere Invariante eine solche
Function in den «;, wie es P in den z; is, also hat die Invariante
fiir uns den Werth P(«). Ist dieser Apsdruck insbesondere Null, »o0

%) Wir geben also hier eine einfache Lisung des ,chess board“-Problems von
Sylvester. Vgl a. a. O. §.140, Note. Die im Texte entwickelte Darstellung

wurde mir von Klein mitgetheilt.
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kann man die «;, da sie P =0 geniigen, als Coordinaten einer Ge-
raden auffassen. Der Complex ist dann ein specieller, indem seine
Geraden simmtlich die Gerade « treffen. Dies giebt die Entscheidung,
ob ein Fundamentalcomplex ein allgemeiner oder ein specieller ist; fiir
z; = 0 sind alle a bis auf o Null. Da nun ein beliebiges der z in
P, die kanonische Form vorausgesetzt, nur einmal, also entweder als
Quadrat oder im Doppelproduct vorkommt, so hat man die Regel: Die
Fundamentalecomplexe, die in P in Doppelproducten stehen, sind specielle,
die andern allgemeine.

Die Bedingung der enwolutorischen Lage zweier linearer Complexe
ist ebenfalls von P abhingig. Seien Xz, =0, Zfix; =0 zwei
solche, so haben sie eine simultane Invariante und zwar die einerseits
mit den «, anderseits mit den § geriinderte Determinante von P.
Verschwindet diese Invariante, so liegen die Complexe in Involution;
insofern insbesondre beide specielle sind, schneiden sich ihre Directricen.
Als Anwendung auf die Fundamentalcomplexe exgiebt sich, dass ein
solcker, der in P im Quadrat vorkommt, mit allen andern in Invo-
lution liegt. Kommt exr im Doppelproduct vor, ist er also ein speciel-
ler, so liegt er uur mit dem nicht in Yovolution, der mit ihm im
Doppelproduct vereinigt ist, resp. seine Directrix gehort allen andern
Fundamentalcomplexen, ausser diesem einen, an.

Die singuliren Linien des Complexes P =0, Q@ — 0 werden be-
kanntlich aus ihm durch einen Complex @ = 0, der ebenfalls vom
zweiten Grad ist, ausgeschnitten. Diese Form, @, soll auch im all-
gemeinen Fall angegeben werden; sie héingt von Q sowohl als auch
von P ab und ist:

| 2o . @9 0P
I 8%;_5:6; ) 822‘8565 ai'fi
Q’EE #Q . #o P
| 00Xy 025025 O
S N
[ ds
Diese Bezeichnung als Q' soll beibehalten werden. — Die Com-

plexe Q -} ¢Q =0 bilden insbesondere ein Biischel; alle haben die
Congruenz der singuliren Linien gemein. Bei Untersuchungen iiber
diese sind also alle von ihnen gleichwerthig; die Anwendung dessen ist
iiberall von grossem Vortheil. — Klein hat weiterhin aus dem Com-
plex P==0, Q=10 alle diejenigen abgeleitet*), die mit ihm dieselbe
Singularititenfliche und das nimliche Verhalten der singuliren Linien
zu dieser iiberhaupt besitzen. Aus seiner Darstellung geht aber hervor,

*) Vgl diese Annalen Bd. II,, 5. 224 (9).
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dass alle diese Complexe dieselbe Elementartheiler- nnd Wurzelverthei-
lung haben, was die Zweckmissigkeit der von uns eingehaltenen Ein-
theilung hervortreten lisst.

Ein Complex zweiten Grades wird durch zwei simultane quadratische
Gleichungen, also als Schnitt von zwei quadratischen Mannigfaltig-
keiten (in einem ,Raum von fiinf Dimensionen) dargestellt. Ein sol-
cher lisst sich daher in gewissem Sinn mit einer Raumcurve vierter
Ordnung des gewdhnlichen Punktraumes vergleichen. In der That ist
auch die Terminologie so weit ausgebildet, dass man den Complex
zweiten Grades als Schnitt von zwei Flichen zwelten Grades In einem
Raum von finf Dimensionen bezeichnen kann, Von diesem Standpnnkte
aus stellt sich diese Arbeit neben diejenige von Liiroth: ,Ueber
Schnittcurven und gemeinsame Polartetraeder zweier Flichen zweiten
Grades.“*) An Stelle der dort betrachteten, den beiden Flichen ge-
meinsamen Polarquadrupel, tritt hier das System der sechs Fundamen-
talcomplexe auf.

Mit der vorliegenden Untersuchung kann man noch folgende
Ueberlegung verkniipfen, welche die Uebersicht bedeutend erleich-
tert. Kommen nimlich hthere als einfache Elementartheiler vor, so
treten mit ihnen vielfache Complexgerade und vielfache Linien der
Singularititenfiiche auf. Dasselbe tritt ein, wenn mehrere Elemen-
tartheiler zu einer Wurzel gehdren. Dieselben hohern Elementartheiler
und dieselben Verbindungen einfacher oder hoherer ziehen aber in jedem
Fall dieselben Folgerungen nach sich. Es entspringt hierans eine wich-
tige, berechtigte Schlussweise, die an einem Beispiel erldutert werden
soll. In dem Fall [1111(11)] werden zwei Doppelgerade, die sich nicht
schneiden, auftreten. Dann hat man im Fall [11(11)(11)] nothwendig
zwei Paare von Doppelgeraden, im Fall [(11)(11)(11)] drei solcher etc.
T zweiten Fall hat man ein windschiefes Vierseif, slso im dyitten
Fall die sechs Kanten eines Tetraeders.

Diese Schlussweise wird durch den folgenden Satz vervollkommnet:
Eine mehrfache Complexgerade rechnet stets mehrfach als Axe und Strahl
auf der Singularititenfliiche. Nach Plicker®) ist nimlich eine Dop-
pellinie des Complexes eine solche singulire Linie, deren Punkte und
(hindurchgehende) Ebenen simmtlich singulir sind. Eipe solche Linie
liegt also auf der Singularititenfliche; wir nehmen an, als pfacher
Strahl, vfache Axe, ferner mdgen zu ihr 8 Doppelpunkte und = stationdre
Ebenen gehoren. Der Grad der Singularjtitenfliche ist 4, es ist also
#4084 vzr=4. Es ist aber auch p=v, d =7, wenn sich,

#) Sehlémileh’s Zeitschrift 1867. Vgl auvch L. Painvin: Nouv. Anpales
de Math, 1868 (p. 103) und Sylvester a. a. O.
*) Vgl. Neue Geometrie, 1L, n. 307.
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was meist eintritt, die Pankte und Ebenen der Geraden zum Complexe
genau gleich verhalten. Es giebt das die Moglichkeiten g = v =1,
d=r=1und g =v=2 &=17=0 (oder umgekehrt). Man vergl.
hierza die einzelnen Fille.

In den Coordinaten x kann man den zu einem Raumpunkt gehorigen
Complexkegel nicht direct ausdriicken, wir erreichen dies durch Coor-
dinatentransformation. Geht man nfimlich zu den p;;, also zu speciellen
Fundamentalcomplexen zuriick, so erhilt man statt

Q== 0:Q,% = Q¥*(yzr, — 2y =0

wo i, # Punktcoordinaten sind. Hilt man insbesondere den Punkt
y fest, so giebt Q% == 0 eine quadratische Gleichung in 2, geometrisch
einen Kegel 2. Ordnung vom Mittelpunkt y. Es ist dies der zu y ge-
horige Complexkegel. Zerfillt derselbe, so liegt y auf der Singula-
rititenfliche, und man erhilt also die Punkte dieser Fliche durch Ueber-
gang zu den p. Dieser Uebergang ist aber fiir alle, in einer kanoni-
schen Form enthaltenen Fille der nimliche. Er ist spiter fiir jede
kanonische Form angegeben.

Beziiglich der angewandten Bezeichnung diene das Folgende. Die
z bedeuten stets Liniencoordinaten, wenn nicht ausdriicklich eine an-
dere Definition beigegeben ist. Die y und 2 werden stets Punktcoor-
dinaten darstellen; die Ecken des zugehbrigen Fundamentaltetraeders
sind 4,, 4,, 4,, 4,, die Gegenseiten y, = O ete. Esist danun 4, 4,
eine Kante, die auch y, =y, = 0 genannt werden kann und welche
Directrix des speciellen Complexes p,, == 0 ist.

11
Erste kanonische Form.

P=g®+ 2+ a4 22+ 22+ 22=0.
Q== A A Ay 2)* + yzg? + A,2,0 + 42 - 4,2 = 0.

Die Elementartheiler sind alle gleich und zwar einfoch. — In der
oben stehenden Form von Q gehbren sie zu simmtlich verschiedenen
Wurzeln. Es ist das der Fall (111111) nach der angenommenen Be-
zeichnung, also der allgemeinste Complex zweiten Grades iiberhaupt.
Seine Singularititenfliche ist bekanntlich die ,, Kum mer sche Fléiche” mit
16 Knotenpunkten und 16 Doppelebenen. Dieser Complex ist, besonders
durchKlein, genau untersucht; wir gehen hier nicht weiter auf ihn ein*).

*} Zu diesem allgemeiven Fall gehtrt auch der Complex, dessen Singulari-
titenfliche eine Fresnel’sche Wellenfidche (Tetracdroid) bLildet., Er hat keine
Doppelgerade, wihrend alle unsere Falle solche besitzen. Fiir diesen Complex
vgl. Battaglini: Giorn. di Mat. 1866, Aschieri: ebenda 1868, L. Painvin:
Nouvelles Annales 1872, Er ist nach Klein dadurch charakterisirt, dass die
6 Wurzeln 2 eine Involution bilden.
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Indem die 4 auf alle mdglichen Weisen einander gleichgesetzt wer-
den, erhilt man alle die weiteren Fille dieser Form. Die folgenden
fithren jedoch auf solche Complexe, die in zwei lineare zerfallem:
[11(111L)], {111, [(1H(111n], {(111111)], und zerfallende Com-
plexe schliessen wir ein fiir allemal aus. Fir den letzten Fall ist sogar
Q= 4, P, es ist also gar kein eigentlicher Complex.

Nach Ausschluss dieser fiinf Complese bleiben noch die folgenden
sechs:

[1111(10)], (111(LD], [1HAD], 1AL, ((FH AN AL, {(11) A1)

Sie sollen in ebendieser Reihenfolge behandelt werden. — Die Form P
geht offenbar in ein vielfaches der fritheren in den Coordinaten p iber

bei folgender Bubstitution, wo ¢ =) — 1:
Zy = Pra -+ Pas > Ty = Py5 + Vi Ty = Pyg + Pasy
1 1 1
Ty =7 (Pro — Pss)s & =} (Pry — Pgz)+ % =7 (Prs — Paa) -

Diese Transformation, resp. die Aunswahl eines solchen Coordinaten-
tetraeders, ist anf 15 verschiedene Arten moglich. Eine genave Dar-
stellong gicbt Klein®).

1. Den Fall /1711(17)] erhalten wir aus dem allgemeinsten da-
durch, dass wir zwei der 4 gleich setzen, z. B. 2, = 4,. P hat immer
noch die obige Form, dagegen ist jetzt:

Q= 1,05, + &%) + L2 + 42" + 4,57 + 42" = 0.
Da nun die Complexe Q@ 4 u - P=0 mit Q=0 ideatisch sind, so
kénnen wir auch aus diesen, nur formal verschiedenen Complexen den-
jenigen herausgreifen, fiir welchen w = — 4,. Wir haben danu die
einfachere Darstellung:
Q= Az + 2,20+ 4,37 + e = 0.
wo die 4 gleich den um 1, verringerten, friheren 2 sind.

Vier lineare Complexe haben bekanntlich im Allgemeinen zwei
sich nicht schneidende Gerade gemein. So haben 2, =0, z, =0,
#,==0, 2, =0 die Geraden gemein, fiir welche 7z, = 1, #y=-+1
ist**), Es sind das die Leitgeraden der Complexgruppe 2, + iz, =0,
resp. von py = 0, p,, = 0. Diese beiden Geraden sind, wie die Form
von Q zeigt, doppelte Complexgeraden, nnd iiberhaupt ergiebt sich:
Zur Verbindung von zwei emfachen Flementartheilern gehiren stets zwei
sich micht schneidende doppelte Complexgerade, die der Congruenz der
singuliren Linien vierfach zihlend angehiren.

%} Vgl. insbesondere: Diese Aunalen, Bd. I, 8. 206.
#) Vgl. Klein, a, a. 0., 8. 206,
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Das Verhalten einer solchen Doppelgeraden zum Complex ersieht
man wohl am deutlichsten, wenn man die Complexfliche bildet, welche
sie als Leitgerade hat. Wir fassen diese auf als gebildet durch alle
Complexkegelschnitte in den Ebenen durch diese Gerade. Jeder dieser
Kegelschuitte zerfillt nach Pliécker in ein Punktepaar auf der Gera-
den. Fiir vier der Ebenen wird sich ein Doppelpunkt ergeben und
diese vier Punkte geben die Complexfliche als Klassenfliche. Die
vier, in gleicher Weise auvftretenden Doppelebenen geben die Fliche
als Punktgebilde*).

Di¢ singuliren Linien befriedigen neben Q = 0 auch noch die
folgende Gleichung:

Q= Al + 4727 + 4lat A+ A0 = 0.

Wir machen von ihr erst in spateren Fillen Gebrauch. Die Congruenz
der singuliren Linien zerfillt hier nichf.

Es handelt sich nun um die Singularititenfiiche. Dieselbe enthilt
zwei Doppelgerade, doch ist das Verhalten derselben zur Fliche micht
ohne Weiteres vorauszusagen, sondern es muss die Gleichung der Fliche

abgeleitet werden. — Indem man zu den p, zuriickgebt, wird aus
Q=0:

Ay(Pratpel — A (Pis—p3) + 45 (Pryt P2 — As(pyy—pu5)2 = 0.

Fasst man die p;; auf als 2, — ye2;, so giebt diese Gleichung
sofort den Compleskegel vom Punkte y in laufenden (Punkt-) Coordi-
naten 2. Fiir den gesuchten Ort zerfillt dieser Kegel, also auch jeder
ebene Querschnitt desselben. Als Schuittebene sei 2, = 0 benutzt, die
Coefficienten der Gleichung dieses Schnittes setzen sich quadratisch
aus den y zusammen. Seine Discriminante ist also eine Function vom
sechsten Grad in y, d. h.: Unser Ort ist eive Fliche sechsten Grades.
— Der Complexkegel zerfallt fiir die Punkte der Ebene 2, = 0 im All-
gemeinen nicht. Doch besteht der betreffende Schnitt aus einem Geraden-
paar. Diese Ebene ist desshalb von der oben angegebenen Fiiche sech-
sten Grades auszuschhessen, und zwar doppelt zihlend. In der That
hat die oben bestimmte Gleichung den Factor y,2#*). — Dieser Factor
wird auch spiter immer wieder auftreten bei analoger Bestimmung des
Ortes der singuliren Punkte, — Indem wir ihn herausziehen, erbalten
wir die eigentliche Singularititenfiiche:

Ay Ag(dy—2y) W29y + 24,3, — 4g) @2y, 9.2y
+2 {}'5 Ae(hy+2y) — 2,2, (2, + }'6}} Y1Y:959, = 0.

*) Neben Plicker vgl. die Habilitationsschrift von Pasch.
**) Vgl Pliicker a. a. 0. n. 315, 186.
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Das Coordinatensystem ist so gewihlt, dass zwei seiner Kanten,
y, =4, =0 und y; =y, =0 in die Doppelgeraden fallen. — Es er-
giebt sich aus dieser Gleichung: Die Singularititenfliche ist die XI*
Gattung von Cremona’s Linienfliichen vierten Grades®). — Es ist
leicht zu zeigen, dass sie auch die allgemeine Fliche dieser Art ist.
— Auf jeder Doppelgeraden hat die Flache vier Cuspidalpunkte, sie
liegen hier paarweise harmonisch zu den Coordinatenecken. Durch solche
vier Cuspidalpunkte sind drei Involutionen bestimmt, also ist diese
Wahl des Coordinatensystems auf dreierlei Weise maglich. (Die vier
(uspidalpunkte der einen Doppelgeraden und die vier der andern sind
einander auf bestimmte Weise zugeordnet, so dass die Wahl der In-
volution auf der einen Geraden auch die auf der andern nach sich
zieht.) Und in der That kann man auch die vier Grossen z;, 7y, 2;, Z;
dreimal in analoger Weise durch die p ausdriicken, wie es eben ge-
schah. — Zu jeder Doppelgeraden gehoren sowohl vier Cuspidalpunkte,
als auch vier Cuspidalebenen. Die Doppelverhiltnisse aus beiden sind
fir beide Doppelgeraden gleich. Insbesondere ist dies Doppelverhilt-
niss gleich dem charakteristischen Doppelverhéliniss jeder ebenen Curve
dritter Ordnung der Fliche. Sie reprisentirt eine absolute Invariante
der Singularititenfliche und des Complexes tiberhaupt.

In jedem Punkt einer Doppelgeraden hat man zwei Biischel von
Complesgeraden, die mit den dort stattfindenden Tangentenebenen der
Fliche im Allgemeinen nicht @bereinstimmen. Fiir jede Doppelgerade
wird es viermal eintreten, dass eine der Tangentenebenen mit einer der
Biischelebenen zusammenfillt. — Es giebt also unter den Erzeugenden
der Fliche keine singuliren Linien.

Beim Uebergang von der Kumm er’schen Fliche zu dieser speciel-
len riicken die 16 Doppelebenen der ersteren paarweise in die Cuspi-
dalebenen der letzteren, da die Cuspidalebenen die einzigen, nach (zerfal-
lenden) Kegelschnitten beriibrenden Ebenen sind. Ebenso vereinigen
sich je zwei Doppelpunkte der Kummer’schen Fliche hier in einen
Cuspidalpunkt**),

Der allgemeinste Complex zweiten Grades hat 19 Constante, dieser
aber nur noch 17, seine Singularititenfliche 16. Dieser Fall geht also
aus dem allgemeinsten durch zweifache Particularisation hervor.

Wenn man hier die Constanten ,, 4, 45, 4 so verindert, dass

#) Man vergleiche hierzu die bekannte Abhandlung: wSulle superficie gobbe
di quarto grado®, memorie dell’ Accademia delle scienze, tomo VIII (serie 2).

=¢) s mag hier ein fiir alle Mal auf die Arbeit voo Kummer: ,,Ueber die
alyebraischen Strahlensysteme etc, Abh. d. Berl. Akad., hingewiesen werden.
Hier vgl. man insbesondere S. 71.
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nie zwei einander gleich, und nie eine gleich Null wird, so erhilt
man stets Complexe, die zu [1111(11)] gehdren. Die absolute In-
variante von vorhin wird sich verindern. Ist z. B.

A dg(As + 4y) = A5 4, (A5 + 46)»
so fallt das Glied mit y, - ¢, - 9, - ¥, - weg. Bei der Singularititenfiiche
fallen fiir jede Doppelgerade zwei Cuspidalstellen zusammen. Diese
Fliche ist bestimmt durch die folgenden Linien als Leitlinien: Zwei

Gerade und eine ebene Curve dritter Ordnung (ohne Doppelpunkt), die
von den beiden Geraden in zweien ihrer Wendepunkte getroffen wird*).

2, Indem wir uns dem Fall [777(711}] zuwenden, setzen wir im
vorigen Fall am einfachsten eines der 4, z. B. 15, Null. Es ergiebt
sich dann:

Q=422 4 a* + Az =0
Q=1 x? 4 4,222+ A2z = 0.

Wir haben hier eine Regelschaar #, ==z, = z; = 0 von doppel-
ten Complexlinien. Jede derselben ist Doppellinie der Singularitiiten-
fliche. Wir finden damit das Resultat: Die Singularititenfliiche ist
eine doppelt zdhlende Fliche zweiter Ovdnung, derven eine Erzeugung aus
doppelien Complexgeraden resp. vierfachen singuliiren Linien besteht.

Das Verhalten der singuliren Liwien ist in diesem Fall ein sehr
eigenthiimliches. Die von ihnen gebildete Congruenz zerfdllt in vier
lineare. Aus Q == 0, @ =0 ergeben sich nimlich die folgenden drei
Gleichungen:

& _ A2 (A5 — ) 2 dehy(de—1y) 2 Ads{Ry—25) .

#2 T Lds(s—2) 7 & Lks(lg— sy 0 TE Aghs(ds— Ag)

Indem wir die Bezeichnung einfithren:
Asdg(As — Ag) = Aghy (g — A,) 1 A4 (R, — A) = a2 B2 1 92,
erhalten wir:

Es treten vier wesentlich verschiedene Zeichencombinationen auf, welche
unsere vier Congruenzen ergeben.

Die zu einer linearen Congruenz gehdrigen, zweifach unendlich
vielen Linien treffen stets zwei bestimmte Raumgerade, welche man
die Directricen der Congruenz nennt. (Diese Divectricen kinnen auch
unendlich nahe zu einander sein, oder sich schneiden.) In unserm
Fall erhalten wir 8 Directricen, die paarweise eine Congruenz crgeben;
inshesondere aber liegen sie simmtlich auf der Singularititenfiiche,

# Vgl. Cremona, a. a. 0. § 12.
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gehoren jedoch nicht der Krzeugung an, die aus doppelten Complex-
geraden besteht. - Von ihnen fallen keine zwel zusammen. 1, 1 seien
die Directricen der ersten; 2,23 3,3';
4, 4 die der iibrigen Congruenzen.
Durch einen beliebigen Raumpunkt y
geht an 11" etc. je eine Transversale,
es sind das die vier singuliren Li-
nien des Punktes y. Die Directricen
1,2, 3,4 sollen von diesen singu-
Jiren Linien in den Punkten P, P,;
P,, P, getroffen werden, die vier an-
dern in P/, P/, P/, P/. Vonden
Punkten P,, P, ete. ist je einer der
singuliire, es seien dies Py, P,, Py, P,.
Dann sind die Ebenen durch diese
singuléivren Linien und die Directricen
V,2, 8, 4 die zugehbrigen singu-
tiren Ebenen. Diese Trennung der 8 Directricen ist fiir alle Raumpunkte
dieselbe. Wir sehen also, dass die
Brennfliiche der singuliiren Linien sich
in 8 Gerade aufgelist hat, wovon vier
erfidllt sind von singuldren Punkten,
die andern vier aber wmhiillt von
singuldren Ebenen.

In der obenstehenden Figur sind
zwei Directricenpaare und die zu-
gehbrigen singuliren Linien fiir den
Punkt y verzeichnet. — ln P, wird
die singulire Linie der ersten Con-
gruenz die Singularititenfliche berith-
ren; die Fliche zweiten Grades wird | 7
dort durchsetzt (da sie aber doppelt | .-~
zu zihlen ist, kann man dies doch
als Berithrung auffassen), — Liegt der
Punkt y insbesondere auf der Singu-
laritatenfiiche, so fallen die vier singu-
liren Linien in eine zusammen. Wir
sehen jetzt deutlich, dass die eine
Erzeugung der Fliche aus vierfachen
singuliren Linien besteht¥®).

=) Vgl. die Habilitationsschrift von Pasch, insbesondere § 5, In unsermn Fall
wiirde die Fliche zweiter Ordnung, welche Singularititenfliche ist, doppelt zihlend
als Brennfliche der (gesammtben) singuliren Linien auftreten.
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In einer beliebigen Ebene habe man die vier singulérenLinien s,, s,,
84, 8, diese Ebene treffe die 8 Directricen in Py, P,, Py, P;5 P/, P,
Py, P/; s, ist dann die Verbindungslinie von P, mit P\, P, ‘ihr singu-
lirer Punkt. Der Kegelschnitt der 8 Punkte P: K, ist der Schnitt unserer
Ebene mit der Singularititenfliche; der Complexkegelschnitt K, der-
selben -Ebene geht dann durch P, P,, P;, P, und tangirt in ibnen
die Linien s. (Vgl. die Figur aunf der vorstehenden Seite.) Die 8 Punkte
P gruppiren sich in zwei Vierecke P, P, P, P, und P/, P/, P/, P/,
welche dasselbe Diagonaldreieck haben. (Umgekehrt bilden stets die
acht Ecken von zwei Vierecken mit gemeinsamem Diagonaldreieck eine
dem entsprechende Figur.)

Wie fiir den Complexkegelschnitt erhilt man auch fiir einen Com-
plexkegel acht Elemente. Der Mittelpunkt sei y, so sind vier Erzeu-
gende des Kegels die Transversalen 6,, 6,, 63, 6, an die Directricen-
paare 11, 22, 33", 44. Die Tangentialebenen lings diesen vier Er-
zeugenden (den vier singuliren Geraden des Complexkegels) gehen
ausserdem durch die Directricen 17, 27, 3', 4".

Dieser Complex ist durch dreifach wwendlich viele Raumtransfor-
mationen in sich selbst iberfiihrbar. Jede solche Transformation muss
die Singularititenfliche (zweiten Grades) in sich iiberfiilhren, insbe-
sondere aber diejenige Erzeugung ganz unverindert lassen, welcher
die acht Directricen angehoren. Die Geraden der zweiten Erzeugung
(die vierfach singuléren Linien) schieben sich so fort, dass die von
ihnen gebildete Erzeugung als Ganzes bestehen bleibt. Und das ist
eben auf dreifach unendlich viele Weisen zu erreichen: je drei Gera-
den der Krzengung konnen drei beliebige andere zugeordnet werden,
und dann ist allemal eine Transformation vollig bestimmt. — Dass
aber hiebei der Complex durchaus nicht verindert wird, folgt ganz
einfach daraus, dass nach wie vor die Complexkegelschnitte und die
Complexkegel fiir alle Ebenen, bez. Punkte des Raumes auf dieselbe
Weise construirt werden, also identisch sind. — Der Complex hat
14 Constante. Zwei von ihnen sind absolute Invarianten, da der Com-
plex dreifach unendlich viele Transformationen in sich hat. Dieses
sind die beiden absoluten Invarianten, welche den fiinf Krzeugenden
zukommen, die den Complex bestimmen.

3. Werden im ersten Fall (8. 155) irgend zwei der Grissen 2
gleichgesetzt, so erhilt man den dureh [71(21)(11)] dargesteliten Fall.
Es sei 4, == 1; gewablt, so hat man:

Q =2y (2 + 2% + Lo’ + Azt =
Q= A2 (2222 + 425244222 = 0.
Der Vergleich mit dem Fall {1111(11)] (S. 155) zeigt, dass zwel
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Paare von sich nicht schneidenden Doppelgeraden auftreten. Die Ge-
raden des ersten Paares werden jedoch die des zweiten treffen. Die
Formeln ergeben nimlich durchgehends die Regel: Ist p; eine dop-
pelte Complexgerade, herriihrend von einer vielfachen Wurzel i;, pi eine
solche, die mit einer weiteren vielfachen Wurzel 2 auftritt, so schneidet
die Gerade p; die Gerade p;.

Der Riickblick auf [1111(11)] sagt weiter, dass die Geraden un-
seres doppelten windschiefen Vierseits fiir die Singularititenfliche
gewdhnliche Doppelstrahlen und Doppelaxen sind. Dann hat man aber
nothwendig das Folgende:

Die Singularititenfliiche besteht aus zwei Flichen sweiter Ordnung,
die zwei Linien jeder Erzeugung (ein windschiefes Vierseit) gemein
haben.

Unser Resultat wird bestitigt durch die Gleichung der Singulari-

22545 — 5 (A5 + 3o)

s (A — do) mit C bezeichnen,

titenfliche. Indem wir die Grosse
ergiebt sich fiir dieselbe:

(1) @Y+ C+V O =Dyys) (49, + (C—YCF=T) g) =0.

Die beiden Flichen bezeichnen wir mit F, und F,. Die ibhrer
Unterscheidung entsprechende Trennung der singuléren Linien ergiebt
sich folgendermassen. Aus den beiden Gleichungen

Q=0, Q=0
lisst sich insbesondere die zerfallende ableiten:
@) Q' — 4,Q= (2, + a&,) (&, — az) =0,

/1=y L L .
(wo aa=+¢ ]/l‘; = 1:))‘ Die singuliiren Linien bilden also zwei Con-

gruenzen zweiten Grades. — Es ist einleuchtend, dass die eine Con-
gruenz den Tangenten von F), die andere denen von F, angehdrt.

Aber in diesem Falle kbnnen wir auch die wollstandige DBrenn-
fliche der Congruenz der singuliren Linien angeben, fir welche die
Singularititenfliche nur einen Theil bildet. Ersichtlich bestebt die-
selbe iiberdiess noch aus denjenigen beiden Flichen zweiten Grades
F* und Fy*, welche aus F; und ¥, durch die dualen Umformungen
hervorgehen, welche durch die mit ihnen bez. zusammengehdrigen
linearen Complexe (2) gegeben sind. Diese beiden Flichen enthalten
ebenfalls die wier Doppelgeraden des zu untersuchenden Complexes; die
Congruenz vierten Grades der singuliren Linien besteht aus einen
quadratischen Theile derjenigen Congruenz vierten Grades, welche F
und F* umhbiillt, und aus einem eben solchen Theile der Congruen:
vierten Grades, welche F, und F,* wmhillt.

Mathematische Annalen. VIL 11
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Die nehenstehende Figur soll diese Verhiltnisse durch einen ebenen
Schnitt zur Anschauung bringen. X,, K,, K%, K,* gehbren F,, F,,
F® F,j* an. Die Grundpunkte des Biischels, dem diese vier Kegel-
schnitte angehéren, sind O,, O, und die Kreispunkte der Ebene; s,,
Sy, S3, S, sind die singuliren Geraden der Ebene, K der Complex-

kegelschnitt. Die andern Tangenten, die K, und K,* gemein sind,
gehoren der quadratischen Congruenz (¥, F\*) an, die hier nicht in
Frage kommt etc, — Die Figur zeigt deutlich, wie K, und K, vor
K *, K,* bevorzugt sind und zwar dadurch, dass sie vom Complex-
kegelschuitt beriihrt werden. Ebenso sind die Flicken F, und F, da-
durch vor F* und F,* bevorzugt, dass nur sie von den Complexkegel-
schnitten berihrt werden.

Wie der vorige Complex kann auch dieser aunf eine ganz einfache
Weise erzeugt werden. — Die Singularitiatenfiiche F, F, bestimmt
den Complex nicht, sondern erst einfach unendlich viele Complexe.
Nimmt man eine beliebige Raumgarade als Complexgerade hinzu, so
erhilt man noch vier Complexe. Denn in eimer beliebigen Ebene
durch diese Gerade giebt es noch vier Kegelschnitte, welche sie und den
Schnitt mit F, und F, je zweimal beriibren. Wihlt man einen von
ihnen als Complexkegelschnitt aus, so finden sich weitere Complex-
kegelschnitte eindeutig durch Drehung um eine seiner Tangenten, vesp.
um eine der schon bekannten Complexlinien.

Ist insbesondere eine singulire Complexgerade s, gegeben, die F,
berithren mag, so ist der Complex eindentig bestimmt und seine Construe-
tion viel einfacher. Man lege wieder durch s, eine Ebene (vgl. neben-
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stehende Figur), sie schneide F, in X, F, in K,. Die Schuittpunkte
von K, mit K,: P, P/, P,, P, sind die Schuittpunkte der Ebene
mit dem Vierseit, das F, und F, gemein ist. (Dabei seien P, und
P, dieSchnittpunkte mit zwei Gegenseiten dieses Vierseits, ebenso P, und
P,.) Bs giebt zundchst dreiKegelschnitte, welehe K, tra Beriihrungs;;unkt
P mit s, und einem weitern Puukt, ebenso K, in 2wei Punkten be-
rilhren; von ihnen ist jedoch nur einer als Complexkegelschnitt der
Ebene zuliissig. Verbinde ich ndmlich P mit einem Diagonalpunkt
des Vierecks P, P P, P, und schneide K, mit dieser Linie, so giebt
es je einen Kegelschnitt, welcher K, in P und in diesem Schnittpunkt,

so wie auch K, zweimal beriibrt. Aber es ist einer der Diagonalpunkte
ausgezeichnet, nimlich der Schnittpunkt der Geraden P, P/, P, P,
(weil P,, P,’ die Schuittpunkte mit dem cinen, P,, P, die mit dem
andern Gegenseitenpaar des windschiefen Vierecks sind). Wird ex bel
der Construction verwandt, so erhilt man den Complexkegelschnitt, —
Durch Drehung der Ebene um alle Tangenten dieses eben construir-
ten Kegelschnittes erhiilt man durch diese, resp. die vorige Construction
alle Complexgeraden.

Es lisst dieser Complex einfach unendlich viele Transformationen
in sich selbst za. Eine Abzihlung wiirde in der That ergeben, dass
er 15 Constante hat, aus denen sich eine absolute Invariante zusammen-
setzen ldsst. Diese Transformationen sind besonders einfach und geben
eine directe Anschauung von den singuliren Linien.

Fir den allgemeinen Complex zweiten Grades hat Klein¥) die
Aufgabe gelost, in der Congruenz der singuliren Linien je einfach
unendlich viele {consecutive) zu Developpabeln zusammenzufassen.
Jede singuliire Gerade wird nimlich von zwei andern, unendlich nahex,
geschnitten*¥). Geht man also von einer beliebigen aus, so erhilt

<) Diese Annalen Bd. V, 8. 296,
«) Vgl. die schon erwibnten Arbeiten von Kuammer und Pasch.
11+



164 Avorr WeiLzr.

man diese Developpabeln durch Aneinandersetzung solcher sich schuei-
dender, consecutiver. Um die endliche Gleichung herzustellen, ist eine
Differentialgleichung zu integriren, die auf hyperelliptische Integrale
fihrt. — In diesem speciellen Fall gestaltet sich diese Sache etwas
anders, jedenfalls aber bedeptend einfacher. Den Uebergang von einer
solchen singuliiren Linie zur nichsten konnen wir nimlich als eine un-
endlich kleine Raumtransformation®) anffassen resp. darstellen, welche
den ganzen Complex in sich selbst iberfiihrt. Die auftretenden Inte-
grationen sind besonders einfach.

Um spiter die Gleichung der Developpabeln, resp. deren Riick-
kehrgeraden, in Punktecoordinaten schreiben zu kbnnen, soll zundchst
unser Problem in den Coordinaten p;; gelost werden, (Klein benutzt
n seiner Arbeit andere Coordinaten, die wir weiferhin ebenfalls an-
wenden wollen.) — Fir die singulirven Linien haben wir die Glei-
chungen (2) abgeleitet. Die dort auftretenden linearen Complexe
schretben wir in der Form:

(3 apyy + by =0

(woag=1- ‘;-, bae=17F f:) In der Annahme dieser Form liegt ent-
halten, dass wir uns nur mit der einen und nicht gleichzeitig mit bei-
den Congruenzen zweiten Grades beschiftigen. Es ist das erlaubt,
da sich beide genau gleich verhalten. — Ausser der Gleichung (3)
geniigen die singuliiren Linien auch noch Q == 0, oder Q" +4 AQ = 0.
Indem man zn den p;; iibergeht und i in der richtigen Weise wihlt,

erhilt man insbesondere die Gleichung:
20, 4D1003, + 2445 + A (A5 + Ay — A))pispy =0

&Py Pys + BP1s P =0.
Dieser Complex ist ein fefraedraler; er ist auf 8. 169 behandelt

oder

als Fall (11)(11)(11)]. — Fiir die singuldren Linien (fiir die eine
Congruenz) haben wir also:
4) apy + bpyy =0, Py Poy+ BPiy Pp=0.

Sei y ein Punkt der Singularititenfiiche, so geht durch ihn eine
bestimmte singulire Linie. Dieselbe verbindet ihn mit dem ihm un-
endlich uahen Punkte z,:2,:2 :2,, der in der Tangentialebene der
Singularititenfiiche legt und dessen Coordinaten die Werthe haben:

es =1y, en =1y, (1+VBdo), ez=y, (1 —Vads),
e, =y, (1 + ‘:VB"V“)dG);
*, Ueber solche unendlich kleine Transformationen von Gebilden in sich

selbst vergleiche man ,sur wne certaine famille de cowrbes et de surfaces* par
Klein et Lie, Comptes rendus, 1870; sowie diese Annalen £. IV, S, 50 ff,
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wo ¢ ein Proportionalititsfactor, d6 eine unendlich kleine Strecke. —
Die Zunabmen der Coordinaten sind also beziiglich:

dy, =0, dy, =yBds, dy,=—Vads, dy, = (YB—Va)do.

Durch sie gelangen wir zu z, von 2 gehen wir zn 2 4 dz ete. Die
Zusammensetzung dieser Punkte giebt die continuirliche Curve:

Yy 1Yt Y3 Yy =A: BV 01 VE Dlﬁ“ﬁ:

deren simmtliche Tangenten singulire Complexgeraden sind. — Die
Constanten 4 : B : C: D unterliegen einer Bedingungsgleichung, welche
aussagt, dass diese Curve aunf der richtigen Fliche y,y, + g 94, = 0
liege. (Am cinfachsten setzt man dabei 2 = 1, nimmt also den Punkt
Uy sty iy = A:B:C: D als Anfapgspunkt der Raumtransfor-
mationen, die alle die Flichen p in sich transformiren.)

Ersichtlich ist die Art der Curven pur von g und § abhipgig.
Aendern sich dann noch die 4, B, C, D, so erhilt man nur zweifach
unendiich viele, im Allgemeinen gleich beschaffene Curven, von denen
dureh jeden Raumpunkt eine geht. — Ist das Verhdliniss

L:YB:— Ve YB— Ve
rational, so sind die Curven algebraisch. Ist das Verhiltniss da-
gegen incommensurabel, so sind sie franscendent. So erhilt man ez, B.
fir B =1, ¢ = 4 die Raumcurven dritter Ordnung, dargestellt durch
Yy Yoy iy, = AN BA:C: D2,

Wenn eine gewisse metrische Specialisirung, welche der Allge-
meinheit durchaus keinen Eintrag thut, angewandt wird, erhilt man
eine bequeme Auschauung der gemachten Transformationen, sowie der
Curven. Fiir F| und F, nehmen wir nimlich zwei Rotationsflichen
mit gemeinsamer Axe und vereinigten Polen. (Dieselben mag man
sich entstanden denken durch Rotation von zwei Kegelschnitten, die
eine ihrer Axe vollstindig, Grosse uud Lage unach, vereinigh habeu,
In den Polen O und O gehen fiir beide Flichen die Erzeugenden
nach den Kreispunkten der dort gemeinsamen Tangentialebenen. Die
Flichen haben also vier gemeinsame Erzeugende, die sich paarweise in
0, 0" und in zwei Kreispunkten treffen.

Wir denken OO’ vertical (vgl die Figur), die eine Fliche als
Ellipsoid, die andere als Kugel. Die Transformationen dieser Flichen
in sich selbst setzen sich aus Rotationen um die gemeinsame Axe
00’ und um deren in Bezug auf die Flichen conjugirte Gerade, die
unendlich ferne Horizontale, zusammen. Im erstern Kall hat man,
wenn man pur reelle Ebenen in’s Auge fasst, weiter keine Ein-
schriinkung,* jedoch im letztern. Diese verschiehen niimlich alle
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Horizontalebenen unter sich, diirfen aber unter ihnen die durch O
und O gehenden nicht verindern. Man iiberzeugt sich, dass hiebei
anch das Vierseit der gemeinsamen
! Erzeugenden unveréindert bleibt.
: Ein Punkt P der innern Fliche
sei fixirt. Dreht man seinen Meridian
unendlich wenig, so bewegt er sich
horizontal auf seinem Parallelkreis,
Unsere Curvengleichung giebt dann fir
ihn eine Bewegung in dem neuen Me-
ridian, so dass er nach P, kommen
mbge. Dann bewegen sich alle Raum-
punkte analog. Jeder dreht sich um
denselben Winkel horizontal wie P
und stellt sich dann in dieselbe Ver-
b ticalebene ein wie P, (ferner bleibt er
‘ in der Fliche des Biischels, die durch
ihn bestimmt ist). Der Punkt P’ z. B.
auf der Kugel, der mit P in derselben
Parallelkreis- und Meridianebene liegt, bewegt sich nach P, so dass
diese Beziehung zu P, dieselbe ist wie vorhin die vou P’ zu P. Be-
schreibt P eine von den singnliren Linien umbhiillte Curve, so thot
das auch P’; die Figur giebt hiervon ein Bild.

Sind unsere Curven algebraische  Raumcurven von ungerader Ord-
nung, so werden sie in diesem Fall stets imaginir. Sind dieselben
transcendent, so werden sie sich im Allgemeinen um die Punkte O
und O’ unendlich oft herumwinden. Ein hekanntes Beispiel einer sol-
chen ist die Loxodrome aof der Kugel, welche iiberall die Meridiane unter
constantem Winkel trifft (vgl. hier insbesondere die angefiihrte Arbeit
von Klein und Lie, sowie auch Pliicker, Neue Geometrie, S,61. Note).

Sehr einfach stellen sich diese Loxodromen in Liniencoordinaten
dar. Wir nehmen wieder die eine Congruenz der singuliren Linien
und schreiben sie in der Form:

D1z " P = Kpy p,s
Prg = Apy

(vgl. die Formeln (4)). Wir fithren jedoch statt der p;; andere Coor-
dinaten ein. Es ist néimlich moglich, eine Gerade durch vier Para-
meter auszudriicken, die wir mit 4, B, C, K bezeichnen mdgen und
welche zu den p,; in der folgenden Beziehung stehen:

4 == u B___,_Qg 0___}3_12 K%I’ts"lla
By’ Pz’ e’ Pia - Py
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Ist eine Gerade p gegeben, so sind die Grossen 4, B, €, X ein-
deutig bestimmt, dagegen ist das Umgekebrte nicht der Fall. Sind
nimlich die Werthe der vier Parameter bekannt, so ist die gesuchte
Gerade der Schuitt von drei linearen Complexen und einem tetraedra-
len, oder der Schnitt des tetraedralen mit der Erzeugung (4, B, C)
ciner Fliche zweiten Grades. Es werden alsp vier sich nicht sghnei-
dende Gerade dargestellt, die auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen.

Eine solche Coordinatenbestimmung wurde zuerst von Klein ein-
gefiihrt*). Die einfach unendliche Complexschaar, die dazu verwandt
wird, nennt man ein Inwvolutionssystem (das unsrige ist nicht das all-
gemeine). Seine wesentlichen Eigenschaften sind die folgenden: Eine
jede Raumgerade wird durch einen Parameter im vierten Grad be-
stimmt, so dass also durch sie vier Complexe der Schaar gehen. Diese
vier liegen paarweise in Bezug auf die Gerade in Involution.

In unserm Fall sind nun 4 und X zwei constante Grossen, und
die zweifach unendlich vielen Geraden der Congruenz sind durch zwei
Parameter, B und C, dargestellt. — Es ist nothwendig, die p.; durch
die vier Parameter auszudriicken. Es ergiebt sich:

po— LV —AFATE), u—t)—20+5),

A A

pl:&:iVAKC » Puxj:]/fo,

py=4 » Ppy=1.
Die Vorzeichen in p,, und p,, indern sich zusammen, ebenso in p; und
P — Es sind alle Linien singular, fir welche 4 und K die gegebe-
nen Werthe haben. Wir sehen daher 4 und K fortan als constant
an. — Zunichst ist die Bedingung, dass die Gerade p,; und die un-
endlich nahe p,; + dp. sich schneiden, die folgende:

Apys - Apgy + dPis - APy - Apyy - APy = 0.

Nun benutzen wir die obigen Formeln zwischen den p und den vier
Parametern und driicken aus, dass die Geraden 4, B, €, K und
A4, B4 dB, C+ dC, K sich schueiden. FEs ergiebt sich ohune
Waeiteres ;

1+ &) (B2Y — k(&) =o.

Indem wir integriren, fassen wir unendlich viele singuliire Linien
zusammen, die eine Developpable bilden. In unseren neuen Coordi-
naten hat diese die Gleichung:

* Vgl ,,Ucber Liniengeometrie und metrische Geometriet diese Annalen
Bd. V, 8. 272,
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V5
B=cC™ +K,

wo ¢ eine willkiirliche Constante, Fiir jeden Werth ¢ hat man eine
Developpable dargestellt; man erhilt sie alle, wenn man ¢ von — oo
bis + oo stetig verfindert.

4. In dem Falle [111(111)], S. 158, bestand die Singularitiiten-
fliche doppelt zéthlend aus einer Fliche zweiten Grades, und die sin-
guliren Linien bildeten vier lineare Congruenzen ete. Wenn noch zwei
einfache Blementartheiler zu einer Wurzel gehdren, also fiir /1(11)(112)},
so ireten noch zwei Doppelgerade auf. Es fallen dann je zwei Con-
gruenzen in eine specielle zusammen, wie wir sehen werden®). — Wir
haben zun#chst:

Q=4 (20 + o) + 4 28 =0,
Q=222 22+ Alta=0.

Die Regelschaar x, = x; = x, = O besteht aus doppelien Complez-
geraden, die vierfuche singuliire Linien sind. — Die Congruenz singu-
larer Linien ist:

(xy + izs) (w; — iwg) =2, = 0.

Die Complexe z, 4 iz, =0 und z, — ¢, == 0 sind aber specielle,
nimlich: p,; == 0 und p,, = 0. Ihre Directricen schneiden die vorige
Regelschaar von doppelten Complexgeraden. Mit 2, == 0 ergeben
diese Complexe offenbar zwei specielle lineare Congruenzen. Auf diese
Weise finden wir: Die Singularititenfliiche ist eine doppelt zu zithlende
Fliche sweiter Ordnung. Ihre eine Erzeugung besteht aus vierfachen
singuléren Linden. Vow der andern Erzeugung sind swei: e, e,, aus-
gezcichnet, indem alle Tangenten der Fliiche, welche irgend eine won
ihmen treffen, doppelte singuldre Linien sind.

Die Fliche als Brennfliche der singuliven Linien hat sich in zwei
Erzeugende der Singularititenfliche zusammengezogen. In denselben
berithren Complexkegel und Complexkegelschnitte disse IFliche. In der
Figur auf 8. 169 sind diese einfachen Verhiltnisse dargestellt. In
einer Schaittebene ist K der Complexkegelschnitt, K, der Schuitt mit
der Fliche zweiter Ordnung.

Sind die Singularititenfliche F und die beiden Erzeugenden e,
und ¢,, welche die Directricen der beiden Congruenzen singulérer
Linien sind, gegeben, so ist Jer Complex noch nicht bestimmt, son-
dern es sind noch unendlich viele moglich. Ich lege niimlich eine

*} Es ist sehr leicht, den Vergleich weiter zu filhren, besonders an der Hand
der Figuren anf 8. 159. Man stelle sich vor, die Geraden s, und s, fallen zusam-
men, anderseits auch s, und »
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Schnittebene (vgl. die Figur), welche aus F den Kegelschnitt X, aus
¢, und e, die Punkte P, und P, schuneidet. Dann habe ich in dieser
Ebene ein Kegelschnittbiischel (mit den
doppelten Grundpunkten P, und P,); jeder
Kegelschnitt desselben kaun als Complex-
kegelschnitt gewdhlt werden. Die Wahl des-
selben entspricht der Festsefzung des Werthes
einer absoluten Imvariante des Complexes.
Ist der Kegelschnitt gewihlt, so ist die Ey-
zeugung des Complexes sehr einfach. Ich
drehe eine Ebene je um eine der Tangen-
ten dieses Kegelschnittes und habe in jeder
Ebene fir den darin liegenden Complex-
kegelschnitt fiinf Tangenten gegeben. Hier-
durch wird auch eine gewisse Anschauung
des Complexes erzielt. — Ferner ergiebt
sich aus der Construction, dass der Complex 12 Constante hat, ven
denen eine absolute Invariante ist. Hieraus ergiebt sich, dass der
Complex durch vierfach unendlich viele Transformationen in sich
iibergeht.

5. Fir den Fall [(17)(11)(12)] kann man die Gestalt der Singu-
larititenfiiche leicht iibersehen. Im Vergleich mit fritheren Fillen (n. 1.
und 3.) zeigt es sich, dass sechs Doppelgerade vorhanden sind, nim-
lich die Kanten eines Tetraeders. Dieses Tetraeder ist selbst die Sin-
gularititenfliche vnd dann folgt auch sofort: Die Seibenfliichen des
Tetraeders sind gebildet von singuliiren Punkten und seine Ecken wm-
hiillt von singuliren Ebenen. Es ist dies der bekannte fetraedrale Com-

‘/’M\

plex™).
Die Ecken und Seitenflichen des Tetraeders sind Aunspshme-Punkte
und Ebenen etc. — Die allgemeine Gleichung eines solchen Complexes

in den Coordinaten p;; ist:
Q=ap;, Py -+ Py - P2 + Py Py =0,

Die Complexgeraden treffen das Tetraeder unter constamtem Doppelver-
héiltniss, welches eine absolute Invariante des Complexes ist. Das Te-
traeder selbst hat 12 Constante, der Complex ist durch dasselbe und
durch die absolute Invariante vollig bestimmt, hat also 13 Constante.
Dreifach unendlich viele Raumtransformationen fikren den Complex in
sich selbst itber. (In Punkicoordinaten sind diese Transformationen:
3’; = ax%) **}.

*} Vgl, Chasles, Reye, Miiller, Lie.
#) Dieser Complex kann insbesondere (vgl Lie in den Gottisger Nachrich-
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6. Der letzte Fall in dieser kanonischen Form, den wir betrach-
ten, ist [(111)(111)]. Er ist dargestellt durch:

Q=1 (@ + 2,2 + 25 + 2, (7 + 2> + 27 = 0.

Mit Hiilfe von P =0 kann man in Q = 0 das eine oder das an-
dere Glied fortschaffen und sieht, dass von einer Fliche zweilen Gra-
des beide Erzeugungen vierfache singulire Linien sind. Diese Fliche
bildet doppelt zihlend die Singularititenfiiche. Jeder ihrer Punkte
ist Doppelpunkt des Complexes; es gehtren alle ihre Tangenten dem
Complexe an: Der Complex bestert aus allen Tangenten einer Fliche
zweiten Grades*); er ist ein specieller. Die Erzeugenden sind doppelte
Complezgeraden; er hat 9 Constante.

Ein specieller Complex besteht immer aus den Geraden, die eine
Fliche umhiillen**), wobei Curven und Developpable gleichmissig mit
zu den Flichen gezihlt werden miissen. Jede seiner Geraden ist singu-
Iair ete.

111.
Zweite kanonische Form.

P=sr+zrt+a+ 22+ 2205,=0
Q=lz>+ 42,2+ Az + Lz + 2 A xyoy + 2,2 =

In dieser kanonischen Form kommen wvier einfuche und ein zwei-
facher Elementartheiler vor. Mit dem doppelten Elementartheiler tritt
eine Doppelgerade auf. In dem allgemeinsten Fall [11112] ist sie die
einzig vorhandene; dieser Complex steht von unsern 48 Complexen

ten 1870) auf folgende Weise erzengt werden: Man wendet auf eine bestimmte
Raumgerade dreifach unendlich viele lineare Raumtransformationen ap, die unter
sich vertauschbar sind und die ein vollstindiges Tetraeder in sich dberfithren; der
Ort der Geraden ist ein tetraedraler Complex. Dieser Process giebt auch dann
noch irreducible Complexe zweiten Grades, wenn von den Tetraederebenen be-
liebig welche zusammenfallen. Wir erhalten auf diese Weise vier directe Ausar-
tungen des tetraedralen Complexes. — Fallen zwel Ebensen zusammen, so hat man
den Fall [(11)(22)], n. 29. Sind dre: vereinigt, so wird [(33}), n. 47. erzeugt; bei
vier zusammengefallenen ((123)], n. 38. Sind endlich die vier Ebenen paarweise
identisch, so erscheint [(11}(112)], n. 14. Der erste Fall kommt in der That in der
Mechanik als Ausartung des tetraedralen vor. — Das Tetraeder ist auch bei den
ausgearteten Fallen immer noch die Singularititenfliche.

Auf diese letzteren Complexe wurden Klein und Lie bei Gelegenheit von
Untersuchungen iiber unendlich kleine Transformationen von Gebilden in sich
selbst gefihrt, die sie im Auszuge in den Comptes rendus 1870 verdffentlicht
haben. Von Herrn Kiein erhielt ich auch die Gleichungen der betr. Complexe.

*) Vgl Klein Math, Annalen I1. 8. 209.

*+) Vgl Pasch a. a. 0. § 9
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dem allgemeinsten am nichsten, — Indem wir die 3 zerfallenden
Complexe ausschliessen, kommen hier noch die folgenden neun Fiélle vor
(111123, [11(12)], [y, 1)), oanay, [ramea,

[(Anan2], [anaiyy, ().

Von den Fundamentalcomplexen sind zwei, %, =0 und x5 =0,

speciell. IThre Directricen gehoren den andern an. — Beim Uebergang
zu den p;; benutzen wir die folgende Substitytion:
Zy = Pyg + Py 5 By == P13 + P12 » Ly == Py,
1 1
Ty = - (1o — Ps4) s Ly == P1g — Bn) > By =2py .

7. Der Complex [17712] ist dargestellt durch:
= Lo + et + et A+ 4et bt =0
Q=222 + A2+ A 5 + 20z == (.

Die Doppelwurzel 1, die zum doppelten Elementartheiler gehort,
ist als Null angenommen. — In dieser Darstellung ist ferner der Fun-
damentalcomplex z, = 0 vor dem urspriinglich gleichberechtigten
x, = O ausgezeichnet. Seine Directrix gehort allen in Q (und Q) vor-
kommenden Fundamentalcomplexen an und ist in Folge dessen Com-
plex-Doppelgerade (und vierfache singulire Linie). Eine weitere Dop-
pelgerade kommt niecht vor.

Die Singularititenfliche hat die Gleichung:

(A —25) (Ag—24) (v + 4%
— 42,2, (2 — ) (4,292 YY) — 44 A (A — ) g -y )
+ 2 {(}-1 HA) G+ 4) — 2 (M 4 414)} vy,
+8 {44, (A3 + 4) — A3, (A + ﬂ’é)} U 42939 =0.

Es ist y, = y, = 0, die Directrix von p,, = 0, resp. z, = 0, Dop-
pelgerade. Um die Fliche zn untersuchen, lege man durch dieselbe
die Ebene y, — py,. Die Betrachtung der dabei auftretenden Kegel-
schnitte ergiebt die folgenden Resultate:

Jeder Kegelschnitt ergiebt fiir die Doppelgerade (4, 4;) einen
Pol, dessen Ort eine Gerade (4,4,, Kante unsers Tetraeders) ist.
Diese Gerade sei hier und im Folgenden als die ,adjungirte Gerade®
(zur Doppelgeraden) bezeichnet.

Unter den Kegelschnitten sind vier, die in Punkiepaare zer-
fallen ete.

Die Singularititenfliche ist die allgemeine Plivcker’sche Complex-
fliche®). — Der Complex hat 18 Constante.

¥) Kummer giebt diese Particularisation}seiner allgemeiven Fliche selbst
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Diese Fliche steht zwischen der Kummer’schen Fliche (111111)
und der Singularititenfliche von [1111(11)] in der Mitte. Sie geht
aus der ersteren hervor, wenn in jener 8 Doppelpunkte paarweise in
einer Geraden zusammen fallen. Diese Punkte sind die Cuspidalpunkte
der Complexfiiche. Fallen die iibrigen 8 von den 16 Knotenpunkten
der Kummer’schen Fliche ehenso paarweise in einer weiteren Ge-
raden (in der adjungirten) zusammen, so hat man die Linienfliche des
Falles [1111(11)] mit ihren 8 Cuspidalpunkten.

Das Coordinatensystem hat zu der Fliche eine moglichst einfache
Lage. Eine Kante desselben ist die Doppelgerade, thre gegeniiber-
liegende die adjungirte. Auf beiden hat man die vier Schuittpunkte
mit den einfachen Geraden der Fliche paarweise harmonisch zu den
Coordinatenecken gelegen. Letztere sind also die Doppelpunkte je
einer durch die resp. vier Punkte bestimmten Involution. Da sich aber
die Punkte beider Geraden in bestimmter Weise (durch die einfachen
Geraden) zugeordnet sind, so ist diese Wabl auf drei verschiedene
Weisen mdglich. Dem entsprechend kann man auch die Liniencoor-
dinaten x in die p,, auf drei wesentlich verschiedene Weisen so trans-
formiren, wie es eben geschah.

8. In dem Fall /111(12)] gehbren ein einfacher und der doppelte
Elementartheiler zu derselben dreifachen Wurzel. — Wir wollen diesen
Fall dadurch aus dem vorigen ableiten, dass wir 2, Null setzen. Wir
erhalten insbesondere die folgende Singularititenfliche:

A3 (A —4) ) — 4 A LA (g — U w)?
+ 202,42 —24,2,) 4y = 0.

An Stelle der fritheren Doppelgeraden y, == y, = O ist hier eine
Selbstberiihrungsgerade der Fliche aufgetreten. Dieselbe hat (fiir den
Complex) die Bedeutung von zwei unendlich nahen Complexgeraden. —
Cayley betrachtete bei Linienflichen zuerst solche zwei unendlich nahe
Doppelgerade, er nennt sie in der Regel ,doppelte Doppelgeraden'™).
Wir wollen uns nur merken, dass eine solche (fiir den Complex und
die Singularititenfliche) aoftritt, wenn ein einfacher und ein doppelter
Elementartheiler zu derselben Wurzel gehbren.

Wir erhalten ein deutliches Bild von der Gestalt der Singula-
rititenfliche in der Nihe dieser Geraden, wenn wir die Fliche zweiter
Ordnung hinzunehmen:

Yi¥y — YgYa = 0.

an. Vgl a a 0. 8. 70. — Eine singehende Behandlung giebt Plicker in der
niveuen Geometries.,
*) Vgl Cayley: ,,0n skew surfaces, otherwise sevolls®, Phil. Trans, 1863, (4.
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Lings y, ==y, = O fallen die Forischreitungsrichtungen dieser Fliche
und unserer Singularititenfliche zusammen.

Dass unsere Gerade Selbstberiihrungsgerade und nicht etwa drei-
fache Gerade ist, erkennt man aus dem Vorhergehenden in Verbindung
damit, dass eine Ebene durch sie aus der Fliche noch zwei Gerade
ausschneidet. Wir erhalten aof diese Weise:

Die Singularititenfliche st eine Linienfliche vierten Grades mit
eimer Cayley’schen doppelten. Doppelgeraden, die Gattung XIT von
Cremona. Der Complex hat 16 Constante.

Es ist leicht zu beweisen, dass dies die allgemeipe Fliche der ge-
nannten Cremona’schen Gattung ist. “— Beim Uebergang von der
allgemeinen Complexfliche zu dieser riickt die adjungirte Gerade an
die Doppelgerade unendlich nahe heran. Die noch vorhandepen 3
Doppelpunkte riicken paarweise in Cuspidalpunkte zasammen.

9. Fir die Verbindung [17(11)2] dev Elementaitheiler lisst sich
die Gestalt der Singularititenfliche sofort angeben. Nehen der Doppel-
geraden und ihver adjungirten hat man lier noch zwei Doppelgerade,
die von der ersteren geschuitten werden. — In dem Fall {1111(11)]
hatte man eine Linienfliche mit zwei doppelien Leitgeraden, hier
tritt apsserdem eine doppelte Erzeugende auf. Von Cremona XI
kommen wir also zu V. Es ist jedoch besonders zu beweisen, dass
wir hier die allgemeine Gatbang V vor uns haben. Wir sehen hier
uamlich, dass der Ort der Pole der Doppelerzeugenden in Besug auf
die Kegelschnitte der Fliche eine Gerade ist, welche die doppelten
Leitgeraden trifit. Cayley und Cremona geben aber fiir ihre ali-
gemeinen Flichen eine solche Eigenschaft nicht an.

In dem allgemeinsten Fall einer solchen Fliche hat man in jeder
KEbene durch die Doppelerzeugende einen Kegelschuitt und seinen Pol P.
Dieser Pankt P beschreibt eine Raumeurve bei der Drehung der Ebene
des Kegelschnittes; es soll deren Ordnung bestimmt werden. Die Frage
nach der Ordnung ist identisch mit der Frage mpach der Anzahl der
Punkte P, die auf der Doppelerzeugenden liegen. Liegen % darauf,
so ist die Ordnung # + 1. — In unserm allgemeinen Fall aber wird
die Doppelerzeugende nie von einem Kegelschnitt heriihrt*®) als im
uneigentlichen Sinn von den beiden zerfallenden, den Doppelgeraden.
Suchen wir also die Pole fiir diese zerfallenden Kegelschnitte. Indem
wir uns ihnen als Grinzlage annihern, finden wir, dass das Paar der
Cuspidalpunkte auf jeder Doppelgeraden die Scheitel des ausgearteten
Kegelschnitt's vorstellt. Diese Cuspidalpunkte sind aber im allgemeinen
Fall verschieden und keiner liegt auf der Doppelerzengenden. Der Pol

% Vgl Cremona a. a 0.§§ 6., 7.
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in dieser Ebene liegt also keinesfalls auf der Doppelerzengenden. — Es
ist also #n = 0, die Ordnung unserer Curve 1, d. h. der Ort der Pole
ist auch im allgemeinen Fuall eine Gerade, welche die doppelten Leit-
geraden in zwei bekannten Punkten trifft*). — Wir finden iiber-
haupt:

Der Complex hat drei Doppelgerade. Die Singularititenfliiche ist
die allgemeine Flicke der Gattung V von Cremona’s Linienflichen.
Der Complex hat 16 Constante.

10. Der nun za behandelnde Fall-/17(712)] ist ganz analog
[111(111)] (8. 158) der ersten kanonischen Form. Wir haben:

Q=22+ el +a2=0.
Q= Ara? + Az?  =0.

Die Congruenz der singuliren Linien zerfallt auch hier in die fol-
genden vier linearen:

@y @y By =k il ok At VAR (B — 1)

Wir werden unten die Divectricen aufsuchen und uns jetzt zur
Singularititenfliche wenden. — Die Leitgerade von z, == 0 gehort
2, = 0 und 2, == 0 an, sie erleidet durch dieselben zwei projectivische
Zuordnungen ihrer Punkte und Ebenen. Zweimal hat man fiir beide
Fille dieselbe Zuordnung von zwel Elementen. Wir erhalten auof diese
Weise die beiden Biischel z, = w, = z; = 0, bestehend aus doppelten
Complexgeraden. Daraus folgt: Der Complex hat zwei Biischel von
Doppelgeraden, deren Mittelpunkte und Ebenen doppelt zihlend die Sin-
gularititenfliche bilden.

Wie wir sehen werden, geht dieser Fall aus [111(111)] direct her-
vor, wenn die dort auftretende Fliche zweiten Grades in zwei Ebenen
und zwei Punkte ihrer Schnittlinie zerfillt. Diese sind an unserm
Coordinatentetraeder y, =0, 4, =0, u, =0, u, =0 (4,, 4,). Al
Erzeugende der zerfallenden Flache sind die vier Biischel (y, =0, u,=0},
(y, =0, w, = 0) ete. anfzufassen. Zwei von ihnen, (y, = 0, 4, =0)
und (y, =0, u; == 0) bilden die ,eme Erzeugung®, die aus Doppel-
geraden besteht, die anderen beiden bilden die zweite Erzeugung der
zerfallenen Fliche (die dem Complex nicht angehdrt).

Die Directricen der vier Congruenzen singulirer Linien finden
sich wieder beim Uebergang zu den p;;. Sie seien bezeichnet mit
1,17 2,2 3,3 4,4 (wo allemal %, 2° zu derselben Congruenz gehd-
ren). Dann hat man fiir die Coordinaten die Tabelle:

*; lo dem allgemeinsten Fall einer Doppelgeraden auf einer Fliche vierter
Ordnung wire dieser Ort eine Rawmcurve finfter Ordnung mit der Doppelgera-
den als vierfacher Secante.
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P2 Py
1 — 2 0
1’ 0 — 2«
2 +2« 0

2/ 6 42«
3 —2a 0
3 0 - 2a
4 +2« 0
4’ 0 42«

Pus

0
0

=T - E e T o B o N o

y

0

0

O 0 o o ©

By
0

0
0

0
0
0
0
0

Pay
B(i— 1
i+ 1
i, (s 4 %)
i, (i — -%)
B+ 1)
b (i— %)
4, (z-—-‘;—‘)
46+ ;T)

Es ist dabei « eine der Grossen + /4,4, (2,~—4,). — Die neben-
stehende Figur giebt ein Bild von der Lage dieser Directricen im Raume.

1234 liegen in y, = 0
und gehen darin durch
A,. Ferner liegen sie
pasrweise harmonisch zu
A, A und A, A;. Analog
verhalten sich 1°2°3"4"
in y, == 0 durch 4,.
Diese Directricen ge-
horen also derjenigen Er-
zeugung der , Fliche 2wei-
ten Grades“ an, die nicht
aus doppelten Complex-
geraden besteht, ganz wie
bei [111(111)]. Die Con-
struction des Complexes
ist wie in jenem allge-
meimeren Fall. — Seien
tklm die Zahlen 1234,

s0 bedeuten 4,4°, k, k°, {,1', m,m’ unsere Directricen. Wie bei[111(111)]
sind von ihnen wier erfiillt mit singuliren Punkten, dic andern vier mit
singuliiren Ebenen. Erstere seien i, k, U, ', letetere sind dann @', ¥, |, m.
Wir werden spiter diese Bezeichnung oft anwenden. — In ¢A1'm’
durchsetzen die Complexkegelschnitte die Ebenen y, = 0 und y, =0,
und berithren dort die singuliren Linien ihrer Ebenen; ¢' %’ m geben
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die Tangentialebenen der Complexkegel an den betreffenden singuls-
ren Geraden ete.

Die Brennfliiche der singuliiren Geraden hat sich in 8 Strahlen
zusammengezogen, von denen je vier wn einer Ebene durch einen Punkt
gehen.  Vier von den & Geraden enthalten die singuldren Pumlkte der
singuliiren Linien, die andern vier die singuliren Ebenen. Zwei Bi-
schel von Geraden treffen alle Divectricen, sie bestehen aus doppelten
Complexgeraden. — Der Complex hat 13 Constante.

11. Die Complexe unter der Form [1(11)(12)] gestalten sich sehr
einfach. Die Verbindung (12) veranlasst eine ,doppelte Doppelgerade®,
ferner (11) zwei Doppelgerade, welche erstere treffen. Der Complex
hat vier Doppelgerade, die ein windschiefes Vierseit bilden, von denen
zwei Gegenseiten benachbart sind. Die Singularititenfliche besteht ous
zwei Flichen zweiten Grades, die sich nach einer FErzeugenden beriih-
ren, und die nock zwei verschiedene (der andern Erzeugung) gemein
haben. Der Complex hat 14 Constante.

Das dbrige Verhalten des Complexes ist wie bei [11(11)(11)]
(8. 160). Die Construction ist ganz so wie dort; dabei gelten die be-
nachbarten Doppelgeraden als ein Gegenseitenpaar des Vierseits der
Doppelgeraden, die nicht consecutiven bilden das andere. — Der frithere
Complex hatte 15 Constante, darunter eine absolute Invariante; er er-
laubte also einfach unendlich viele Transformationen in sich selbst.
Hier hat man 14 Constante, wovon eine absolute Invariante ist; dieser
Complex erlaubt also zweifach unendlich viele Transformationen in sich
selbst.

12. Fir [1(711)2] haben wir die Gleichungen:
Q=224+ 2 kzz, + 2=0.
Q= 22224 2 4,2, (A5 + 2, =0.
Es ist hier, im Gegensatz zu den vorigen Fillen, A, nicht als Null

angenommen, dafiir aber die dreifache Wurzel 4,. — Die singuliren
Linien erfiillen insbesondere die Gleichung Q" — 4, Q = 0, also:
25 {2 & (s — A) & + (24 — 4y) #) = 0.

2; == 0 ist ein specieller Complex, dessen Directrix der Regelschaar
Zy == x; = z, == 0 angehort. Die Regelschaar 2z, — 2, = 2, = 0,
welche die eben genannte schneidet, besteht aus doppelten Complex-
geraden und vierfachen singuliren Linien, d. h.:

Die Singularititenfliche ist cine doppelt zw zithlende Fliche aweiten
Grades. Alle ihre Tangenten, welche eine bestimmte Erzeugende treffen,
sind doppelte singulire Linien. Die Erzeugung unserer Fliche, die
sich unter dieser befindet, besteht aus doppelten Complexgeraden. Ausser-
dem hat man noch zwel allgemeine lineare Congruenzen singulires
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Linien, deren Directricen. derselben Erzeugung angehiren, wie die schon
ausgezeichnete Erzeugende. — Der Complen hat 13 Constante.

Wir haben hier eine directe Degeneration des Falles [111(111)]
(S. 158) vor uns. Vier von den 8 dort vorkommenden Directricen,
2. B.1, 1, 2, 2, fallen zusammen, also in der zweiten Figur auf 8. 159,
die Punkte P, I/, P,, P,. Die Kegelschnitte K, und K, berithren
sich. Wie von jenem Complex, haben wir also auch von diesem eine
directe Anschauung und wir kbnnen auch diesen einfach erzeugen, Sind
nur die aunsgezeichnete Erzeugende ¢ = (1122") und drei der noch
iibrigen gegeben, so ist die Constructipn entweder durch Complexkegel-
schnitte (wenn gegeben sind e, 3, 3, 4) oder durch Complexkegel (wenn
¢, 3, 3, 4 gegeben) sehr einfach. (Dabei sollen auch hier 3 und 4
Reihen singuliirer Punkte, 3" und 4’ Axen singulirer Ebenen sein.) —
Die Transformationen des Complexes in sich selbst sind noch wie bei
(1111115,

Unser Fall giebt als Degeneration den Fall {1(111)(11)] (8. 168),
es fallen dann anch noch 3, 3, 4, 4’ zusammen.

13. Bei der Verbindung [(11)(11)2] der Elementartheiler-werden
wir nebst der urspriinglichen Doppelgeraden noch vier weitere haben,
welche diese schneiden. Die Geraden (11)(11) bilden ein windschiefes
Vierseit, die Gerade 2 soll alle treffen, verbindet also 2 Ecken dieses
Vierseits. Die Doppelgeraden haben demmnach eine Gruppiryng wie
fiinf Kanten eines Tetraeders. Wir finden das folgende Resultat:

Die Singularititenfliche st sich n eme Fliche zweiten Grades
mit zweien dhrer Punkte und den Tangentialebenen in dicsen auf. Die
Punlite liegen wicht auf derselben Erzeugenden. Neben diesen Punliten wnd
Ebenen Tat man noch eme irveducible Congruens sweiten Grades oon
singuliren Livien, die aus den Tongenten unserer Fliche durch einen
allgemeinen linearen Complex ausgesclnitten werden, welcher die Kanfen
drs windschiefen Vierseils enthilt.

Die irreducible Congruenz singuliiver Linfen kann auch als Schnitt
eines allgemeinen linearen mit einem tetraedralen Complex dargestellt
werden, dessen Tetraeder durch die fiinf Doppelgeraden bezeichnet ist.

Der Complex erlaubt zweifach unendlich viele Transformationen in
sich selbst, er ist durch I4 Constanten bestimmt (unter denen eine
absolute Invariante vorkommt).

Wir wollen diesen Complex noch mit 711 (11){11)] (8. 16() ver-
gleichen. Eine der dort auftretenden Flichen zweiten Grades cerfillt
in zwei Ebenen und zwei Punkte. Der Vergleich giebt ohne Weiteres
die Construction dieses Complexes; auf S. 162 lost sich der Kegel-
schnitt X, in zwei Gerade auf. — Aus nnserm Fall erhalten wir da-
gegen durch Specialisirung den tetraedralen. Hs lost sich dann die vorhan-
deneFliche zweiten Grades auch noch in ein Ebenen- bez, Punktepaar auf.

Mathematische Annalen, VIL 12
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14. Der Fall [(11)(112)] verhilt sich analog mehreren schon be-
trachteten Killen, Wir haben die Darstellung:

Q=4 (g + o)+ a2 =424 py -0+ 0s=0,
R CRE =447y Py -

Fiir die singuliren Linien hat man p,,—p =0 und p;, = p;, = 0.
Es sind das zwei doppeltzihlende zerfallende Congruenzen. Ihnen sind
zwei Biischel doppelter Complexgeraden gemeinsam.

Der Complex hat zwei Biischel doppelter Complexgeraden.  Ihre
Mittelpunktc und Ebenen (deren Axe dwrch dic Mittelpunlte geht) bil-
den doppelt zihlend die Singularititenfliiche; als Liniengebdde geben sie,
cbenfalls doppelt zéihlend, dic singuliven Linien. Der Complex besitat
11 Constante.

Dieser Complex geht aus [1(11)(111)] (8. 168) hervor, wenn die
dort auftretende Fliche zweiten Grades in ein EKbenen- resp. Punkte-
paar sich auflost. — Aus {11(112)] (8. 174) geht dieser Fall hervor,
wenn ¢ und k in A, A,, ik in 4, A4;, I und m in 4,4, I und m’
in A, A, hineinfallen. Die Construction des Complexes indert sich
dem entsprechend. — Einen ihnlichen Fall werden wir ferner spiiter
betrachten, nimlich [2(112)] (S. 187); die dort auftretenden Directri-
cen fallen hier theilweise zusammen.

Die Singularitiitenfliche kann auch hier als zerfallende Fliche
zweiten Grades aufgefasst werden. Kine Erzeugung, in Gestalt von
zwei Biischeln, besteht aus doppelten Complexgeraden. Die Complex-
kegelschuitte berithren die beiden Ebenen an zwei bestimmten Gera-
den (p,, und p,,) ete.

15. Der letzte Fall dieser kanonischen Form [(717;¢12)] ist dar-
gestellt durch die folgenden Gleichungen:

Q= dy () + 2y 25) 27 =0, =22 (2*+222,)+4- 24,27 =0.

Wir erhalten als Resultat:

Dic Singularititenfliiche ist eime doppelt rihlende Fliche zweiten
Grades. Alle ihve Tangenten lings ciner bestimmiern Erzeugenden sind
vierfache singuliive Linien. Die unter ihmen vorkonwnenden Erzeugenden
aiceiter Art, @y ==, =z, =0, sind doppelte Complexgeraden. Der
Complex lLat 11 Constante.

In T111(111)] (8. 159) fallen alle Directricen 1, 1’ . - zusammen.
Wir erhalten als Folge dessen: Dic Complexkegelschnitte osculiven dic
Singularititenfliscche cierpunktiy an der ausgezcichneten Erzeugenden.
Ebeuso verhalten sich die Complexkegel. — Sind die Fliche zweiten
Grades und die ausgezeichnete Erzeugende gegeben, so kennt man fiir
Jeden Complexkegelschnitt vier Punkte; eine absolute Invariante be-



Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades. 179

stimmt ihn. Wir sehen so, dass der Complex fiinffach unendlich viel
Transformationen in sich erlaubt. — Jch unterlasse es, an die Zwi-
schenstufen von [111(111)] und diesem Fall zu erinnern.

1v.
Dritte kanonische Form.

P=uz2r+ 2+ o+ 22+ 2oy,
Q= Az - A2 + Ay - 4, (0 2 y;f‘c{,} 4 2za, =0,

In dieser kanonischen Form hat man einen dreifachen Elemenfar-
theiler. — Bel einem zweifachen Elementartheiler trat eine Doppel-
gerade und eine adjungirte auf; hier fallen beide zusammen; man er-
hillt eine Riickkehrgerade.

Von den 7 Fillen dieser kanonischen Form zerfillt einer und es
bleiben die folgenden sechs zu untersuchen:

“1013), [11(18), [(1D3), [1(13)], [N, [A1)3].

Als Uebergang von den Linien-Coordinaten z zu den p;; hat man
das Folgende:

1
Zy = Pt Pas Ty "'—'"T[(Z’jz — Pp) Ty == P11,
1
Xy ==, (P2 — D)y %= Pt Pp Zy =2 py;.
16. Der erste Fall [1713] besitat folgende Singularititenfiiche:

A=) (1 -y — A (A—2) (43 Yo, 9,%) —4 A Ao A3 (Y, Y5 — Yy Ya)*
A (Agdy Ay A — 24, A5) Yy, (4 s — Yy Y)4-2(A 1, —2 by by 2 =0.

Die dreifache Wurzel 4, ist dabei als Null angenommen. — Die Ge-
rade ¢, = 9, = O ist Riickkehrgerade, denn sie gehtrt dem Schnith
von Y, Yy — ¥,¥» = O mit unsererer Fliche dreifach an. Diese Fliche
zweiten Grades giebt die Zuordnung der Punkte und Tangentialebenen
an der Riickkehrgeraden.

Eine nihere Betrachtung der Kegelschnitte der Fliche (welche
die Doppelgerade bertihren) ergiebt das Resultat, dass die Fliche vine
Complexfliiche ist, deren Leitgerade eine Complexgerade ist™).

Es ist eine deutliche Abstufung ven [111111], {11112] zy diesem
Fall sichtbar. — Dieser Complex hat 17 Constante.

17. Beim Uebergang zu [11(13)] wollen wir im vorigen Fall i,
Null setzen. Die Singularititenfliiche wird:

*y Vgl, Pliicker, Neue Geometrie.
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(R — ) (o o)+ 83 4,0y, 0y + v + 2 (A H 400y =

y, =y, =0 ist hier dreifuch auf der Fliche, diese also eine Linjen-
fiiche. — Die dreifache Gerade ist einfache Axe, hat aber zwei statio-
nire Tangentialebenen, ferner ist sie einfacher Strahl und hat zwei
stationire Punkte. Es sind also auf der einfachen Leitgeraden zwei
Erzeugende zusammengefallen. Der dritte Mantel der Fliche an der
Doppelgeraden, der nicht iiberall gleiche Richtung hat, ist wie vorhin
bestimmt durch y,y, — ¥,%, = 0. — Wir haben:

Dic Singularititenfliche ist die allgemeine Gatbung X won Cre-
mona’s Linienflichen®). Der Complex hat 15 Constante.

Die dreifache Linie der Fliche ist naiiirlich nieht dreifache Ge-
rade des Complexes, sondern ist als die Vereinigung von drei Doppel-
geraden des Complexes anfzufassen. Diese kann man kurz bezeichnen
als die Leitgerade und die beiden singuldren Erzeugenden der Linien-
fliche (die der ersteren unendlich nahe sind und sie schneiden).

Dieser Complex hat also drei Doppelgerade, die wunendlich neahe
sind und wo die eine von den beiden andern geschnitten wird,

Der Beweis dessen liegt darin, dass bel [(11)(13)] 8. 182) die-
selben Doppelgeraden auch auftreten, nebst solchen, die von (11) her-
rithren, welch letztere aber bekannt sind.

Unsere stationiiren Ebenen sind g, = 0 und y, = 0, sie sind ver-
schieden, d. h. man hat hier die allgemeine Fliche X vou Cremona.

18. Auch bei [1(11)3] tritt, wie man voranssehen kann, eine Linien-
fliche auf. Zwel Doppelgerade schneiden eine Riickkehrgerade, d. h.

Die Singularititenfliche ist eine Linienfliiche mit zwes doppelten
Leitgeraden und einer Riickkehrerseugenden, «lso ein Specialfall von
Cremona’s Gattung V. Der Complex besilet 15 Constante.

Cremona giebt diesen Specialfall ebenfalls an. Es entsteht, wenn
in seiner Construction der Fliiche die doppelte Frzeugende den Leitkegel-
selnitt berithrt. — Es mag hier noch auf {11(11)2] (8. 173) hingewie-
sen werden, dort hatte man die allgemeine Fliche V von Cremona.

19. Bei [1(113)] ist gegeniiber dem ersten Fall 4, =1, == 4, =0,
was die Gleichungen ergiebt:
Q=+ 2a0,=0, Q=ilz*+22=
Die Congruenz der singuliiren Linien zerfillt in 2, = z, == 0 dop-
pelt zihlend, ferner in: (4,2, + iz) (4%, —izn) =24z, — x,=0.
Die erste Congruenz ist speciell, die andern beiden sind allgemeine

) #) Carl Eichler behandelt in seiner Inauguraldissertation: ,Uebertragung
eines Steiner’schen Problems von der Ebene auf den Ruum“, Gittingen 1871,
Lesonders die Abbildung dieser Fliche,
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lineare. IhreDirectricen liegen in den Ebenen y, 4 iy,==0, y, —1 y,=0
(welche doppelt zihlend zur Singularititenfliche gehiren). Ferner ver-
laufen je die beiden, in derselben Ebene liegenden, durch einen und
denselben Punkt der Schnittlinie beider Ebenen. Diese Puankte sind
ty -ttty =0, wy — duy; = 0.

Die untenstehende Figur veranschaulicht die Lage der Directricen
und die nachfolgende Tabelle giebt ihre Coordinaten.

P Py Py Py Dy D

1 1 1 4 +i 0 2
it §
1 1 1 —— —_ 0 2"[1
. ) . i
2 I T L
2’ 1 1 —i =i 0 - i{;

1, 1" sind die Directricen der einen, 2, 2" der andern Congruenz.
Die Dlrectrm der doppelten speciellen ist 4,4,. Wir haben wwder
¢ und k7 erfillt mit
singuliren Punkten,
& und £ als Axen
von singularen Ebe-
nen ete.

Zwel Ebenen E|
E, wnd zwer Punlte
P,, P, ihrer Schnitt-
linee  bilden doppelt
zihlend die Singulo-
ritdtenfléche. Die Con-
gruens singuléiver Li-
nien zerf@llt in eine
doppelt zihlende, spe-
cielle lineare, deren
Directriz  die Linde
E|E, ist, ferner in zwei allgemeine lineare, deren Directricen durch P,
und P._ in E, und E, verlaufen.

Fir die Construction des Complexes verweise ich aaf [11(112)]
(S. 174). Man lasse dort 4, %, @', k" unverindert, lasse aber , m, l,
m" an A, 4, heran riicken. Dann hat man auch eine Anschauung
der speelellen Congruenz A, 4,. — Die Construction wird dadurch
etwas modificirt, bleibt aber im Wesentlichen dieselbe. — Wir knnen
auch hier die zwei Ebenen und Punkte als zerfallene Fliche zweiten
Grades auffassen, deren cine Erzeugung aus doppelten Complexgeraden
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besteht. — Diesen Fall erhiilt man ferner als eine directe Degeneration
von [1(111)2] (8. 176).
Der Complex hat 12 Constante.

20. Den Fall [(11)(13)] haben wir schon bei [11(13)] erwiihnt.
Man hat hier an der Singularititenfidche fiinf Doppelgerade. Ein ebe-
ner Schuitt besteht aus einem Kegelschnitt und zwei Geraden, die sich
auf demselben schneiden. Wir haben:

Die Singularititenfliche besteht aus einer Fliche zweiten Grades
F, mit zweien ihrer Ebenen E, E,, welche eine Erzeugende ¢ gemein
haben, und den Berihrungspunkten Py, P, dieser FEbenen. Neben den
zerfallenden linearen Congrucnzen singuliiver Linien hat man noch eine
irreducible Congruens zweiten Grades, dic aus den Tangenten von F,
durch einen allgemeinen linegren Complex ausgeschieden wird. Der
Complex hat 13 Constante.

Dass man hier fiinf doppelte Complexgerade hat, ist evident., Die
dreifache Gerade der Singularitiitenfliche ist als drel unendlich nahe
doppelte aufzufassen. Das sieht man sehr deutlich bei der Ableitung
dieses Falles aus dem Fall [(11)(11)2] (8. 177). Dort bat man finf
Doppelgerade, von denen drei in unendliche Nihe riicken, wenn die
dort auftretenden beiden Punkte der Singularititenfliche in eine Er-
zeugende von F, riicken. Dieser Uebergang giebt auch deutlich die
Gruppirung der drei unendlich nahen Doppelgeraden, ferner die Con-
struction dieses Complexes. Man erhilt z. B. das Resultat, dass alle
Complez-Kegelschmitte und Kegel dic ¥, on der Evzeugenden e beriih-
rewn (und weiterhin patiirlich in noch einem Punkt, die beiden Ebenen
E, und E, aber pur noch uneigentlich),

21. Der Fall [(717) 8] stellt sich zwischen [(111)127 und [(111)(32)]
in die Mitte. Wir haben hier:

Die Singularititenyliche ist eine Fliche zweilen Grades F,, doppelt
zihlend. Alle ihre Tangenten, die eine bestimmie Erzeugende e treffen,
sind dreifach singulir. Die FErzeugenden unter thwen sind vierfache
singuliire Linien und doppelte Complezgerade. Es kommt noch cine all-
gemeine Uneare Congruenz singuliirer Linien vor, die ebenfalls zwei Er-
zeugende von Fy, und zwar von derselben Schaar wic e, zu Directricen
hat.  Der Complex hat 12 Constante.

Gegeniiber dem oft genannten Fall [111(111)] (S. 158) fallen hier
drei Congruenzen zusammen, also z. B. die Directricen 11’, 22/, 33",
Wir sehen, dass die Complexkegelschnitte und Complexhegel F, siimmitlich

an e dreipunktig osculiren. Fir alles Weitere sei auf [111(111)] ver-
wiesen,
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V.
Vierte kanonische Form.
P=ux?+ 2+ 2u2, 4+ 2az0,=0.
Q =24,2° 4 > + 2 Awy, 4 2 A w2, + 22+ 2 =0.

In dieser kanonischen Form haben wir zwei emnfache und zwei dop-
pelte Elementartheiler. In allen Fillen treten also zwei sich schueidende
Doppelgerade auf, welche adjungirte Gerade besitzen. — Es kommen
neun Fille vor, einer zerfillt, es bleiben fiir die Behandlung die fol-
genden achi:

J1egn, [11@2)], (12012]], [(1)22], [A2)02)], [(112)2], [1(122)], [(11)@2]

Es sind hier nur noch zwel aligemeine Fundamentalcomplexe vor-
handen. Die Directricen %, #,, #,, #; der speciellen bilden ein wind-
schiefes Vierseit, von dem z, und z, das eine, z; und z, das andere
Gegenseitenpaar sind. Die beiden Geraden, welche das Vierseit zum
Tetraeder erginzen, sind die Directricen der Complexe x, + iz, = 0,
£, — iz, =0. — Bei dem Uebergang von den z zu den p;z wollen
wir setzen:

Ty =Py + D3y Zy == P1g s %, == Piyy
P 1 o
Ty =5 (P12 — Pss) » @y =2Dp, Ty == & Pa3

22, In dem aligemeinen Fall {7122 hat man:
Q= 2z.* + A2, + 2 Ay + 5 w7 =0
und fiir die Singularititenfliche:

(A= 2a) Yyt — 4 A2 (4, —4y) (y,*%," -+ ."/32?/42) — 42,4, U:z?/.%'z
A (A, Ay A h — A 2, — 27y tyt — 8 Ay {33{;‘14‘32} ~ 2o} YYo= 0.

Die Kanten A,d;, A, A, sind Doppelgerade der Fliche, 4,4,
und A, 4, deren adjungirte. Unter den durch eine Doppelgerade geleg-
ten Ebenen enthalten, ausser y, = 0, noch je zwei zerfallende Kegel-
schnitte der Fliche. Sie bestehen aus Punktepaaren, resp. Doppelgera-
den. Tm Vergleich mit [11112] (8. 171) haben wir:

Die Singularititenfliiche besitzt vier (konische) Knoten und vier
Doppelebenen. Vier Verbindungslinien der ersteren sind einfache Ge-
raden der Fliche, sie besitzen stationdire Tangentialebenen. Zwei Dop-
pllyerade der Fliche, die sich schneiden, lreffen je ein Gegenseitenpaar
des Vierseits der einfachen Gevaden, Diese Doppelgeraden besitzen
adjungirte Gerade ete.¥). Der Complex hat 17 Constante.

*) Plicker nennt diese Fliche a. a. 0. 8. 339, IL Sle findet sich weiter-
hin bei Sturm, diese Annalen, Bd. 1V, 3, 269, n. ¢
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Die nebenstehende Figur soll hier der Auschavung zu Hiilfe kom-
men. Es ist 4,4,4,4, das Coordinatentetraeder. Die Doppelgera-
den sind doppelt gezogen. Die
Punkte 1234 sind Doppelpunkte,
12, 34, 14, 23 sind die Geraden
der Kléche, welche constante
Tangentialebenen haben, welch
letztere insbesondere auch durch
die Doppelgeraden gehen. Aus
den harmonischen Punktgrup-
pen der Figur sieht man sofort,
dass die Geraden 4,4;, 4, 4,,
14, 23 vier barmonische Erzeu-
gende einer Fliche zweiten Gra-
des sind. Dasselbe gilt fiir 4,4,,
Ay 4d,, 34, 12, d. h. alle Gera-
den der Fliche wnd auch die
beiden adjungirten der Dopypel-
geraden sind  ouf eimer Fliche
zweiten Grades als zwei Gruppen von vier harmonisch licgenden Erzeu-
genden gelegen,

Diese Fliche kann leicht aus der allgemeinen Complexfliche (8.172)
abgeleitet werden. Die letztere habe die Knotenpunkte 117, 22°) 38,
44', wo allemal ;" die Doppelgerade und die adjungirte tvifft und
¢, zu diesen Schnittpunkten harmonisch liegen. Man lasse 3 mit 4
und anderseits 3’ mit 4’ zusammenfallen in Punkte der Geraden 12,
12, so dass die Verbindungslinie dieser beiden neuen Punkte die vor-
handene Doppelgerade trifft. Auf diese Weise erhilt man gerade das
Bipgularititensystem, welches bei unserer Fliche vorhanden ist. Um
die Abstufung von der Kummer’schen Fliche jzu der allgemeinen
Complexfliiche und zu diesem Fall noch deutlicher zu sehen, muss man
anf die Gruppirung der 16 Knotenpunkte der erstgenannten Fliche zu-
ritekgehen, was indess nicht geschehen soll,

23. Der Fall [17(22)] ist der erste vorkommende einer Reihe von
ganz eigenthiimlichen Complexen. Wir haben die Gleichungen :

Q=02 + et + 2 1?=0.
Q= (2, ity zy) (4,2, — idyzy) =0 .
Die singuléren Linien bilden zwei nicht zerfallende Congruenzen

zweiten Grades. Dem entsprechend treten zwei Flichen zweiten Gra-
des als Singularititenfliche auf. In Punktcoordinaten heissen sie:
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2 {{ — &) y® — 442, (42 + ¥ =0.
Es ist dies ein Kegel, dessen Mittelpunkt 4, ist, und eine Ebene
durch diesen, welche doppelt zihlt.

Indem wir die Enveloppe der singuliren Ebenen aufsuchen, fin-
den wir:

v,* {(21 — Xy) vt — 4 Ay dy (05 + ?’42)} =0.
Der erste Factor ergiebt den Kegel in Ebenencoordinaten, der zweite
aber einen Kegelschnitt in der vorhin anfgetretenen Doppelebene. Wir
finden so:

Die Singularititenfliiche ist ein Kegel K und ein Kegelschnitt C,
dessen, Ebene E durch den Mittelpunkt M von K geld. Der Kegel-
schwitt beriihrt die beiden Erzeugenden, dic E aus K ausschneidef. Die
nebenstehende Figur giebt ein Bild dieser
Verhiltnisse. — Kegel und Kegelschnitt
haben zunichst zwei Erzeugende gemein,
die fiir den Schnitt doppelt zu zihlen sind.
Doch sieht man aus der Gleichung des
Complexes, dass-man hier ein ganzes DBii-
schel von Complex-Doppelgeraden hat.  Die-
ses Biischel heisst in Liniencoordinaten:
By = L, == %y = &, = 03 es besteht aus den Geraden in der Ebene von
C durch M.

Die Congruenz der singuliiven Linien entsteht nun auf die folgende
Weise. Zuniichst ist dem Kegel K ein lipearer Complex zugeordnet,
der mit seinen Tangenten die eine quadratische Congruenz ergiebt.
Bin weiterer linearer Complex, der mit dem vorigen in Involution
liegt, schneidet aus den Treffgeraden von C die zweite Congruenz. —
Die singuliren Linien sind also nicht etwa die gleichzeitigen Tangen-
ten an K und C (welche auch zwei irreducible quadratische Congruen-
zen bilden). Wir kbnnen sie vielmehr durch folgende Construction
erzeugen: Zu K gehort in dem ersten linearen Complex ein Kegelschnitt
in E durch M. Die Congruenz zweiten Grades seiner Treffgeraden,
die K beriihren, besteht aus singuliren Linien. Die zweite Congruenz
erhilt man auf duale Weise aus C und einem (im zweiten Complexe
zugeordneten) Kegel, dessen Mittelpunkt 3 ist*). — Diese Construction
zeigt, wie die Geraden, die in E durch M verlaufen, aus vierfach sin-
guliren Linien bestehen (womit sie ohne Weiteres doppelte Complex-
gerade sind). — Man vergleiche auch diese Construction mit der des
Falles [11(11)(11)] (S. 164); sie ist im Wesentlichen dieselbe. FKine
beliebige Ebene triftt K in einem Kegelschnitt ¢" und € in den zwel

* Vgl. Kummer a. a. 0., Sitze XIII und ZIV.
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Punkten P,, P,. Die Complexkegelschnitte gehen durch P und P,
und berithren den Kegelschnitt C7 zweimal ete.
Der Complex hat 74 Constante.

24, In dem Fall [22(12)] treten drei Doppelgerade auf, wovon
zwei, (12), unendlich nahe liegen, die dritte, 2, aber beide trifft.
Wir kommen also hier wieder aunf Linienflichen, und zwar auf Cre-
mona’s Gattang VI. Gegeniiber dem Fall [111(12)] (8. 172) ist lier
einfach eine doppelte Erzeugende aufgetreten. Wir finden zu ihr wie-
der eine adjungirte Gerade, welche beide doppelte Leitgeraden trifft.
Es wire also anch hier wieder der Beweis zu fithren, dass man hier
die allgemeine Gattung VI hat. Der Beweis ist aber ganz derselbe wie
bei [11(11)2] (8. 173).

Die Singularititenfliche ist die allgemeine Linienfliche, dic Cre-
mona als seiwe VIE Gattung anfithrt.  Sie hat eine Selbstberiihrungs-
gerade und eine doppelte Lirseugende. Der Complex hat 15 Constante.

23, Der Complex [1(122)] ist dargestellt durch die folgenden
Gleichungen:

Q=let+ 2+ e2=0, Q' =22x*=0.

Die Congruenz der singuliiren Linien besteht augenscheinlich aus
zwei doppelt zihlenden speciellen linearen Congruenzen, deren Directri-
cen (w, -+ 1%, @, ~— i2,) sich schneiden. In Punkfcoordinaten sind
diese Directricen g, ==y, + iy, =0 und y, = 9, — iy, = 0. — Wir
haben hier die directe Degeneration des Falles [11(22)] (5. 184), Der
Kegelschnitt C artet in den doppeltzihlenden Punkt M, der Kegel K
in die doppelte Ebene E aus.

Die singuliiren Linien bilden zwet doppelt ziihlende, specielle lineare
Congruenzen, deren Directricen sich schneiden. Thr Schwittpunkt ist vier-
fach zihlend die Ewveloppe der singuliren Ebenen und die ihnen ye-
meinsame Ebene vierfach zillend die Fliche der singuliiren Punkie.
Der Complex besitzt 12 Constante.

Dieser Fall kann auch als directe Specialisirung von [11(112)]
(S. 174) angesehen werden. Man stelle sich vor, es fallen dort die
beiden Ebenen der Directricen, y, = 0 und y, = 0, ebenso die Schnitt-
punkte 4, und 4, je unendlich nahe zusammen. In der einen Ebene
seien i%, ferner Im je vereinigt, ebenso in der zweiten einerseits ¢ %/,
anderseits I m’. Diese Vereinigung geschieht so, dass (i 2) und (i"%")
selbst unendlich nahe verlaufen ete. — Indem wir so die Grenzlage
auffassen, kbunen wir diese Singularititenfliiche wieder ansehen als
degenerirte Fliche zweiten Grades, von der eine Erzeugung aus Doppel-
geraden des Complexes besteht,
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26. Der Fall [(17)22] ist durch die Gruppirung seiner vier Dop-
pelgeraden bemerkenswerth. — Indem wir an Stelle der (leichung
Q = 0 nehmen: Q — 1, P = 0, erkennt man, dass die Geraden
@y, =%, =y = g, =10, also 4,4, und 4;4, Complexdoppelgerade
sind, Ebenso filhrt @ — A, P =0 auf 4, 4;, @ — 2, P==0auf 4,4,.
Die Doppelgeraden A3 A,, A, A,, A, Ay bilden ein Dreieck, 4, 4, geht
durch eine semer Ecken. — Bis jetzt bildeten allemal vier Doppel-
gerade ein windschiefes Vierseit.

Die Congruenz der singuliiren Linien zerfillt in cine lineare, deren
Gerade eime Ebene und einen darin liegenden Punkt evfilllen, und eine
vom dritten Grad. — Dem entsprechend st sich die Singularditen-
fliiche auf in eine allgemeine Linienfliche dritten Grades mit einer ihrer
Doppeltangentialebenen und dem in derselben liegenden Doppelpunkt, —
Der Complex hat 15 Constante.

Beim Uebergang von [(11)112] zu diesem Fall mbgen wir uns
vorstellen, dass dort die Ebene der Doppelerzeugenden (der Cremona’-
schen Gattung V) mit der einen doppelten Leitgeraden und der Schnitt-
punkt der doppelten Erzeugenden mit der andern doppelten Leitgeraden
sich als Fliiche ersten Grades absondern.

27. In dem Fall [(712)27 wollen wir ausgehen von:

Q =2 lwyw, + axt 2= 0.
Q' =2 Nz, (g, + Ay,) = 0.

Zunichst haben wir doppelt als singuliire Linien zihlend die Con-
groenz z, = z; = 0, resp. p;y =p;, = 0. Diese bilden ein Strahl-
biindel und ein Strahlfeld. FEine weitere Congruenz zweiten Grades
ist: (g, 4+ cx) (@, — c,) = &, + A%, =0, also das Product von
awei speciellen linearen Congruenzen, deren Directricen sich treffen.
— Doppelte Complexgeraden sind z; = z, = #; == 0. Sie bilden zwei
Bischel.

Der Complex besitet eine doppelte Ausnalimechene und emen i thr
liegenden doppelten Ausnahmepunkt. Beide bilden doppelt zihlend einen
Theil der Singularititenfliche, ebenso doppelt zihlend eine Congruens zwet-
ten Grades von singuliiren Linien. In der Ausnahmeebene durch den
Ausnahmepunkt geht eine Gerade, welche sowohl die singuldiren Punkte, als
auch die singuliren Ebenen dieser singuliiren Geraden bestimmt. — In
einer weiteren Ebene durch den Ausnahmepunki hat man zwei Gerade,
Directricen von zwei speciellen linearen Congruenzen singulirer Livien, dic
durch cinen Punkt der Ausnahmedbene gehen. Dieser neue Punkt und
diese neue Ebene geliren ebenfalls doppelt ziildend zur Singularitaten-
fliiche ete. Der Complex hat 12 Constante.

Die Consplexkegelschnitte beriihren die Ebene (@, z,) an x; und
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durchsetzen (2,z;) an den beiden genannten Directricen. Man ver-
gleiche diesen Fall mit [11(112)] (8. 174). Man lasse dort die Direc-
tricen ¢ und % in 4, 4, hineinfallen, ferner ¢" und £ in 4, A, riicken.
Die andern bleiben ungeiindert.

28. Eine einfache Abstufung isb: [11(11)(11)], [1(11)(12)],
[(12)(12)]. Zuerst ist die Singularititenfliche das Produet von zwei
Flichen zweiten Grades, die ein windschiefes Vierseit gemein haben.
Dann riicken in diesem zwel Gegenseiten zusammen. Bei dem nun
zu betrachtenden Complexe [{12)(12)] thun das beide Paare:

Die Singularititenfliche besteht aus zwei Flichen zweiten Grades,
die sich nach zwei sich schwneidenden Erzeugenden beriihren. Der Com-
plex hat 13 Constante.

Die singuliren Linien verhalten sich sehr einfach. Fiir sie finden
wir das Folgende:

Die singuliiren Linien bilden zwei irreducible Congruencen zweiten
Grades. Die erste wird aus den Tangenten der einen F, durch einen
speciellen Uncaren Complex ausgeschnitten, dessen Directriz durch den
Schaittpunlt der beiden doppelten, Doppelgeraden in deren Ebene ver-
liuft. Die zu diesen drei Geraden harmonische ist ebenfalls Directric
eines speciellen Complexes, der mit den Tangenten der zweiten Fliche
die zweite Congruenz ergiebt.

Man erkennt, dass beide Congruenzen ein Biischel gemein haben.
Dasselbe hat als Mittelpunkt und Ebene den Schuittpunkt und die
Ebene der beiden Erzeugenden, nach denen sich die F), heriihren.
Dasselbe ist Biischel von doppelten singuliiren Linden, die einfache Com-
plexgerade sind.

29. In dem Fall [(71)(22)] hat man:
Qe=d el o)t o+ =0, Q=17+ 2")=0

Die singuliren Linien werden ans den speciellen Complexen -}~ 2, =0,
%y — 2, == 0, deren Directricen sich schneiden, durch z, - iz, =0,
x, — iz, =0, die ebenfalls speciell sind, ausgeschnitten. Drei dieser
Directricen liegen in einer Ebene und drei gehen durch einen Punkt ete.
— Wir erhalien eine doppelie und zwei einfache Ausnahmeebenen, fer-
ner je damit vercinigt einen doppelten und zcei eimfache Ausnohme-
punkte. — Damit hat man die singuliren Linien und die Singulari-
titenfliche vollstindig,

Man vergleiche mit [11(22)] (8. 184). Der dort genannte Kegel-
schnitt zerfillt hier in ein Punktepaar, der Kegel in ein Ebenenpaar.
Der Complex ist wie jener zu construiren. Die Complexkegelschnitte
bertihren die doppelte Ausnahmeebene an einer bestimmten Geraden,
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nimlich an der Verbindungslinie der beiden einfachen Ausnahme-
punkte etc. Der Complex hat 12 Constante. Das Biischel der Gera-
den in der Doppelebene durch den Doppelpunkt besteht auch hier aus
doppelten Complexgeraden. Eine weitere doppette Complezgerade in der
doppelten Ausnahmeebene, dic nickt dwrcle den doppelten. Ausnalimepunkt
gelt, ist die Verbindungslinie der einfachen Doppelpunkie. Ebenso ge-
kint die Schmittlinie der einfachen Ausnahmecbenen doppelt dem Com-
plece an.

Das Letztere ergiebt sich sofort, wepn wan in Q die zweifache
Wurzel 2, gleich Null setzt nnd die vierfache 1, als von Null verschie-
den annimmt.

VL
Fiinfte kanonische Form.

P=a+ a2+ 2a,0,F 2202, =10,
Q =4t 4 La) +Lor +ul=
In dieser kanonischen Yorm kommt ein wvierfacher Elementartheiler
vor. Die vierfache Wurzel, die zu ihm gehort, ist hier als Null an-
genomnien,
Es kommen keine zerfallenden Complexe vor; wir haben die fol-
genden vier Moglichkeiten:
[i4], [1(4)], [(1)4], [(114)].

Die Forni P geht in die Bedingungsgleichung der Coordinaten py;
tiber bei folgender Substitution:

P . — P |
@y ==y F Puy s Ly == Pia s y==2 Py,

1 5 .
by == - (P2 —131) » @y ==2p,, & == Py -

30. In dem Fall [774] haben wir die Singularititenfiiche:
A=)yt — 49ty + 844,y + 4 (4 + ISR
— 8 (A —A)y y, + 16 4, 2,y "y P = 0.

y, ==y, = O ist Doppelgerade, y, =y, =y, = O dreifacher Punkt.
Die Kegelschnitte berithren die Doppelgerade im dreifachen Punkte ete.

Die Singularitiitenfliche ist die Complexfligche, deren Leilgerade
(im allgemeinen Complex zweiten Grades) eine singuliire Complexgerade
ist. Diese Gerade ist die einzige Doppelyerade des Complexes, der 16
Constante besitet.

31. PFir 4, = 0 erhilt man aus dem vorigen Fall [1(14)]. Die
Singularititenfiiiche ist:



190 Avorr Wemee.

¥ (9 — 44,7 + 8 4,07 (nayy — YY) = 0.

Die Gerade ¢, = y, = O ist dreifach geworden, die Fliche also
eine Linienfliche. Es ergiebt sich:

Dic Singwlaritiitenfliche ist derjenige Specialfall von Cremona’s
Gattung X, bei dem die Leiden stationdyen Tangentencbenen zusammen-
fallen. Der Complex hat 14 Constante.

Cremona erzeugt die allgemeine Gattung X durch eine ebene
Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt und eine Gerade, welche durch
den Doppelpunkt geht. In diesem Fall ist aus dem Doppelpunkt eine
Spitze geworden.

Wie [11(13)7 (8. 179) hat auch dieser Complex drei wnendlich
nahe Doppelgerade. Sie sind dargestellt wie bei [11(13)] durch die
Leitgerade und die singuliiren Erzeugenden der Linienfliche. (Nur
die gegenseitige Lage ist anders, da hier diese beiden Erzeugenden
zusammentallen).

32, In dem Fall /{27)4] hat man:

Die Singlarititenfliche bestcht aus der allgemeinen Lindenfldche
dritten. Grades wud einer dhrer Cuspidalebenen mit dem davin liegenden
Cuspidalpuntt, Der Complex hat 14 Constante.

Die wier Doppelgeraden des Comgplexes haben eine Anordnung wie
bei [(11)22] (8. 187). Zwei sind in einer Ebene unendlich Lenach-
bart, eine dritte liegt in ihrer Ebene und geht nicht durch den Schnitt-
punkt, die vierte thut das Umgekehrie,

33. Fiir f(114)] bat man:
Q=2 f =0, Q' =2ux,2,=0,.

Die singuliiven Linien bestehen aus der dresfach zihlenden zerfol-
lenden Congruens x, = %, = 0 wnd aus der allgemeiner linearen
, ==, = 0. Die beiden Biischel x; = x, = x; == 0 bestehen aus dop-
pelten Complezgeraden, sie geben doppelt ziiklend die Singularitiitenfliiche.
Dey Complex hat 11 Constante.

Vergleichen wir mit 71(113); (8. 180). Die Congruenz 2, 2’ falle
dort in die doppelt zihlende specielle hinein; 1, 1" lasse man unver-
indert. Man findet so, dass die Complexkegelschnitte die Kbene,
welche dreifache singnlire Linien enthilt, an der Schnittlinie unserer
beiden Ebenen beriithren, die andere aber an einer bestimmten Ge-
raden in bekannier Richtung durchsetzen, Das Duale gilt fiir .die
Complexkegel.
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VIL
Sechste kanonische Form,

P=uzl+2x2+ 222, + 22 =0.
Q=i 2?4+ 2 Lz,2, -+ x'12+ 2”/64',”3:0'

Man hat hier einen einfachen, einen doppelien und cinen dreifachen
Elementartheiler. Die dreifache Wurzel ist in Q als Null angenom-
men. Es kommen die folgenden fiinf Ilille vor, von denen keiner
einen zerfallenden Complex ergiebt:

[123], [1(23)], [2(13);, [(12)3], [(123)].
Durch die folgende Substitution wollen wir in die p;; transfor-
miren:

1
#y = (Pra — Pas) - L= Pur, Ty= Py,
ay== Pyt P, #y=2pp, Ly =2 Py .

34. Die Singularititenfliiche des Falles [723] hat die folgende
Gleichung:

— iyt ARy M4 A 22 (Y, v — 139, 8 (A — )y v, (v — 1 9)
+4 (4 —4)y’y=0.

Wir sehen, dass g, = ¢, == 0 Doppelgerade, y, =y, = 0 die zu ilwr

adjungirte, 3, = gy, = 0 endlich Rickkehrgerade ist. Wir suchen

wieder die zerfallenden Kegelschnitte und finden:

Die Singularititenfliche besitet eine Doppelgerade mit adjungirter
Geraden wnd eine Riickkehrgerade, welche die adjungivte thifft. Dic
Verbindungslivie der zwei cowischen. Knoten der Fliiche triffé die Doppel-
gerade wnd gehisrt der Fliiche an; ferner gehen durch die Knoten noch
zwei Geraden der Fliche, die wie

die eben genanwie Gerade constanle : /{{1
Tangentialebene haben. Der Com- \*_, / x\/
plex hat 16 Constante. N // pd N

Die Lagenbeziehung der Ge- / S \
raden der Fliche ist durch die ~_/ / p-T 2 N\ /
nebenstehende Figur deutlich ge- Z/°~ /7 > i P4,
macht. A4, 4, ist die Riickkehr- / /Iﬁ“’»g B . //
.gerade, A, A, die Doppelgerade, AN e
4, A, die adjungirte. 2 und 3 \\ \ 7 -
sind conische Knoten. 23 ist eine b 2

einfache Gerade der Fliche, sie .
trifft Doppelgerade und adjungirte Gerade, ihre constante ’%‘anggntlalebeﬂe
geht durch A, 4,. — Die Geraden A4,4,, 24, 4,4, 13 sind vier barmo-
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nische Erzeugende einer Fliche zweiten Grades, der auch 4,4, und 23
angehtren. — Man stelle sich in [1122] (8. 183) vor, dass die Punkte
1 und 4 in 4,4, fallen. Die adjungirte von A,A; riickt mit heran
und macht die Doppelgerade zur Riickkehrgeraden.

35. In dem Fall [7(23)] haben wir:
Q=i+ 2>+ 22,7, Q=222+ 22=0.

Die Geraden u, = z, =&, = 2; = 0 bilden in %, = O ein Biischel
dureh den Punkt 4,, bestehend aus doppelten Complexgeraden. —
Aus Q = O werden die singuliren Linien durch zwei allgemeine, in
Involution liegende lineare Complexe ausgeschieden. Dem entsprechend
zerfillt auch die Singularititenfiiche. In Punkt- und Ebenencoordina-
ten erhalten wir:

9+ 4 Ay —44yH =0,
v,2 (0,2 — 4 Av, 0, — 4 A wy,) =0,

Die Singularitistenfliiche zerfallt in einen Kegel und einen Kegel-
schwitt, welch’ letzterer in eimer Tangentialebene des crsteren liegt und
die Erzeugende des Kegels, die in seimer Ebene legt, an der Kegelspitze
beriihrt. Dem Kegel uwnd dem Kegelschnitt sind linearc, wn Involution
liegende Complexe zugeordnet , die aus ihren Treffgeraden, bez. Tangenten
die singuliiven Linien aussclmeiden. Der Complex besitzt 13 Constante.

Dieser Complex verhilt sich wie [11(22)] (8. 184). Die Con-
struction ist noch genau dieselbe, nur die gegenseitige Lage von C
und K hat sich verindert.

36. In dem Fall [2(13)] tritt wegen 2 eine Complexdoppelgerade,
wegen (13) aber treten drel solehe auf, die unendlick benachbart
sind. Wir finden das Folgende:

Die Singularititenfliiche ist die Cayley’sche Linienfliche dritien
Grades mit ciner Ebene ihrer Doppeldeveloppabeln und dem zu dieser
gehirenden Punkt der Doppelgeraden. Der Complex Lat wier Doppel-
gerade, er hat 14 Constante.

Die Doppelgeraden bilden augenscheinlich zuniichst in der Doppel-
tangentialebene ein ausgeartetes Dreieck und die vierte geht dureh
eine seiner Ecken. Man vergleiche die Fille: [(11)22] (8. 187) und
(11)47 (8. 190).

37. Fir den Fall [(12)3] ergiebt sich das folgende Resultat:

Die Singularititenfliiche ist cine Linienfliche mit einer Selbstberiil-
rungsgeraden und einer Ricklehrerzeugenden, also ein Unterfoll wvon
der Gattung Cremona VI. Der Complex hat drei Doppelgerade wnd
14 Constante,
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38. Selr einfache Verhilinisse sind bei [(723)]. Es ist:
Q=a+ 22,2,=0, Q@ =z2=0.

Die Geraden iz, = 2, == 0 bilden den Ausnahmepunit 4, und die
Ausnahmeebene y, == 0. Diese Linien sind doppelte singuldre. Diejeni-
gen von ihnen, die in y, =0 durch 4, gehen, sind vierfach singulir.

Der Complex besitst ein Biischel von doppelten Complexgeraden: sein
Bittelpunlt ist vierfach zihlend die Enceloppe der singulirern Ebenen
wnd seine Fbene ebenfalls wvierfach ziklcud der Ort der singuliren
Punkte. Die Zahl dev Constanten ist 11

Vergleichen wir hiermit {1(122)] (8. 186). Ks ricken dort die
Directricen der speciellen Congruenzen in eine Gerade y zusammen.
Sei E die Ausnahmeebene, P in ihr der Ausnahmepunkt, so liegt ¢
in E und geht dureh P. Alle Complexkegelschnitte berithren £ an g,
die Complexkegel ¢ in P.

VIII.
Siebente kanonisehe Form.

P =, + 0% 4 3,8, = Propyy + By P+ Py Pu=0
Q=24z,2 + 2,22, + 2 Lu,x, + 2, + 27 ©F=0.

Bs sind drei zweifacke Elementartheiler vorbanden, Damit treten
drei Doppelgerade auf, die sich alle schneiden, die also entweder in
einer Ebene ein Dreieck bilden, oder durch einen Punkt gehend ein
Trieder bilden. Das sehen wir auch bei Q. Ersetzen wir dort die
drei quadratischen Glieder dureh p,?, py®, 2%, so tritt der erstere
Fall ein, da die Directricen p,, ete. diese Doppelgeraden sind. Setzen
wir dagegen p,.%, pp.?, P! hin, so haben wir den zweiten Fall. Wei-
terhin werden wir iiberall diese zwei dual gegeniiberstehenden Mog-
lichkeiten aunseinanderhalten.

Es gehoren die folgenden drei Gattungen hieher:

222],  2022)], (222
39. In dem ersten Fall, [222], haben wir:
(A) Dic Doppelgeraden licgen in einer Ebene. Es ist:
Q =24, Py Pys + 22 Py P + P1o* + B’ +pf =0
Die Directricen von p,, =0 etc. sind Complexdoppelgerade. Sie
machen die Ebene y, = 0, in der sie liegen, zur Ausnakmeebene. Die
noch bleibende Fliche dritter Ordnung, vierter Klasse hat die Glei-
chung:
o 4y — Aoty — Ay 97— (13—‘}':)2?142} —24 Ay (2, — A )Y Y3 Yy = 0.

Die Untersuchung der Kegelschnitie der Fliche, deren Ebenen durch
y, = ¢, = O ete. gehen, ergiebt das Resunltat:

Mathematische Annalen. VIIL 13
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Die Singularititenfliiche ist die bekannte Fliche dritter Ordnung
vierter Klasse mit wier conischen Knotenpunlten (deren € Verbindungs-
linien einfache Geraden der Fliche mit constanter Tangentialebene sind).
Als ergiinzende Ebene kommt dic Ebene der drei Doppelaxen (die im
Pentaeder der Fliche ausgeseichnete Ebene) hivizu.

(B.) Die drei Doppelgeraden gehen durch einen Punkt. Es ist:

Q=24,p,y - Py + 2 AP35 - Pio + 93" + P+ 2o* =

Wir haben hier vollstindig den dualen Fall des Vorigen.

Die Singularitiitenfliiche besteht aus einem Punkt und einer Fliche
vierter Ordnung, dritter Klasse, welche drei Doppelgerade besitet, die
sich in einem dreifachen Punkt treffen.  Sie besitet ausserdem vier Doppel-
ebenen ele. und ist die sog. ,,Steiner’sche Fliche* (,,romische Iliche
con Steiner*). Ihr dreifacher Punkt ist der erginzende Complex-
Ausnalmepunid.

In beiden Fillen, A. und B., hat der Complex 16 Constante.

40. Setzen wir im vorigen Fall eines der 4 Null, oder beide
einander gleich, so erhalten wir fiir den Fall [2(22)]:

(A.) Die Singularititenfliiche ist ein Kegel zweiter Ordnung K wmit
eimer doppelt ziihlenden Ebene E durch seine Spitze P.  Als Klassenfliche
hat man zu betrachien: P doppelt zihlend und zwei Punkte Py, P, der
in E liegenden Erzeugenden von K. Das Biischel von Geraden durch
P in E besteht aus doppelten Complexgeraden.

Die singuliren Linien sind:

{Psa = (py -+ ipy) (P13 — ipy) = 0.
Py =p" + p5° oy =0.
Di> ersten beiden Congruenzen geben P,, P, und doppeit die Ebene
N E. (Die Geraden in E sind also doppelte
<7 /’\ R singuliire Linien, einfache Complexgerade,

/ | ausgenommen das Bischel durch P.) Die

< .. zweite Congruenz besteht ans den Geraden

Pa‘\‘}\}{ P "f}z? des speciellen Complexes p,, =0, welche

N R P, die Ebene E (y, =0) in einem Kegelschnitt

P ; @, 4y, + y,2 ==0) treffen (s. Fall [(222)]).

SR Die Construction des Complexes ist sehr ein-
Y fach.

¢ (B.) Die Singularditenfliiche besteht dop-

pelt zihlend aus der Ebene T und zwei Ebenen T1, T1,, Als Klassen-

gebilde hat man dagegen einen Kegelschnitt C in TT, den TI, und TI, be-

rithren, ferner einen Punkt E, in dem sich die drei Ebenen TY schnet-

den, leteieren doppelt ziihlend.
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Die singuliiren Linien bestehen aus den Geraden in T, und TI,,
ferner aus denen in TT doppelt zihlend. FEine weitere Congrueny
zweiten Grades (eine irreducible) wird
gebildet durch die Geraden, welche die
Verbindungslinie der Beriihrungspunkte
von TI, und TI, mit C treffen, und
susserdem einen Kegel (v, 0,249, %=0)
berithren, Die Mitte dieses Kegels istE.
Die Ebene TT ist die auf ihn beziigliche
Polarebene fiir die Gerade (TT;, TT,). Er
beriihrt ferner die Geraden TTTT, und
N7, in den Berithrungspunkten der-
selben mit O ete.

Der Complex hat ein Biischel von
Doppelgeraden. Diese liegen im Fall (A)
in E und gehen durch P, bei (B) gehen sie durch % und liegen i TI
Die Geraden P; P, und (T1,TT,) sind ebenfalls Doppelgerade des Com-
plexes und der Singularititenfiiche. — Der Complex hat 13 Constante.

Man vergleiche die Complexe mit [11(22)] (S. 184). Bei (A) zer-
fallt dort der Kegelschnitt in zwei Biischel, bei (B) der Kegel. Nimmt
man im letzteren Fall C als imagingren Kugelkreis, so stehen in un-
serm gewdhnlichen Raum TT, und 1T, zu einander senkrecht. Diese
Specialisirung kommt in der Mechanik vor#. Der Complex hat die Be-
weglichkeit des tetraedralen, er lisst dreifach unendlich viel Trans-
formationen in sich zu.

41. Der noch einzig zu behandelnde Fall ist [(222)].

(A) Q=p +pd+2°=0, Q=0.
Da @ = 0 ist, so ist jede Complexgerade sipgulir, der Compler st
speciell. — Eine Ranmgerade pip rifft bekanntlich die Coordinatenebene
9, = 0 in dem Punki:
Yo 2 Y3t Yy == Pra P13 P Prye
Q = 0 sagt, also, dass alle Complexgerade die Ebene y, = 0 in Punkten
des Kegelschnittes y,2 + 9,% -+ 4, =0 (y, = 0) treffen. D. h.:

Der Complex besteht aus allen Treffgeraden cines Kegelschnittes.
Derselbe bildet doppelt ziklend die Singularitifenfliche. Alle sweifuch
unendlich viden Geraden in der Ebene des Kegdlschnittes sind Complex-
Doppelgerade. (Die Tangenten des Kegelschnitls sind unter ithnen nicht
weiter ausgezeichnet.)

(B.) Durch duale Uebersetzung des Vorigen erhalten wir:

# Man vergleiche u. A. Chasles, Comptes rendus, 1843,
13*
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Der Complex besteht aus allen Tangenten eines Kegels: Alle Ge-
raden durch den Mittclpunki desselben sind doppelte Complexgerade.
Diese beiden Complexe haben 8 Constante.

IX.

Achte kanonische Form.
P=o?+ 2x,3 + 2230, + 2,7 =
Q=i+ 22,2, + 2232, = 0.

Bs kommt ein finffacher Elementartheiler vor. Wir baben hier
die folgenden swer Fille.

(151, [(15)] .

Als Substitution der z in die p;; whhlen wir die folgende:

!
@ = (P12 — Pss)> Ly == Pi3 L3 = Pis
@y = (P1s + Pss) 5 T =2py, £y = 2Py,
42, Der Fall [15] wird uns iiber den Einfluss eines fiinffachen
Elementartheilers Aufschluss geben. — Die Singularititenfiiche wird:

Ayt — 2y — 24, 922y 9 — 4R s Y e Y Y Y+ A Y Y =0

9, ==y, = 0 ist doppelt auf der Fliche, y, = y; =y, = 0 dreifach.
y, = O ist stationfre Tangentialebene an der Doppelgeraden. Dieses
Verhalten ist noch wie bei [114] (8. 189). Ks giebt jedoch hier nur
noch einen conischen Knoten. In [114] lasse man einfach einen
Kuoten in den dreifachen Punkt hiuneinriicken, so hat man diese Fliche.

Die Singularititenfliiche ist eine Fldiche vierter Ordnung. Dieselbe
besitzt eine Doppelgerade, auf ihr einen dreifachen Punkt, lings thr eine
stationiive Tangentialebene. Es kommi nock ein conischer Knoten vor,
dessen Verbindungslinien mit dem dreifachen Punkt einfache Gerade der
Flicke mit stationdrer Tangentialebene ist. Diese letztere Ebene enthilt
auch die Doppelgerade etc. — Der Complex besitot 15 Constante.

43. TFir [(15)] ist oben 4, = 0 und es tritt das Folgende ein:

Die Singularitidenfliiche st eine Cayley’sche Linienfliche dyitten
Grades mit deren stationdrer Ebene und deven stationirem Punkie. Der
Complex besitst 15 Constante.

Der Complex besitzt vier unendlicl, nake liegende Doppelgerade.
Sie bilden ein Dreieck, die vierte geht durch eine seiner Ecken. Dies
Verhalten ist wie bei [(1)14] (8. 189); nur riickt die eine dort unter-
schiedene Doppelgerade den drei andern unendlich nahe, da man hier
die Cayley’sche Linienfliche hat.
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X.
Neunte kanonische Form.

P = 2,2, + 4375 + £,Z5 = D1y Py + Pya * Prs + P2 P35 = 0.
Q=222+ 2>+ 22,0, + x> =

Bs kommen hier ein zweifacker und ein vierfacher Elementartheiler
vor. (Die zum letztern gehorige vierfache Wurzel ist hier als Null
angenommen.) — Wir haben die zwei Maglichkeiten:

(241, [(24)]

44, In dem Fall [24] hat man einen .dusnahuepunkt. Er ist:
x, = &, ==Ly =0, resp. p, = p;, = p,, = (. Eine Ausnauhmeebene
tritt jedoch nicht auf. Wir erhalten also auch hier zwei sich dual
gegeniiberstehende Complexe. Zunichst erhalten wir bei obenstehen-
dem @ die Singularititenfiiche:

(A) Ay, 5 — 22,9, 9220, + 2420990 + 17y gt = 0.

Die Singularitiitenfliiche ist vierter Ordnung, dritter Klasse, sie hat
zwei Doppelgerade, die sich in eimem dreifachen Punkt schneiden. Eine
von ihnen besitzt eine stationive Tangentialebene, die zweite hat eine
adjungirte Gerade, welche die Vorige trifft.  Der ergimeenide Theil wullter
Ordnung erster Klasse ist der dreifache Punkt.

Man sieht dentlich, wie diese Fliche zwischen "114] (8. 189) und
(11)4] in der Mitte steht. Sie ist eine der Pliicker’schen Meridian-
tlichen®).

(B.Y In dem dualen Fall des vorigen erhalten wir fiir die Singu-
larititenfiiche in Ebenencoordinaten v eben die vorige Gleichung, statt
y; iiberall v; gesetzt. In Punkt-Coordinaten dagegen schreibt sie sich:

Y5 W — Ay + 2940 — p2)p =0.

Die Discussion dieser Gleichung giebt:

Die Singularititenfliche besteht qus einer Ebene und emer Fléiche
dritter Ordnung, cierter Klasse. Letztere besitet emen biplanaren Knoten
und zwei conische. Die Seiten des durch diese gebildeten Dreiecks sind
cinfache Geraden der Fliche mit stationdren Tangentialebenen. Eine
Gerade durch den iplanaren Knoten ist ebenfalls einfache Gerade, null-
Jache Axe der Fliche. Eine fiinfte Gerade endlich trifit diese letstere und
die Verbindungslinie der comischen Knoten und ist cinfacher Strakl wnd
Doppelaze der Fliche. Die erginzende Ebene geht durch den biplanaren
Knoten und die viertgenannte Gerade.

#} Oater den Modellen ven Eigel, Sobn, in Céln (,, Modelle der Plicker’-
schen Flichen) ist sie die Nr. 24.
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Macht man alle Knoten zu Coordinatenecken, so erhilt man als

kiirzere Gleichungsform dieser Fliche:
W — Y95 + 441 hys = 0.

Diese Flache kann kurz bezeichnet werden als Gattung VIII won
Schlifli’s Flichen dritter Ordnung.™)

Der Complex kat 15 Constante. In beiden Fillen erhilf man aus
Q = 0 die beiden Doppelgeraden, wemn man das eine Mal die vier-
fache Wurzel 4,, das andere Mal die doppelte 1, als Null annimmt.

45. Far [(24)) ist im vorigen Fall 4, = 0 zu nehmen. Wir
erhalten fiir die Singularititenfiiche

(A) 92 +9,) =0 md: v*(v* — 2v,0)) = 0.

Dus ist ein Kegelschwitt C wit einem sciner Punkte P doppelt zil-
lend, und wit zwei seiner Tangentialebenen E,, E, durch P.

Fiir die singuliren Linien erhilt man:

P =t 200 P =0, pp=(py, + ip) Py —ip)=0.
Dice erste Congruenz besteht aus denjewigen Treffoeraden unseres Kegel-
selmatts O, welche die Gerade Ay A, (s. die Figur) treffen. Die zweite

P besteht aus den zwee Ebenen E|, E,,
A2 ferner doppelt zihlend aus den Geraden
) durch P. — Das Biischel der Geraden
TR durch P in der Ebene von C besteht aus
/ \: “ doppelten Complezgeraden. (Die Ebenen
o [ E,, E,, die Kegelschnittebene und y,=0
' liegen harmonisch.)
T % 4, Die Complexkegelschnitte werden
oy von den Geraden der ersten Congruenz
’ an ( beriithrt. In jeder Ebene hat man,
Wy wenn die Singularititenfliche bekannt
ist, fir den Complexkegelschnitt sechs

A hekannte Tangenten, nimlich die vier
singuliiren linien und von zweien die
Beriihrungspunkte. Der Complex ist damit sehr einfach construirbar.
— Man erkennt die Aehnlichkeit mit frilberen Fillen z B. mit [11(22)]
(8. 184).

(B.) Die duale Uebersetzung des Vorigen giebi:

Die Singularititenfliche besteht aus einem Kegel K mit einer seiner
Tangentialebenen TT doppelt zithlend wund mit zwei Punkten E,, E, der
Erzeugenden in TI.

.
/

*} Vgl. die Abbandlung von Schiifli in den Phil, Transactions 1863, vol. 153.
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Die singuldrers Linien sind:

Py = P + 2Py Py = O, pi3= (05t ip3)(Psg — 1Py = 0.
Die erste Congruenz besteht aus denjenigen Tangenten unseres Kegels
K, welche eine feste Tangente ps, treffen.
Diese Tangente licgt in TT und trifft die Er-
zeugende B, E, des Kegels in einem Punkt,
der sur Kegelspitze in Bezug auf E, und E,
harmonisch licgt. Die sweile Umgmefes be-
steht aus allen Geraden, die in T liegen (die-
selben ziihlen doppelt), sowie aus denjenigen,
die durch P, oder P, gehen.

Wie vorhin die Geraden durch P sind
hier die Geraden in T] dreifache singuldre
Linien und einfache Complexgerade. Das
Biischel der Geraden in TT, die durch den Beriihrungspunkt von p,
mit K gehen, besteht aus doppelten Complexgeraden.

Dle OOnstructlon dieses Complexes aus Complexkegeln ist die duale
Uebersetzung der oben angefiihrten Construction. Die Complexkegel-
schnitte beruhren den Kegel K zweimal, erstens an E, E, und noch
in einem Punkt, dem Beriihrungspunkt der emfwh—smwlaren Linie
der betreffenden Ebene mit K. Der Kegelschnitt ist also durch die
Singularititenfliche nicht direct bestimmt, wihrend der Complexkegel
uberbestlmmt wire. (Derselbe geht namhch durch E; und Z,, beriihrt
ferner K an den singuliren Geraden der obent 7uer:,t angefiihrten
Congruenz.

Der Complex hat 12 Coustante.

X1

Zehnte kanonische Form.
P=2uu2, + 2 + 225, + ©°
Q= 4, (25, 20 #7) + 2242, + 2374'% = 0.
Man hat hier zwei dresfuche Elemenfartheiler. Es treten nur die
folgenden zwei Fille anf:

(331, [(33)].

Als Uebergang zu den p;; haben wir:

2 = i (P12 +231) 5 Ty = iPy; &y == Py,
Ly == Pz — Pyys Zy=2ipy, £y = — 2.
46. Die Singularititenfiiche des Falles [53] ist:
20 Y + 900+ Myt — sy + 90 + 8 =0
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o, ==y, = 0 und yy =y, = O sind die Riickkehrgeraden, die man
von vorne herein zu erwarten hatte. Thr Schnittpunkt ist uniplanar,
Die projectivische Zuordnung an beiden Rickkehrgeraden ist gegeben
durch 4,9, + 4,9, = 0. Dadurch erkennt man den uniplanaren Knoten
dentlich. — Unsere Fliche zweiten Grades schneidet neben den Riick-
kehrgeraden noch einen Kegelschnitt aus, der nicht zerfillt. — Es
giebt eine Schaar von Flichen zweiten Grades, die alle unsere Fliche
an beiden Riickkehrgeraden berithren und ausserdem Kegelschnitte aus-
schneiden. Sie heissen:

¥+ w (s + ysy) = 0.
_Eine einzige von ihnen, abgesehen von g = O, giebt einen zerfallen-
den Kegelschnitt. Er besteht aus Geraden der Fliche, die ihrer gan-
zen Linge nach constante Tangentialebenen besitzen etc. Wir fin-
den so:

Die Singularditiitenfliiche besitzt awei Riickkehrgerade, die sich
cinem wwiplanaren Knoten schneiden. Ferner hat sie einen conischen
Kuoten, von dem aus ewei einfache Gerade an die Riickkehrgeraden
gehen, dic. constante Tangentiolebenen besitzen, Eine covariante Fliche
sweiten Grades beriilot nach den Rickkehrgeraden wnd enthiilt ausser-
dem diese einfuchen Geraden der Fliche. — Der Complexs lhat 15
Constante.

Man mbge Lier die Abstufung betrachten von_ ([1122] (8. 183) zu
[123] (S. 191) und diesen Fall. Bei [123] stelle man sich vor, die
ganze Gerade 13 falle in 4, 4, hinein.

47, Setzt man im vorigen Fall 2, == 0, so hat man [(33)], dar-
gestellt durch:

QExlx:z_{_wth:O’ Q’Ex12+x42=

Die Singularititenfliche besteht dreifach zihlend aus einem Punkt
P, wmit einer durch ihn gehenden Ebene E.  Als Erginsung hat man
eine weidere Ebene durch P und einen weiteren Punkt in' E. — Die
singuliiven Linien bestehen aus zwei speciellen linearen Congruensen,
deren Directricen in E durch P gehen und aus der doppelt zw zdhlen-
den, zerfallenden Congruenz, deven Geraden E wnd P erfiillen. — Der
Complex hat 12 Constante.

Das Biischel (E P) besteht aus doppelten Complexgeraden.

Es seien E; P und die beiden Directricen d,, d, beliebig angenom-
men. Eine zu d, uneundlich nahe Gerade d,’ (die nicht in F verliuft)
treffe d,. Dasselbe thue die Gerade d,’ gegeniiber d,, resp. ¢,- In
einer beliebigen Ebene des Raumes hat man dann von dem Complex-
kegelschuitt zwei Tangenten, die Verbindungslinien der Schnittpunkte
mit d;, d; wnd deren Berithrungspunkie, die an d; liegen, gegeben.
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Eine .absolute Invariante bestimmt ¢inen solchen Kegelschuitt. Mau
erhilt zweifach unendlich viele Kegelschnitte, wenn man um seine
Tangenten die Ebene dreht. Jeder ist durch finf Gerade gegeben.
Die Construction dieses Complexes ist also wieder besonders einfach,
im Uebrigen ganz dhnlich wie bei gewissen fritheren Fillen.

XIIL.

Elfte kanonische Form.
P =z x; + .0, + 232, == 0.
Q==2u2, + 22,2, + 2,2 =

Hier ist ein sechsfacher Elementartheiler vorhanden. Die sechs-
fache Wurzel ist Null gesetzt. —— Alle Fundamentalcomplexe sind
speciell und wir diirfen setzen:

(A) &y =psy;, By==ppy, X3=DPu, T =Py, TH=DPy, L= P
(B.) wy =Py, &y==1Pu3, & ==Pi5, & =Py, & =Py, L= Py-

48. Der Fall [6] ist der einzige hier vorkommende.

(a) Q=2pg - Pos + 2y Py F Pt =0.

Pyy = Py = Dy, ist Ausnalimeebene, ein Ausnabmepunkt fritt micht
anf. Die Singularititenfliche ist:

000+ 290y, — 2351 =0,

Diese Fliche dritter Ordnung vierter Klasse besitzt den biplanaren
Knoten A4, und den conischen .4,. Ihre Verbindungslinie hat die
constante Tangentialebene y, = 0. Kine weitere Gerade 4, 4,, die
durch den conischen Knoten geht, hat eine stationiire dreifache Tan-
gentialebene y, = O, an der jeder ebene Schnitt der Fliche eine Wen-
dung hat. Andere Singularititen kommen nicht vor. — Wir finden
durch Vergleich:

Die Singularititentliche besteht aus der Gattung X1X der Flichen
dritter Ordwung, vierter Klasse von Sclléfli, mit ihrer stutiondren
dreifachen Tangentialebene.

Schlafli hat die Fliche auf dasselbe Coordinatensystem bezogen.
— Der Complex hat drei Doppelgerade, die in einer Ebene unendlich
nahe legen.

(B.) In dem dualen Fall hat man,

Q= 2P - i+ 2Py P P =

Der Punkt p,, == Pys = py, ist hier Ausnalmepunit. — Die Glei-
chung der Singularititenfliche in Ebenencoordinaten ist die obenstehende,
wenn man statt der y die v setzt; in Punkfeoordinaten lautet sie:

vt 4 290005 + 2950y + 90T = 0.
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Ein Punkt und eine Fliche vierter Ovdnung, dritter Klasse.bilden
die Singularititenfiiiche. Lelztere hat einen dreifachen Punkt, der uni-
planar ist und durch den eine Doppelgerade der Fliche geht, die eine
zweifache stationiire Tangentialebene hat. Die Frginsung st der drei-
fache Punkt.

Der Complex hat 14 Constante.

XIIL

In diesem letzten Abschnitt soil es sich darum handeln, eine Ueber-
sicht iiber die 48 nunmehr einzeln untersuchte Complexe zu bekommen,
Zuerst sollen allgemein geltende Sitze fiir sich ausgesprochen werden
und nachher werden die einzelnen Fille durch Tabellen verbunden.

Es treten in allen Fillen Gerade auf, die dem Complex doppelt
angehtren. Fir jede solche ist sowohl Q == 0 als auch Q" = O doppelt
erfiillt und wir haben:

In allen den 45 Féllen treten Complezdoppelgerade auf, welche der
Congruenz der singuliren Linien je vierfach zdhiend angehiren.

Die Bedeutung der Doppelgeraden fiir den Complex ist die fol
zende:

Jede Doppelgerade des Complexes st Doppelgerade der Singulari-
titenfléiche.  Umgekehrt ist auch jede Doppelgerade der Singularititen-
fléiiche eine doppelte Complexgerade.

Den ersten dieser Sitze haben wir frither bewiesen, der zweite ist
ciustweilen Erfahrungssatz. — Fiir diese Doppelgeraden gilt weiterhin
der folgende Satz:

Ist die Zahl der Doppelgeraden discret, so yruppiren sie sich wie
cine entsprechende Anzahl von Kanten eines Tetraeders. Mehr als sechs,
ausser unendlich viele, kommen wicht vor.

Die Tetraederkanten kann man z B. auf drei wesenilich verschie-
dene Weisen zu je drei gruppiren. Entweder liegen sie in einer Seiten-
fliche, oder sie gehen durch eine Ecke oder endlich zwei von ihnen
sind Gegenkanten und werden von der dritten getroffen. Alle diese
drei Gruppen (wovon die beiden ersten linien-geometrisch gleichwer-
thig sind) kommen auch wirklich vor*).

Ist cine cinfach unendliche Anzakl von Doppelgeraden wirklich
vorhanden, so ist der am nichsten liegende Fall, dass sie eine Er-
zeuguny emer Fliche zweiten Grades bilden.  Diese F, ist daun doppelt
zihlend die Singularititenfliche. Sie kann allgemein sein, ausarten,
iusbesondere zerfallen,. Wenn sie n eine sich selbst dualistische Form

% In einer vorkiufigen Mittheilung in den Sitzungsberichten der phys.-med.
Societit zu Erlangen vom Juli 1873 babe ich die 48 Complexe nach der Anzahl
der Doppelgeraden geqrdnet.
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ausarten soll, so zerfillt sie in zwei Ebénen, resp. zwei Punkte auf
deren Schniftlinie. Die Erzengenden bilden vier Bfischel, die in den
Ebenen E,, E, durch die Punkte P,, P, gehen. Die Bischel E, P,
und E, P, bilden dann die eine Erzengung dieser gerfallenen Fliche,
E P, vnd E, P, die andere. Zwei so zusammengehirige Biischel
repréisentiren- dann die doppelten Complexgeraden. — In noch speciel-
jeren Fillen kbnnen E, und E,, P, und P, zusammenriicken.

Es kann auch sein, dass nur ¢in Bischel von Doppelgeraden auf-
tritt, das nicht mehr als eine Erzengung einer F, aufgefasst werden
kann. Die Ebene des Biischels gehdrt der Singularitéitenfiiche doppelt
an, ebenso der Mittelpunkt des Biischels. In der ersteren hal man
einen Kegelschnitt, durch den letztern einen Kegel, der den genann-
ten Kegelschnitt bertihrt.

Sind einfach unendlich viel Doppelgerade vorhanden, welche beide
Erzeugungen einer F, aunsmachen, so besteht der Complex aus allen
Tangenten von F,.

Ist dann F, ein Kegelschnitt, so besteht der Complex aus allen
Treffgeraden desselben (dual aus allen Tangenten eines Kegels). Dann
aiebt es zweifach unendlich viele Doppelgerade des Complexes, sie liegen
in der Ebene des Kegelschnittes. (Im dualen Fall sind sie die Geraden
durch die Kegelspitze.) — Andere Fiille mit zweifach unendlich vielen
Doppelgeraden kommen nicht vor, wenn wir zerfallende Complexe aus-
schliessen.

Das Zerfallen der Singularititentliche geschieht stets zusammen
mit dem der Congruenz der singuliren Linien. Es gilt hiefir das
folgende Gesets:

Ist éine Fliche mito Ordnung wr Klasse Theil der Singularititen-
fliiche, so gehirt von ihren Tangenten eine Congruens ' Ordnung,
mter Klasse den singuldyen Linien an, und umgekehrt.

Zerfallt also die Singularitiitenfliche nicht, so thut das aunch die
Congruenz der singuliren Linien nicht. Es haben daher gerade die
Fille ein besonderes liniengeometrisches Interesse, bei denen die Singu-
laritatenfliche zerfsllf.

In den meisten Fillen ist die Abziblung der Constanten sebr leicht.
Es diirfen hier Shnliche Inductionsschliisse angewandt werden, wie bel
den Doppelgeraden. Wenn z. B. das Auftreten eines zweifachen Elemen-
tartheilers die Constantenzahl um eins verringert, so vermindert ein
nen auftretender doppelter Elementartheiler (vorausgesetzt, dass in ber-
den Fillen derselbe an Stelle von zwei einfachen Elementartheilern
tritt) diese Zahl nochmals um eins.

Die Abzihlung der absoluter. Invarianten ist etwas weniger einfach,
bietet jedoch keine Schwierigkeiten. Klein giebt eine Formel an fir
die willkiirlichen Constanten, die bei der Transformation in die kano-
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nische Form auftreten®). Hat der Complex m Constante und ist die
%ahl dieser willkiirlichen Constanten », so ist die Zahl der absoluten
Invarianten m — 15 4 n. Dabei ist jedoch die erste kanonische Form
vorausgesetzt, resp. es. tritt als Bedingung auf, dass alle Elementar-
theiler einfach sind. Fir die erste kanonische Form findet man so
die Zahlen:
U111, [11(D], (], [nanan], [ana),
4 3 s 2, 2 s 1

ananany, [ainaLn].
1 . 0

Fiir spitere Fille habe ich diese Abzihlung unterlassen.

Die Eintheilung der Complexze kann von ganz verschiedenen Ge-
sichtspunkten aus geschehen. In der Arbeit selbst sind die Elementar-
theiler obenangestellt, sie gaben die Eintheilung in die kanonischen
Formen, was fir die Behandlung das einfachste ist, da sie eine iiber-
slchthche und erschépfende Eintheilung geben. Wir sagten auch frither
schon, dass man ganz cbenso erst nach den Wurzeln 4 und mmerhalb
dessen nach den Elementartheilem eintheilen konnte. Hieranf gehen
wxr auch hier nicht weiter ein. Dagegen soll die Anzahl der doppelten

Complezgeraden fiir die erste Tabelle die Unterscheidung abgeben. In
der zweiten, austibrlicheren Tabelle soll nach den Flicheng gattungen, die
als Singularititenflichen auftreten, geordnet werden. Fir jeden Complex
ist die Constantenzahl angegeben. Man erkennt nach den oben ausge-
sprochenen Sitzen tiber die Doppelgeraden, dass beide Emthellungen
sich nahe berithren. 1In der letzten Tabelle sind alle Complexe mit je
gleich viel Constanien zusammengestellt.

?

Tabelle L.
Eintheilung nach der Zahl der Doppelgeraden.

1 Doppelgerade . . . . . [11112], [1113], [114], [15}

2, sich sehneidende . . . [1122], {123], [24], [33]

2 windsehiefe . . . . . [1111(11)], [111(12)]

3, als Dreieck resp. Trieder [2227], (6]

Dy (D2, (11)3), [(11)4], [1202)),
3, 2 windsch. treffen die dritte B(12)], [11(13)]

4, Vierseit . . . . . . r11(11)(11)], [Lana)l, [(12)a2)]
4, Dreieck und Trieder . . [(11)22], [2(13)], [1(14)], [(15)]
5 Doppelgerade . . . . . [(11)(11)2], [(11)(13)]

6 Doppelgerade . . . . . [(1D(11)(11)]

*) Vgl 8. 42 der Dissertation.
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. ([aneE2)], [2¢E2)], [11@22)], (1(23)],
Ein Biischel . . . . . . 1[(24)]’ (33
[LLL(IL], (11 (2)], [1(113)], [(114)],
oany, {(1(112)), (1),
(12(1n)], [3Q1Y], [2112)], [1(122)],
((123)]
Beide Erzeugungen von F,. [(111){111)]
Strahlfeld oder Strahlbiindel [(222)].

Eine Erzeugung von F, .

Tabelle 11.
Aufzihlung der Singularititenfiichen.

Nicht-Linienflichen 4. Ordnung und Klasse.
EL-Th. Nr. (onst.

111111 — 19 Aligemeine Kummersche Kliche.

11112 7 18 Complexfiiche, als Leitgerade eine beliebige
Raunmgerade.

1113 16 17 Complexfliiche, alsLeitgerade eineComplexgerade,
114 30 16 Complexfliche, als Leitgerade eine singulire Linie.
15 42 15 Fliche mit 1 Doppelgeraden und 1 con. Knoten.
1122 22 17 Fliche mit 2 Doppelgeraden und 4 con. Knoten.
123 34 16 1 Riickkehrgerade, 1 Doppelgerade, 2 con. Knoten

33 46 15 2 Riickkehrgerade, 1 con. Knoten.

Linienflichen vierten Grades.
El-Th. Nr. Conshk

1111 (1) 1 17 Cremona XI, die allgemeine.
111(12) 8 16 »s XII, die allgemeine (Lie 1))

11(13) 17 15 Y X, die allgemeine (Lie 7).
1(14) 31 14 ” X, die stationiren Ebenen vereinigt
(Lie 10).
N2 9 16 . V, die allgemeine.
1(1H3 18 15 5 V, mit Riickkehrerzeugender.
12(12) 24 15 ” V1, die allgemeine (Lie 2).
3(12) 37 14 " VI, mitRiickkehrerzeugender (Lie4).

Flichen 3. (4) Ordnung, 4. (3.) Klasse.
EL-Th. Nr. Const.
222 39 16 Fliche mit 4 conischen Knoten etc. Dual: Stei-
ner’'sche Fliche.
24 44 15 Flache mit 2 conischen Knoten, 1 biplanarem,
Schlafli XVIIL

*) Vgl. Lie: ,,Ueber Complexe ...~ Diese Annalen, Bd. V, S. 233,
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Fi.-Th.

El-Th,
(11)22

(11)4
2(13)
(15)

Kl -1h,
11 (11)(11)
1(11)(12)
(12)(12)
11(22)
1(23)

Aporr WeiLes,

Nr, Copst. |
48 14 Fliche mit 1 conischen Knoten, 1 biplanarem,
Schlifli XIX.

Linienflichen dritten Grades.
Nr. (onst.
26 15 Allgemeine, als Ergiinzung ein beliebiger Doppel-
punkt ete.
32 14 Allgemeine, als Erginzung ein Cuspidalpunkt.
3G 14 Cayley’sche, mit bel. Doppelpunkt (Lie 8).
43 15 - , mit Cuspidalpunkt (Lie 11).

Zwei Flichen zweiten Grades.
Nr, Const.

3 15 Die F, haben ein riumliches Vierseit gemein ete.
11 14 Die F, beriihren sich nach einer Erzeugenden..
28 13 Die F, berithren sich nach zwei Erzeugenden.
23 14 Kegel und Kegelschnitt.

35 13 Kegel und Kegelschnitt, der letztere durch die
Spitze des ersteren.

Eiune Fliche zweiten Grades (#,) und zwei Kbenen (X, E,)

EL-Th
an(n2
(11)(13)

2(22)
24)

nebst zwei Punkten (P, P,).
Er. Conat
13 14 E, und E, tangiren F, in P, und P,.
2) 13 F, und E, gehen durch dieselbe Erzeugende
von F,, P, und P, liegen auf ihr.
40 13 F, ist Kegel, F, = F, durch dessen Spitze etc
45 13 F, ist Kegel, E, = F, ist Tangentialebene.

Eine doppelt zihlende Fliiche zweiten Grades.

EL-Th.

111(111)
H(11)(111)

(111)(111)
12(111)

(12)(111)
3(111)

(222)

Rr. Oonst,
2 14 4 lineare Congruenzen singulirer Linien, die 8
Directricen gehdren einer Erzeugung v. F,an.
4 12 2 lineare Congruenzen singulirer Linien, die 3
Directricen zu je 4 vereinigt.
6 9 Der Complex besteht aus den Tangenten von F,.
2 13 3 lin. Congruenzen sing. Linier, 1 davon speciell
und dopp. zihlend.
15 1! 1 lin. Cong. sing. Lin, 4fach zihlend und spec.
21 12 2 lin. Congruenzen sing. Linien, 1 davon speciell
und 3fach zihlend.
41 8 Complex besteht aus den Tangenten eines Kegels
resp. den Treffgeraden eines Kegelschnittes.
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Vier Ebenen (£ - - E,) und vier Punkte (P, .- P).

EL-Th. Kr. Const,
(1)) 5 13 Tetraedraler Compl, I vnd P bild. ein Tetraeder.
11(112) 10 13 E, = E,, E, = FE,, 4 lineare Cong. sing. Lin.
1(113) 19 1 E =F,, E,=FE,, 3lineare Cong. sing. Lin. (1
davon speciell).

(1y(112) 14 11 E, = E,, E,= E,, 2 dopp. Bischel sing. Lin.
1(122) 25 12 E, = ..==E,, 2 dopp. 23hl. spec. lin. Cong.
2(112) 27 12 E, =E,, E;=E,, 3 lin. Cong. (1 dopp. zihl.

zerfall. und 2 spec.)
(A1)(@2) 29 12 E,=E,, E,, E,. E, exfiillt mit dopp., E, und E,
mit einf. sing. Lin.
(114) 33 11- E =E,, erfiillt mit dreif. sing. Lin., ausserdem 1
Cong. sing. Lin.
(123) 38 11 E, =--=E,, erfullt mit vierf. sing. Lin.
(33) 41 12 E, = E,= E,, erfiillt mit dopp. sing. Lin, 2
spec. Cong, (die Directricen in E, darch ).
Tabelle 111,
Aufzihlung nach der Constantenzahl.
Const. 19 18 17 16 15 14 13 11 1 9
EL-Th, 111331 11112 1113 114 15 H
1115(11)  1I3(¥3) 11(13) 114) (15)
112 222 (22
123 33 {12)5
nayz s Qi
24 2(13) 2{22) 2112y
11D 13L(12) {11)(13)
1212) 142D 1{23) (33)
AV (IHALERD ML ((11) [1K111)
111118y 1E(112) 1{113} (114
a1y nE ang
1112 s
1122) (123
@

Erlangen, im Juli 1873.
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