
Ueber die verschiedenen Gat tungen der Complexe zweiten 
Grades. 

Yon ADOLF WEILER in S~'iFA bei Zi~Ricm 

Bei einem Complex sind die zugehSrige Singularititenfliich~ und 
die Con~o~enz seiner singul~ren Linien yon ganz besonderem Intevesse~. 
Bekannt~ich sind fiir die Complexe zwei~en Grades beide yon der vier-, 
ten Ordnung und vierten Ctasse. 

Der atlgomeinst~ Complex zwei~en Grades, sowie eine Reihe yon 
Ausartungen desselben, sind bereits eingehend untersueht. Ein be- 
kanntes Beispiel ist der Tefira~dral-Complex, dessen Gerade ein Tetra-. 
eder unter einem bestimmten Doppelverhiltniss schneiden. Als Punkt. 
gebilde besteh~ seine Singularit~tenfli~che aus den vier Tetra~derebenen~ 
ats Ebenengebilde aus den vier Teira~derecken. Die Congruenz der 
singul~ren Linien hat sich aufgelSst in eine Congruenz vierter Ordnung~ 
nullter Classe und in eine nullter 0rdntmg, vierter Classe. Erstere 
umfass~ alle dutch die Tetra~derecken gehenden Geraden; letztere be- 
steht aus allen Geraden in den Tetra~derebenen, 

Eine Reihe anderweitiger Complexe zweiten Grades betxachte'~ Lie 
gelegentlich seiner Untersuchung fiber die Abbitdung des linearen Com- 
plexes auf den Punktraum (diese Annalen Bd. V. ¢~ 233); es sind alle 
diejenigen, welehe in einer bestimmten Gleichungsform mit t7 Con-. 
stanten enthalten sind; ihre Singulari~enflichen sind Linienfliichen. 

Bis jetzt indess sind diese specielleren Complexe noch nicht syste- 
~;~atisch untersueht worden, wie diess im Folgenden geschehen soil 
Indem ich yon der Discussion der allgemeinsten Gleichung ausgehe, bei 
der im Ganzen 58 verschiedene Fiille zu unterscheiden sind, erhalte 
ieh eine allmiihliche nnd doeh iibersichtliche Abstufung. 

Die meis~en Fl~chen, die ats Singularitit~nfl~chen auftreten, sind 
allgemein bekannf. In vielen Fiillen ist abet ihr Verhalten als Ord- 
nungsiiiiche, Classenfl~che und Brennfl~ehe der singul~ren Linien sehr 
in~eressan~. 

Die Grundlagen und Hfilfsmlt~el der Arbeii~ finden sich im ersten 
Theil eingehend auseinandergese~t. Ieh wende reich so/~n (II---XII) 

Mathem~tilche ~nnalem ~ I0 
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zur n~heren Be~raehtung der einzettlen F.~lle in der Reihenfolge, wie 
sie sieh aus dem im ersten Theile entavickel~en algebraischen Ein~hei- 
lungsprincipe ergeben. Sodann gebe ich noch im le~zten Theile (XIII.) 
neben einigen allgemeJnen S~tzen tabe]larische Zusammenstellungen der 
Complexe nach versehiedenen Gesichtspunkten. Die eine, welehe nach 
den aaftretenden Singularit~tenfl~iehen ordne~ ist besonders eingehend 
ausgefiihr~. 

I. 

Grundlag~ dot Arbeit, insbesondere die Eintheilung der Complexe. 

Allgemeine Uebersicht. 

in der P 1 fi c k e r - Ca y I e y'sehen Coordinatenbesfimmung der Raum- 
gerade wird diese als die Verbindungstinle zweier ihrer Punkte, resp. 
als die Schnittlinie zweier dutch sie gehender Ebenen aufgefass~. 
Wenn in homogenen Coordinaten y~ : yz : Y3 : Y~ und z~ : z~ : zz : z4 
zwei Punk~e darstelten, so werden der dureh sie bes~immten Geraden 
die folgenden seehs (homogenen) Coordinaten ertheil~: 

pl~--ytz2--y .zz i ,  2 1 a = y l z s ~ y : ~ l ,  pi~'~YiZ.~Y~Z~, 

Der folgende Ausdruek: 

ist. identiseh Null, wenn ffir die 1o die oben stehenden Werthe ein- 
gefiihr~ werden. 

Diese Coordinateabes~immung biefe~ oft grosse Vortheile~ doeh 
tritt in ihr nich~ hervor, dass die Gerade als Raumelemen~ angesehea 
wird. Das letztere erreichen wit sombre, wean wir yon den Gleiehungen 
ganz absehen~ welche die 19 mit den Punktcoordinafen verbinden. In 
diesem Falle ertheilea wit der Geraden seehs solche GrSssen 2 ,  welehe 
die Gleich~mg 2 ~  0 erfiitlen, als Coordinaten. ~ Das Gebie~ der 
GrSssea 2 ist ein ftinffach unendliches, die Bedingungsgleichung 19 ~ 0 
sondert aus demselben eine (quadra~ische) ~ierfaeh uneadliehe Mannig- 
faltigkeit aus, die geometriseh dutch die Gesammtheit der Raumgeraden 
dargestellt ist. 

Ein Complex wird dana bestimmt dureh eine weitere (zu 2 ~ 0 
hinzutretende) Gleichung in den p: 

f 2 ~ O .  
Er besteht aus dreifach uaendlieh vielen Geraden. 

Ist nun ~ in den ~o insbesondere yore zwei~en Grad, so nennen 
wir den dadurch definir~en Complex ehenfalls yore zweitea Grad. Da 
dieser der Gegenstand uaserer Uatersuchung ist, so haben wir zun~iehst 
yon zwei simultanen homogenen und quadraiischen Gteichungen _P ~ O~ 
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Q ~ - 0  zwischen sechs Variabeln auszugehen. Da wir uns durchaus 
auf projectivischem Standpunkt befinden, so diirfen wit die C~ordinaten 
:p beliebig so linear transformiren, dass die Form P in ein Mult~plum 
ihrer selbst fibergeht. Denn in seiner Inaugaraldissertation~), ferner- 
bin auch im zweiten Band dieser Annalen (S. 203 u. L) hat K l e i n  
gezeigt, dass eine solche Transformation einer Collineation resp. einer 
dualistischen Umformung des Raumes entsprlcht (und umgekehrt). 
Wird diese Transformation auf alle mbglichen Formen t ), Q angewandt 
gedacht, so ergiebt sich eine natiirliche Eintheilung der Comptexe. 
Wit werden welter unten hierauf zurfickkommen und merken uns einst- 
weilen nur, dass K l e i n  die Discussion der in der allgemeinen Glei- 
chang Q-~-0 enthaltenen Complexe auf ein algebraisches Problem 
zurfickgeffihrt hat: Es sollen zwei ]Formen zwdten Grades, homog~ in 
sechs Variabdn, gleichzdtig auf  eine kanonische Eorm gebracht werden. 
Dieses Problem ist f~ir den allgemeinsten Fall sehQn sehr frfihe gelJst,, 
zaerst wohl yon J a c o b i  (ira 2. Band yon Cre l t e ' s  Journal). Durch 
tineare Transformation bringt derselbe beide Formen auf rein quadra- 
tische; die MJglichkeit dessen setzt aber eben den atlgemeinsten Fall 
v o r a u s .  

Sylves ter**)  geht yon zwei bdiebige% quadratischen Formen aus 
und betrachtet mit ihnen die Lagenbeziehungen der damit zusammen- 
h~ingenden Orte zweiten Grades. Eine Determinantenbetrachtung ffihrt 
ihn zu einer erschJpfenden FAntheilung, bei beliebiger Zaht you Vari- 
abeln. In dem allgemeinsten Fall hat man die yon Jacob i  ent- 
wickel~e kanonische Form; in den specie]lea FRllen gewinnt er sie da- 
darch geometriseh, dass er das Coordina~ensystem passend w~hlt; ffir 
das binRre, tern~re und quatern~ire Gebiet giebt er alle an. Filr mehr 
Dimensionen giebt er nur noch die Anzahl der mJglichen FRlle; die- 
selbe ist indess nut noch bei ffinf Dimensioaen richtig, bei mehr 
Dimensionen ist sie zu klein***). - -  Die Ableitung der kanontschen 
Formen in diesen FRllen wRre wohl nach seiner Methode nicht elnfach. 

W e i e r s t r a s s ' ~ )  15st das Problem in votler Altgemeinheit. Er 
geht yon zwei bilinearea Formen mit ~ Variabeln aus und giebt ffir 
alle FKlle die kanonische Form. Die Gesetze wendet er dana auf die 
quadratischen Formen an. Er fiihrt die Determinantenbetrachtungen 
yon S y l v e s t e r  welter durch. 

*) ,,bYber die Transformation der a~tgemeinen Gleivtt~g zweiten Grades 
z~cischen Li~iencoordinaten e~uf ei.~e kanonisd~e ~rm." Bonn, 1868. 

**) Phil. magazine 1851 pag. 119, 295, 415 
***) Vrgl. a. a. O. pug. 139. Auch Liiroth hat in einer Arbeit, die wir nocb 

welter nennen werden (S. 153), einen Fall nicht aufgez~ihlt. 
~-) Berliner Monatsberichte 1858, 1868. 

10" 
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K l e i n  erSrtert in seiner Inauguraldisser~ation, under Zusammen- 
fassung der Haup~resultate, insbesondere den Fall yon sechs homoge- 
nen Yariabeln und verwerthe~ ihn far die Einthefiung der Complexe 
zweiten Grades. Er betrachtet sodann ausfiihrlicher den allgemein- 
sten Fall. 

Bevor wir n~her auf diese Eintheilung eingehen~ sei noch E~was 
erw~hn~ was den geometrischen Vorgang der Transformation an- 
betrifft. ~ Unser alies Coordinatensystem, in  der Coordinaienbestim- 
mung der 2~ besteht aus den sechs speciellen Comptexen Lo ~--- 0, deren 
Direetrieen die Kanten eines ,Fundamental-Tetraeders" bilden. Da 
eine lineare Verbindung yon speeiellen linearen Complexen abet in der 
Regel einen allgemeinen llnearen erzeugt~ so wird nach der Coordinaten- 
transformation das Coordinatensystem aus sechs linearen Complexen 
bes~ehen, die nieht ausschliesslich specielle sein werden. Diese seehs 
Complexe, welche das Coordinatensystem bilden, wollen wir mit K l e i n  
die ,Fundamen~alco~lexe"  nennen*). 

Uober dio Transformation und die Eintheilung. 

Werden die neuen Variabeln mit xl~ x2~ . . . x  6 bezeichnet~ so 
seien die Formen P und Q in die folgenden iibergegangen: 

(wo ai~ ~ ak~, b~ ~ b~ sein mSge). Die Determinan~e yon Q, + ~-.-P, : 

A~-~- : 

b~ + ~La61 . . . .  b66 + ~ a6~ 

ist es nun, auf die es ankommt; sie ist eine Invariante des betregen- 
den Complexes. & ist eine gauze rationaIe Function seehsten Grades 
in ~t, also identiseh mit: 

A .  (~ ,  - -  ~ , ) ' ~  • ( z  - -  ~ ) , ~  • • • ( z  - -  z , ) , ,  • . .  

wo X die Determinan~e yon ~ ,  g~ aber eine v~faehe Wurzel yon .~ in 
A ~ 0 bedeutet, so dass 2~v~ ~--6 ist. 

Es ist nothwendig, aueh die Unterdeterminanten yon A zu be-. 
traehten. Mit A' wollen wir irgend eine erste (F~infreihige) Unter- 
determinante, mit zX" eine zweite (vierreihige) etc. bezeichnen. Diese 
A', & " . . .  slnd zwar keine Invarianten, dagegen ist das simultane 
Versehwinden aller A', aller A" etc., etwas Invariantes. 

Der Factor .~ - -  ;~ yon A soll nun in allen A' v/real, in allen A" 
v/'mal etc. en~alten sein. F~ir diese GrSssen ~ l t  das Gesetz: 

*~) Vgl.: Die~e Annaten, Bd. II. a. m O. 
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v~ > v /  > v/" > . . . .  

Die Differenzen dieser Or5ssen: 

sind f~r uns yon ganz besonderer Wichtigkei~. F~r dieselben gil~ wie 
W e i e r s t r a s s  zeig~, zun~ehs~ das Folgende: 

e ~ = e { ~  e [ ' > = . . . ;  

sie sind in dieser Reihenfolge d~r GrSsse nach geordnet. Instmson- 
dere ist: 

(~ - ~,),,------- ( z  - -  z , ? ~ ,  ( z  - -  z , ) ~ , .  • • 

In tier ganzen Determinanfe ist nun Z - - ~ :  "ritual ent]aalten, in 
den A' noch vi'mal etc. Beim Uebergang yon A zu den A' geh~ yon 
(Z ~ Z,)~ der Factor (Z ~ Z~)~i verloren. Es ist das ein Factor, der 
in gewissem Sinne an der Determinante A h~ftet. G~ht man welter- 
bin yon den A' zu den A", so 15st sich der Factor "(Z - -  ~.i)~' als etwas 
nut an den A" haftendes ab, etc. ~ Diese~ ist eine natiirliehe Zer- 
legung des (Z ~ Xl)*i in Factoren, und diese Faetoren nennt man nach 
W e i e r s t r a s s ,E lementar the i ler" .  

Die Bedeutung der Elementartheiler wird dureh das Folgende klar 
gestellt: Sind zwei Formenpaare J~j, QI und Pe, Q o, das eine dureh 
lineare Transformation aus dem andern abgeleitet--~ oder, sQll das 
eine linear in das andre transformirbar sein, so mfissen in beiden 
Paaren die Elemen~artheiler fibereinstimmen. In unserer projeetivi- 
schen Auffassung stellen die Formenpaare _P~ Q1 und :P~, f2 2 demnach 
denselben Complex vor (diese Formen gleieh Null gesetzt gedacht), 
wenn in den De~erminan~en beider die Vertheilung der Wurzeln und 
Elementartheiler dieselbe is~, und die absolufen Invarianten, das heisst 
also die Verh~ttnisse der Wurzeln, fibereinstimmen. - -  Oder, mit an- 
dern Worten: Wit erhalten eine ersehSpt~nde Aufz~hlung aller Com- 
plexe zweiten Grades, wenn wir in der Determinante A die Verhhei- 
lung der Wurzeln, und weiterhln die der Elementartheiler, auf aUe 
mSgliehen Weisen annehmen. 

Es ist nun nac~ dem Vorangehenden offenbar gleichg~iltig, ob wit 
erst die Vertheilung der Wurzeln 2i in A == 0 nnd dann innerhalb 
dessen die der Elementar~heiler auf alle mSglichen Weisen ~ornehmen, 

oder ob wit das Umgekehrte than. In jedem der beiden F~lle wJrd 
dieselbe Eintheilung erzielt. Fiir die Darstethmg des Folgenden ist das 
]etz~ere vort~eilhafter. 

Wit fanden vorhin, class ~ i  -~- 6, ~erner dass e~ -~- e[ -~- • - --~ v~ 
ist. Hieraus ergieb~ sich sofort: Xe, ~ ~ 6. Die Zahl 6 l~sst sich 
aber auf 11 verschiedene Weisen in Summanden zer]egen~ und wit 
haben demnach vorerst 11 Grupl~en yon Complexen, dargest~llt dutch: 
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[ 1 1 m l ] ,  [1111~, [1113~, ElF22L E114], [123~, [22.~, 

[15~, ~24], [33], [61"); 

[1231 z. B. will ~agen, es set ein einfacher, ein zweifacher und ein 
dreifacher Elementartheiler vorhanden. 

Hierauf denken wir die Elementarthefler en~weder als zu s£mmt- 
lich verschiedenen, oder als zu theflweise g]eiehen Wurzeh b oder end- 
rich als zu einer einzigen (sechsfachen) Warze] gehSHg. Zur Unter- 
~cheidung dessen empfiehl~ slch die folgende Bezeiehnung: Wenn ein 
mfacher~ ein ~facher etc. Elementartheiler zu derselben Wurzel gehSren, 
so klammern wir die betreflkmden Zahlen ehl und sehreiben: (m, n . . ) .  
Der Fall [123~ z. B. wird also die iblgenden 5 MSgliehkeitell enthalten: 

l)er Fall [2(13)] z. B. sagt uns, die Determinante A habe zu- 
niichst einen Factor ( 2 . -  Z~) zweimal, ferner einen weiteren Factor 
(Z- - I~)  viermal, die Unterdeterminanten A' abet ( ~ -  ;~l) nicht 
mehr, dagegen (2 ~ 2.) noeh einmal, die A" etc. schliesslich keinen 
yon beJden mehr. 

Wenden wit in allen den elf oben angegebenen F~llen das an 
dem Beispiel [123~ gegebene Verfahren in gleicher Weise an, so erh'~l~ 
man 58 wesentlieh verschiedene F':ille, d. h.: $m Sinnc der projectivi- 
~c/~ Geometric giebt c.~" 58 wesenllieh ~'erschiede~e Complexe zweiten 
Grades. 

Eine vollst~ndige Gleiehung zweiten Grades zwischen seehs Varl- 
abeln enthSlt 21 Glieder. Mit Hfitfe yon P -~ -0  kann man in der 
eigentliehen Complexgleichuug im Allgemeinen nur ein Glied fort- 
schaffen. 3li~ Htilfe der Coordinatentransformation erreicht man jedoch 
einc wcit st'~rkere Reduction der Gliederzah]. Das Problem, soIche 
kurze, also bequeme Gleichungsformen fiir jeden Fall zu finden, ist, 
wie bereit~ angegeben, allgemein yon Wei  ers t r a  s s gelSst. Wir wol|en 
im Folgenden die Resultate dieser Transfbrmationen in eine ,,kanonischc 
_bbrm" kurz zusammenstellen. 

Zun':tehst h~ngt die kanonisehe Form lediglich ab yon dcr Ver- 
theihmg der Eleme~tartheiler; es glebt also ihrer 11. Aus den 11 
F~llen,. bei denen die Elementartheiler s~mmtlich zu versehiedenen 
Wurzeh~ gehSren, leiten wlr alle andern dutch Glelchsetzen der Wur- 
zeln ab. Um aber die kanonische~ Formen _P und Q ffir die erstern 
FElle zu erhalten, behandeln wit zan~ehst jeden einze]nen Etementar- 
theiler ffir sich. 

Die Trans~brmation yon P,  Q machea wir uns an der Determinante 
A yon 2 2 - - Q  deut|ich; sic ist ersiehtlich damit identisch, die Hori- 

*) Vgl. Klein, S. 37 der Inauguraldissertation. 
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zontal- mad Vertiealreihen yon A gleiehzeitig vermlige derselben Mul- 
tiplicatoren zusammenzuf'tigen~ wobei sieh der Wer~h der Determinante 
hSchs~sens um einen Factor -andert. Die kanonische Form spiegelt sich 
dann in einer kanonischen Form yon A ab*)+ Wit w(flten diese Ver- 
hgt~nisse an einem einfachen Beispiel beleuchten. Betrachten wir den 
Fall [321]. In der Determinante nehmen wit das Quadrat, (lessen 
Glieder den ersten drei Horizontal- und den erstea drei Ve14icalreihen 
gemein sind, ffir den ersten Elementart~miler. Das Qnadrat, gebildet 
aus den gemeinsamen Gliedern der vierten und fiinften Horizontal- und 
Vertiealreihen, theilen wit dem zweifachen l~lementartheiler, und das 
letzte Glied der Diagonale dem einfaehen zu. 
folgenden Weise aus: 

0 - -1  

- - 1  X--~,  

.~-- ~+, 0 

J+-- ~++ 

0 

0 

Dann ffillen wit in der 

+ 

1 ,~-- 2. 2 } 

Alle nicht besonders hingeschHebeaen Glieder sind dnrch Nullen 
zu ersetzen. -- Wit  haben bier die kanonische Form der Determinante 
yon ~t_P - -  f2; sie repr~sentirt die kanonische Darstdlung" 

2 =~. 2 x, x3 d- x22 d- 2 x ~ x5 -~ x~ 2 

f~--~ ,Z~(2x~x3 d-x.~ 2) "d- 2~.~x+x5 "4- ~'ax+ ~ + 2x, x~ + x+ ~" . 

Das Verfahren in jedem andern Fall ist dera hier eingeschlagenen 
ganz analog. Man ~heilt jedem kfaehen Elementartheiler ein in der 
Diagonale yon A stehendes, kreihiges Qua&at zu und ffiltt dasselbe 
stets ia derselben Weise aus. ~¥ir un~erlassen jede weitere Ausffih- 
rung, indem wir auf die sp-~tern Theile verweisen. 

Znr geometrisehen Irtterpretatiom 

Die Form :P giebt nns sofort das Coordinatensystem resp. die seehs 
Fundamentaleomplexe. Naeh K1 e in  besitzt n~mlieh ein linearer Com- 
plex 2:a~xi ~ 0 eine Invarian~e, die mi~ den ~ ger'~nde~te Determinante 
yon /). Wird in einem unserer kanonisehea Fiille diese R~nderung 
ausgeftihr~, so erhglt man stets ftir nnsere Invariante eine solche 
Function in den a o wie es 2 in den x~ ist, also hat die lnvt~riante 
fitr uas den Werth _P(a). Ist dieser Aasdruck iasbesondere Nail, .~o 

~) Wit geben atso bier eine eiafache LSsung des ,,che~s boa.rd"-Problems you 
Sylvester. Vgl. ~. ~. O. S. t~o, h~ote. Die ira Texte entwickel~e Darstvllung 
w-~rde mir yon Klein mit~etheil~. 
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_trau, man die ~i, da sie P~----0 geniigen, als Coordinaten einer Ge- 
raden aaffassen. Der Complex ist dann ein speeieller~ indem seine 
Ger~len s~mmtlich die Gerade c~ treffen. Dies ~eb~ die Entscheidung, 
ob ein Fundamentalcomplex ein allgemeiner oder ein specieller ist; flit 
x~ ~ 0 sind alle a bis auf a~ Null. Da nun ein beliebiges der x in 
P,  die kanonische Form vorausgesetzt, nur einmal, also entweder a]s 
Quadrat oder im Doppelproduet vorkommt, so ha~ man die Regeh 2)/e 
_Fu~damentatcom2lexe, die .in P in D~ype~yroducten stehen, sind s2ecielle~ 
die andern a~lgemeine. 

Die Bedingung der involutorischen Lage zweier linearer Complexe 
ist ebenfalls yon P abh~ngig. Seien 2Saixi ~ O, 2~flix~ ~ 0 zwei 
solche, so haben sie eine simultane Invaria~te und zwar die einerseits 
mit den a,  anderseits mit den ~ ger~nderte Determinante yon P. 
VersehwJndet diese Invariante, so liegen die Comptexe in Involution; 
insofern insbesondre beide speeielle sind, sehneiden sieh ihre Direetrieen. 
Als Anwendung auf die .Fundamentalcomplexe ergiebt sieh, dass ein 
soleher, der in P imQuadrat  vorkommt~ mit allen andern in Invo- 
lution liegt. Kommt er im Doppelproduct vor, ist er also ein speeiel- 
ler, so ]iegt er uur mit dem nicht in Involution, der mit ibm im 
Doppelproduc~ vereJnigt Js~, resp. seine Direetrix gehSrt allen andern 
Fundamentaleomplexen, ausser diesem ehaen, an. 

Die sin~l~iren Linien des Complexes LP ~ O, Q = 0 werden be- 
kannflieh aus ihm dureh einen Complex Q ' ~ - 0 ,  der ebenfalls yore 
zweiten Grad ist, ausgeschnitten. Diese Form, Q', soil aueh im all- 
gemeinen Fall angegeben werden; sie h~ingt yon Q sowohl als auch 
yon aP ab und ist: 

~x~Oxt ~octOx6 ~xl 

~P ~P 0 

Diese Bezeichnung als Q' soll beibehalt~n werden. -- Die Com- 
plexe Q ~/- ~Q" ~ 0 bilden insbesondere ein B~ischel; alle baben die 
Congruenz der singul~ren Linien gemein. Bei Untersuchungen fiber 
diese sind also alle yon ihnen gleichwerthig; die Anwendtmg dessen ist 
fiberall yon grossem Vortheil. - -  K l e i n  hat wei~erhin aus dem Com- 
plex P ~ 0, Q ~ 0 alle diejenigen abgeleitet*), die mit ihm dieselbe 
Sing'alarit~tenfl~che und das n~mliehe Verhalten der singul~ren Linien 
zu dieser tiberhaupt besitzen. Aus seiner Darstellung geht aber hervor, 

*) ¥gl. diese Annalen Bd. II., S. 224 (9). 
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dass nile diese Complexe dieselbe Elementartheiler- und Wurzelverthei. 
lung haben, was die Zweckm~issigkeit der yon uns eingehalfenen Ein- 
theitung hervortreten li~sst. 

FAn Complex zweiten Grades wird darch zwei simultane quadra~isehe 
Gleichungen, also als Schnitt yon zwei quaflratischen Mannigialtig- 
keif~n (in einem ,,Raum yon F~inf Dimensionen") dargestell£. Eia sol- 
chef l~sst sieh daher in gewissem Sinn mit einer Raumcuvve vierte~ 
Ordnung des gewShnlichen Punktraumes vergleichen. ]~ der That ist, 
auch die Terminologie so welt ausgebildet, dass man den Complex 
zweiten Grades Ms Schnitt yon zwei Fl~chen zweiten Grades in einem 
Raum yon fiinf Dimensionen bezeichnen kann. Von diesem Standpan'kte 
aus sfellt sich diese Arbeit neben diejenige yon Liiroth:  ,,Ueber 
Schnittcurven und gemeinsame Polartetraeder zweier Fl~chea zweiten 
Grades."*) An Stelle der dort betrachteten, den beiden Ft~chen ge- 
melnsamen Polarquadrup@ tritt hier das Sysf~m der sechs Fundamen- 
talcomplexe auL 

Mit der vorliegenden Untersuehung kann man noch folgende 
Ueberlegung verkniipfen, wetche die Ueber~ieht bedeutead erleich- 
tert. Kommen namtich hShere als einfache ElementartZeiler vor, so 
treten mit ihnen vielfache Complexgerade und vielfache Linien der 
Singularit~tenfl~che auf. Dasselbe tritt ein, wenn mehrere Elemen- 
f~rtheiler zu einer Wurzel gehSren. Dieselben hShera Etementartheiler 
und dieselben Verbindungen einfacher oder hSherer ziehen abet in jedem 
Fall dieselben Folgerungen nach sich. Es entspringt hieraus eine wich- 
tige, bereehti~e Sehlussweise, die an einem Beispiel erl~iutert werden 
soll. In dem Fall [1111(11)] werden zwei Doppelgerade, die sich nlcht 
schneiden, auftretea. Dana hat man ~m ~all [11(11)( 1)] nothwendig 
zwei Paare yon Doppelgeraden, im Fall [(11)(11)(11)] drei solcher etc. 
]m zweiten Fall hat man ein windschie~es Vierseit~ also im driiten 
Fall die sechs Kanten eines Tetraeders. 

Diese Schlussweise wird durch den iblgenden Satz vervollkommnet: 
:El,he mehrfache Comylexgerade rechnet stets meh~rfaeh als Axe und Strah~ 
auf der Singutaritgitenfl~he. Naeh Pliieker**) ist niimlieh eine Dop- 
pellinie des Complexes ehae solche singul~ire Linie~ deren P~mkte und 
(hindurchgehende) Ebenen s~mmtlieh singuliir slnd. FA~e solehe Linie 
]iegt also auf der Siagularit~tenfi~che; wir nehmen an, als /~faeher 
Straht~ v~kche Ax% ferner mSgen zu ihr e)'DoppeIpunkte trod v s~ation~e 
F.benen gehSren. Der Grad der Singularif~tenfl~che ist 4, es ist also 
/ ~ - ~ - 3 + v + v ~ - 4 .  Es is~ aber auch ~ v ,  d ~ v ~  wenn sich~ 

~) SehlSmileh's Zeitschrift 1867. VgL attcb L. Painvin: tqouv. Arma]es 
de Maflh. 1868 (1 o. 103) und Sylvester a. a. O. 

*) ¥gl. Neue Geometrie, II., n. 307. 
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was meis~ eintrit~, die Punk~e mid Ebenen der Geraden zum Complexe 
genau gleleh verhalten. Es giebt alas die MSglichkeiten ,~ ~ v -~- 1, 

~- v ~ 1 und ~ ~- v --~ 2, $ ~ v ----- 0 (oder umgekehrt). Man vergl. 
hierzu die einzelnen FKlle. 

In  den Coordinaten x kann man den zu einem Raumpunkt gehSrigen 
Complexkegel nicht direct ausdriicken, wir erreichen dies dnrch Coor- 
dinatentransformation. Geht man niimlich zu den p~,  also zu speciellen 
Fundamentalcomplexen zuriick~ so erE41t man start 

~ = 0 : P~* -~ Q* ( y ~  - -  y~z~) = 0 

wo-y ,  z Punktcoordinaten sind. H~lt man insbesondere den Punkt 
y lest, so giebt Q* -~- 0 eine quadratische Gleichung in z~ geometrisch 
elnen Kegel 2. Ordnung yore Mittelpunk~ y. Es ist dies der zu y ge- 
hSrige Complexkegel. Zerfitlt derselbe, so lieg~ y auf der Singula- 
ri~tenit~iche, und man erh~lt also die Punkte dieser Fl~che dutch Ueber- 
gang zu den/0. Dieser Uebergang ist abet fiir alle, in einer kanoni- 
sehen Form enthaltenen FglIe der ngmliche. Er ist spl ter  ftir jede 
kanonische Form angegeben. 

Beziiglich der angewandten Bezeichnung diene das Folgende. Die 
x bedeuten stets Liniencoordinaten, wenn nicht ausdrticklich eine an- 
dere Definition beigegeben ist. Die y nnd z werden stets Punktcoor- 
dinaten dars~ellen; die Ecken des zugehSrigen Fundamentaltetraeders 
sind A1, A~, A3, An, die Gegenseiten Yl ~ 0 etc. Es ist dana A I A  2 
eine Kante, die auch Y3 ~ Y~ ~--" 0 genannt werden kann und welche 
Directrix des speciellen Complexes 2a4 ~ 0 isk 

II. 

Erst8  kanoni scho  l~orm. 

P ~ x~ ~ + x~ ~ + x~ ~ + x~ ~ + x~ ~ + x $  = 0. 

= ~ x l  ~" + Z~x.~ ~ + i~x~ + ~x 4  ~ + Z~x~ ~ + t~z~ ~ -~- O. 

Die ~leraentartheilvr sind alle gleich und zwar einfach. ~ In der 
oben stehenden Form yon Q gehSren sie zu sihnmtlich verschiedenen 
Wurzeln. Es ist das der Fall [ l l l l l l ]  naeh der angenommenen Be- 
zeichnung, also der allgemeinste Complex zweiten Grades iiberhaupt. 
Seine Siagulariti~tenfliiche i st bekanntlich die , , K u m  m e r'scheFl~cl~e" mit 
16 Knotenpunkten und ]6 Doppelebenen. Dieser Complex ist, besonders 
durch K1 e in,  genaa untersucht; wir gehen hier nicht weiter auf ihn ein*). 

*) Zu diesem allgemeinen Fall geh~rt aueh der CompIex, dessen SinguiarL 
tiitenfliiehe eiue Fresnel%che Wellenfliche (Tetraedroid) bilde~. Er hat keine 
Doppelgerade, wlhrend alle unsere Fille solche besitzea. Fiir diesen Complex 
vgl. Battaglini:  Giorn. di Mat. 1866, Aschieri: ebenda 1868, Lo Painvin: 
~ouvelles Annales 1872. Er ist naeh Klein dadurch charakterisirt, class die 
6 Wurzeln 1 eine Involution bilden. 
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Inelem die ~ auf alle mSglichen Weisen einander gleichgesetzt wet- 
den, erh:£1t man nile die weiteren F~lIe dieser Fo~a. Die folgenden 
ffihren jedoeh auf solche Complexe, die in zwei lineare zerf~len: 
[11(1111)], [1 (11111) 1, [(11)(11tl)], [(11 i111)], und zerfallende Com- 
plexe schliessen wir ein ffir allemal aus. Fiir den letzten Fall ist sogar 
O------Xt P~ es ist also gar kein eigentlicher Complex. 

Naeh Ausschluss dieser fiinf Complexe bleiben noch die folgenden 
seehs : 

[l:ll(:l)] , [I11(:11)], [11(I:)(11)], [l(ll)(Ill)], [(II)(II)(II)], [(tl:)(llI)] 
Sie sollen in ebendieser Reihenfolge bebandelt w e r d e n . -  Die F o rm/ )  
geht offenbar in ein vielfaehes der frfiheren in den Coordinaten T fiber 

bei folgender Substitution~ wo i ~ ~ / -  1 :  

1 1 1 
x~ ~ - :  (PJ2 - - - P ~ ) ,  x~ ---- : -  (P,3 -- .P42)-  x6 = - :  (p~  - -  ~2,~) • 

Diese Transformatlon~ resp. die Auswafil eines solchen Coordinaten- 
tetraeder% ist auf 15 verschiedene Arten mSglich. Eine genaue Dax- 
stellang gicbt Kle in*) .  

1. Den Fall /1111(.ll)] erhalten wir aus dem allgemeinsten da- 
durch, dass wir zwei der ). gleieh setzen ~ z. B. 4: = i i .  ~P hat immer 
noch die obige Form, dagegen ist jetzt: 

Da 1ran die Complexe ~ - 9 .  P ~ 0  mit ~ 0  identiseh sind, so 
kSnnea wit auch aus diesen, nur formal verschiedenen Complexen den- 
jenigen herausgreifen, fiir welchen ~ ~ -  ~tj. Wir haben dann die 
einfachere Darstellung: 

wo die ~ gleich den um ).~ verrfi~gerten, frfiheren X sin& 
Vier lineare Complexe haben bekanntlieh im hllgemeinen zwei 

sich nieht sehneMende Gerade gemein. So haben x~ ~ 0, x~-~-0, 
x z ~-O, x~ ~ 0 die Geraden gemein, fiir ~elche x~ ~ 1, x~ ~ ~_ i  
ist**). Es sind das die Leitgeraden der Complexgruppe xl ~__ ix~ ~ O, 
resp. yon 2)~a ~ O, Pie ~ ()" Diese beiden Geraden sind, wie die Form 
yon ~ zeigt, doppelte Complexgeraden, nnd iiberbaupt ergiebt sieh: 
Zur Verbindung yon zwei einfa&en Elementartheilern geh6ren stets zwei 
sich nicht schneidende dop~elte Com~lexgerade~ die der C o n g r ~ z  tier 
singu~iren Linien vierfach z g h ~ d  angeh6re~. 

*) Vgl. insbesondere: Diese Annalen, Bd. It, $. 206. 
**) Vgl. Klein, a. a O., S. 206. 
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Das Verhal~en einer solchen Doppelgeraden zum Complex ersieh~ 
man wohl am deutlichsten, wenn man die Complexit~ehe bilde~, welehe 
sie als Leitgerade hat. Wir fassen diese auf a|s gebildet dutch alle 
Comptexkegetsehnitte in den Ebenen (lurch diese Gerade. Jeder dieser 
Kegelsehnit-te zerfii.llt nach P l f i c k e r  in ein Punktepaar  auf der Gera- 
den. Fiir vier der Ebenen wird sich ein Doppelpunkt ergeben and 
diese vier Punkte geben die Complexfl£che als Klassenfl~he. Die 
vier, in gleicher Weise auftref~nden Dopp'elebenen geben die Fliiche 
als Punktgebilde*). 

Did singul~iren Linien befriedigen neben Q-~-0  auch noch die 
fotgende Gleichung: 

Q' ___= Z32x~-~ + Q~x~ ~ + ~5~x~ ~ + ~2x~2 -~ 0. 

Wir machen yon ihr erst in sp~iteren Fiillen Gebrauch. Die Congruenz 
tier singul~ren Linien zerfiillt bier nicht. 

Es handelt sieh nun um die Singularit~tenfl~ehe. Dieselbe enth~ilt 
zwei Doppelgerade, doeh ist das Yerhalten derselben zur Fl~ehe nicht 
ohne Weiteres vorauszusagen, sondern es muss die Gleichung der Fliiche 
abgeleitet werden. - -  ]ndem man zu den ~,., zuriickgeht, wird aus 
Q ----- 0: 

~3 (Pt3 +-v42) ~" - ~-4 (~13 ~P~)~  + ~ (PJ~ +P~3) 2 - -  Z6(P~--~o~)~ = 0 .  

Fasst man die p~  auf als y~z~ ~ y ,  zi,  so giebt diese Gleichung 
sofort den Co~nplexkegel vom Punkte y in laufenden (Punkt-) Coordi- 
naten z. Fiir den gesuchten Oft zerF~ilit dieser Kegel, also auch jeder 
ebene Quersehnitt desselben. Als Sch~ittebene sei z, = 0 benutzt, die 
Coeffieienten der Gleichung dieses Schvittes sotzen sich quadratisch 
aus den y zusammen. Seine Discriminante i~t also eine Function vom 
sechsten Grad in y, d. h.: Unser Ort ist ei ,e  Fiiiehe seehsten Grades. 
- -  Der Complexkegel zerf~llt ftir die Punkte d~r Ebene z t ~-- 0 im All- 
gemeinen nicht. Doch bestvht der betreffeml,. Schnitt aus einem Geraden- 
paar. Diese Ebene ist desshalb yon der oben angegehenen Fiiiche sech- 
sten Grades au.-zuschhessen, uhd zwar ,!~ppelt ziihlend. :In der That 
hat die oben bestimmte Gieichung den Factor yt2**). - -  Dieser Factor 
wird auch sparer immer wieder auftreten bei analoger Bestimmung des 
Ortes der singul~ren Punkte. - -  Indem wir ihn herausziehen, erhalten 
wir die eigentliche Singularitiitenfl~che: 

*) ~N~eben Plficker vgh die Habilitation~chrfft yon Pasch. 
**) Vgl. P1/icker a. a~ 0. n. 315, 186. 
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Das Coord~natensystem ist so gew~hlt, dass zwei se~ner Kanten~ 
Yl ~ Ye ~ 0 und Y3 ~ Y4-~-0 in die Doppelgeraden fallen. ~ Es er- 
~ebt sieh aus dieser Gleiehung: /)/e SinguZarit~tenflgehe ist die X I  t~ 
Gattung yon C r e m o n a ' s  ~nientl~iche~ vierten Grades*). ~ Es ist 
leicht zu zeigen, dass sie auch die allgemeine Fl~iche dieser Art ist. 

Auf jeder Doppelgeraden hat die Fl~che vier Cuspidalpunkte, sie 
liegen hier paarweise harmoniseh zu den Coordinateneeken. Durch soldae 
vier CuspidaIpunkte sind drei Involutionen bestimmt, also izt diese 
Wahl des Coordinatensystems auf dreier]ei Weise mSglich. (Die vier 
Cuspidalpunk~e der einen Doppelgeraden und die vier der andern sind 
einander auf bestimmte Weise zugeordnet, so dass die Wahl der In- 
volution auf der einen Geraden auch die auf der andern naeh sich 
zieht.) Und in der That kann man aueh die vier GrSssen x3, x4, xs, x6 
dreimal in analoger Weise dutch die p ausdriicken, wie es eben ge- 
schah. - -  Zu jeder Doppelgeraden gehSren sowohl vier Cuspidalpunkte, 
als auch vier Cuspidalebenen. Die Doppeiverh~l~isse aus beiden sind 
ffir beide Doppelgeraden gleich. ]nsbesondere ist dies Doppelverh~It- 
niss gleich dem charakteristischen Doppelvarh~ltniss jeder ebenen Curve 
drifter Ordnung tier Ft~che. Sie repr~sentirt eine absolute ]nvariante 
der Singularit~tenfl~he und des Complexes fiberhaupt. 

In jedem Punkt einer Doppelgeraden hat man zwei Bfische]~ yon 
Complexgeraden, die mit den dort statffindenden Tangentenebenen der 
Fl~iche im AUgemeinen nicht iibereinstimmen. Fiir jede Doppelgerade 
wird es viermal eintreten, dass eine der Tangentenebenen mit einer der 
B~ischelebenen zusammcnf~ltt. ~ Es giebt also unter den Erzeugenden 
der Fl~ehe keine singul~rea Linien. 

Beim Uebergang yon der Kumm er'schen Fl~che zu dieser speciel- 
len rtieken die 16 Doppelebenen der ersteren paarweise in die Cuspi- 
dalebenen der letzteren~ da die Cuspidalebenen die einzigetb nach (zerfal- 
lenden) Kegelschnitten beriihrenden Ebenen sind. Ebenso vereinigen 
sich je zwei Doppelpuakte der Kummer 'schen Fl~iehe bier in einen 
Cuspidalpunkt**). 

Der allgemeinste Complex zweiten Grades hat 19 Constante, dieser 
aber nur noch 17, seine Singularit~tenfl~iche 16. Dieser Fall geht also 
aus dem atlgemeinsten durch zweifache Particularisation hervor. 

Wenn man hier die Constanten Z~, ~.~, ~ts~ X6 so ver.~ndert~ dass 

*) Man vergleiche hierzu die bekannte Abhandhmg: ,,S~dle su~erfieie gobbe 
dl ~uarto gra~", memorie dell' Accademia deHe scienze, tomo VIH (serie 2,). 

~) Es mag bier ein ffir alle Mal auf die Azbeit yon Kummer= ,,Ueber die 
algebraischen Strahlensysteme etc.", Abh. d. Berl. Akad.~ hingewiesen werden. 
Hier vgl. man insbesondere S. 71. 
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nie zwei einander gleich, und hie eine gleieh Null wird, so erh~ilt 
man stets Comptexe, die zu [1111(11)] gehSren. Die absolute In- 
variante yon vorhin wird sich ver~indern. Ist z. B. 

Z526(Z3 + Z~) ~ Z3 Z~(X~ + Z~), 

so f~llt das Glied mit y~ • Y2 " Y'~ "Y4 " weg. Bei der Singularit:,itenfliiche 
faltea fiir jede Doppelgerade zwei Cuspidalstellen zusammen. Diese 
Fl~che ist bestimmt (lurch die folgenden Linieu als Leltlinien: Zwei 
Gerade und eine ebene Carve drifter Ordnung (ohne Doppelpunkt)~ die 
yon den beiden Geraden in zwelen ihrer Weadepunkte getroffen wird*). 

2. Indem wit uns dem Fall [111(111)] zuwenden, setzen wir im 
vorigen Fall am einfachsten eines der 1~ z. B. 1~, Null. Es ergiebt 
sich dann: 

~ Z~x~'-' + Zsx~ ~- + Z~x~ 2 ---~ 0 
Q'~--- ~,2x,~ + ~ x ~  2 + Z6~x6'~ ~ 0.  

Wir haben bier eine Regelsehaar x 4 ~ x~ ~ x 6 ~ 0 yon doppel- 
ten Complexliniem Jede derselben ist Doppellinie der S/ngularit~ten- 
fl~che. Wir finden damit das Resultat: 1)ie Singularitiitenfliielw is¢ 
eine do2pelt z~ihlende _~iiche zweiter Ordnung, deren eine -Erzeugung aus 
doI~velten Complexgeraden res 2. vierfachen singuliiren Linien besteht. 

Das Verhalten der singul~iren Zin.i~ ist in diesem Fall ein sehr 
eigeathtimliehes. Die yon ihnen gebildete Congraenz zerf~illt ";n vier 
lineare. Aus Q-~-O, ~ ' -~-0 ergeben sich nitmlich die folgenden drei 
Gteichungen: 

x,~_ = ~ (~ -- ~) z~_ ~ ~ z~(z~-- ~) ~* _~ - -  z,~(~,-- z~). 

Indem wir die Bezeiehmmg eiafiihren: 

erhalten wir: 
x~ x~ x~ +_---; = ~ = +--~. 

Es treten vier wesentlich verschledene Zeiehencombinationen au G welche 
unsere vier Congruenzea ergeben. 

Die zu einer liflearen Congruenz gehSrigen, zweifach unendlich 
vielen Linien treffen stets zwei bestimmte Raumgerade, welche man 
die Directrieen der Congruenz nennt. (Diese Direetrieen kSnnen aueh 
unendlieh nahe zu einander sein, oder sich schneiden.) In unserm 
Fall erhalten wit 8 Directrieen, die paarweise eine Congruenz ergeben; 
insbesondere abet liegen sie s~mmtlieh auf der Sm~,ular~ta~enflache~ 

*) VgL Cremona ,  a. a. O. § 12. 
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gehBren jedoeh nieht der Erzeugung an, die aus doppelten Complex- 
geraden besteht. - Von ihnen fallen keine zwei zusammen. 1, 1' seien 
die Direch'icen der ersten; 2, ~ ;  3, 3'; 
4, 4' die der iibrigen Congruenzen. 
Durch einen beliebigen Raumpunl~ y 
geh~ an 11' e~c. je eine Transversale, 
es sind das die vler singul~iren Li- 
nien des Punktes y. Die Direetricen 
1~ 2, 3, 4 sollen yon diesen singu- 
l~ren Linien in den Punkten P~, P~; 
-P3, P~ getroffen werden, die vier an- 
dern in P ( ,  :P~', P~', P~'. Von den 
Pun~en P~, -P~" etc. ist je einer der 
singulfire, es seien dies 2 , ,  P~, P~, P~. 
Dann sind die Ebenen dureh diese 
singul~iren Linien und die Directricen 
1', 2'~ 3', 4' die zugehSrigen singu- 
laren Ebenen. Diese Trennung der 8 Direetrieen ist ffir alle Raumpunkte 
dieselbe. Wir sehen also, dass die 
Brennfl~iche der s i ~ l ~ r e n  Linien sich 
in 8 Gerade aufgelSst hat, wevon vier 
er[iilZt sind yon singuliiren t~.ankten, 
die andern vier abet umhiitlt yon 
singul~ren ~Ebenen. 

In der obenstehenden Figur sind 
zwei Directricenpaare und die zu- 
gehSrigen singul~ren Linien f[ir den 
Punk~ y verzeichnet. - -  tn /'1 wird 
die singul~re Linie der ersten Con- 
graenz die Singulari/~tenfi~ehe beriih- 
ren; die Fl~iche zweiten Grades wird 
dort durchsetzt (da sie aber doppelt 
zu z~hlen ist~ kann man dies doch 
als Ber~hrung aufihssen). - -  Liegt der 
Pankt y insbesondere auf der Singu- 
lari~tenfl~che, so fallen die vier singu- 
l'~ren Linien in eine zusammen. Wi t  
sehen jetz~ deutlich, dass die eine 
Erzeugung der Fl~che aus vierfachen 
singul~iren Linien besteht*). 

,//~' 

~) Ygl. die Habilitationsschrift yon Pasch ,  insbesondere § 5~ In unaerm Fall 
w~irde die Fl~che zweiter Ordnung, welche Singdtarit~|~nfli~he i~t, doppelt z~hlend 
als Brennfi~che der (gesamm~n) singut~ren Linden auftreten. 



In einer beHebigen Ebene habe man die vier singul~ren Linien sl, s2, 
s~, s 4, diese Ebene treffe die 8 Directricen in/)1, P~, Ps,/)4; P1, P2", 
Ps', :P4'; sl ist dann die Verblndungslinie yon P~ mit P~', P1 ihr  singu- 
l~rer Punkt. Der Kegelschnitt der 8PunkteP: l~ 1 ist derSehnitt unserer 
Ebenemit  der Sin~arit~tenfliiche; der Complexkegelschnitt K~ der- 
selben Ebene geht dann durch l~t, lv~, i03, iP 4 und tangirt in ihnen 
die Linien s. (¥gl. die Figur auf der vorstehenden Seite.) Die 8 Punkte 
P gruppiren sich in zwei Viereeke Pz ~2 JP3 ~4 und P~', -P2', P3", P~', 
welche dasselbe Diagonaldreieck haben. (Umgekehrt bilden stets die 
acht Ecken yon zwei Vierecken mit gemeinsamem Diagonaldreieck eine 
dem entsprechende Figur.) 

Wie f'tir den Complexkegelschnitt erh~lt man auch ffir einen Com- 
plexkegel acht Elemente. Der Mittelpunkt sei y, so siud vier :Erzeu- 
gende des Kegels die Transversalen ~1~ ~2, ~3, ~4 an die Dir'ectricen- 
paare 11', 22', 33", 44'. Die Tangentialebenen l~ings diesen vier Er- 
zeugenden (den vier singul~iren Geraden des Complexkegels) gehen 
ausserdem dutch die Directricen l ", 2;  3', 4'. 

.Dieser Complex h't dutch dreifach ur~dlich vide _P~umtransfor- 
mationen in sich sePost iiberfiihrbar. Jede solehe Transformation muss 
die Singularit~tenfl~iehe (zweiten Grades) in sich iibefffihren, insbe- 
sondere aber diejenige Erzeugung ganz unver:~ndert lassen, welcher 
die acht Direetricen angehSren. Die Geraden der zweiten Erzeugung 
(die vieffach singut~ren Linien) schieben sich so fort, dass die yon 
fimen gebildete Erzeugung als Ganzes bestehen bleibt. Und das ist 
eben auf dreifach unendlich vlele Weisen za erreichen: je drei Gera- 
den der Erzeugung kSnnen drei beliebige andere zugeordnet werden, 
und dann ist allemal eine Transformation v51tig bestimmt. - -  Dass 
aber hiebei der Complex durchaus nicht ver~ndert wird, fblgt ganz 
einfach daraus~ dass nach wie vor die Complexkegelschnitte and die 
Complexkegel flit aUe Ebenen, bez. Pankte des Raumes" aaf dieselbe 
Weise construirt werden, also identisch sind. - -  Der Complex hat 
14 Constante. Zwei yon ihnen sind absolute !nvarianten, cla der Com- 
plex dreifach unendlich viele Transformationen in sich hat. Dieses 
sind die beiden absoluten Invarianten, welche den ftinf Erzeugenden 
zukommen, die den Complex bestimmen. 

3. Werden im ersten Fall (S. 155) irgend zwei der GrSssen ,~ 
gleichgesetzt, so erh~lt man den durch [11(2.1)(1_1)] dargestellten Fall. 
Es sei ~---~ ~t~ gew~hlt, so hat man: 

~ X3 (z~ ~- -b x~ ~) -t- ~x~ ~ -b ~ x~ ~ -~ 0 .  
~ ' =  X~ ~ @~+x~ ~) + X~'x~-b ~2xJ = O. 

Der Vergleich mit dem Fall [1111(11)] (S. 155) zeigt, da~s zwei 
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Paare yon sich nicht schneidenden Doppelgeraden auftreten. Die Ge- 
raden des ers~en Paares werden jedoch die des zweiten treffen. Die 
Formeln ergeben nr~mlich durchgehends die Regel: Yst p~ vine dcp- 
pelte Com~Zexgerade, herriihrend yon einer vielfachen Wurzd ~, ~ eine 
solche, die mit einer weiteren vielfachen Wurze~ ~ auftritt, so schneider 
die Gerade I~ die Gerade p~. 

Der Rfiekblick auf [1111(11)] sagt wei~er, dass die Geraden un- 
seres doppelten windschiefen Vierseits Ftir die Sin~o~flarit~tenfliiche 
gew5hnliche Doppelstrahlen und Doppelaxen sind. Dann hat man abet 
nothwendig das Folgende: 

Die Singularitiitenfltiche besteht aus zwei _b"liichen zweiter Ordnung, 
die zwei Linien jeder Erzeugung (ein windschiefes Fierseit) gemein 
haben. 

Unser Resultat wird bes~tig¢ dutch die Gleichung der Singulari- 

tKtenfi~che. Indem wir die GrSsse 2 ~ -- ~ts (~ -t- z~) za (~ -- ~6) "' ,nit C bezeichnen, 

ergiebt sich fiir dieselbe: 

(1) (y~ .v ,+ (C+  VC~:i )y~y~)  (y,y,  + (C--VVvZ-i)y~.y.~) = 0 .  

Die beiden Fl~ichen bezeichnen wit mit F~ und F. 2. Die ihrer 
Unterseheidung entsprechende Trennung der siagul~ren Linien ergiebt 
sich folgendermassen. Aus den beiden Gleichungen 

Q = = 0 ,  q~' ~ 0  

l~st  sich insbesondere die zerfallende ableiten: 

(2 )  Q '  - x 3 Q  ------ + - -  ---- o ,  

(wo a ~ i ~ ~ • Die singuliiren Linien 5ilden also zwei Con- 

gruenzen zweiten Grades. -- Es ist einleuchtend, dass die eine Con- 
gruenz den Tangenten yon t7'i, die andere denen yon F~ angehSrt. 

Aber in dlesem F~lle kSnnen wit auch die vollstandige Brenn- 
fl6zhe der Congruenz der singuliiren Linien angeben, f'tir welche die 
Singulari~tenfli~ehe nur einen T i l l  bildet. Ersichflieh besteh~ die- 
selbe iiberdiess noch aus denjenigen beiden Fli~chen zweiten Grades 
/;'1" und ~':*, welche aus F~ und /~'~ dutch die dualen Umformungen 
hervorgehen, welche durch die mit ihnen bez. zusammengehSrigen 
linearen Complexe (2) gegeben sin& l)iese beiden ~'lSchen enthalten 
eben/aIls die vier ])o22elgeraden des zu untersuchenden Com21exes; die 
Congruenz vierten Grades der xingul6ren I.inien besteht aus einem 
~uadratischen Theile derjenigen Congruenz viertrn Grades, welche .F~ 
und t~* umhiillt~ und aus einem eben solchen T]~eile der Cong~'uenz 
vierten Grades, welche ~: und ~ *  umhi~llt. 

Math~matiach~ A~ualem ~ I L  11 



Die nel~enstehende Figur soil diese Verh~iltnisse dureh einen ebenen 
Sehnitt zur Ansehauung bringen. K1, K~, KI*, K~* gehSren/~1, ~2, 
El*, /~2" an. Die Grtmdpunk~ des Btisehels, dora diese vier Kegel- 
sehnitte angehSren, sind Or, 0= und die Kreispunkte der Ebene i st, 
s2~ s3, sa sind die singuliiren Geraden der Ebene, K der Complex- 

kegetsehnitt. Die andern Tangenten, die K 1 und Kt* gemein sind, 
geh5ren der quadratisehen Congruenz (21 21" ) an, die bier nieht in 
l?rage kommt etc. - -  Die Figur zeigt deutlieh, wie K t u n d  K 2 vor 
Kt* , X o* bevorzugt sind und zwar dadureh, dass sie yore Complex- 
kegelschnitt beriihrt werdem Ebenso ~nd die Fltichen E 1 und ~.2 da- 
dutch vor Fi* und ~ *  be~'zugt, dass nur sie yon den Complexkegel- 
schnitte~z be¢iihrt werden. 

Wie der vorige Complex kann aueh dieser auf eine ganz einfaehe 
Weise erzeugt werden. ~ Die Singutarit~tenfl~iehe F1, ~ bestSmmt 
den Complex nieht, sondern erst einfaeh anendlich viele Complexe. 
Nimmt man eine betiebige Raumgarade als Complexgerade hinzu, so 
erh~ilt man noeh vier Complexe. Dena in einer beliebigen Ebene 
durch diese Gerade giebt es noeh vier Kegelschnitte, welehe sie und den 
Sehnitt mit /~1 uad F.~ je zweimal beriihren. WKhlt man einen yon 
ihnen als Complexkegelschnitt au% so finden sich weitere Complex- 
kegelsehnitte eindeutig (lurch Drehung um eine seiner Tangenten, resp. 
am eine der schon bekannten Complextinien. 

Ist insbesondere eine singul~re Complexgerade sa gegeben, die F 1 
beriihren mag, so ist derComplex eindeutig bestimmt und seine Construc- 
tion viet einfacher. Man lege wieder dutch s t eine Ebene (vgl. neben- 
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st~hende Fig~ar)~ sie sehneide F~ in K~, F~ in K~. Die Sehni~tpunkte 
yon K 1 mit K~: xPl, ~ ( ,  _P,,, P~_' sind die Schnittpunk~e der ~bene 
mit dem Vierseit~ das ~1 un& ~'~ gemein ist. (Dabei seien P1 und 
P (  die Schnittpunkte mi~ zwei Gegenseiten diesesVierseits, ebenso :P> und 
/~'.) Es ~ebt  znn~ichst dreiKegelschnitte, w~IcheK 1 imBerfihrungspunkt 
/~ mit s t u n d  einem weitern Punkt, ebenso K~ in zwei Punkten be- 
riihren; yon ihnen ist jedoch nur einer als Complexkegelschnitt der 
Ebene zul~sig. Verbinde ich n:~mlich P mit eiaem Diagonalpunkt 
des Vierecks /)1 21'xP e/)e' und schneide K 1 mit dieser Linie, so giebt 
es je einen Kegetsehnit~, weigher K i in -P und in diesem Schnittpunkt, 

- P "  / 

/ \,,----._.,>.--;-: / 

so wie auch K~ zweimal bertihrt. Abet es ist einer der Diagonalpunkte 
ausgezeiehnet, n'~mlich der Schnittpunkt der Geraden P1 P(,  P._, P..' 
(well /)1,-P~' die Schnittpunkte mit dem einen, P2,-P_J die mit dem 
andern Gegenseitenpaar des windsehiefen Vierecks sind). Wird e~ bei 
der Construction verwandt~ so erh~lt man den Complexkegelschnitt.- 
Durch Drehung der Ebene um alle Tangenten dieses eben construir- 
ten Kegelschnittes erh~lt man dutch diese, resp. die vorige Construction 
alle Oomplexgeraden. 

Es l~sst dieser Complex einfach unendlich vlele Transformationen 
in sich selbst zu. Eine Abz~hlung wfirde in tier That ergeben, dass 
er 15 Constante hat, aus denen sich eine absolute Invariante zusammen- 
setzen l~sst. Diese Transformationen sind besonders einfach und geben 
eine directe Anschauung yon den singul~ren Linien. 

Ffir den allgemeinen Complex zweiten Grades hat Klein*) die 
Aufgabe gelSst, in der Congruenz der singul~ren Linien je einfach 
unendlich viele (consecutive) zu Developpabeln zusammenzufassen. 
Jede singul'~re Gerade wird n~imlieh yon zwei andern, unendlieh nahen, 
geschnitten**). Geht man also yon einer beliebigen aus~ so erh:~lt 

") Diese An~len Bd. V, S. -296, 
~*) Vgt. die schon erwt~hntea Arbeiten yon 1,~lmmer uud P~sch. 

11 ~ 
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man diese Developpabdn durch Aneinandersetzung solcher sich sehnei- 
dender, -eonsecu*iver. Um die endliche G16chung berzusteJten, ist eine 
Differentialgleichung zu integriren, die auf hyperelliptisehe Integrale 
filhrt. - -  In diesem speciellea Fall gestaltet sich diese Saehe etwas 
anders, jedenfalls abet bedeptend einfaeher. Den Uebergang yon einer 
solchen singul'aren Linie zur ngehsten kSnnen wir niimlich als eine un- 
endlich kleine Raumtransformation*) auff'assen resp. darstellen, welehe 
den ganzen Complex in sich selbst fiberf'Chrt. Die auftretenden Inte- 
grationen sind besonders einfach. 

Um spRter die Gleiehung der Developpabeln, resp. deren l~tiek- 
kehrgeraden, in Punkteoordinaten schreiben zu kSnnen, soil zungchst 
unser Problem in den Coordinaten 10in gelSst werdem (Kle in  benutzt 
n seiner Arbeit andere Coordinaten~ die wit wei/terhin ebenfalls an- 
wenden wollen.) - -  Ftir die singulgren Linien haben wir die Glei- 
chungen (2) abgeleitet. Die dolt auftretenden linearen Complexe 
schreiben wit in der Form: 

(3) a~o, + bP.,a = 0 

(wo a = I + ~.-, b = 1 -~- 7) .  In der Annahme dieser Form ]iegt ent- 

halten, dass wir uns nur mit der einen und nicht gteichzeitig mit bei- 
den Congruenzen zweiten Grades besehiiftigen. Es ist das erlaubt, 
da sieh beide genau gleich verhatten. - -  Ausser der Gteichung (3) 
gentigen die singul.Sren Linien aueh noeh Q ~ 0, oder Q" + / t  Q ~--- 0. 
Indem man zu den p,.~. iibergeht und ,l in der richtigen Weise wi~hlt, 
erh~lt man insbesondere die Gteichang: 

oder 

Dieser Complex ist ein tetraedraler; er ist auf S. 169 behandelt 
als Fall [( l /) (l l) ( l l ) j .  --  Fiir die singul'aren Linien (fiir die eine 
Congraenz) haben wit also: 

(4) apt  4 + bp.2a ~ -  0 , apt'_, "Pa4 + fl2o,a "~47 ~ 0 . 

Sei y ein Punkt der Singularit-atenfliiche, so geht dutch ihn due 
be~timmte singul'are Linie. Dieselbe verbindet ihn mit dem ibm un- 
endlich lmhen Punkte z l : z . ~ : z : , : z  ~, der in der Tangentialebene der 
Singulariti~tenfl'ache tiegt and dessen Coordinaten die Werthe haben: 

Ozt - - -~y , ,  O z . , = y . , ( 1  + V f i d a ) ,  P z a = Y a ( 1  - - / / ~ d 6 ) ,  

~ ,  = v, (1 + cV-~-VF,)da), 
*j IJeber sol,he un~ndlich kleine '£ransformationea yon Gebilden in sich 

~db~t vergleiche man ,,sin" a,~e certaine familte de eouq.bes et de s,uxfaces" par 
Klein et Lie, Compte~ rendus, 1870; ~owie diese Annulen t. IV, S. 50 ft. 
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wo ~ ein Propor~onatit~sfactor~ d a  eine unendlieh kleine St~recke. ~,. 
Die Zunahmen der Coordinaten sind also bezi~glich: 

d y e = O ,  d y 2 - - ~ } / f i d e ~ ,  d y ~ - - - - - - ~ " ~ d a ,  d y ~ - - ( . ~ / ~ _ - ~ ) d a .  

Dutch aie gelangen wit za z, yon z gehen wir za z + dz  etc. Die 
Zusammensetztmg dieser Punkte giebt die contilmirliehe Curve: 

Yl : Y2 : Y~ : Y4 ~ A : B ~Y~-: C)~- Y;: D g  y ~ -  V~,  

deren s~mmt]iehe Tangenten singuliire Comp]exgeradeu sin& - -  Die 
Constan~en A : B : C: D unterliegen einer Bedingungsgleiehung, welche 
aussagt, dass diese Curve auf der richtigen Flfiche yfy~ + tt y~y~ ~ 0 
liege. (Am einfaehsten setzt man dabei ). ~- 1, nimm~ also den Punk~ 
Yj : Y~ : Y3 : if4 ----- A : B : C : ])  als Anfangspunkf der Raumtransfor- 
mationen, die alle die Fliichell /~ in sieh transformiren.) 

Ersichtlich ist die Ar~ der Curven aur voiL a und fl aJbh~ngig. 
Aendern sich dann nocii die A, B, C, D~ so erhi~lt man nur zweifach 
unendlich ~iele~ im Allgemeinen gleich b~schaffene Curven, yon denen 
dureh jeden Raumpunk~ eine geht. - -  Ist das Verh~ltniss 

rational, so sind die Curven algebraisch. Ist das Verhi~Itniss da- 
gegen incommens~erabel, so siud sie transcendent. So erh~It man z. B. 
fiir fl = 1~ a ~ 4 die Raumcurven drifter Orduung~ dargestelIt durch 
y, : y:  : y~ : !/~ = A) .  ~ : B,~ ~ : C : D;~. 

Wenn eine gewisse metrische Specialisirung, welc[ie der Allge- 
meinheit durehaus keinen Eintrag thut, aagewandt wird, erhiilt man 
eine bequeme Ansehauung der gemachten TransformaLionen, sowie der 
Curven. Fiir ~ und F~ nehmen wit ngmlich zwei Rotationsfiiichen 
mit gemeinsamer Axe und vereinigten Polen. (Dieselben mug man 
sieh entstanden denken durch Rotation yon zwei Kegelschnitten, die 
eine ihrer Axe vollst~ndig, GrSsse uud Lage nach, vereinigL habeii. 
In den Polen O und O' gehen flit beide Fliiehen die Erzeugenden 
nach den Kreispunk-ten der dort gemeinsamen Tangentialebenen. Die 
Ftiichen haben also vier gemelnsame Erzeugende, die sich paarweise in 
O, O ' u n d  in zwei Kreispunkten treffen. 

Wir denken 0 0 '  vertical (vgl. die Figur), die eine Ft~ahe als 
Ellipsoid, die andere als Kugel. Die Transibrmationen dieser Fl{iehen 
in sieh selbst setzen sich aus Ro~ationen um die gemeinsame Axe 
O0 '  und um deren in Bezug auf die Ft~ichen conjuoMrte Gerade, die 
unendlieh ferne Horizontale, zusammen. Im erstern Fall hat man, 
wenn man nut reelle Ebenen in's Auge fasst, weite~ kein~ Ein- 
~chriinkung~ ~ jedoch im tetztern. Diese verschieben niimlich alle 
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Horizontalebenen under sich, diirfen aber unter ihnen die dureh 0 
und O' gehenden nicht ver'£udern. Man iberzeu~-~ sich~ dass hiebei 

I 

!a 

// / i " 

/ / i . . . . . . . . . .  . . . .  

\ 
; ,~ . . . .  ~_._. . . . .  '~  

I 

aueh das Vierseit der gemeinsamen 
Erzeagenden unveriinder$ bleibt. 

Ein Punlrt t )  der innern Fliche 
sei fixirt. Dreht man seinen Meridian 
unendlich wenig, so bewegt er sich 
horizontal au~" seinem Parallelkrei~. 
Unsere Curvengleiehung giebt dann ffir 
ihn eine Bewegung in dem neuen Me- 
ridian~ so dass er naeh /)j kommen 
mSge. Dann bewegen sieh a l e  Raum- 
punkte analog. Jeder dreht sieh um 
denselben Winkel horizontal wie /o 
und stel]t sich dann in dieselbe Ver- 
tiealebene ein wie iP I (ferner bleibt er 
in der FIKche des Bischels~ die dutch 
ihn bestimmt ist). Der Punkt JP' z. B. 
auf der Kugel, der mit _P in derselben 

Parallelkreis- und Meridianebene liegt, beweg~ sich nach ~P(, so dass 
diese Beziehung zu -Pt dieselbe is~ wie vorhin die yon /~" zu :P. Be- 
schreibt • eine yon den singuliren Linien umhtillte Carve, so that 
das auch P ' ;  die Figur giebt hiervon ein Bild. 

Sind unsere Curven algebraische. Raumcurven yon ungerader Ord- 
nung, so werden sie in diesem Fall stets imagin~ir. Sind dieselben 
transcendent, so werden sie sieh im Allgemeinen um die Punkte 0 
und O' unendlich oft herumwinden. Ein bekanntes Beispiel einer sol- 
chen ist die Loxodrome auf der Kugel, welche fiberall die Meridiane unter 
constantem Winkel trifft (vgl. hier insbesondere die angeftihrte Arbeit 
yon K le in  and Lie ,  sowie auch P l t i c k e r ,  NeaeGeometrie, S.6L Note). 

Sehr einfach stellen sich diese Loxodromen in Liniencoordinaten 
dar. Wir nehmen wieder die eine Congruenz der singul~ren Linien 
und schreiben sie in der Form: 

P 1 4  ~ - "  A p 2 3  

(vgL die Formetn (4)). Wir ffihrea jedoch stat~ der 1o~ andere Coor- 
dinaten ein. Es Jst ni~mlieh mSglich, eine Gerade (lurch vier Para- 
meter aaszudricken, die wit mit A, .B, C, K bezeichnen mSgen und 
welche zu den p,~ in der folgenden Beziehtmg stehen: 

A =-- ~'-~' B - -  :0'~ C = p,3 K =- P'~ p'-~ • 
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]st eine Gerade 2 gegeben, so sind die Gr'Sssen A, B, C, K ein- 
deutig bestimmt, dagegen ist alas Umgekehrte nicht der Fall. Sind 
niimlich die Werthe der vier Parameter bekannt, so ist die gesuehte 
Gerade der Schnitt yon drei linearen Complexen trod einem tetraedra- 
len, oder der Schnit~ des tetraedralen mit der Erzeugung (A, B, C) 
einer Fl~iehe zweiten Grades. Es werden also vier sich nicht schnei- 
deude Gerade dargestellt~ die auf einer Fl~ehe zweiter Ordnung liegen. 

Eine sotche Coordinatenbestimmung wurde zuerst ~,on Kle in  ein- 
geftihrt*). Die einfach unendliche Complexsehaar~ die dazu verwandt 
wird, nennt man ein Involutionssystem (das ansrige ist nich~ alas alt- 
gemeine). Seine wesentlichen Eigenschaften sind die folgenden: Eine 
jede Raumgerade ~ird durch einen Parameter im vierten Grad be- 
stimmt, so dass also dutch sie vier Complexe der Sehaar gehen. Diese 
vier liegen paarweise in Bezug auf die Gerade in Involution. 

In ~mserm Fall sind nun A und K zwei constants GrSssen, und 
die zweffach unendlich vielen Geraden der Cemgruenz ~ind durch zwei 
Parameter, ~ und C, dargesteltt. - -  Es ist no~hwendig, die p,~ dutch 
die vier Parameter auszudrfieken. 

Pl2 = ~ V-- AB (#-4- K )  , 

214 ~- A 

Es ergiebt sieh: 

f /  (1 -4- K), A 
Ps4 = :V_ -- ~- 

p ~  ~-- 1 . 

Die Vorzeichen in to12 und io3~ gndern sieh zusammen, ebenso in ~v13 und 
P4~" -- Es sind alle Linien singular, fiir welche A und K die gegebe- 
nen Werthe haben. Wit sehen daher A und K fortan als constan~ 
an. - -  Zuniichst ist die Bedingung, dass die Gerade 1},~ und die un- 
endlieh nahe 2.k--~ d2~k sieh sehneiden, die tblgende: 

Nun benutzen wir die obigen Formeln zwischen den ~ und den vier 
Parametern und driicken aus, class die Geraden A, B~ C, K und 
A ,  B ~ r iB,  C - ~ - t i C ,  K sieh sehneiden. Es ergiebt sieh ohne 
Weiteres • 

(, + ( q _ ) ' _   (q-y = o. 

Indem wir integriren, fassen wir unendlieh viete singul{ire Liniea 
zusammen, die eine Developpable bilden. In unseren neuen Coordi- 
naten hat diese die Gleichung: 

*) Vgl. ,,Ueber Liniengeometrie u~d raetrische Geometrie" diese Anrmlen 
Bd. V, S. 27~. 
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wo c eiae willktirliche Const~nte. Ffir jeden Werth c hat man eine 
Developpable dargestellt; man erh~lt sie alle, wenn man c yon - - c o  
bis A - ~  stetig ver~ndert. 

4. In dem l?alle [111(111)]~ S. 158, bestand die SinguluritKten- 
fliiche doppett z~hlend aus einer Fl~che zweiten Grades, und die sin- 
gut~rea Liniea bildeten vier tineare Congruenzen etc. Wenn noch zwei 
einfaehe Etementartheiter zu ether Wurzet gehSren, also far [1 (11)(111).], 
so treten noch zwei Doppelgerade auf. Es fallen dann je zwei Con- 
gruenzen in eine specielle zusammen, wie wit sehen werden~'). -- Wir 
haben zun~chst: 

~ Z4 (x42 -f- x~ 2) 4- Z0 x62 -~  0 ,  
f f  ~ z4~ (x~ 2 -f- x~ ~) "4- ;~x6 ~ ~ 0 .  

Die :Regelschaar x 4 ~ x~ ~-- x~ ~-  0 besteht aus dotrpelten Com~lex- 
geraden, die vierfache singuliire Linien sind. ~ Die Congruenz singu- 
l~rer Linien ist: 

(x~ + i x~ )  (x~ - -  ix~)  ~ x~ = -  o . 

Die Complexe x 4 27 ix~ ~ 0 uad x 4 ~ ixs ~-- 0 sind abet specielle, 
~ml ich  : £e., -~- 0 uad 2~ ---- 0. Ihre Directricen schneiden die vorige 
Regelschaar yon doppelten Complexgeraden. Mit x~ ~ 0 ergeben 
diese Complexe offenbar zwei specielle lineare Congruenzen. Auf diese 
Weise finden wir: 2)ie Singularitiitenfliictte ist ~#~e doppelt zu z~iMende 
ffl~iche zweiter Ordnu~g. ~ r e  eine .Erzeu<,m.ng bestd# aus vierfache~ 
~inguliiren Linien. Fort der andern Erzeugung sind zwei: e~, e~, aus- 
gezcichnd, indem alle Tangentcn de~" Fliiche, welche irgend eine yon 
ihnen tref f~,  do2~elte s~inguldire Linien sin& 

Die Flliche als Brennil'iiche der singulfiren Linien hat sich in zwei 
Erzeagende der Singularit~tenfl~che zusammengezogen. In denselben 
berfihren Complexkegel und Complexkeg'elschnltte diese Fl~che. I~ der 
Figur auf S. 169 sind d/ese e/nfachen Verh~ltnisse dargestell~. In 
eincr Schnittebene ist ~Y tier Comptexkegelschni~t, / ~  tier Schnit~ mit 
der Fl~che zweiter Ordnung. 

Sind die Singularit.~tenfl~che 2'  und die beidea Erzeugenden e~ 
and e~, welche die Directrlcea der beiden Congrueazen singul~rer 
Linien sind, gegeben, so ist der Complex noch nlcht bestimmt, son- 
dern es sind noch unendlich viele mSg'lich. Ich lege n~ralich eine 

*) Es ist ~eh~ leicht, den Vergleich welter zu f~ihren, besonders an der Hand 
der Piguren ~uf S. 159. Man ~te]lc ~ich vor, die Geraden s~ und s~ faJlen zusa, m- 
men, ;~nderseiis auch s~ und s 
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Sehni~ebene (vgl. die Figur), welche aus F den Kegelschnitt K ,  aus 
e I u n d  e 2 die Punkt~ ~1 und /)2 schneider. I)ann habe ich in dieser 
Ebene ein Kegelschni~biischel (mR den 
doppelten Grundpunkten iP~ und _P~); jeder 
Kegelsctmit~ desselben kaan als Complex- 
kegelsehnitt gew~hlt werden. Die Wahl des- 
selben en~spricht der Festsetztmg des Werthes 
eiuer absolu~en Invariante des Complexes. 
Ist der Kegelschnitt gewiihlt, so ist die Er- 
zeugung des Complexes sehr einfach. Ich 
drehe eine Ebene je um eine der Tangen- 
tea dieses Kegelschni~tes und habe in jeder 
Ebene fiir den darin liegenden Complex- 
kegeL~chnitt fiinf T~ugenten gegeben. Hier- 
dutch wird auch eine gewisse Auschauung /i: A~ 
des Complexes erzieR. --  Ferner ergiebL 
sich aus der Construction, dass der Complex 12 Constante hat, yon 
denen eine absolute Invariante ist. Hieraus er~ebt sich, dass der 
Complex dutch vierfach une~dfich viele Transformationen in sich 
iibergeht. 

5. Fiir den Fall [(21)(21)(11)] kann man die Gestalt der Singu- 
laritiitenfliiche leicht iibersehen. Im Vergleich mit frtiheren F~tlen (n. 1. 
und 3.) zeigt es sich, dass sechs Doppelgerade vorhanden sind, n~m- 
]ich die Kanten eines Tetraeders. Dieses Tetraeder ist selbst die Sin- 
gu~ariti#enfl~id~e und dann folgl~ auch sofort: .Die Seitenfl~chen des 
Tetraeders sind gebildet yon singu~iren _Punkten und seine ~cke~ um- 
hii~lt vo~, singu~ren ~-Vge,nen. Es ist dies der bekannte tetraedra~e Com- 
plex*). 

Die Ecken und Seitenfi~chen des Tetraeder~ sind Aasnahme-Punkte 
und Ebenen etc. ~ Die allgemeine Gleichung eines solchen Complexes 
in den CoordinaLen Pi~ ist: 

Q ~ a_p~ • 2~4 ~- bPla "i°42 "J- cl°l~ ' zoos ~ 0 , 

Die Complexgeraden t,reffen das Tetraeder unter con~antem Dolalgelver- 
h~ltn~s, welches elne absolute Invariante des Complexes isL Das Te- 
traeder selbst ha~ 12 Cons~ante, der Complex ist dureh dasselbe und 
dutch die absolute Invariante vSllig bestimmt, hat also 13 ConsLaate. 
Dreifaeh unendtich viele Raumtransformationen fiihr~n den C o m ~ x  in 
sich ~elbst ,~ber. (In Punktcoordinaten sind diese Tran,sformationen: 

*) Vgl. Chasles, Reye, Mfiller, Lie. 
**) Dieser Complex kann insbesondere (vgL Lie fl~ den G6t~inger N~chrich- 
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6. Der letzte Fal l  in  dieser kanon i schen  Fo rm ,  den wir  betraeh-  
ten, ist [(111)(111)]. E r  ist  dargeste l l t  du tch :  

Q ~ Z~ (x12 "4- x~ 2 -4- x3 ~) + Z~ (x~ 2 A- x~ 2 -I- xs ~) - ~  0 .  

Mit Hiilfe yon / ) ~  0 kann man in Q ~ 0 das eine oder das an- 
dere Glied fortschaffen und sieht~ dass yon einer Fl~ehe zweiten Gra- 
des beide Erzeugungen vierfaehe singulKre Linien sind. Diese Fliiehe 
bildet doppelt z~ihlend die Singulaxitiitenfl~che. Jeder ihrer Punkte 
ist Doppelpunkt des Complexes; es gehSren alle ihre Tangenten dem 
Complexe an :  Der Complex besteht aus aZlen Tangenten ~iner _F~che 
zweiten Grades*); er ist ein s~ecieller. Die F~rzeugenden sind doF2elte 
Complexgeraden; er hat 9 Con~tante. 

Ein  specieller Complex bes teh t  immer  aus den Geraden ,  die eine 
Fli~che umhii l len**),  wobei Curven  u n d  Developpable  gleichmi~ssig mit  
zu den Fl~chen gez~hlt  werden mitssen. Jede  se iner  Geraden is t  singu- 
liar etc. 

I I I .  

Zweite kanonische Form. 

P ~  x~" A- x2 ~" + x3 ~" + x~ ~ -4- 2 xsx~ -~  0 

=--- Z~x~ ~ A- Z~x~ ~ A- ~x~ ~ A- Z~x~ ~ + 2 Z~x~x s + x~ ~ -= O. 

In dieser kanonisehen Form kommen vier einfache and ein zwei- 
/acher E~ementartheiler vor. Mit dem doppetten Elementartheiler tritt 
eine Doppelgerade auf. In dem allgemeinsten Fall [11112] ist sie die 
einzig vorhandene; dieser Complex steht yon unsern 48 Complexen 

ten 1870) auf fo[gende Weise erzeugt xverden: Man wendet auf eine bestimmte 
RaumgeraMe dreifach unendlich viele lineare Raumtransformationen aD, die unter 
sich vertauschbar sind und die em vollst~mdiges Tetraeder in sich fiberffihren; der 
Ort der Geraden ist ein tetraedrater Complex. Dieser Process giebt auch dann 
noch irreducible Complexe zweiten Grades, ~venn yon den Tetraederebeaen be- 
tiebig welche zusammenfallen. Wir erhalten auf diese Weise vier directe A~esar. 
tttngen des tetraedra~e~ Comlolexes. -- Fallen zwei Eben6n zuaammen, so hat man 
den Fall [(11)(22)], n. 29. Sind drei vereini~t, so wird [(33)], n. 47. erzeug¢; bei 
vier zusammengefallenen [(1')3)], n. 38. Sind endlich die vier Ebenen paarweise 
identisch, so erscheint [(11)(112)], n. 14. Der crate Fall kommt in der That in der 
Mechanik Ms Ausartung des tetraedralen vor. - -  Das Tetraeder ist aueh bei den 
~usgeartcten FRllen immer noch die Singularitiitenfl~che. 

~.uf diese letzteren Complexe warden Kle in  und Lie bei Gelegenheit yon 
Untersuehungen fiber unendlich kleine Transformationen yon Gebilden in aieh 
~elbst geffihrt, die sic im Auszuge in den Comptes rendus 1870 ver6ffentlicht 
haben. Von Herrn Kle in  erhielt ieh auch die Gleichungeu der bert. Complexe. 

*) Vgl. K le in  Math. Annalen II. S. 209. 
*') Vgl. Pa sch  a. ~. O. § 9, 
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dem allgemeinsten am niichsten. - -  Indem wit die 3 zer~kl]enden 
Complexe ausschliessen, kommen hier noch die folgenden net~n Fg//e vor 

[111127, ~II1(12)?, [11 (11)2;, [11(112)], [1(11) (12)] , [1(111)2~, 
[(il)(u)2], [(n)(112)], [(m) (i~)]. 

Von den Fundamentalcomplexen sind zwei, xs ~ 0 und x~ ~-0 ,  
speciell. Ihre Directricen gehSren den andern an. -- Beim Uebergang 
zu den pi~ benutzen wit die folgende Substitution: 

1 t 
x~ ~ 7 @'~- - -  2 3 4 ) ,  x~ : =  V @'~ - -  ~'~-~) ' x 6 : =  2 P.~3 • 

7. Der Complex [11112] ist dargestellt durch: 

Die Doppetwurzel is,  die zum doppelten Etementartheiler gehSrt, 
ist als Null angenommen. - -  In dieser Darstellung ist ferner der Fun- 
damentalcomplex x~ ~ 0 vor dem urspriinglich gleichberechtigten 
xa ~ 0 ausgezeichnet. Seine Directrix gehgrt allen in (.2 (und Q') vor- 
kommenden Fundamentalcomplexen an und ist in Folge dessen Com.. 
2)lex-Dop2elgerade (und vierfache singuliire Linie). Eine weitere Dop- 
pelgerade kommt nicht vor. 

Die Sing'ularitgtenfl~che hat die Gleichung: 

Es ist y~ -~- y4 = O, die Direetrix yon p~ ~- O, resp. x~ == O, Oop- 
pelgerade. Um die Fl~che za untersuchen, lege man durch dieselbe 
die Ebene y~ ~ / ~ y t .  Die Betraehtung der dabei anftretenden Kegel- 
schnitte ergiebt die fotgenden Resultate: 

Jeder Kegelsehnitt er~ebt ffir die Doppelgerade (A2 A~) einen 
Pol, dessen Ort eine Gerade (A~Aa, Kante unsers Te~raeders) ist. 
Diese Gerade sei bier und im Folgenden als die ,,adjungirte Gerade" 
(zur Doppelgeraden) bezeichnet. 

Unter den Kegelschnitten sind vier~ die in Punktepaare zer- 
fallen etc. 

Die Sing~daritiitenfliidte ist die allgemeine Pli~,cker'sche CornpIex- 
flgche*). -- JOer Complex hat 18 Consta~te. 

*) K u m m e r  gieb~ diese Particularisationtseine~" alIgemeinen F l ~ h e  ~elbst 
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Diese Fl~che steht zwischen der Kummer ' schen  Fl~iehe (111111) 
and der Singularit~tenfliiche yon ~1111(11)] in tier Mitre. Sie geht 
aus der ersteren hervor, wenn in jener 8 Doppelpunkte paarweise in 
einer Geraden zusammen fallen. Diese Punkte sind die Cuspidalpunkte 
der Complexflilche. Fallen die iibrigen g yon den 16 Knotenpunkten 
der Kummer ' schen  Fl~iche ebenso paarwelse in einer weiteren Ge- 
raden (in der adjungirten) zusammen, so hat man die Linienfli~che des 
Falles ~1111(11)] mit ihren 8 Cuspidalpunkten. 

Das Coordinatensystem hat zu der Fli~ehe eine mSglichst einfache 
Lage. Eine Kante desselben ist die Doppe]gerade, ihre gegeniiber- 
liegende die adjmlgirte. Auf beiden hat man die vier Schnittpunkte 
mit den einfachen Geraden der Fl'~che paarweise harmoniseh zu den 
Coordlnatenecken gelegen. Letztere sind also die Doppelpunkte je 
einer dutch die resp. vier Punkte bestimmtell Involution. Da sieh abet 
die Pankte beider Geraden in bestimmter Weise (dutch die einfachen 
Geraden) zugeordnet sind, so ist diese Wahl auf drei verschiedene 
Weisen mSglieh. Dem entsprechend kami man auch die Liniencoor- 
dinaten x in die t),k auf drei wesentlich verschiedene Weisen so trans- 
formiren, wie es eben gesehah. 

8. In dem Fall [111(12)_] gehSren ein einfacher und der doppelte 
Elementartheiler zu derselben dreifachen Wurzel. - - W i r  wollen diesen 
Fall dadurch aus dem vorigen ableiten, dass wir )-a Null setzen, Wir 
erhalten insbesondere die folgende Singularitiitenfl~ehe: 

Z 3 (X, - -  ~ )  ( y4  + y4~) _ 4 X, ).2 ~.3 (Y, Y3 - -  Y, Y2) ~ 

2 (~3 (Zl "~'~:) - -  2 ).I Z2) YI2Y4: -~- O. 

An Stelle der frfiheren Doppelgeraden Yl ~ Y4-~-0 ist bier eine 
Selbstberiihrungsgerade der F1Rehe aufgetreten. Dieselbe hat (flit den 
Complex) die Bedeutung yon zwei unendlich nahen Complexgeraden. - -  
Cay ley betrachtete bet Linienfl~chen zuerst solche zwei unendlich nahe 
Doppelgerade, er nennt sie in der Regel ,,doppelte Do~vpelgeraden"*). 
Wit wollen uns nur merken~ dass eine solehe (fiir den Complex und 
die Singularit~tenfl~iehe) auf~ritt, wenn e~n einfacher und ein doppelter 
Elementartheiler zu derselben Wurzel gehSren. 

Wit erhalten ein deutliches Bild yon der Gestalt der Singula- 
riiiitenfi~che in der Niihe dieser Geraden, wenn wir die Fl~che zweiter 
Ordnung hinzunehmen : 

y,y~ ~ y~y~ ~ O. 

an. Vgl. a. a. O. S. 70. -- Eiue eingehende Behandlung giebt Pliicker ia der 
,,~"¢~n Geom~rie ''. 

*) Vgl. C ay 1 c 5: ,On skew surfaces, other~.iue scrolls". Phil. Trans. 1863, £4. 
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L~ings Yl ~-Y~ ~ 0 fallen die For~chreitungsrichtungen dieser FIRche 
und unserer Singularit~tenfl~iche zusammen. 

Dass unsere Gerade Selbstber~ihrtmgsgerade und nich~ etwa drei- 
fache Gerade ist~ erkennt man aus dem Vorhergehenden in Verbindung 
damit~ dass eine ]~bene dareh sie aus der Fl~che noeh zwei G-erade 
ausschneidet. Wir erhalten auf diese Weise: 

Die Singulari~tenfl~ich~ ist eine Lin:ienfliiche vi~rt~ Grades mit 
einer CayZey'schen do2ol)elten Dop~elgeraden, die Gattung X I I  yon 
C~'emona. Der Complex hat 16 Consta~de. 

Es ist ]eicht zu beweisen~ dass dies die allgemeiae Ft~che der ge- 
nannten Cremona 'schen Gattang ist. ~ Beim Uebergang yon der 
allgemeinen Complexfli£che zu dieser rfickt die adjun~rte Gerade an 
die Doppelgerade unendlich nahe heran. Die noch vorhandenen 
Ooppelpunkte riicken paarweise in Cuspida~punkte zusammen. 

9. Ffir die Verbindung [11(11)2~ der Elementa~theiier t~isst sieh 
die Gestalt der Singularit'~tenil~che soibrt a~igeben. Neben der Doppe]- 
geraden und ihrer adjungirten hat man hies noch zwei I)oppelgerade, 
die yon des ersteren geschnitten weMen. ~ In dem Fall [1111(11)] 
hatte man eine Linienfl~che mlt zwei doppelt.en Leitgeraden~ bier 
trit~ aasserdem eine doppelte Erzeagende auL Von Cr e mo n a  XI 
]~ommen wir also za V. Es ist jedoch be~onders za beweisen, dass 
wit hier die allgemeine Gattung V vor uns haben. Wir sehen bier 
~mlich~ dass der Ort der Pole der Doppelerzeugenden in Bezug auf 
die Kegelschnitte der Fliiehe eine Gerade ist~ welehe die doppelten 
Leitgeraden triift. C a y l e y  and C r e m o n a  geben aber ffir ihre all- 
geraeinen Fliichen eine solche Eigenschaft aicht an. 

tn dem allgemeinsten Fall einer solehen Fl~iche hat man in jeder 
Ebene durch die Doppelerzeugende einen Kegelschnitt nnd seinen Pol/) .  
Dieser Punkt ~ besehreibt eine Raameurve bei der Drehung der Ebene 
des Kegelschnittes; es solt deren 0rdnung bestimmt werden. Die Frage 
nach tier Ordnung ist identisch mit der Frage naeh der h_uzahl der 
Pankte 2o die auf der Doppelerzeugenden liegen. Liegen n darauf~ 
so ist die Ordnung n -~ 1. -- In unserm atlgemelnen Fall aber wird 
die Doppelerzeugende hie yon einem Kegelschnitt bertihrt*) als im 
aneigentlichen Sinn yon den beiden zerfallenden, den Doppelgeraden. 
Suchen wir also die Pole f'tir diese zerfkllenden Kegelschnitte. ][ndem 
wir uns ihnen als Gri~nzlage anni~hern~ finden wit, dass das Paar der 
Cuspidalpunkte auf jeder Doppelgeraden die Sehei~el des ausgearteten 
KegelsehniYds vorstellt. Diese Cuspidalpunkte sind aber im altgemeinen 
Fall versehieden und keiner lieg~ auf der Doppelerzeugenden. Der Pol 

~) VgL Cremona a. a. O. §§ 6. 7. 
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in dieser Ebene lieg4 also keinesfalls auf der Doppelerzeugenden. - -  Es 
ist also n ~ 0,  die Ordnung unserer Curve 1, d. h. der Ort der ~)ole 
'st auch im al~emeinen Fall eine Gerade, welche die doppelten Leit- 
geraden in zwei bekannten 2unl~en trifft*). ~ Wir  finden fiber- 
haupt: 

.Oer Complex hat drei zOoppelgerade. Die Singularitiitenfl~che ist 
die allgemdn, Fliiche der Gattung V yon Cremona's  Linienfliichen. 
Der Complex hat 16 Constant,. 

10. Der nun za behandelnde Fall .[11(112)] i s t - g a n z  analog 
[111(111)] (S. 158) der ersten kanonischen Form. Wir  haben: 

Q ~--~ Zlxl 2 -[- Z2x~ ~ -[- x~ 2 --~ 0 .  

Q ' ~  ~12xi -~ -{- Z~fx22 ~ 0 .  

~ e  Congruen~ der singuliiren Linien zerfiillt auch bier in die fol- 
genden vier linearen: 

x~ : x: : x~ = +_ i ~  : + z~ : +_ Vz,  Z~ ( z ~ - - z , ) .  

Wit  werden tmten die Directrieen aufsuehen und uns jetz~ zur 
Singularit~tenfl~che wenden. - -  Die Leitgerade yon x 5 ~ 0 gehSr~ 
x t -~- 0 mad xz ~ 0 an,  sie erleidet dutch dieselben zwei projeetivisehe 
Zuordmmgen ihrer Punkte and Ebenen. Zweimal hat man fiir beide 
F~ille dieselbe Zuordmmg yon zwei Elementen. Wi r  erhalten auf diese 
Weise die beiden Btischel x 1 ~-x~.----x 5 ~ 0 ,  bestehend aus dop~elten 
Com2lexgeradon. Daraus folgt: Der Complex hat zwei ~iischel yon 
Do2pelgeraden, deren Mittel2un~e und ~,benen dv22elt ziihlend die Sin- 
gularittitenfliiche bilden. 

Wie wit sehen werden, geht dieser Fall aus [111(111)~ direct her- 
vor, weim die dort auffretende Fl~che zweiten Grades in zwei Ebenen 
uad zwei Ptmkte ihrer Schnittlinie zerf~llt. Diese sind an unserm 
Coordinatentetraeder y~ ~ 0, y~ -~- 0~ u._, ----- 0, u~ ~--- 0 (A,,, _4~). AIs 
Erzeugende der zerfallenden Fl~che sind die vier Biischel (yl~O, u~.~-O), 
(Yl ~---0, u 3 ~ 0) etc. aufzufassen, Zwei yon ihnen, (Yl ~ 0, u 2 -~-~0) 
und (y, ~ 0, u 3 ~---0) bilden die ,eine Erzeugun9 ~, die aus 1)op2el- 
geraden be~tel~t, die anderen beiden bilden die zwelte Erzeugang der 
zerfallenen Fliiehe (die dem Complex nieht angehSrt). 

Die Directricen der vier Congruenzea singuliirer Linien finden 
uich wieder beim Uebergang zu den ~0,-~. Sie seien bezeichnet mit 
l, 1'; 2, ">" 3, 3' ;  4, 4 '  (wo allemal 1:, tz" , zu derselben Congruenz gehS- 
ren). Dann hat man fiir die Coordinaten die Tabelle: 

*j la dem a~lgemeinsten Fall eiaer Doppelgeradea auf einer Fti~che vierter 
Orduung w~re dieser Oft eine Raumcur~e fii.~fter Ordn~ng mit der Doppelgera- 
den al~ vierf~cher Secante. 
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2t2 2a, iota l~,:~ 21, P2a 

1 - - 2 a  0 0 0 0 ; . . a ( i - -~7  ) 

1' o - ~ , ,  o o o ~(~+~) 
2 + ~ o  o o o o ~ . ~ ( , + ~ )  

2' o + ~  o o o , : ( , - ~ )  

- ~ o  o o o o , ~ ( ~ + ~ , )  

~, o - ~ o  o o o ~ , ( ~ - ~ )  

4 + ~  o o o o a=(~- -v ,  ) 

4' o + ~ o  o o o a = ( i + ~ )  

Es ist dabd ~ eine der GrSssen _+ ]/a~ ~t~ (Z,~a~-). - -  Die neben- 
stehende Figur giebt ein Bfld yon der Lage dieser Direetrieen im gatune. 
1234 liegen in Y4 = 0 
und gehen darin durch 
A~. Ferner liegen sie 
paarweise harmoniseh zu 
A~A 1 und A.~A z. Analog 
verhalten sich 1 '2 '  3' 4'  
in Yl = 0 durch A 3. 

Diese Direetricen ge- 
hSren also derjenigen Er- 
ze,~gtmg der,Flgehe zwei- 
ten Grades"' an, die nicht 
,us doppelten Complex- 
geraden besteht, ganz wie 
bei [111(111)]. Die Con- 
struction des Complexes 
ist wie in jenem allge- 
meineren Fall. - -  Seien 
i M m  die ZaldmL 1 2 3 4~ 

i ' 
t 

/ , ~s 

so bedeaten i,  i ' ,  k, k", l, l ' ,  m, m'  unsere Directricen. Wie bei [ 111 (111)] 
sind yon ihnen vler e:fiitlt mlt sing.aliirc*n Punkten, die andern uier ~i t  
singuliiren _Ebenen. Ea'stere s~ivn i, 1:~ l', 'rt~, letztere ~ind dann i', k', l, m, 
Wit werden spgter diese Bezeiehnung oft anweaden. ~ In ikl 'n~" 
darchsetzen die Complexkegelschnitte die Ebenea Yl ~---0 und y~ ~---0~ 
and bertihren dort die singuliiren Linien ihrer Ebenen; i" k ' l  m geben 



176 ADo~ W ~ R .  

die Tangen~ialebenen der Complexkegel an den betreffenden singul~ 
ren Geraden etc. 

.Die iBrennfliicl~e der singulYze~ Gerad~y~ hat xieh in 8 Strahlen 
z'asammengezogen, yon denen je ~ie'r in einer .Ebene dutch elnen Punkt 
gehen. Viex vcm den 8 Geraden enthalten die si.nguliiren -Punl#e der 
singu~iren ]_a:nien, die andern vier die ~inFtd/irvn Ebenen. Zwei ~ii- 
schd yon Geraden t~'effen alZe Directricen, sie bestehen aus dop/pelten 
Coml)lexgeraden. ~ -Der Complex hat 13 Constante. 

11. Die Complexe m~ter der Form [1(11)(.12)] gestalten sich sehr 
einfach. Die Verbindtmg (12) veranlasst eine ~doppette Doppelgerade", 
ferner (11) zwei Doppelgerade, welche erstere treffen. _Der Complex 
hat vier JOol~elgerade, die ein windschiefes Vierse# bilden, yon denen 
zwe~i Gegenseiten benachbart sind. Die SinguTarltiitenfliiche besteht a~s 
zwd ]Fliiche~ zweiten .Grades, die sich nach ether ~rzeugenden beriih- 
ren~ und die noch zwei verschivd~e (der a~dvrn Erzeugung) gemein 
haben. Der Complex hat 14 Constante. 

Das iibrige Verhalten des Complexes ist wie bet ~1I(11)(11)] 
(S. 160). Die Construction ist ganz so wie dort; dabei gelten die be- 
nachbaxten Doppelgeraden als ein Gegenseifenpaar des Vierseits der 
Doppelgeraden~ die nicht consecutiven bilden das andere. - -  Der friihere 
Complex ha~e 15 Constante, darunter eine absolute Invariante; er er- 
laubte also einfach unendlich viele Transformationen in sich selbst. 
Hier hat man 14 Constante, wovon eine absolute Invariante ist; dieser 
Complex erlaub~ also zweffach unendlich viele Transformationen in sich 
selbst. 

12. Fiir [1(111)2] haben wit die Gleichungen: 

~ Ztx~ ~ + 2 Asx~x6 + xs" ~ 0 .  

l)' ~ Zt~xt: + 2 Zsxs (As x~ + xs) ~- 0 .  

Es ist hier, im Gegensatz zu den vorigen F:~llen, Z~ nicht als Null 
angenommen, dafiir aber die dreffache Wurzel ).~. ~ Die singut~ren 
Liaien erfiillen insbesondere die Gleichung Q' ~ ~ Q ~ 0, also: 

x~ ~-- 0 ist ein specieller Complex, dessen Direct;ix der Regelschaar 
x~ ~ xa ~--- x~ -~- 0 angehSrt. Die Regelschaar x~ ---~ x~ ~ x~ ~ O, 
welehe die eben genannte schneidet~ besteht aus doppelten Complex- 
geraden und vierfaehen singul~en Linien, d. h. : 

-Die Singulm'itiitvnfliiche ist eine doppelt zu ziihlende Fl~che zweiten 
Grades. Alle ihre Tangenten, welche eine bestimmte aW_~rzeugende treffen, 
sind do'pzvelte si~guliire Linien. .Die ~rzeugung unserer Fliiche, die 
sich unter dieser befindet~ besteht aus dol~2elten Com~lexgeraden. Ausser- 
dem hat man ~wch zwei allgemeine lineare Congruenze'a singuIiirer 
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Linien, deren Direcb'ieen, dersdben :E~zeugung a~geh~ren, wie die schon 
ausgezeichnete Frzeugende. ~ Der Comple~ hat 13 Co~stante. 

Wir haben bier eine directe Degeneration des Falles f111(111)] 
(S. 158) vor uns. Vier yon den 8 dor~ vorkommenden Direetrieen, 
z. B. 1, 1, 2, 2', fallen zusammen, also in der zweiten Figur auf S. 159, 
(lie Punkte/~, , / )1 ' , / )2 ,  P2"- Die Kegelsehnitte K, und K? beriihren 
~ieh. Wie yon jenem Complex, haben wir also auch yon diesem eine 
directe Anschauung and wir kSnnen auch diesen einfach erzeugen. Sind 
nut die ausgezeichnete Erzeugende e ~- (1 1' 2 2') und drei der ~oeh 
iibrigen gegeben, so ist die Construction entweder dutch Complexkegel- 

p 
~chnitte (wenn gegeben sind e, o 7 3, 4) oder dutch Cc,mplexkegel (wenn 
e, 3, 3', 4' gegeben) sehr einfaeh. (Dabei sollen auch hier 3 und 4 
Reihen singul~irer Punkte, 3" and 4' Axen sin~fl~re~, Ebenen s e i n . ) -  
Die Transibrmationen des Complexes in sich selbst sind noch wie bei 
Eln(111)~. 

Unser Fall giebt ats Degeneration den Fall [1 (1 t 1) (tl)J (S. 168), 
os fallen dann auch noeh 3, 3', 4, 4' znsammen. 

13. Bei der ¥erbiaduag [(Y l)  (11) 2.] der Eleme~ttartheiler,'werden 
wir nebst der ursprfingliehen Doppelgeraden noch v~er weitere haben, 
welche diese schneiden. Die Geraden (11)(11) bilden ein windsehiefes 
Vierseit, die Gerade 2 soll alle txeffen~ verbindet also 2 Ecken dieses 
Vierseits. Die Doppelgeraden haben demnach eine Gruppir~ng wie 
ffinf Kante~ eines Te~aeders. Wit fLuden das folgende Resutt~t: 

.Die Sir~jularitiitenfiiiche 16st sieh in eine TTiid~e zweite~ Graftes 
mit xweien ihrer ~un~'te and dc'~ Tangenkialebenen in diesen auf  .Die 
l)unlcte tlegen nieht auf  derseZben Erzeuger~&n. Neben diesen _Punlzten u~d 
~b~ne~ l~at ma~ noch eine irreducible Congruenz zu'eitc~n G~railez vo~ 
~'inguliir~ Linien, die aus den Ta'ngente~ Uns~'er ~'liiche dutch ei~en 
ollgemeinen linearen Com21ex auoescl~nilte'~ werden, wdcher die Ka~den 
dm winds&iefea Vierseits e~thii~lt. 

Die irreducible Congruenz singul~rer Linien kann aueh als Sehnitt 
elnes altgemeinen tinearen mit einem te~-aedraten Complex dargeste]tt 
werden, dessen Tetraeder dutch die ffinf Doppelgeraden bezeichnet ist. 

Der Complex erlaubt zweifach unendlich viele Transformationen in 
sich selbst~ er ist durch 1~ Cov~s¢anten bestimmt (unter denen eine 
absolute Invariante vorkommt). 

Wit wollen diesen Complex noch mit ~1] (i1)(I1)~ (S. ]60) ver- 
gleichen. Eine der dor~ auftretenden Fl'~chen zwelten Grades zerf~llt 
in zwei Ebenen and zwei Punkte. Der Vergleieh giebt ohne Weiteres 
die Construction dieses Complexes; auf S. 162 lSst sich der Kegel- 
sehnit~ A~ in zwei Gerade auf. ~ Aus nnsorm Fall erhait~en wir da- 
gegen durch Speciatisirung den tefraedratem Es tSs~ sigh dana die vorhan- 
deneFl'~che zweiten Grades auch noeh in einEbenen-bez. Punktepaar auf. 

Ma'~he~ati~che A~aal¢~a, VII ,  12 
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14. Der Fall [(11)(112)] verh~ilt sieh analog mehreren selma be- 
traehteten Fiilten. Wir haben die Darstellung: 

Q ~ ~, (x,'-' -+- x.~). + ~2 _-- 4 )., P,2 .~o~ -{- p,4 -~ = 0,  
- -  o o Q'~- )-1" (x, ~- ~ x~ "~) _____ 4 ~,-~o1~ -))~ . 

Ffir die singul~ren Linien hat man :p~2~pj4~0 und pj~ ~P34 -~ 0. 
Es sind das zwei doppeltziihlende zeffallende Congruenzen. ]hnen sind 
zwei Biischel doppelter Complexgeraden gemeinsam. 

JOer Com21ex hat ~wei JS~iischel doppelter Complexgeraden. It~re 
Jlittelt~nI~te und Ebenen (deren Axe dutch die ~fittelln~nT:te geld) bil- 
den do))~eIt ziihlend die Singularitiitenfliiche; als Liniengebilde geben sie, 
~benfalls do219elt ziihlend, die singuliiren Linien. Der Co~ plex besitzt 
11 Constante. 

Dieser Complex geht aus ~1 (11)(111)~ (S. 168) hervor, wenn die 
dort auftretende Fl-~ehe zweiten Grades in ein Ebenen- resp. Punkte- 
paar sich auflSst. - -  Aus [11(I12)] (S. 174) geht dieser Fall hervor, 
wenn i u n d  k in ArAb, i ' k ' i n  A.,A 3, I und m in A2A3, l' und m' 
in A3A ~ hineinfallen. Die Construction des Complexes iindert sich 
dem entspreehend. - -  Einen -~hnlieben Fall werden wir ferner sparer 
betrachten, n'ilmlich [2(112)] (S. 187); die dort auftretenden Directri- 
cen fallen bier theitweise zusammen. 

Die Singularit.Stenflliche kann auch bier als zerfallende Fl~che 
zweiten Grades auigefasst werden. Eine Erzeugung~ in Gestalt yon 
zwei B/ischeln, besteht aus doppelten Complexgeraden. Die Complex- 
kegelschnitte beriihren die beiden Ebenen an zwei bestimmten Gera- 
den (Pl~ und ~)~) etc. 

15. Der letzte Fall dieser kanonischen Form [(311)(12)] ist dar- 
gestellt dnrch die folgenden Glelchungen: 

Q :-- Z4 (x ~ + 2 x:, x~) + x:."- =- O, Q" ~ ~4 ~ (x4" + 2 x~ x~) + 2 ~ x~ '- = O. 

Wir erhalten als Resultat: 
Die Singularitiitenfliichc ist eine do2pelt ziihlende ~lii&e zweite'n 

Grades. Alle il, re Tangente,n liings ~iner bestimmten F~rzeugenden si~d 
rio'facile singuliire Linien. .Die unter ihnen vorkommenden JErzeugenden 
zu'dtcr Art ,  x~ ~ x ~  ~ x~ ~---O, sind doi,2~elte Com~p~exgerade~. -De~" 
Con~lex hat 11 Censtante. 

In , - l l l ( i l l ) ]  (S. 159) fallen alle Directricen 1, 1 ' . .  zusammen. 
Wir erhalten als Folge dessen: -Die Ccm~plexkegelscl~n;tte osculiren die 
Sin~daritiitenfliiche vie~'pu~&tig an der ausgeze-ichneten l~'~eage~ulen. 
Ebenso verhalten sich die Complexkegel. - -  Sind die Fliiche zweiten 
Grades und die ausgezeichnete Erzeugende gegeben, so kennt man f'th" 
jeden Complexkegelschnitt vier Punkte; eine absolute Invariante be- 
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stimmt ihn. Wir sehen so, dass der Complex fiinffaeh unendlich viel 
Transformationen in sich ertaubt. ~ Ieh unterlasse es, an die Zwi- 
sehenstufen yon [111(111)~ und diesem Fall zu erinnern. 

IV. 

Dritte kanonische Fore. 

.~ x/~ x.:" -I" x ~- _ a 4". x / q -  2 x~ x~, 

Q ~_ ~ , x / q -  ~:~- -k ~.'ax32 q- 2~ (x:? + 2 ~::D "~- 2 x~:c:. = O. 

In dieser kanonischen Form hat man einen dreifadten .E~ementar- 
t]miIer. - -  Bei einem zweifachen Elementartheiler trat eine Doppel- 
gerade und eine adjungir{e auf; bier falten beide zusammen; man er- 
h.~l~ eine ~iickt:el~rgerade. 

Yon den 7 Fgllen dieser kanonischen Form zerl~£11t einer und es 
bleibea die folgenden seclts zu untersuchen: 

cti133, [11(13)), [1(11)3], ~1(113)~, [(11)(1:g)], [.(111)3]. 

kls Uebergang yon den Linien-Coordinaten x an den ~DijI. hat man 
das Folgende: 

1 

1 

16. Der erste Fall [1113J besitzt folgende Singularit'atenfl~tche: 

(a,-x,)  (v,' + ~ : )  - g (*,--2,) (v, ~y..,--v~ y/)  - - 4  2, 2, a:, (v, v~ -v~  yJ" 
--  4 (2ca:, -~ X a *, - -  2 a I *.a) V, Y~ (Y, Ya--  Y~ Y,)'~- 2 (X, q-  L: - -  2 ~-a)Y, ~Y4' =-~ 0. 

Die dreifaehe Wurzel /t~ ist dabei als Rull angenommen. - -  Die Ge- 
rade Yl = Ya----0 ist R(iekkehrgerazle, denn sie gehSrt dem Sehnitt 
yon Y, Y a -  YaY',-= 0 mit unsererer Flilche dreifach an. Diese Fltiche 
zweiten Grades giebt die Zuordnung der Punkte und Tangentialebenen 
an tier Rtickkehrgeraden. 

Eine nghere Be?~raehtuag der Kegelschnitte der Flgche (welche 
die Doppelgerade berfihren) ergiebt das Resultat, dass die Fit&he eine 
Com27exfliiche ist~ &ten Leitgerade eine 6'o',~v21exgera& ist*). 

Es ist eine deu~liehe Abstufung you [1111t1~, [t1112~ zu diesem 
Fall siehtbar. - -  Dieser Complex ha~ 17 Constant< 

17. Beim Uebergang zu [1I (13)] wollen wit im vorigen Fall ,t a 
Null se~zen. Die Singularit~tenflilehe wird: 

~) Vgl. PHicker,  Neue Geometrie. 
12" 
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(;t~__ 4 ) ( y f l + y  ~) + 81~L~y~y~(y~v ~ + y~y,) + 2 ( ~ + i 2 ) y f l y ~  ~- -~- 0. 

Yi ~Y4 ~ 0  ist hier dreifach auf der Fl~ch% diese also eine Linien- 
fl~iche. - -  Die dreifache Gerade ist einfache Axe, hat abet zwei statio- 
n~re Tangentialebenen, feraer ist sie einfacher Strahl und hat zwei 
station~re Punkte. Es sind also auf der einfachen Leitgeraden zwei 
Erzeugende zusammengefallem Der dritte Mantel der Fl~ehe an der 
Doppelgeraden, der nich~ iibera]l gleiche Richtung ha~ ist wie vorhin 
bestimmt durch Yt Y3 ~ Y~Y2 ~ O. - -  Wit haben: 

1Die Singularitiite'~fiiic~e ist [lie allgemelne Gattung X yon Cre -  
m o n a ' s  Linienfliichen*). Der Complex hat 15 Constante. 

Die dreifaehe Linie der Fl~che ist nat~irlieh nieht dreifache Ge- 
rude des Complexes, sondern ist als die Verei~igung yon drel Doppel- 
geraden des Com/2Zexes aufzufassen. Diese kann man kurz bezeichnen 
als die Leitgerade und die beiden singul~iren Erzeugenden der Linien- 
fliiehe (die der ersteren unendtich nahe sind und sie schneiden), 

Dieser Com2plex hat also drei Dol~]pelgerade, die unend~ich nahe 
sind u nd wo die due  yon den, beide,~, andern geseh~ff, t t ~  et,ird. 

Der Bowels dessen liegt darin, dass bei ~(1])(13)] S. 182) die- 
selben Doppelgeradeu aueh auf~re~en, nebst solchen, die you (11) her- 
riihren, welch letztere abet bekannt sind. 

Unsere stationliren Ebenen slnd y~-~-0 t~nd y4-~-O,  sie sind ver- 
schieden, d. h. man hat bier die aUgemeine Fliiehe X yon C r e m o n a .  

18. Auch bei [1 (11)3] tritt~ wie man vox~usseh~n kann~ eine Linien- 
fl~iehe au~: Zwei Doppelgerade schneiden eine l~iiekkehrgerade~ d. h. 

Die Singula,ritiit~fliiche ist eine Linie~qqiiehe mit  z w d  do)ypelten 
Leitgeraden ~md einer ~iickk&rerzeugenden , ah'o ein Spevialfall ,on 
C r e m o n a ' s  Gattung V. Der Com2~ex besitzt 15 Constante. 

C remo na giebt diesen Speeiaffall ebenfalls an. Es entsteh% wenn 
in seiner Construction der Ft.~che die doppelte Erzeugende den Leitkegel- 
schnitt beriihrt. - -  Es mug hier noeh auf ~11(11)2] (S. 173) hingewie- 
sen werden, dort butte man die altgemeine Ftitche V yon C r e m o n a .  

19. Bei [1(113)] ist gegeniiber dem ersten Fal l /~ ~-- )~ ~--- ~ ~ 0~ 
was die Gleichungen ergiebt: 

== Z~x~ ~ + 2 x4x~ = 0 ,  ~" ~::i Z~-x~ ~ + x~ ~- -~- O. 

Die Congruenz der singul'~ren Linien zeri~,iltt in x~ ~ x~ ~ 0 dop- 
pelt z~htend, ferner in: (A~ x t -~ ix~) (,t~ x~ ~ i x~) ~ 2 2~ x; - -  x~ ~ 0. 
Die erste Con~uenz ist speciell, die andern beiden sin(] allgemeine 

*) Carl Eichler behandelt in selner InauguraldissertatiolJ: ,,Uebertragm~g 
ei~es Steiner'schen .Pred~Z~s yon d~r .Ebene auf den ~au,n '~, (~Sttingen 18717 
besouders die Ahhilduug dieter Fl':i~he. 
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lineaxe. Ihre Directricen liegen in den Ebenen Y1 + iY4-'~ Oj Yl --iY4----O 
(we|che doppelt zilhlend zur Singularit'~tenfi~che gehSren). Ferner ver- 
laufen je die beiden~ in derselben Ebene liegenden~ dureh einen und 
denselben Punkt der Schnittlinie beider Ebenen. Diese Pankte sin.d 
% + i % ~ 0 ,  u ~ i % - - ~ O .  

Die untenstehende Figur veranschaulieht die Lage der Direetricen 
und die nachfolgende Tabelle giebt ihre (3)ordinaten. 

1 t i + i + i  0 

1" 1 1 - -  i - -  i 0 

2 1 I + i  + i  0 

~)23 
3 i  

2 ~t 

i 
2 ~t 

i 
2 2~ 

3 i 
2 2t 

2' 1 t - - i  - - i  0 

1, 1" siud die Directricen der einen, 2, 2' der andern Congruenz. 
Die Directrix der doppelten speciellen ist A2A ~. Wir haben wleder 
i und U erffillt mit 
singul'Xren Punkten, 
i' und k als Axen 
yon singulllren Ebe- ~ - ~ . .  /)P, A1 

Zwei Ebenen .E~ , ' " ,  
~', und zu'ei Punt:re d 
P~ , P, ihrer Sehnitt- 
li,de "bitden doppelt ~ ~ . ~ . - ~ . ~  :,.'7"-J. J/  "\ a 

ziihle~d die Singula- f f a ~  - "'"'., 

g~"ue~z ~ingultirer Li- ~ ....  --~-.,_~. ~ "-.  "'. ",, 
xer[tillt in eine " - ~ 7 - ~ . - ~ - . \ ' , . .  "\ 

doppelt zifldende , sl)e- ~ ~ ' ~ ' ~ 1 '  
cielle lineare, deren 
Direch'ix die Linie 
E~ E. 2 ist, ferner in zwei allgeqneim lineare, deren Direetricen dutch P1 
und P2 i~ Ej und .E.., verlaufen. 

Fiir die Construction des Complexes verweise ieh auf [I1(112)] 
(S. 174). Man lasse dort i, k, i', k" unvergndert, lasse abet l, m~ l', 
~Jd an A~. A z heran riicken. Dann hat man aueh eine Ansehauung 
der speciellen Congruenz A~ A 3. --  Die Construction wird dadureh 
etwas modificirt, bleibt aber im Wesentlichen dieselbe. - -  Wit kSnnen 
auch hier die zwei Ebenen und Punkte als zerfallene Fliic~ zw~iten 
Grades auffassen, deren dae ~rzeuguu9 aus doTpelteq~ Coml~lexgeraden 
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besteht. ~ Diesen Fall erh~lt man ferner Ms eine directe Degeneration 
vo,~ [1(11i)2] (S. 176). 

_Der g~mt~ex hat 12 Con~¢ante. 

~0. Den Fall [(11)(13)] haben wit sehon bei [11(13)3 erw'~hnt. 
Man hat hier an der Singutari~tenfl~che ftinf Doppelgerade. Ein ebe- 
ner Sehnitt besteht aus einem Kegelschnitt und zwei Geraden, die sich 
auf demselben sehneiden. Wit haben: 

1)ie Singularitiitenfi~iehe besteht aus einer ~T]~che zwdten Grades 
F z mit zweien ihrer Ebenen :E l E=,, welc]w eine Erzeuge~ule e gemein. 
haben, u~dl den ~eriihrungspunkten P,, I~2 dieser :Ebenen. 2¢eb~z den 
zerfallenden Iinearen Congruenzen xin~d~rer Linien hat man noch eine 
irreducible Congruenz zweiter~ Grades, die ca~s' &n Tangeq#en yon 
dureh eine~ allgemeinen linearen Com21ex a~tsgesehieden wird. Der 
Complex hat 13 Con~tante. 

Dass man hier fiinf doppelte Complexgerade ha~, ist evident, Die 
dreifache Gerade der Singulaxiti~tenfl~che ist als drei unendtich nahe 
doppeite auikufassen. Da~ sieh~ man sehr deuttlch bel der Ableitung 
dieses Falles aus dem Fall [(11)(11)2] (S. 177). Dort hat man fiinf 
Doppelgerad% yon denen drei in unendtiche N-~he riicken, wenn die 
dort auftretenden beiden Punkte der Singularit~enfii~che in eine Er- 
zeugende yon 2'z riicken. Dieser Uebergang giebt auch deutlich die 
Gruppirung der drei unendlich nahen Doppelgeraden, ferner die Con- 
struction dieses Complexes. Man erhiiI~ z. B. das Resultat, dass alle 
Com)lex-Kegel~d~nitte und Kegel die ~ an der .Erzeugenden e beriih- 
ten (und weiterhin nattirlich in noeh einem Punkt~ die beiden Ebenen 
~ und ~ abet nur noeh uneigentlich). 

21. Der Fall [(111)3] stellt sich zwischen [(111)12] und [(15t)(12)] 
in die Mitre. Wit haben hier: 

Die Singularit?itenfiiiche i~.t eine YFldiche zweiten Grades .b2,2, do22elt 
z~hlend. Alle ihre Tangenten, die eine bestimmte ~rzeugende e treffea, 
sind dreifaeh singuliir. :Die Erzeugenden unter ihnen si~d vierfache 
singuliire Linien und doppelte CompZexgerade. Es  #ommt ~weh eine al~- 
gemeine lineare Congruenz singulgrer Linie~ vor, die ebenfalls zwei Er- 
zeugendv ~,on I)½, und zwar yon derselben Schaar wie e, zu Directricen 
]tat. JDer Complex hat 12 Constante. 

Gegentiber dem oft genunnten Fall [1 I1 (111)] (S. 158) fallen bier 
t ¢ )  , drei Congruenzen zusammen, also z. B. die Directricen 1 1 , . 2 ,  33". 

Wit sehen, dass die Camplexkegelsehni#e und ComTlexkegel _~ s~immtlich 
an e drei2u~tig osculiren. Fiir alles Weitere sei auf [ l i l ( l l l ) ]  ver- 
wiesen, 
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¥ .  

Viorto kanonische Form. 

B ~  xl ~ -{- x~ ? + 2 x3x ~ Jr" 2 x~x6 ~ 0 .  

Q ~ ZLxz -~ -}- i~x,2" -+- 2 13x3x~ "k- 2 Z~x~x~ -~ x32 Jr x~ ~- ~_ 0 .  

In dieser kanonischen Folun haben wir zwei einfache und zwei dol~- 
1~elte Elemcntartheiler. In allen F~illen treten also zwei sick schneidende 
Doppelgerade auf, welche adjungirte Gerade besitzen. - -  Es kommen 
neun F~lle vor, einer zergitlt, es bteiben f ~  die Behandlung die fol- 
genden acht: 

~E122~, [11(22)], [12(12)], [(11)22], [(1:-)) (12)] , [(11~)2~, [:1(12~)] , [(H)(22~ 

Es sind hier nut noeh zwei allgemeine Fuadamentalcomtflexe vor- 
handen. Die Directricen xa, x4~ x~, x~ der speciellen bilden ein wind- 
schiefes -Vierseit~ yon dem x a und x 4 das eine, xs and x~ das andere 
Gegenseitenpaar sind. Die beiden Geraden~ welche das ¥ierseit zum 
Tetraeder erggnzen, sind die Directa'icen der Complexe xl q-ix, .  =-= O, 
x~ ~ i x  z -~-O. - Bei dem Uebergang yon den x za den/0~ wollen 
wit setzen: 

x 1 ~ / g t ~  q - / 9 ~ ,  x~ ~ P1~, x~ ~ PI~ ,  
1 

22. In dem allgemeinen Fall [1122~ hat man: 

ut~d /fir die Singularifl~tenfl~iche: 

Die Kanbn  A:A~, A~A1 sind Doppe]gerade der Flii~he, A~ A~ 
und A~ A~ deren adjungirb. Unter den dureh eine Doppe]gerade geleg- 
ten Ebenen enthalten, ausser y~ ----- 0, noeh je zwei zerfallende Kegel- 
schni~e der Fl'~che. Sie bestehen aus Punkbpaaren, resp. Doppelgera- 
den. Im Vergleieh mit [11112~ (S. 17]) haben wir: 

])ie Singularit:itenfiiiche besitzt vier (konischv) Krwten und vler 
Doppdebenen. Vier VerbbMunyslinien der ersterert sind einfache Ge- 
raden dcr ~Tiiche, sie besitzen stationiire Ta~tgen¢ia~dbenen. Zwel 3)o;p- 
l)elgera& der ~7~che, die ~ich schnelde~ b [~'eff'en je ein G~enseiten~aar 
des Vierseit~" &r einfaetwn Gerado~, Diese Do21Mgeraden besitzen 
adfitngirte Ger(~& etc.*). Der Comp~e,'z hat 17 Co~stante. 

~) Plficker nennt diese Fliche a. ~. O. S. 339, II. ~te finde~ sieh weiter- 
hin bei Sturm, diese innalen~ Bd. IV, S. 269, ~. ¢. 
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Die nebenstehende Figur solt hier der Anschauung zu HiIlfe kom- 
men. Es ist A~A~.43 A~ das Cvordinatente~raeder. Die Doppelgera- 

den sind doppelt gezogen. Die 

/ \ .~ ', < \~ 

Pankte 1234 sind Doppelpunkte, 
12, 34, 14~ 23 sind die Geraden 
der Fliieh% welche consfante 
Tangentialebenen haben, welch 
tetztere insbesondere auch durch 
die Dolopelgeraden gehen. Aus 
den harmonischen Punktg~up- 
pen der Figur sieht man sofort, 
dass die Geraden A.~A~, A~A~, 
14, 23 vier harmonische Erzeu- 
gende einer Fl~che zweiten Gra- 
des sin& Dasselbe gilt flh" A3A ~, 
.41Ao, 34, 12, d. h. atle Gera- 
den der FIgche and auch die 
beiden adj, ungirten der ])o2rpel- 
ge~'aden sind auf  ~iner Fl~he 

zweiten Grades als zwei Grul~en yon vier harmonisch liegenden Erzeu- 
gen&n gdegen. 

Diese Fl~che kaan leicht aus der allgemeinen Complexiliiche (S. 172) 
abgeleitet werden. Die ]etztere babe die Knolenpunkte 11', 22', 33', 
44', wo a]]emal ii '  die Doppelgerade uad die adjungirie [rifft und 
i~ i" zu diesen SchnitCpunkfen harmonisch llegen. Maa lasse 3 mi[ 4 
and anderseits 3' mit 4' zusammenfallen in Punkte der Geraden 12, 
1" 2", so dass die ¥erbindungslinie dieser beiden neuen Punkte die vor- 
handene Doppelgerade trifft. Auf diese Weise erhiilt man gerade das 
Singulari~tensystem~ welches bei unserer Fl~che vorhanden is¢. Um 
die Abstafung yon der Kummer'schen Fl~iche [za der allgemeinen 
Complexfii~che and zu diesem Fall noch deatMcher zu sehen, muss mart 
auf die Gruppirung der 16 Knotenpunkte der erstgeaannten Fl~che zu- 
rtickgehen, was iadess nieh[ geschehen so]]. 

03. Der Fall [11(22)] ist der erste vorkommende einer Reihe yon 
ganz eigenthiimlichea Complexen. Wit haben die Gleichungen: 

Q ~'Zlx(" + ~x~ "~ + x~ ~ A- x~ 2 --~ 0. 
f f  ~ (g~x~ A- iZ~ xO ( ~ x  I ~ i;.2x~) -= O. 

Die sin~al~ren Liniea bilden zwei nich~ zerfalleade Congruenzen 
zweiten Grades. Dem entsprechend treten zwei Fli~chea zweiten Gra- 
~es als Singularit.litenil~che auf. In Punktcoordinaten heissen sie: 
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y,' - 4) yg - z,4 + #?)} --- o. 

Es is~ dies eia Kegel, dessert Mittelpankt ~1~ ist, und eine Ebene 
dureh diesen, welehe doppelt z~ihlt. 

Indem wir die Enveloppe .der singul~ren Ebenea aufsaehen, fin. 
den wir: 

Der erste Factor ergiebt den Kegel hl Eheneneoordiuaten, der zweite 
aber einen Kegelschnitt in der vorhin aufgetretenen Doppelebene. Wir 
flnden so : 

~i~ Singutaritiitenfl?iche ist ein Kegd K m~td ~in Keyetschni~t C, 
dessert iEbene ~ dutch den Mi#elydunkt M yon K geh£ Jger Kegel- 
schnitt beriihrt die beiden ~rzc.agenden, die E aus K aussehne;det. Die 
nebenstehende Figur ~eb~ ein Bild dieser 
Yerh~ltnisse. Kegel und Kegelsehnitt . .  
haben zun'aehst zwei Erzeugende gemein, \ ~ , , , ~ L ~  
die ffir den Sehnit~ doppelt zu z~hlen sind. ii" ~ ' ~  
Doeh sieh~ man aus der Gleiehung des 
Complexes, dass .man bier ein ganzes t~ii- 
se~el yon Com21ex-Doppelgerade~ ha~. Die- 
ses Btischel heiss~ in Liniencoordinaten: 
x t ~ x~ ~ x~ -~- x~ ~ 0; es besleht a~s de~ Geraden in der Ebene you 
C darch 2~i. 

Die Congruenz der singuIiiren ~inien entsteht nun auf die folgende 
Welse. Zun~chst ist dem Kegel K ein liaearer Complex zugeordnot, 
der mi~ seinen Taugenten die eine quadratische C0ngruenz erglebL 
Ein weiterer linearer Complex~ der mit dem vorigen in Involution 
liegt, schneider aus den Treffgeraden yon C die zweite Congruenz. 
Die singutiiren Linien sind atso nicht etwa die gleichzeitigen Tangem 
ten an K und C (welehe auch zwei irreducible quada'atisehe Congraen- 
zen bilden). Wir kSnnen sie vielmehr durch folgende Construction 
erzeugen: Zu K gehSrt in dem ersten linearen Complex ein Kegelsehflitt 
in ~ durch 21/. Die Congruenz zweiten Grades seiner Treffgeraden, 
die K berfihren, besteht aus singul~ren Linien. Die zweite Congruenz 
erh~lt man auf dame Weise aus C und einem (ira zweiten Comp]exe 
zugeordneten) Kegel, dessen Mittelpuakt M [st*). - -  Diese Constxuetion 
zeigt, wie die Geraden, die in ~ dutch M ver]aufen, aus vierfaeh sin- 
gulden Linien bestehen (womi~ sie ohne Weiteres doppel~e Complex- 
gerade, sind). - -  Man vergleiche aueh diese Construction mi~ der des 
Fa]tes [1l(11)(11)] (S. 164); sie ist im Wesenttichen dieselbe. Eine 
beliebige Ebene trifft K in einem Kegelsehnit~ ~' uJM C ia den zwei 

*) Vgl. Kummer a~ a. 0., S~tze XIII und XIV. 
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Punk~en /~l, ~ -  Die CompIexkegdschni~e gehen dutch ~ und /~  
und ber'dhren den Kegelschni~t C" zweimal e~c. 

Der Complex hat ld  Constant. 

24:. In dem Fall E12(12)] treten drei Doppelgerade auf, wovon 
zwei, (12)~ unendlich nahe liegen, die dritte, 2, aber beide trifft. 
Wit  kommen also hier wieder auf Linienfl:£chen, und zwar auf Cre- 
m o n a ' s  Gattung ¥I .  Gegenfiber dem Fall [111(12)3 (S. 172) is~ hier 
eiafach eine doppelte Erzeugende aufgetreten. Wir fiaden zu ihr wie- 
der eine adjungirte Gerade, wetehe heide doppel~e Leitgeraden trifle. 
Es w~re also auch bier wieder der Beweis za fiihren~ dass man bier 
die allgemeine Gattung VI hat. Der Bewels is~ aber gaaz dersdbe wie 
bei [n(11)2~ (S. 173). 

Die Singularitgitenfig&e ist die allgemeiue Linienfla&e, die Cre- 
mona  a~s seine V I  ~ Gattung anfiihrt. Sie hat eine Selbstberiihrungs- 
gerade u,td eaae doppelte I'~;rzeugende. 1)er Com29Zex hat 15 Constante. 

25. Der Complex [1(122)~ ist dargestellt durch die folgenden 
Gleichungen: 

~ ~lx~: + xa'-' ~- xfl -~- 0 ,  q~' ~ Zflxl 2 ----- 0 .  

Die Congruenz der singifli~ren Linien besteht augenscheinlich aus 
zwei doppel$ z~ihlenden speeidlen linearen Con~'nenzen, deren Directri- 
cen (x a -~ ixs~ x a ~ ixs) sieh schneiden. In Punktcoordinaten sind 
diese Directricen Yl ~ Ya 47 iyt -~- 0 und Yt ~ Ya ~ iYt ~- O. ~ Wit 
haben hier die directe Degeneration des Falles [11 (22)] (S. 184). Der 
Kegelschnitt C after in den doppeltziihlenden Punkt M~ der Kegd K 
in die doppelte Ebene E aus. 

Die singuT&.en Linien bilden z wei dolopel, t zStdende~ s2eeielle lineare 
Congruenzea, (terc~ Directricen sieh scl~n~iden. 17~r Sehnitt2unkt ist vier- 
fach z~i]d~nd die Xnvelop2ae &r singulgiren 2Ebenen and die ihno~ ge- 
meinsamc :Ebene vierfach, zgihlend die Fl/icl~e der sb~gullire~ t)unkte. 
)Der Co,m1)lex be~itzt 12 Constante. 

Dieser Fall kann aueh als direete Specialisirung yon [11(112)] 
(S. 174) angesehen werdea. Man sidle sich vor~ es fallen dori die 
beiden Ebenen der Directrieen, y, = 0 und Y i ~ 0~ ebenso die Sehnitt- 
punkte A~ und A a je unendlich nahe zusammen. In tier dnen Ebene 
seien i/~, £erner lm je vereinigt~ ebenso in der zweiien einersei~s i 'k ' ,  
amderseits l" m'. Diese Vereinlgung geschieht so, dass (i k) und (i" k') 
sell)st unendlich nahe verlaufen etc. - -  ]ndem wir so die Grenztage 
auffassen, kSnnen wir diese Siu~malarit~ttenfliiche wieder ansehen a/s 
degenerirte ~T&he zweiten Grades~ yon der eine t~rzeugung aus DoT2el- 
geraden des C~m21exes besteM. 
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26. Der Fall [(11)22] is~ dutch die Gruppiruag seiner vier Dop- 
pelgeraden bemerkenswerth. - -  Indem wir an Stelle der Gleichung 
Q ~--0 nehmen: Q -  X I/~--~-0,  erkennt man, dass die Gel~aden 
x:~ ~ x4 ~ x~ ~ x~ ~ 0, also A1A. ., und A3A ~ (~)mplexdoppelger'ade 
sin& Ebenso fiihrt ~ - -  ~ .P ~--- 0 auf A2.A3, ~ ~ ~ P  ~- 0 auf A~A t. 
JDie .DoTpelyerade~ A3A4, A~ A~, A2A 3 bilde~ c.in 1)rei~ek, .4t A~ " geht 
dutch eine seiner EeIzen. - -  Bis jetzt hildeten altemat vier Doppel- 
gerade ein windschiefes Vierseit. 

1)ie Congruenz der singul~ren L ini,~ zerfiillt in ei~w lineare, derek, 
Gera& eiue Ebem und ~inen darin tiegcnden ~unkt ofiillen~ und eine 
rein dritten Grad. ~ .Dem entsprechend 16st sieh die Singularitiiten- 
fl@he auf b~ eine allgemeine Linienfldche dritten Grades mit ei*wr ihrer 
l)olcpeltangentialebe~e~ und dem in derselben l~;¢genden Doppelpunl;t. 
Der Com)?lex hat 15 Co~ante. 

Beim Uebergang yon ~(11)112] zu diesem Fall raSgeu wit uns 
vorstellen~ dass dort die Ebene der Doppelerzeugenden (der Cremona ' -  
schen Gailung V) mii der einen doppelten Leitgeradea uad der Schnitt- 
punkt der doppelten Erzeugendea mit der andern doppeltea Leitgeraden 
sich als Fl~che ersten Grades absondern. 

07. In dem Fall [(112)2~ wolten wir ausgehen yon: 

Q ~ 2 Z 3 x ~ x  4 + x 3  ~ + x 5  ~'==0. 
Q ' ~ 2  ~x~ (x~ A- ;t~x~) ~ 0 .  

Zuniichst haben wit doppett als singulKre Linien z~hlend die Con- 
grnenz x~ ~-- x 5 ~ 0~ resp./o~3 ~ l h ~  ~ 0. Diese "bi|den eia Strahl- 
biindel und eia Strahlfeld. Eine weitere Congruenz zweiten Grades 
is~: (x~ q-cX~)(x~ ~cx~)---= xz q - ~ x ~ - O ~  also das Product yon 
zwei speciellen linearen Congruenzen, dere~ Diree~ricea sich treffen. 

Doppelte Complexgeraden sind x 3 ~ xa ~ x~ ~ 0. Sie bilden zwei 
Bfisehel. 

Der Com~ex besltzt sine do~dte Aus~ahmeebene und eineu i~ ihr 
liegeu&~ doppelten Ausnahmelmnkt. J~eide bilden doppelt ziihlend eine~ 
Theil der Singularitiitenfliiche, ebenso dotz2dt ziihlend vine Congruenz zwei- 
ten Grades vo, z singul2iren Linien. ~ der A.usnahmeebcne dutch den 
Ausnahme29unkt geht eine Gerade~ welche sowohl die singulgren PunIzle~ als 
aueh die slnguliiren .Ebenen dieser singul~ren Geradcn bestimmt. - -  In 
einer u;eitvre~. ~bene &trch de~ A usnahmelmnl;t hat man zwei Gerade, 
Dir¢cbriee~ yon zwei specietlen linearen Co~ruenzen singulhrer Linien~ die 
dttreh einen l~ankt der Aus~ahmeebene gehe~t. Dieser neue 2urd~t und 
diese neue 3~bene geh6ren ebenfalls clotrpelt ziihlend zur Singularitiiten- 
flffche etc. l)¢r Uomplex hat 12 Ccmsiante. 

Die Cor~plexkegelsehnitte berfi]area die Ebene (x~x~)an x~ und 
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durehsetu.cn (x4x~) aa den beiden genannten Direetricen. Man ver- 
gteiche diesen Fall mit [I l (112)3 (S. 174). Man tasse dort die Direc- 
trieen i und k in A~-42. hinelnfallen, ferner i' and k" in A2A z riicken. 
Die andern bleiben ungeKndert. 

28. Eine einfaehe &bstufung is~:. [11(11)(11)3, [1(11)(12)], 
[(12)(12)~. Zuers~ ist die Singularit~tenfl~he das Product yon zwei 
Fl~ichen zweiten Grades, die ein windschiefes Viersei~ gemein haben. 
Dana riicken in diesem zwei Gegenseitea zusammen. Bei dem nun 
zu betraehtenden Comptexe [(12)(12)~ than das beide Paare: 

]Die Singularith'te~fliiche besteht aus zwei ~lgchen zweiten Grades, 
die sich nach zwei sich schneide~uterb J~rzeugenden beriihren. _Der Com- 
plex hat 15' Cons~ante. 

Die singulgren Linien verhalten sich sehr eiafaeh. Ftir sie finden 
wir das Folgende: 

~ie singul~ren Linien bilden zwei irreducible Congruenzert zweiten 
Grades. JOie erste wird aus den l'ange~'~ten der einen gF., dutch einen 
spedellen tinearen Complex ausgesehnitten, dessen 1)irectrix dutch den 
Schnittpunkt der bciden dol~)elte~ ~oIJpelgeraden in deren Ebene ver- 
liiu/t. Dic za diesc~t cS'ei Geraden harmonisclte ist eben['alls J~irectrix 
eines sl~eciellen Complexes, der mit den Tange~ten tier zweiteu Fliizhe 
die zweite Conyruenz ergiebt. 

Man erkeml~, dass beide Congruenzen ein Biischel gemein haben. 
Dasselbe hat als Mittelpunkt und Ebene den Schnittpunk~ und die 
Ebene der beiden Erzeugenden, nach denen sieh die Fz beriihren. 
Dasselbe ist 33iisel, el yon do2peIten sing, d~iren L~nien, die einfache Com- 
1)le~gerade sind. 

°,9. In  dem Ful l  [(11)(22)3 h a t  m a n :  

Q ~-: Z~ (x~ ~ + x2 ~-) + x.~ ~- + x~ -~ ~ 0 ,  Q '  - -  Z ?  (x~ ~- + x,.,9 = 0. 

Die singuliiren Linien werden aus den speciellenComplexen x 3 - ~ - i x ~ O ,  
x ~ -  ix~ ~ O, deren Directricen sich schneiden, durch x t q - i x  2 ~--O, 
x t - -  ix~ ~ O, die ebenfalls speclell sind, ausgeschnitten. Drei dleser 
Directricen liegen in einer Ebene and drei gehen dureh eiaen Punkt etc. 

V~ir erhalten eine do2peIte und zwei einfache .4usnahme'ebenen, let- 
her je damit vereinigt einen dop~elten ue~l zwei einfache Ausnahme- 
I~,nkte. - -  Damit hat man die singulEren Linien und die Singulari- 
t~tenfl~iche volls~ndig. 

Man vergleiche mit [11(22)~ (S. 184). Der dort genaante Kegel- 
sehnitt zerfiillt bier in ein Ptmktepaar, der Kegel in ein Ebenenpaar. 
Der Complex ist wie jener zu constrairen. Die Complexkegelsehnit~e 
berlihren die doppelte Ausnahmeebene an einer besfimmten Geraden~ 
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n~mlieh an der Verbindungslinie der beiden einfaehen Ausnahme- 
punkte etc. Der Com2~ex hat 12 Conshtnte. Das Bik~ehel der Gera- 
den in der Doppelebem dureh den Do)q)elpu~I~ bestd~t auch bier aus 
do~-,ioetIen Co.mplo:geraden. ~inc weitere doppdte Comt)le~'gerade in der 
do~peltt~n Ausnahmeebe~w, die, nle]# dutch, den dv2~elten Ausnahnu~tn/nkt 
geht, ist die Verbindu,~gstb~de &r  ei'nfaehe.n D~)el2unkte. ~be~so ge- 
h6rt die Sch,d#linie &r einfael~en A~nahmeebenvn dot~lt dem C~t- 
ptexe a~. 

Das Letztere ergiebt sich sofort~ wenn man ~n Q die zweifache 
Wurzel ),, gleieh Null setzt and die vierfaehe 23 al~ yon Null versehie- 
den annimmt.  

¥ I .  

Fiinfte kanoniseho Form. 

P~__x,"- + x~ "~ + 2,.~x~ + 2x~x~; -~ O. 
Q ~ Zlx,'-' + Z~x~ ~ + 2 x3x:, + x42 = 0 .  

In  dieser kanonischen Form kommt em vier['acher I~lementm'thdler 
vor. Die vierfache Wurzel ,  die zu ibm gehSrt ,  is~ bier als Nul] an- 
genommen. 

Es kommen keine zerfallenden Complexe vor; wir haben die fol- 
genden ~'ieo" MSglichkeiten: 

[1t4], [1(14)], [ ( l l ) Q ,  [(1t4)].  

Die Forni 2 geht  in die Beding~ng'sgleichung der Coordiaaten t);~ 
fiber bei folgender Substitution: 

xl ~--~- 2h~ -~- 2)~4 , .c:,, ==_vl:~. , Q == 2 p ~  , 
1 

x.~ = 2 (PI~ - -  P:;,), x G == 2 P4~, x.~ =~ p,~.  

30. In  dem Fail [114] haben wit die Singularit~teufKiche: 

- - 8  (21 ~ ) y ~ y ~  -{- 16 ,~ L.,y(:yi ~" == O . 

y, ~ y.~ ~ 0 ist Doppelgerade~ Yl -~- Y3 ~--- Y~ = 0 dreifacher Punkt. 
Die Kegelsehnitte beriihren die Doppelgerade ira dreifachen Punkte etc. 

Die Sirtgularitiiten[liiehe ist d~ Cora2)lexflgche, deren Leitgerade 
(ira aZ~emebw~ Complex zweiten Gra~e& vine singukire Comp~.xgerade 
"~t. JDiese Geradv ist die einzige I)(q~pdgerade des Comphwes, der 16 
5bnstante besibzt. 

31. Fiir Z.~ ~ 0 erhiilt man aus dem vorigen ]?ali f1(14)]. Die 
Singularit~tenfliiehe ist: 



]90  /~'oL~- WErLuR. 

y.32 (Z~y~- - -  4 y,~) + 8 Z ,y~ (y.~y~ - -  y~y:) --~ O. 

Die Gerade y, ~ y:~ ~ 0 ist dreifach gewordea, die Fliiche aIso 
eine Linienti~ehe. Es ergiebt sich: 

.D.~ Singularlt6tenfi6che ist de~jenige Specialfall yon C r e m o ~ a ' s  
Gat~un9 X ,  bei dem die b(:iden station6ren Pangentenebenen 2~tsammen- 
/'a~en. 1)er Com21ex ]tat 14 Ccozstante. 

C r e m o n a  erzeu~ die allgemeine Gattung X durch eine ebene 
Curve dritter Ordaung mit Doppelpunkt u~d eine Gerade, welche dureh 
den Doppelpunkt geht. In diesem Fall ist aus dem Doppelpunkt eine 
Spitze geworden. 

Wie Vll(13)] (S. 179) hat auch dieser Complex drel une~dlieh 
nahe 5Do192elgerade. Sie sind dargestetlt wle bei [11(13)] dutch die 
Leitgerade und die singul~iren Erzeugenden der Linienfl~che. (Nur 
die gegenseitige Lage ist anders, da hier diese beiden Erzeugenden 
zusammenfallen). 

32. tn dem Fall [(11)~J hat ~lan: 

Die SinguZaritiitenfliiche besteht aus der allgemeinen Linienfl6cl~e 
drithm, Grades und einer ihrer Cusplda~ebenen ~ i t  dem darln liegenden 
C~tspida@unt~. I)er Coml)lex hat 14 Constante. 

Die vier JOo~2elgeraden des Complexes haben eiae Anordnung wie 
bei ~(11)22] (S. 187). Zwei sind in einer Ebene unen41ich benach- 
but't, eh~e dritte ]ieg't in ihrer Ebene und geht nicht durch den Schnitt- 
punkt~ die vierte thut das Umgekehrte. 

33. F[ir [(11~)] hat man: 

Die slngul6~'en Linien bestclw~, aus der &-eifach ziihIenden zerfal- 
h,nden C'o~lgmu~z x.~ ~ x 4 ----0 und aus der allgemei~en linearen 
x L ~ x:, -~- O. ;Die beid~ Biisehet x 3 ~ x~ -~- x:, ---~ 0 bestehen aus d~p- 
pdlen Complexgerad~% sle gebe~ th~))el~ ziihknd die Sing~daritiitenfliiche. 
Der Comt)Zex hat I I  CorlstaM~.. 

¥ergleichen wirmit ~l (t13)] (S. 180). Die Congruenz 2, 2" falle 
dort in die doppelt z~hlende si)ecle]le hinein; 1, 1" lasse man unver- 
• 2ndert. Man finder so, dass die CompIexkegelschnitte die Eben% 
welche dreifaehe singul~re Linien enth~lt, an der Schnittlinie unserer 
beiden Ebenen berfihren, die andere aber an einer bestimmten Ge- 
radea in bekalmter Richtung durchsetzen. Das DuMa gilt ftir Aie 
Complexkegel. 
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VH. 

$ochste kanomsche Fore, 

P ~ x, 2 -F 2 x:x3 q- 2 x~x~ -F x.,'-' ~ 0 . 

Q ..... Ztx,2 -+- 2 Z2x.,x:~ + x.? + 2 x~x:, -~ O. 

Man hat hier einen einfaehe~, einen &~tzpelten u'ad einen dreirachen 
:Ele.mentartheiler. Die dreifaehe Wurzel ist in f2 als Null angenom- 
men. Es kommen die folgenden f i inf  Pgille vor, yon denen keiner 
einen zerfallenden Complex ergiebt: 

[123], [1(23)], [2(13)], ~(12)3], ~(123)]. 

Dutch die folgende Substitution wollen wlr in die p~k "~ransfor- 
miren: 

1 
x~ = -7- (2i~. - - P : ~ ) ,  x 2 --= p : ~ ,  x~ - ~  P ~ t ,  

34:. Die Singularit~itenfl'~che des Fal!es rl23"~ hat die folgende 
Gleichung: 

- - y ~ - - 4  Z~y~r~%-~- 4 ;~ L> ~- (y, y.~ --y,~y~)~ --~ 8 £~. ( ),~ - -  L> )y, y~ (y, y~ - -  y:~ y,) 

+ 4  (~I - -  ;L>)~/,"Y~ ~ = O .  

Wir sehen, dass y i = y s = O  Doppelgerad% y ~ = y ~ = O  die zu ihr 
adjangirt% ?h ~ Y~ ~--- 0 endlieh Riickkehrgerade ist. Wir suchen 
wleder die zerfallendea Kegelsehnitte und finden: 

Die Singulari t~tenlY~e besitzt eine JOoppelgerade mi¢ adjungi~er 
Gerad~ und eine ~i~ekkehrgerade<, wdehe die adjungirte t,i'iffL 5Die 
Verbi~u~unqslinie de'r zwei eonischen Knoten der Fliieh~ tri[/7 die ])~Ft)el- 
9erade und geh6rt der Fliiche an; fe~'ner gehen dutch die Knote'n ~'wch 
zwei Geraden der :Fliiche, die wie 
die eben 9enan~'de Gerade constante 
Tangentialebene haben. Der Com- 
plex hat 16 Constante. 

Die Lageabeziehung der Ge- 
raden der Fliiehe ist durch die 
nebenstehende Figur deuttich ge- 
maeht. A 2 .4 s ist die Rtickkehr- 

.gerade, ~ A 4 die Doppelgerade, 
-4~A 3 die adjungirte. 2 und 3 
sind conisehe Knoten. 23 is~ eine 

/ ' \  

/?\..o/,, -\ 
/ " ~ ' ~  .... , . . . . . . . .  ":7- i ~'~ i ~ , l j  "-~-. , ~  - / /  

-p, 
einfaehe Gerade der Fl.~ehe, sie 
triff~ Doppelgerade und adjungirte Gerade~ ihre cons~ante Tangentialebene 
geht durch A 2 A  4. ~ Die Geraden A.,A, ,  24, A1A3, 13 sind vier h a r m o -  
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nische Erzeugende einer Fl'~che zweiten Grades, der auch ~/~A 3 und 
angehSre~. ~ Man stelle sich in ~1122j (S. 183) vor, dass die Punkte 
1 und 4 in A~A a fallen. Die adjungirte yon A2A a riickt mit heran 
und macht die Doppelgerade zur gfickkehrgeraden. 

35. In dem Fall [1(23)] haben wir: 

Die Geraden x i ~ x  z~ - -Q-~-xS~-0  bilden in Yt-----0 ein Bfischel 
dutch den Punkt .4~, bestehend aus doppelteu Complexgeraden. - -  
Aus Q ~ - 0  werden die singul~ren Linien durch zwei allgemeine, in 
Involution liegende lineare Complexe ausgeschieden. Dem entsprechend 
zerfiillt auch die Singularit~tenfl-~he. ]n Punkt- und Ebenencoordina- 
ten erhalten wir: 

y~ (y~ + 4 "~Y~Ya ~ 4 Z~y~ ~) ~ 0 ,  
v,, ~ (v~ ~- - -  4 Z~ v~ v~ ~ 4 ~ v~2) ~ 0 .  

Die Singularitiitenfliiche zerfiillt in ei~,en Kegd und einen Kegd- 
seltnitt~ we@h' tetzterer in einer TangentiaIebene des ersteren liafl und 
die Erzeugoule des Kegels, d@ in seiner .Ebene lie9t, an da" Kegel@itze 
beriihrt. Dem Kegel und dem Kegelschnitt sind lineare, in InvoZut~a 
liegende Complexe zugeordnet, die aus ilwen Treffgeraden, be,~.. Tanqenten 
die singuliircn Linlcn ausselmeiden. Der Complex besitzt 13 Constante. 

Dieser Complex verh:£1t sich wie [11(22)] (S. 184). Die Con- 
struction ist noch genau dieselbe, war die gegenseitige Lage yon C 
und K hat sich ver'~ndert. 

36. In dem Fall [2 (13)] tritt wegen 2 eine Comptexdoppelgerade, 
wegen (13) abet treten drei solche auf~ (lie unendtich benachbart 
sind. Wit finden eIas Folgende: 

;Die Singularit~itenfl~iche ist die Cayley'sche Linienfiiiche drith~n 
Grades mit einer ~bene ihrer Dot~peldevelo~v2abeln und dem zu dieso" 
geh6ren3~ -Punkt der Dol~elgeraden. Der Complex hat vier Doppd- 
gerade, er ]tat 14 Constant'e. 

Die Doppelgeraden bilden augenscheinlich zun~chst in der Doppel- 
tangentialebene ein ausgeartetes Dreieck und die vlerte geht durch 
eine seiner Ecken. Man vergleiche die F'~le: [(11)22] (S. 187) und 
~0I)4] (s. 19o). 

:37. IZ[ir den F~dl [(12)3] ergiebt sich das folgende Resultat: 
:Die Si,~daritiito~flh'ehe i~ eine Linienfliiche mit einer Selbstber~h- 

rungsgeraden u~d einer R,~kkehrerze~genden , also ein Unto'faU yon 
der Gattung Cremona ]71. Der Complex ]sat drei Dola2elgerade uu,t 
24 Caastante. 
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;~8. Sehr einfache Verh~ltnisse sind bei [(t23)]. Es ist: 
f2==x~f + 2 x ~ x ~ O ,  ~ ' _ ~ x ~ O .  

Die Geraden x~ ~---x 4 ~ 0 bilden den Au~matm~epunkt A~ und die 
Auxnahmeebene Yl "~-O. Diese Linien sind doppelte singul~re. Diejeni- 
gen yon ihnen, die in Yl ~ 0  durch A 1 gehen, sind vierfach singuliir. 

.Der Coml)lex be~itzt ein J2iischel yon doppelten Comiolexgeraden : seb~ 
][ittell~l~dt ~'t vierfach, zahlend (lie' ~'nveloppe der si~ujul~iren Eb~nen 
m~d sei~e Ebe~te ebenfalts vierfach ziihlc.d der Oft de," ~oi~guliire~. 
P~mt,-te. 1)ie Zahl der Co~stanten i~t 11. 

Vergleichen wir hiermit ~1(122)~ (S, 186). Es riieken dort die 
Direetricen der speciellen Congruenzea in eine Gerade g zusammen. 
Sei E die Ausnahmeebene, P in ihr der Ausnahmepunkt, so liegt g 
in E und geht durch -P. Alle Complexkegelschnitte berithren 1~ an g, 
die Comp]exkegel g in LP. 

VIII. 

8i~l~nt~ kanonisehe Form. 

P =_~ xj x~ + x~ x4 -I- xa x~ -~ 2~_~poo 4 + i% "1%~ -t-io~ "l)-,a ~- 0 

Es sind drei zweifache Elementartheiler vorhanden. Damit treten 
drvi Do21velgerade auf, die sich alle schneiden, die also entweder in 
einer Ebene ein Dreieck bilden, oder dutch eiaen Punkt gehend ein 
Trieder bilden. Das sehen wir auch bei ~. Ersetzen wir dort die 
drei quadra~ischen Glleder (lurch p~e e, p~s ~-, p ~ ,  so tritt der erstere 
Fall ein, da die Directricen -Pv-, etc. diese Doppelgeraden sin& Setzen 
wir dagegen p ~ e  p ,~ ,  p~z hin, so haben wit den zwe[tea Fall. Wei- 
terhin werden wit iiberall diese zwei dual gegentiberstehenden MSg- 
lichkeiten auseinanderhalten. 

Es geh5ren die folgenden tire/ Gattungen hieher: 
~222j, ;2 (22)], ~(222)~. 

39. In dem ers~en Fail, [222], haben wit: 
(A.) Die Dop2elgeraden tiegen .in einer :Ebene. Es ist: 

Die Direetricen yon Pv: ~ 0  etc. sind Complexdoppeigerade. Sie 
maehen die Ebene y~-----0, in der sie llegen, zur Ausvtahmeebene. Die 
noch bleibende Fliiche drifter Ordnung, vierter Klasse hat die Glei- 
ehung: 

Die Untersuehung der Kegelscl~uitte der Fliiehe~ deren Ebenen durch 
y~ ~ ye = 0 etc. gehen, ergiebt das Resultat: 

~athema.t~sche .A.nnalen. V:/J, 13 
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Die Si~alaritiitenfl~cJ~c ~ die be]~n~ _~l~'cl~e dri#er Ordnung 
~vie~r Klasse mit ui~" conisch~ Kno~punkten (d~en 6" Verbindungs- 
lini~ einfache Gc~'a~len d~ Fl&-he mit constanter Ta~entia~b~ sind). 
AZ~ ~giinzende JEbene kommt d~ ,Ebe~e der drel 1)o2pelaxen (die im 
Pentaeder do" _~-Tiiehe ausgezeiehnete ~bene) hinzu. 

(B.) Die drei 1)oFpelgeraden, "gehen dutch einen ~unlct. Es ist: 

Wit haben bier vollstiindig den dualen Fall des Vorigen. 
Die Singularit~enfliiche besteht aus einem _Punkt und einer ~lSche 

vierter Ordnung, dritter Klasse, welel~e drei Dot)pelgerade besitzt, d~ 
sich in einem dreifachen Pun]2 treffen. Sie besitzt ausserdem ,pier Y)op~vel- 
ebenen etc. u~d ist die sog. , S t  e in e r'sehe Elh'che" (,, rb'misehe lvliiehe 
,con S t e i n e r " ) .  Ihr dreifaeher l)unkt ist der ergiinzende Complex- 
Ausnalane~vunkt. 

In beiden F'~llen, A. und B., hat der Complex 16 Constante. 

40. Setzen wir im vorigen Fall eines tier £ Null, oder beide 
einander gteich, so erhalten wir ffir den Fall [2(22)]: 

(h.) ]gie Singularittitenfliiehe ist ein Kegel zreeiter Ordnung K mit 
einer dola~elt zgihle~Men ~bene E durch seine Spitze iF. Als Klassenfliiehe 
hat man zu betrachten: P do2pelt zgihlend und zwd  _Pun~te t)~, _P,~ d~" 
in E liegend~n Erzeugenden yon K. Das t~iischd ,~'on Geraden dutch 
t ) in E besteht aus doFpelten Com2lexgeraden. 

Die singuliiren Linien sind: 

Di~ ersten beiden Congruenzen geben Pt, P~. und doppelt die Ebene 

.J//f-~ \~\ 

P ~.~-~ ..... ~. ..... .-:~ 

E. (Die Geraden in E sind also doppelte 
singuliire Linien, einfaehe Complexgerade, 
ausgenommen das Bfischel dutch P.) Die 
zweite Congruenz besteht aus den Geraden 
des speciellen Complexes 234 ~---0, welche 
die Ebene E (Yl ~ 0) in einem Kegelschnitt 
(Y~" -~- Y2 -{- !/4 2 -~ O) treffen (s. Fall [(222)]). 
Die Construction des Complexes ist sehr ein- 
fach. 

(B.) Die Singular#Stenfliiehe bas¢eht do~- 
~)elt ziihlend aus do" Ebene H und zwei iEbenen Y[1, YI~. Als Klassen- 
gebilde hat man dagegen einen Kegelschnitt C in IT, den H1 und rr~ be- 
ri~hren, ferner einen Punkt ~E~ "in dem xich die drvi Eben~on Y[ sehnel- 
den ~ letzteren dOlrl~elt zKhlend. 
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Die sing'aliiren Limio~ bestehen aus den Geraden in ]'f~ und H~, 
feraer aus denen in ~l doppel~ zrdflend. 
zweiten Grades (eiae irreduc-ible) wird 
gebildet dureh die Geraden~ welehe die 
Verbindungslinie der Ber'tthrmagspunkte 
yon l'l~ und Tl~ mit C ~reffen~ and 
ausserdem einen Kegel (v~e-]- v:~-~ v ~ )  
berfihren. Die Mitre dieses Kegets islE. 
Die Ebene H is~ die auf i/an bezfigliche 
Polarebene ffir die Gerade (~I~, Hz). Er 
beriihrt ferner die Geraden YfH~ und 
HH~ in den Berfihrungspunkten der- 
selben mlt C e~e. 

Der Complex hat ein I3~sehd vo~ 
Doffpelgera&n. Diese liegen im Fall (A) 

Eine weitere Col|~Tuell~ 

m, 
I 

> ..... 

j "  

g 

ia E und gehen dutch 2°, bei (B) gehen sie dureh E and liegen in H. 
Die Geraden t>5 22 und (U~l~2)" sind eben~alls Doppelgerade des Com- 
plexes und der Singularif~tenft~che. - -  Der Complex hat 13 Co~tante. 

Man vergleiche die Complexe mit [ t l  (22)] (S. 184). Bei (A) zer- 
f~,llt dort der Kegelschnitt in zwei Baschd, bei (B) der Kegel. Nimmt 
man im letzteren Fall C als imaginKren Kugelkreis~ so stehen in un- 
serm gewShnlichen Raum H i und 17~ zu einander senkreeht. Diese 
Speeialisirung kommt in der Meehanik vor*). Der Complex hat die Be- 
weglichkeit des ~traedralen~ er l~sst dreifach unendlich viel Trans- 
ibrmationen in sich zu. 

41. Der noeh einzig zu behandelnde Fall ist [(222)]. 

(A.) Q ~- ~o~2"-' -}- ~o,3~ -}-_Pl4-* -~- 0, f2' :=_ 0. 

Da f 2 " ~  0 ist, so ist jede Complexgerade siagulgr, &r Comt~leZ ist 
s2ecielt. - -  Eine l~aumgerade ]pi~ trifi~ bekannflieh die Coordinatenebene 
YI ~ 0 in dem Punkt: 

f2 ~ 0 sagt~ also, dass alle Complexgerade die Ebene y~ == 0 in Pm~kten 
des Kegelschni~tes y.,e ~ ys'-' ~ y4 e ~-- 0 (yj ~ 0) treffen. D. h. : 

.Der Com291ex besteh.t a,us allen :Treff(Teraden eines Kege2zch~ffttes. 
D~rsetbe b~Tdet etoppelt ziihle~d die Sb~ula~tfi~r~flhehe. Alte zwei[heh 
unendlich v~len Geraden in der Ebene des Kegelsetmittes sind Coraplex- 
D~lgelge~rade. (Die Tangenten des Kegelsehnitts sind unter ihnen nicht 
welter ausgezeichnet:) 

(B.) Dutch duale Uebersetzung des Vorigen erhalten wir: 

*) Man vergleiche u. A. Chasles, Comptes rendus, 1843. 
[3" 
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Der Complex bexteht aus allen Tangenten eines Kegels, All,  Ge- 
raden dutch den MitteI2unlzt desselben sind doi~elte Com2lexgerade. 

Diese beidea Complexe haben 8 Constante. 

IX. 

Aehto kanonischo Form. 

P ~  xl ~- + 2x.~x6 + 2x3x~ + x4 "~ -= O. 
~_ Zx, ~ + 2x2% + 2 x 3 x , =  O. 

Es kommt ein /,h'nffacher ~Elementartheiler vor. Wir  haben bier 
die £olgenden zwd ~'d//e. 

[:53, [(15)]. 

Ats Substitution der x in die pi~. wiihlen wit die folgende: 

I 
x, = 3 (2~ - -  P3~), x~ = P,3, x~ =/~14 

x, ~ (Pw. + 2s4), x6 ---~ 2~v~2, xz ~ 22:,3, 

~2. Der Fall [15] wird uns fiber den Einfluss eines fiinfl%ehen 
Elementartheilers Aufsehluss geben. ~ Die Singularitiitenfiiiehe wird: 

Zj y3 ~ -- 2y3ay , -  22, y~y~ y~--4)., y.~ y~'~y~+ y~ y~ ~ Y4--Y, ~Y'~ + Z, y 2y 2 ~ 0 .  

YJ ~ Y3 ~- 0 ist doppelt auf der Fl'~che, Yt ~ Ya ~--- Y~ ~ 0 dreifach. 
y, ~--0 ist station~re Tangentialebene an der Doppelgeraden. Dieses 
Verhalten ist noch wie bei [114] (S. 189). Es giebt jedoch hier nut 
noch eine,~ conischen Knoten. in  [114] lasse man einfach einei1 
Knoten in den dreifachen Punkt hineinriiekea, so hat man diese FIi4che. 

:Die Singulariti~tenfltiche ist eine ~ltiche vierter Ordnu~g. 1)ieselbe 
bexitzt eine Doloelgerade, auf  itw einen dreifache~n t)u~'~kt, I~ings ihr eine 
stationiire Tangentiatebene. Es kommt noch ein conischer Knoten vor, 
dessert Ve,'bindungsllnien mit dem dreifachen :Pu~d:t einfache Gerade do" 
FMvhe m# station~iro" Tangentialebene ist. Diese letztere Ebene enthiilt 
aach die Doploelgeradc etc. --  Der Comlolex besitzt 15 Constante. 

43. Ffir [(25)] ist oben ).t ~ 0 und es tritt  das Folgende ein: 

:Die Si~zgularltiitenfliiche ist eine Ca yley'sehe Linienfltiche dritten 
Grades mit deren station~irer Ebene und de~'en stationSrem PunMe. 1)o" 
Com21ex besitzt 13 Constante. 

Der Complex besitzt vie)" unendlich nahe liegende Do~pel~emdv. 
Sic hilden ein Dreieck, die vierte geht dutch eine seiner Ecken. Dies 
Verhalten ist wie bei [(1)14] (S. 189); nur riick4 die eine dort unter- 
sehiedene Doppelgerade den drei aadern tmendlich nahe, da man hier 
die Oayley 'zche  Linienflfiche hat. 
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X. 

Neunte kanonische Form. 

~ 2 Xix~x., -F- xl ~ -~ 2x.~x5 ~- x4 ~ ~- O. 

Es kommen bier e4n zweifacher und vin vierfadter ~lementart]~eiler 
vor. (Die zum tetztern gehSrige vierfache Wurzel ist bier als Null 
angenommen.) ~ Wir haben die zwei MS.(flichkeite~: 

[24], [(24)3 

44. In dem Fall [24] hat man einen ..lu~nah~et~.nkt. Er ist: 
x 4 ~ x I ~-- x 3 ~ 0~ resp. 1),~ ~---21, -~-~-P4~ ~ 0. Eine Ausnahmeebene 
tritt jedoch nicht auf. Wir erhalten also such bier zwei sich dual 
gegeniiberstehende Complexe. Zun~ichst erhalten wit bei obenstehell- 
dem ~ die Singularitiitenfliiche: 

(A.) ;~lyl~-y: ~" -- 2Xlyly~fy~ ~- 2~l~'y.,y~y~ ~ -~ y~f-Y~ "~- Y4 ~ ~-- O. 

Die Singutarit~itenfliic]~e ist vierter Ordnung, drifter Klassc, sic hat 
zwei Doppe~erade, die sich. in ~inem dreifachen Punkt schneiden. Eine 
van ihnen besitzt eine stagoniire Tangentiatebene, die zu, eite hat vine 
adjungirte Gerade, welclte die Voroe trifft. .Der erg~nzende Theil nullter 
Ordnu~g erster Klasse ist der dreifache iPunkt. 

Man sieh~ deutlich, wie diese Flliche zwischen [114~ (S. 189) and 
[(11)4] in der Mitre steht. Sie ist eine der P l i i cker ' schen  Meridiam 
fliichen*). 

(B.) ~n dem dualvn ~all des vorigen erhalten wir fiir die Singu- 
Iarit~tenfl'~iche in Ebenencoordinaten v eben die vorige Gleichung, start 
y~ fiberall v~ gesetzt. In Punkt-Coordinaten dagegen schreibt sic sich: 

Die Discussion dieser Gleichung giebt: 
Die Singtdaritiitenfiiiche besteht a~s elner Ebene und e~ner Fl~iche 

dritter Ordnung , c ier~r Klasse. Let~tere besitzt einen bi291anaren Knote~ 
~nd zwd conische. Die Seitvn des dutch diesc gebildeten Dreiecks sind 
einfaclte Geradeqt &r lXl~che mit statian~iren Tangentialebenen. Eine 
Gerade dutch den bi~lanaren Knoten ist ebenfalls einfaclte Geradc, null- 
faclte Axe der Fliiche. Eine fiinfte Gerade endllch trifft diese letztere und 
(lie Verbindungslinie der coniscI~'n Knoten und ist cinfacl~.r Strald und 
Doppetaxc dc~" Fli~'~w. Die e~y~inzerule Ebene geht &~rch den biTlanarc~ 
KnoWn u~d die viertgenan~de Gerade. 

*) Unter den Modellen yon Eiget, Sohn, in C61n (,,Modelle der .Pliivker'- 
sdwn Z--7~/che~t") ist sie die Nr..~4. 
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Macht man a]]e Knoteu za Coordinatenecken~ so erh~lt man ats 
kfirzere Gleichungsform dieser Flilche: 

(Yl ~ Y~)Y," + 4yly'.,Y~ ~ O. 

Diese Fliiche kann" kurz bezeichnet warden als Gattung V I I I  yon 
S c h l ii f l  i " s ~?tiic&en drifter Ordnu~,g.* ) 

.Der Complex hat 15 Cosniante. In beiden J?ii|len erh~It man aus 
f2----0 die beiden Doppdgeraden, welm man das eine Mal die vier- 
fache Wurzel ~.~, das andere Mat die doppelte ~,t als Null annimmt. 

45. Fitr [(24)J is~ im vorigea Fall Zt ~ 0 zu nehmen. Wit  
erhaltea far die Sing~larit~itenfl~che 

( A . )  y 2 ( y O  .~_ y[.,) _~_ 0 und: %"-(v~ ~- - -  2 v~va) ~--- 0 ,  

)9as ist ~in Kegelschnitt C mit einem seiner Punkte ~ doppelt ziih,- 
tend, und mit zwei seiner Tangentialebenen E~, E~ dutch 19. 

Ffir die singufiiren Linien erh.~ilt man: 

Die er~te Cong,'uenz be~teht aus denjenigen T'reffgeraden unseres h%gd- 
sehnitts C, welche die Gerade A~ A~ (s. die Figur) &eff¢n. Die zweite 

A~ 

A t , "  ~'-*~ 

%4. \ :  

besteht aus den zwei ~bencn El, E~, 
['erncr doppelt Nihlend a~ts den Geraden 
dutch P. - -  1gas .Bffschd der Geraden 
dutch ]P i~ dcr Ebene yon C besteht aus 
doppdten Coml~lexgeraden. (Die Ebenen 
E t, E~, die Kegelschnittebene und Y2 ~- 0 
liegen harmonisch.) 

Die Complexkegelschnitte werden 
yon den Geraden der ersten Congruenz 
an C beriihrt. In jeder Ebene hat man, 
wenn d~e Singulari~tenfl$che bekannt 
is% ffir den Complexkegelsehnitt seehs 
bekann~e Taagen~en~ n~imlich die vier 
singul~en Linien und yon zweien die 

Bertihrangspunkte. Der Complex ist damit sehr einfach construirbar. 
Man erkennt die Aehnliehkeit mit friiheren F~llen z. B. mit [I1(22)] 

(S. 184). 

(B.) Die daale Uebersetzung des Vorigen giebi: 
Die Si~tgutaritiitenfi&'he besteht aus einem Kegel K mit einer seiner 

1hngentiateba, en 1-[ do_p~dt ziihlend und m# zwei iPunkten El ,  JE 2 der 
~rzeugerulen in l-f. 

*) Vgl. die Abhmadlung yon Schlhfli, in den Phil. Transaction~ 186~, ,~ol. 153. 
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Die singuliire~* Linien sind: 

P34 - ~  P:a~ + 2 p ~  • p~:~ ~ 0 ,  p~.~ -=-- (~.~ 2 c i~on) (p:a - -  i~z~) ~ 0 .  

Die erste Congruenz bestel~t aus de~j~nigo~ Tangenten unseres Kegds 
K ,  we~che eine fe~e Tangente p~, treffen. 
Diese Tangente liegt b~ 1-[ und trifft die 2~r- 
zcugende :E~ ~ des Kegels in ei~em Punkt, 
d~r zur Kegetslxitze i~ :Bezuy a~,~f E~ und E., 
~armonisch liegt. JO~ zweitv Congruenz be- i 
steht aus allen Geraden, di~ in l'f liegen (die- i 
selben ziih~en doRlgelt), sowie aus denjenigen, 
die dutch 2~ oder 1)2 geI~en. ] 

Wie vorhin die Geraden dutch P sind 
bier die Geraden in H dreifac'he singuli~re 
Linien und einfache Complexgerade. Das 
Biischel der Geraden in H, die dutch den Beriihrungspunkt yon p.~ 
mit /~ gehen, besteh~ aus doppeltea Complexgeraden. 

Die Construction ~ieses Complexes aus Complexkegeln ist die duale 
Uebersetzung der oben angefiihrten Construction. Die Complexkegel- 
schnitte beriihren den Kegel K zweimal, erstens an ~'~ E~ und noch 
in einem Punk~ dem Berfihmngspunkt der einfaeh-singul~en I~inie 
der betreffenden Ebene mit X. Der Kegelschnit¢ ist also dutch die 
Singularit~tenfliiehe nicht direct bestimmt, wiihrend der Complexkegel 
fiberbestimmt wKre. (Derselbe geht nKmlieh durch Et und Ez~ beriihrt 
ferner K an den singml~ren Geraden der oben zuerst angeffihrten 
Congruenz. 

Der Comt)lex hat ~2 Coa~'tanle. 

XI. 

Zehnte kanonische Form. 

P ~  ~x,x.:~ + x~: + 2x~x~ + x~ ~ ~- O. 
-= ~(2x~x~ .+ x~ ~-) + 2x~x~ + 2x4x:, -~ O. 

Man hat hier zwvi dreifache Elementartt~eiler. Es treten nut die 
folgenden zwei F~ille a~ff: 

[33~, [(3:~)3. 
Als Uebergang zu den 2ik haben wit: 

.~ -~-2J2 ~ P~ , x~ ~- 2 ip~ , x~ --~-- .~ 2P23. 

~6o Die Singulari~tenfl~che des Falles [33] ist: 

).t'~(yty~ ~- y.~yY" ~ )~Y~-(YiY~ - -  YzY~) "+" Yl~(~ ~ ~ Y J) ~ O. 
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Yl ~ Y~ ~ 0 und Yl"~ Y~ ----- 0 sind die Riickkehrgeraden, die man 
yon vorne herein zu erwarten hat, e. Ihr Sehni~tl)unk~ is~ uniplanar. 
Die projectivisehe Zuordnung an beidE~ Rfickkehrgeraden ist gegeben 
durch y~ y~ -~ y~ y~ ~-- 0. Dadurch erkenn~ man den uniplanaren Knoten 
deutlich. ~ Unsere Fliiche zweiten Grades schneider nebea den Riick- 
kehrgeraden noch einen KegeIschnitt aus, der nicht zeri~llb. ~ Es 
giebt eine Schaar yon Fli[chen zweiten Grades, die alle unsere Fl~che 
an beiden Riiekkehrgeraden bertihren und ausserdem Kegelschnlt~e aus- 
schneiden. Sie heissen : 

Y~ + t~(Y~Y2 + Y~Y~) ~ O. 

.Eine einzige yon ihnen, abgesehen yon /~ ~ 0, giebt einen zeffallen-" 
den Kegelschnitt. Er  besteht aus Geraden der Fliiche, die ihrer gan- 
zen L~iage nach constante Tangentialebenen besitzen etc. Wir fin- 
dSI.t SO : 

.Die Singulariti~fliiche besitzt zwei ~iickkehrgerado, die sich i*~ 
einem uni21anaren Knote~t schnc~i&n. :Ferner hat sie einen conischen 
Knoten, yon ctem a.u~' zwei ein['ache Gera& an die R iickkehrgeradet~ 
gehen, die. co~stante Tangentialebenen besitzen: 3~ine covaviante Flgiehe 
zweiten Grades beriihrt .~ach den t~iic]:kehrcjeraden und enthgilt ausser- 
dem (h~e einfachen Geraden der ~Tiiche. ~ ~cr  Com21ex I~at 15 
Co~ste~nte. 

Man mSge hler die Abstufung betrachten yon  (1122] (S. 183) zu 
~123] (S. 191) und diesen Fall. Bei ~123~ stelle man sich vor, die 
ganze Gerade 13 falle in AaA 2 hinein. 

47. Setzt man im vorigen Fall )~t ~-- 0~ so hat man [(35~)~ dar- 
gestellt durch: 

~_~_xlx.~ + x~x~-~O , ~'=___- xl~- + x ~ ' ~ O .  

~i~ Si~guh~rit~te~fl~che besteh~ dreifach ziiMend a,us einem 2un, kt 
2 ,  m# einer d~t,rch Jim gehende~ JEbene J~. Als ff~rgiinzung hat ma~ 
ci~e wvitcrc ~be~c (lurch P und einet~ weiteren J)unkt in 'E.  ~ Die 
singul~irc~ Linie~ bestehen aus xwei spec-iellen linearen Co~tg~;uenzen, 
dereu Z)irectricen iu E dutch 19 geh~a und au~ der do_ppett z,~ zgihlen- 
den, zerfalle~den Congruenx~ deren Geraden, ~ und ~P er[~en. --  1)~r 
Co,q)l~;x hat t2  Constante. 

Das Biischel (~/ ) )  besteht aus d@pelten Com21exgeraden. 

Es seien J~; / )  und die beiden Directricen d~, d~ beliebig angenom- 
men. Eine zu d~ unendlich nahe Gerade d~' (die nicht in E verl~uft) 
¢reffe d 2. Dasselbe thue die Gerade d~" gegeniiber d~, resp. d~. In 
einer be]iebigen Ebene des Raumes hat man dana yon dem Complex- 
kegelschaitt zwei Tangenten, die Verbindungslin~en der Schni~punkte 
mit d~, ¢~ und deren Beriihrangspunkte~ die an d~ liegen~ gegeben. 
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Eine .absolute Invariante bestimmt einen solehen Kegelschuitt. Man 
erhiilt zweifaeh maendllch viele Kegelschnit~e, wean man um seine 
T~mgenten die Ebene dreht. Jeder ist dutch friar Gerade gegeben. 
Die Construction dieses Complexes ist also wieder besonders einfacl b 
im Uebrigen ganz ~ihnlich wie bet gewissen fr0aleren F~llen. 

XII. 

Elft~ kanonis~he Form. 

P ~ x l x 6  + x2x~ + x3x~ ~ O. 

=__~ 2 x i x  5 + 2x.,x t + x.~ ~- = O. 

Hier ist ein sechsfacher .Elementartheiler vorhandea. Die sechs- 
fache Wurzel ist Null gesetz~. ~ Alle Fundamentalcomplexe sind 
speeiell und wir diirfen setzen: 

48. Der Fall [6] ist der einzige bier vorkommende. 

(h.) ~2 ~_ 2 p:~ t • P2a + 2p~, • l',a + P4.~ ~ ~ O. 
Pt4 = ~2, ~ Psi ist Ausnahmeebene, ein Ausnahmepunkt tritt nicht 

auf. Die Singulari~tenflgche ist: 

yt~i2y~ + 2y~y.~y t - -  2y .~  -~- O. 
Diese Fli~che drifter Ordnung vierter Klass'e bcsitzt den biplanaren 

Knoten Au und den eonischen A 4. Ihre Verbindungslinie hat die 
cons*ante Tangentialebene Ya ~--0. Eine weitere Gerade A, A2, die 
dutch den conischen Knoten geht, hat eine stationfire dreifache Tan- 
gentialebene y~ ~ 0, an der jeder ebene Sehnitt der Fl~ehe eine Wen- 
dung hat. Andere Singularitiiten kommen nich~ vor. ~ Wit  finden 
dutch Vergleich: 

Die Singularitiit~qliiche besteht aus dcr Gutting X I X  der ~'liicheu 
drifter Ordnung, vierter Klasse yon Schlt~]7i, m# ihrer s~ationtiren 
dreifachen Tangentialebene. 

S e h l~fl  i hat die Fl~ehe auf dasselbe Coordina~ensystem bezogen. 
3Der Complex hat drei JOo22oe~erade , die in ei~w,r ~bene unerdlich 

nahe liegen. 

(B.) In dem duaten ]?all hat man. 

q2 -~ 2 ~o,~../ot, + 21~.~ ~ .~%~ + ~),~- ~- 0 .  

Der Punkt/a,~ ~ ~o.~ ~ 2to ist hier Ausnahmelmnkt. - -  Die Glei- 
chung der Singularit~tenfl~ehe in Ebeneneoordinaten ist die oben~eheade, 
wenn man start der y die v setzt; in Punk~coordinaten tauter, sic: 

y~ + 2 y~y~y~ + 2 y~ ~y~ + y~'y~ = O. 
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Ein Punkt und el,he Fl&'he vierter Ordnumd, dritter JKlasse.bihl~ 
die SinguMrit~itenfltiche. Letztere hat ~inen dreifacheu Punl,% der uni- 
planar ist und dutch den eine D6Tl~elgerade der ~'Tgche geht, die eine 
xweifache stationiire Tangentialebene hat. Die Ergiinzung i.st der drei- 
/'~he ~unkt. 

Der Complex 7~t 14 (bnstante. 

XIII. 

In diesem letzten Abschnitt soil es sieh datum handeh,, eine Ueber- 
sicht fiber die 48 nunmehr einzeln untersuehte Complexe zu bekommea. 
Zuerst sollen allgemein geltende Siitze fiir sich ausgesproc]aen werdea 
,nd nachher werden die einzelnen F~lle durch Tabelten verbunden. 

Es treten in allen F~tlen Gerade auf, die dem Complex doppelt 
angehSren. Filr jede solche ist sowohl Q = 0 als auch Q' = 0 doppelt 
efffillt und wir haben: 

In alien den d8 Ftille~ tretcn Complexdoppdgerade auf  welehe der 
Cangruenz der singuliiren Linien je vierfach z~hlend ftngeh6ren. 

Die Bedeutung der Doppelgeraden ffir den Complex ist die fol 
gende: 

Je&" Dcqgpelgerade des Comlglexes ist ])olxpelgerade der Singulari- 
tiiten/liiche. Umgekehrt iat aueh jede Doppdgerade der Sh~gularitiiten- 
fliiche eine doppelte Complexgerade. 

Den ersten dieser $iitze haben wir friiher bewiesen, der zweite ist 
einstweilen Erfahrungssatz. - -  Fiir diese Doppeigeraden gilt weiierhin 
der folgende Satz: 

Ist die Zahl der Doppelgc~raden diseret~ so gruppiren sie sieh. wie 
vine entspreehende Anzahl yon Kanten eb~es Tetraeders. Mehr aIs seeI~s~ 
ausser um~ndlieh viele, kommen nicht vor. 

Die Tetraederkanten kann man z. B. auf drei wesentlich verschie- 
dene Weisen zu je drei gruppiren. Entweder liegen sie in einer Seiten- 
fliiehe, oder sie gehen dureh eine Ecke oder elrdlich zwei yon ihnen 
sind Gegenkantea und werden yen der dritten getroffen. Alle diese 
drei Gruppen (wovon die beiden ersten linien-geometrisch gleichwer- 
thig sind) kommen auch wirklieh vor*). 

Ist eine einfaeh unendliehe Anzald wt~ i)Ol~pelgeraden wirldich 
vorhander/, so ist der am n~ehsten liegende Fall, dass sie eine Er- 
zeugung einer Fliiehe zweiten Grades bilden. Diese F2 ist daun doppelt 
z~hlend die Singularitgtenfl~ehe. Sie kann atlgemein sein, ausar~en~ 
iasbesondere zerfallen. Wenn sie in eine sich se]bst dualistisehe Form 

*) In eiaer vor~ufigea Mittheilung in den Sit~ungsberichten der phys.-me& 
Societ~t zu Erlaugen yore Juli 1873 ha%e ich die 48 Complexe nach der Anzahl 
der Doppelger~den ge~dnet. 
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ausarten soll, so zerf~llt sie in zwei Eb~nea, resp. zwei Punkte auf 
deren Schnittlinie. Die Erzeugenden" bilden vier Bfischel, die in den 
Ebenen E~, E, durch die Punkte /)1, P~. gehen. Die Biisehel E~/)t 
and /~2/)2 bilden dann die due Erze~gang dieser zerfaUenea Fl~,che, 
J~/)2 und ~-/)1 die andere. Z w d  so zusamm~ge'hS~,ige :Bii~chel 
~.epra:sentiren-dann die dolgpetten Com~lexgeraden. - -  In noch speeiel- 
teren F~lten kSnnen E l und ~e, /)1 und P., zusammenriicken. 

Es kann auch sein, dass nu t  ~in Biischd yon Dop~dgeradea auf- 
tritt, das nieht mehr als eine Erzeugung einer ~ aufgefasst werden 
kann. Die Ebene des Bfischels gehSrt der Singalarit~tenil'~che doppelt 
an, ebenso der Mittelpunkt des Biischels. In der ersteren hat man 
einen Kegelschnitt, "dutch den letztera einen Kegel~ der den genann- 
ten Kegelschnitt beriihrt. 

Sind einfach unendlich viel Doppelgerade vorhanden~ welche beide 
Erzeugungen einer F ,  ausmachen, so bestfeht der Complex aus allen 
Tangenten yon E,. 

Ist dani~ ~ ein Kegdschnitt, so besteht der Complex aus allen 
Tre/]~era&n dvsselben (dual aus allen Tangenten eines Kegels). Dann 
giebt es zw~fach unendlich vide l_)ol~pdgerade des Conz2lexes, sie liegen 
in der Ebene des Kegelsehnittes. (Im daalen Fall siad sie die Geraden 
durch die Kegelspitze.) --  Andere F~tle mit zweifach unendlieh vielen 
Doppelgeraden kommen nicht vor, wenn wit zerfallende Complexe aus- 
schliessen. 

Das Zerfallen der Singularit~tenflRche geschieht stets zusammea 
mit dem der Congruenz der singul~iren Linien. Es ~lt  hiefiir das 
folgende Gesetz: 

Ist  ~ine Fliiche m ~e~ Ordnung n t~ Klasse The41 dcr Sirbgularitiite~~- 
fl?iche, ~o gehb'rt yon ihrt~ Ya~enten einr Congruent ~. n t~ Ordnung, 
m t~ Klasse den singul?iren Linie~'~ an, u.rd **mge'kehrt. 

Zerf~ll~ also die Singularit~tenfliiehe ~icht, so thut das aueh die 
Congruenz der singulEren Linien nicht. Es haben daher gerade die 
F'~te eln besonderes ]iniengeometrisches tnteress% be~ denen die Siugu- 
laritateuflache zerf~llt. 

tn den meisten FMlen ist die AbzKhlung der Constanle~~ sehr leicht. 
Es diirfen hier :,ihnliche Induciionsschliisse angdwandl werden, wie bei 
den Doppelgeraden. Wenn z. B. das Auftreten eines zweifaehen Elemen- 
tartheilers die Consi~ntenzahl um eins verringert~ so vermindert ein 
neu auftretender doppelter Etemeniartheiler (vorausgesetzt, dass in bei- 
den F,illen derselbe an Stelle yon zwei einfachen iElementartheilern 
tritt) diese Zahl noehmals tun eins. 

Die Abz~hlung der absoluter~ Invariaz#ea is~ e~was weniger einfach, 
bietet jedoch keine Schwierigkeiten. Klein ~ebt eine Formel an fiir 
die willkfirlichen Constanten, die bei der Transformation in die kano- 
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nisehe Form auftreten*). Hat der Complex m Constante und ist die 
Zahl dieser willkiirlichen Constanten n, so ist die Zahl der absoluten 
lnvarianten m - -  15 q- n. Dabei ist jedoeh die erste kunonisehe Form 
vorausgesetzt, resp. es. tritt als Bedin~mmg auf, dass alle Elementar- 
theiler einfaeh sind. Ffir die erste kanonische Form finder man so 
die Zahlen: 

[111111], 

4 , 

[1111(11)], [111(111)], ~II(II)(11)], [I(11)(III)], 
3 , 2 , 2 , 1 , 

::(I I)(II) (11)-], [(IiI) (IiI)]. 
1 , O. 

Fiir spgtere Fglle habe ich diese Abz.ahlung unterlassen. 
Die Eintl~dlung &r Coraplexe kann veil ganz verschiedenen Ge- 

~ichtspunkten aus gesehehen. In der Arbeit selbst sind die Elementar- 
theiler obenangestellt, sie gaben die Eintheilung in die kanoniseben 
Formen, was fiir die Behandlung das einfachste ist, da sie eine iiber- 
sichtliche und erschSpfende Einiheihmg geben. Wir sag'~en auch frfiher 
schon, dass man ganz cbenso erst nach den Wurzeln 2 und innerha}b 
dessen nach den Elementartheilern eintheilen kSnnte. Hierauf geheu 
wit aueh bier nieht weiter eJn. Dagegen sell die Anzahl der dop2elte~~ 
Com2?lexgeraden fiir die erste Tabelle die Unterseheidung abgeben. In 
der zweiten~ ausf:ihrlicheren Tabelle soil nach den Flgchengattung~, die 
als Sing~larit~itenll&l~t~ auflreten~ geordnet werden. Fii~ jeden Complex 
ist die Constantenzahl angegeben. Man erkennt nach den oben ausge- 
sprochenen S:ttzen fiber die Doppelgeraden, dass beide Eintheiluugen 
sieh nahe berfihren. In der letzten Tabelle sind alle Comptexe mit je 
gleich viel Constanlen zusammengestellt. 

Tabelle L 

Eintheilung nach der Zahl tier Doppolgeraden. 

1 Doppelgerade . . . . .  Elll12],  [1113], [114], [15] 
2, sich schneidende ~1122~, [123], [24], ~33~ 
2 windschiefe . . . . .  [1111(11)], [11l(12)] 
3, als Dreieek resp. Trieder [222], [6J 

([11(11)23, [1(1t)3], [(II)4], ~12(12)], 
3, 2 winds&, treffen die dritte ][3(t2)],  [11 (13)] 

4, Vierseit . . . . . .  [11(ll)(11)], [1(11)(12)], [(12)(12)] 
4, Dreieek und Trieder . [ ( t l )22i ,  [2(13)], [1(14)], [(15)] 
5 Doppelgerade . . . . .  [(1t)(11)2], [(11)(13)] 
6 Doppelgerade . . . . .  [ (H)( l l ) ( l  1)] 

*) VgL S. 42 tier Disaertation. 
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/[(~ ~)(2-9)], [2(2~)], [n(~-2)], [1(~3)~, 
Ein Biisehel . . . . . .  t[(24)3, [(33)3 

[ J i l l ( I l l ) ] ,  [ii (112)], [I (113)1 , [(114)2 , 
l [I (i:)(111)], f(:l)(U~)], [(1_~)(11E, 

Eine Erzeugtmg yon F,  . ][12(111)3, [3(111)], [2(1t2)], [! (t22)3 , 
[:(:ez)] 

Beide Erzeugungen ~on ,v..,. [(I : 1) (I: 1)] 
Strahlfeld oder Strahlbtindel [(222)]. 

Tabelle !I .  

AafaAhlang der Singularit~tenfl~chen. 

N i e h t - L i n i e n f l ~ , c h e n  4. O r d n u n g  u n d  Klasse.  
EL-Th. Xr. Const. 

111111 -- 19 Allgemeine K u m m e r s e h e  Fl.~che. 
11112 7 18 Complexfi~che, als Leitgerade eine beliebige 

Raumgerade. 
1113 t6 17 Complexfl~che, alsLeitgerade eiaeComplexgerade, 

1 t4 30 ] 6 Complexfl~ehe, als Leitgerade eine singut~re Linie. 
15 42 15 Fl~che mit 1 Doppelgeraden und 1 con. Knoten. 

1122 L~ 17 Fl~iehe mit 2 Doppelgeraden und 4 con. Knotem 
123 34 16 1 Rilckkehrgerade, 1 Doppelgerade, 9 con. Knoten 
33 46 -15 2 Rfickkehrgerade, 1 con. Knoten. 

El -Th. 

1111 (::) 
111(1~) 
i:(13) 
1(14) 

1~ (i1)2 
1(11)3 
12(12) 
3(12) 

l~t,.Th, 

222 

24 

L i n i e n f H i c h e n  v i e r t en  Grades .  
.Nr. Const~ 

1 17 C r e m o n a  XI, die allgemeine. 
8 16 ,, XII, die allgemeiae (Lie 1)~). 

17 15 :, X, die a~lgemeine (Lie 7). 
31 14 , X, die station~ren EbenelLvereinigt 

(Li e 10). 
9 113 ,, V, die allgemeine. 

18 15 ,, V, mit Rfickkehrerzeugender. 
24 15 ,, VI, die allgemeine (Lie 2). 
37 14 ,, VI, mitRfickkehrerzeugender (I,ie 4). 

Fl~tchen 3. (4.) O r d n u n g ,  4. (3.) Klasse.  
Nr. Con~t. 

39 16 Fl~iche mit 4 conisehen Kno~en etc. Dual: Ste i -  
n e r'sehe F17~ehe. 

44 15 Fl~iehe mit 2 eonisehen Knoten, 1 biptanarem, 
Seh l~f l i  X'VIII. 

*) Vgl. Lie: ,Ueber Com2~lexe . . / '  Die~e Annalen, Bd. V, S. '2e, S. 
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El.-Th. 

6 
~r ,  Const* 

48 14 

Avo~' WEILEE. 

Fi:tche mit 1 eonisehen Knoten, I biplanarem, 
SehlKfli  XIX. 

EI.-Tb, 

(11)~2 

(11)4 
203) 

(15) 

L i n i e n f l ~ e h e n  d r i t t en  Grades.  
~r ,  {,'Ola~t. 

26 15 Allgemeine, als Ergiinznng ein beliebiger Doppel- 
punkt ere. 

32 14 Allgemeine, als Erg':inzung ein Caspida]punkt. 
36 14 Cayley'sehe, mit bel. Doppelpunkt (Lie 8). 
43 13 ,, , mit Cuspidalpunkt (Lie 1l). 

Zwei Fl~iehen zwei ten  Grades. 
Et -Th. Nr. ( 'anat. 

1] (1 l)(l l)  3 15 Die 1,~ haben ein r~umliches Vierseit gemein etc. 
l(1 l)(12) I I 14 Die F.~ beriihren sieh naeh einer Erzeugenden~ 

(12)(12) 28 13 Die J;'., bertihren sieh nach zwei Erzeugenden. 
1 t (22) 23 14 Keget und Kegelsehnitt 

1(23) ;~5 13 Kegel und Kegelsehnitt, der letztere dureh die 
Spitze des ersteren. 

E i , e  FlSehe zwei ten  Grades (/"~) und  zwei Ebenen  ( E t ,  E.,) 
.eUs~ ~wei Punkten (P,, G). 

gl . -Tb Nr, Con~t+ 

(lt)(11)2 ]3 14 E 1 und /~e tangiren ~ in P1 und P.~. 
(11)(13) 20 13 E 1 und /~ gehen dureh dieselbe ErzeugeMe 

yon F=,, xPj und JPe l inen auf ihr. 
2(22) 40 13 F~ ist Kegel, E 1 = / ~ e  dureh dessen Spitze ete 

(24) 45 13 ~ ist Kegel, E 1 = ~ is~ Tangentialebene. 

E ine  doppel t  zi ihlende Ft-Xehe zwei ten  Grades. 
]'~l.-Th. Nr. Oon~,t, 

l i I ( l l l )  2 14 4 lineare Congruenzen singuliirer Linien, die 8 
Directricen gehSren einer Erzeugung v, ~ an. 

l ( l l ) ( l l t )  4 12 2 lineare CongTuenzea singul~rer Linien, die 8 
Direetricen zu je 4 vereinigt. 

( l l l ) ( l l l )  6 9 Der Complex besteht aus den Tangenten yon Y~. 
12(lll)  12 13 3 lin. Cong, ruenzen sing. Linien, 1 davon speeiel] 

trod dopp. z'~hlend. 
(12)(111) 15 II 1 lin. Cong. sing. Lin, 4fach z.~hlend und spec. 

3(111) 21 12 2 lin. Congruenzen sing. Linien, 1 davon speeiell 
und 3faeh z~i]alend. 

(222) 41 8 Complex besteht aus den Tangenten eines Kegels 
re'sp, den Treffgeraden eines Kegelsehnittes. 
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Vier Ebenen (E~.. E,) und vier Punkte (P,.. P,). 
~l.-Th, lqr. Coust, 

(I1)(!I)(I1) 5 13 TetraedralerCompl, I~ und iP bild. ein Tetraeder. 
11(112) 10 13 E,-~-E,  .E~--~.E,, 4 lineareCong, sing. Lin. 
1(1}3) 19 1 E l = / ~ 2 ,  ]~a=-~/~4,31ineareCong. sing. Lin.(1 

davon speciell). 
14 II E t -~ E,_, .E.j ~ .E4, 2 dopp. B~ischel sing. Lin. 
25 12 E l .... E4, 3 dopp. zihl. spec. fin. Cong. 
27 12 .E~ ~-- I?,2, .E 3 ~ E4, 3 fin. Cong. (I dopp. ziihl. 

zeffaU, und 3 spec.) 
.99 1'2 Et~---E.), E:~, E~. E t erfiillt mitdopp., E~ undE~ 

mit einf. sing. Lin. 
33 11" E~-=E,, erfiillt mit dreiE si~g. Lin., ausserdem 1 

Cong. sing. Lin. 
38 11 ~ . . . .  E~, erfiillt mit vierf, sing. Lin. 
47 12 E t ~ E ~  E3, erfiillt mit dopp. sing. Lin., 2 

~pec. Cbng. (die Directricen in E~ durch B~). 

(11)(112) 
1 033) 
3(112) 

(11) (22) 

(I 14) 

(133) 
(33) 

2O7 

Coast. ]9 1S 

Tabelle l I l .  

Aufz~hlung naoh der Oonstantenzahl. 

17 16 15 14 13 12 11 10 9 8. 

]EL-Th, IIIIII I1~12 1113 114 15 6 

1111(11) lll(I~] ll(13) 1(1.t) (15) 

I~3 33 (zz)3 

i i ( l i }~  i ( i i )3  (Ii)4 
24 2(13) 2(~'2) z(i121 

l i (n) (u)  i(il}(12) (m(13) 

2(11)(11) (I1)(11~(11) 1(11)(111} (l~)illl) 

i11(t11) li(li~) itll3) 014) 

i(nl)z (111)3 

E r l a n g e n ,  im Juli 1873. 

[III~111) 


