
344 29» C. β. /. /α cot?, txerc atio algcb· circa disctrpt. fractionum etc.

29.
Exercitatio algeBraica circa discerptionem singularem

fractionum, quae plures variabiles mvolvunt.
(Auct. €· G, f. Jaeobi, prof. math. or<3. Regiom.)

ropasita expressrone

asc 4- by— t * Vy + a'x — t' f

alferum factorem
· · i

— t
ad dignitates negativas ipsius y. Quem evolutlonis modum ordine, quo
in singulis fractionibus elemenla x, y exhibuimus indicare piacet. In
producto assignato ipsoruin quidem a, bf nonnisi negativae dignitates
ipsorum by a% t, t1 nonnisi positivae oceurrunt; elementorum x, y an-
tem et positivae et negativae dignitates in infinitum invcniuntur. Ne-
que tarnen y uti facile eonstat, in ullo termino utriusque sifnul elementi
x, y dignitates positivae, sed aut utriusque negativaef aut alterius po-
sitivae, alterius negativae erunt. Quarum porro dignitatum coefficien-
tes series infinitae evadunt, ad dignitates descendentes ipsorum a, b1 pro-
cedentes^ Distinguamus inter partem eam producti assignati, in qua
Btri sque x, y dignitates negativae sunt, eam partem^ in qua ele-
menti x dignitates negativae, elementi y positivae, eam denique, in
qua ipsius y negativae, ipsius x positivae. Animadverti hoc singulare,
fractionem propositam in tres alias discerpi posse, e quarum evolutione
partes illae\tres, singulae e singulis proveniant. In quibus porra evolu-
tionibus id accidit, ut coefficientes, qui in producto proposito series infini-
lae sunt, iam finito terminorum numero constent, ideoque per ipsam illam
iiscerptiotiem algebraicam series illae infinitae prodeant summatae.

Simili modo, proposita expressione tres variabiles x, y, & involvente :
l t ί

factorem primum, secundum, tertium respective ad dignitates negati-
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G. G. J> J.ac0bi9 wwdfotio «/£*&, circa Jitcerpt. &c$ nnm *te, 345

ras elemeotorum x9 y, z evolvamus, juti rursus ipso ardine'*), φιο ia
singulis fractionibus elementa esljibuimus, indicatum est. Hio pai^
tes seplem eonsiderandae sunt, prout terminos colligig, in quibus aut
omnium elejmentorum #, y» Λ dignitates negativae, aut b i norucu ne-
gativae, reliqui positivae, aut binoruni positivae, reliqui negativae
sunt. Kursus expressionem propositam in alias septem discerpere licet,
e quarum evolutione partes illae septem, singulae e singulis prove*
niunt , in quibus rursus evolutionibus coefficientes finiti sunt , dum
in expressione proposita series infinitae er a n t. Generaliter propos i to
p r o d u c t o e n f r a c t i o n i b u s c o n f l a t o ^ q u a r u m d e n o m i n a t o r e ^
l i n e a r i t e r e n v a r i a b i l i b u s c o m p o s i t a e s u n t , s i q u i d e m fa-
c t o r e s a l i o s a d a l i u s e l e m e n t i d i g n i t a t e s negat ivas evol-
vis , q u o f a c t o p r o d u c t u m o m n i u m e l e m e n t o r um e t posi t i -
vas e t n e g a t i v a s d i g n i t a t e s in i n f i n i t u m c o n t i n e b i t : f ra*
c t i o n e m i l l a m c o m p o s i t a m in alias d iscerpere l icet , quae
e v o l u t a e s i n g u l a e si .ngulas p a r t e s p r o d u c t i p r o p o s i t i am»
p l e c t u n t u r , i n q u i b u s e iusdem e l e m e n t i d i g n i t a t e s a u t po~
s i t i v a e aut n e g a t i v a e s u n t , n e q u e u l l i u s e t p s i t i v a e et ne>
g a t i v a e s i m u l i n v e n i u n t u r » Nee non coe f f i c i en t e s , qu i i n
p r o d u c t o a s s i g n a t o series i n f i n i t a e sunt , in h i s n o v i s evo-
l u t i o n i b u s f i n i t o t e r m i n o r u m numero c o n s t a b u n t , u n d e si^·
mu l p e r d i s c e r p t i o n e m i l l a m o m n i u m i l l a r u m s e r i e r u m in^
f i n i t a r u m s u m m a t i o n e m n a n c i s c i m u r .

Sit expressio propositai *
in qua u — /, ul — t', etc. e n variabilibus x9 xl9 x29 · * . ·'
riter compositae sint, designantibus t9 t', t"9 . . . ."^"""^ terminos ;eoa-
stantes: factor primus, secundus, tertius, etc. respective ad dignitates
descendentes ipsorum x, xt, x? etc, evolvatur. Sint porf o x==/?f χιζ=κρί9

x2==y72, . · . . xw_j =/?„_! valores variabilium x, xl9 etc., qui satiefa-
ciunt aequationibus u = i, ul es t', z/2 = tu> . » . , un_l s t{n~l\
valorum expressionem algebraicam notum est communi quod^m
minatore affectam esse, quam cum quibusdam d e t e r m i n a n t e m

*) In sequentibus quoque, ubi denominalor fraclionis sivc generalius »rgumfntum f nctioni«
cvolvendac pluribus pominibus conslat, nomen, ad cuius dignitates descendentes evolutio institucnda
cst, primum sciibemus, Quod ad scquentia intelligenda bene tcnendam est.
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346 2&. C. G. /. Jacoli, e&trciiutio algeb. circa disccrpt. fractionum etc.

cupamus et designemus per Δ» In exemplo allegato de tribus fractioni-
bus, tres variabiles involventibus, fit e. g.

Δ = ab* c" — ab" j — b^c^^c^a^b^^b^c^a^bc1.
Quam determinantem in hac qtiaestione magnas partes agere videbimus,
vilelioet omnes i l las series i n f i n i t a s , quas «t coe ' f f ic ientes
prodticti p rop siti evo lu t i inven imus , ex e v o l u t i o n e d igni-
t a t u m n e g a t i v a r u m d e t e r m i n a n t i s p r o v e n i r e . Maxime autem
discerptio, de qua diximus, a valoribus ipsorum ft ft> « · . · pn-\ pendet.
Fit e. g. pars ea, quae omnium elementorum nonnisi negatiyas dignita-
tes continet, et quae prae ceteris concinnitate gaudet:

i i i ± i
&—~p 3CT — px ΰθζ — p2

nde videmus e. ff. in expressione - · — * -- , dictum in modum evo-
& r '

luta, coefficientem termini -- fieri
' · . · · «3ί?η— ι

l
Δ'

Quam expres^ionem memorabile est non pendere ab electione rariabilium,
l iad quarum dignitates negativas singulae fractiones — , — etc. evolvuntur

modo ne duas ex earum numero ad eiusdem variabilis dignitates descen-
denies evolras. Variabilibus igitur, quocunque modo placet, inter se permu-
tatis, quod 2. 3.... n modis fieri posse constat, rariae illae series infinitae,
quas pro variis evolvendi modis ut coe'fficientes termini - invenis,oc ΰοτ . , . . xn— i

« · ! · ' · ·ex eiusdem expressionis -̂ - evolutione proveniunt, prout secundum aliud

nomen ipsiusA, quod et ipsum 2.3...*« nominibus constare notum est,
erolutionem instituis.

Fractiones reliquae, e quarum evolutione partes prodeunt, quae
tmitfS pluriumve Tariabilium dignitates positivas, reliquarum negatiras
e ntinent, multo prolixiores fiunf, ut infra videbimus^ unde commode alia
adhuc forma iis assignatuiy quae ipsi illi, quam pro parte prima assigna«·
Tim s, simillima fit. Narhque partem, quae ipsorum x, xl9 · . , . xm^
negativas, ipsorum a?w, x^-iy · * '* · &n-* |«>sitivas dignitates amplectitur,
inrenitur fieri

1 1 1 l
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29. (7. G, J. Jacob i, exercitütio algei, circa discerpt. fraclionum etc. 347

1 l i
p m «*m pm- """ """ ̂ m-f-i · — * ^/t— *

sicruidem — , — r > ··· · · - - earumque dignitates röspective ad digni-
^ Pm Pm+i - P*-»

tates descendentes ipsarum t(m\ t(m\ . . . . t(n^ erolvuntur, et digni-
tates negativae ipsarum t(m\ t(m+l\ * ... tin~l\ quae in producto ita
evol^uto inveniuntur, reiiciuntur. E. g. e^pressionis

l 1

^ quae negativas ipsius oc, positivas ipsius y dignitatäs continet, fit
- ab'—a'b

reiectis, quae in evolutione huius expresslonis inreniuntur, dignitatibus
ipsius t1 negatitis. Quae nova repraesentatio eo et ipsa commodo gan-
det, ut coefficientes evolutionis habeat finitos.

Sed generaliorefs adhuc formulas adstruere licet.. Etenim in ex-
pressione ^ '

. ^o

4

numeris a, a l f . . . . art„j positivi tantum valores inde a 0 usque ad in·
finitum conveniunt. Jam vero consideremus expresäionem

numeris integriä Ä, ÄO * . . . «Ä_x valores omnes et positiros et negati-
vos tributis a — oo ad + oo. Quam patet prodire ex evoluto producto

\^Z7 + fH7j t^Z? + *~CT /̂ · · · · Wt— ic»-o + i<»-»>— "TW*"
l 1 1Quod ipsis — , — , ̂  etc. earumque dignitatibus respective ad dignitatei

descendentes ipsarum —r, -*, — ete* evolutis,- in^enitür procluetuöi aö-
? O7j OTa

quäle expresäioni
jLf_! __ » * W A j 1 ^ ____ / \

^— P P — ̂ ^ Wi— J)j 7"#J — x*' * * * * W~i — P/i-i P«-i-^^n-i^
1 1 1 " ^ > . » .ipsisr -*-, r-? — etd. earuoique dignitatibus r^spöctive ad digni tates de«

scendentes ipsarum f, i7, f / y eto. evolutis« Quam aeqiiftti^Biim ertiain
in modum repraesentare licet;
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348 29. (), G, J. Jacob i, exerc otio algtb, cir tf, discerpt. fractionum ttc.

designantibus #, ΛΙΡ etc. β, β,, etc. nuraeros omnes et positives et nega-
ti?OS a —<x> ad 4" °°^ B 5^^ theoremato yidemus, cofe'fficientem ter-

1 . .β—+ι m expressione

aequalem fore coefficienti termini ^/ /< r*.... i(rt"1} n"1 in expressione

4uobus elementis e. g., coefficientem termini —— in expreasione
l

(a χ
invenitur aequalem esse coefficienti termini Γ1^71 in expressione

Unde facile derivatur theorema, posito a4-« / l

y(y + 1)· lei y(y+l)(y+2) f 273

1.2 r

nec non relatio inter integralia definita :
Π(τζ+λ)Π(»— Λ) r ̂  (14· 2 α cos y 4- « «)n cos Λ y . g y

(l — 2«cosff-+^a^l"~" ΙΙ/ίΠη 0 (l — (
designantellx productum 1.2.3.. ..x. Quae a b E u l e r o olim inventasunt.

At theorernatis, de quibu3 in ha comme«tatione agimus et quo-
rum modo mentionem injecimus, latissimam coijpiliare licet extensionem.
Ponamus enim, ^ — t, ul-— t', etc, iam series esse quaslibet, sive finitas
sive in nitas, ad dignitates integras positivas elem ntorurn x, x,, ete.
procedentes, quaTum serierum t, t{, etc. sint termini constantes. Siqt
porro in seriebus illis u, u^ e/2, etc. termini, qui pritnas ipsorum &, xl9

x2, elc« dignitates continent, respective od, b'x^ cf/x^9 etc., ac-pona-
? ' * · ' , " * ' , . . - · · » l ·' l l ' ' !

oitus, uti in 0asu lineari, fractiones — — , -.:./^ ., ^ j^;/»' tc. evolvi re-
sp*etiTe at iigtiifa^ descendentw tenfiinorum x, ^X^ £/<rx2, etc. Vo-
cemus porro Δ determinantem differentialium partialitii» sequentium:
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39, C. G. Λ /β***;, &e*rc Qtio olgib» avca di&cerpt. fractionum *tc, 349

d u β u du du

dus »i Sut

W«-i, Bltn-τ dUn-i

~ ^~> a^T* "^T* * * * *
Erif e. g. f>r0 fribus funetionibus u, ul9 u^ etc., tribusqtte variabilibusx> y> *; . .

.y _ M OK, θ r/g _ θ^ δι/Γ 5?ia f/r du i d u ΘΤΙΛ S u ^ u?f
~~ dx* dy dz Boc* dz dy dy * B χ * d z dz * 8y* d&

» Sji dur du^idu 8uT du2
' /* z ' a? * 05* ΟΛΤ * dy 9

quam patet expressionem easti, quo u, ut9 u^ sunt expressiones lineares,
in expressionem ipsius Δ supra exhibitam redire. Quibus posifis dico^
siquidem x—p, ^~p^ Kz — p*) * · · * * xn~i—pn-i satisfaciant aequa-
lionibus w = ̂  u^t', u2 — tUj . . . . Un-i — t(n~l\ producti

^ _ _____ _ Δ _
(u— 0(«f — *')("* — *")· · · · (*»_* — i<n-l>)'

dictum in modum evoluti, partem eam, quae omnium simul elemento-
rum x, x1? etc. dignilates negativas neque ullins positivas continet, ut
supra in easu multo simpliciore, eri

^ __ ; __ l __ - ·
(^— F)(^I— Pi)(^a— Pa) ---- (tf«-i— pii-i) *

Nec non esse, quod magis generale est theorema^

(̂̂ =1 + J~^} (u^l7 + Ρ^-ΊΙΓ/ * * * ' \Un-i -tn

--..· r
T — P P - O?/ VT, - pr px— ̂ i

ipsis — , — , etc. earumque dignitatibus respective ad dignitates descendenfes
ipsarum t, t', etc*^ etolutis. E quo theoremate meinoraBili fluuat formulae
tnaiime generales pro radicibus aequationum int^r numerum quemlibet
variabilium, adeoque radicum dignitatibus et productis i« seriem $val-
vendis. Quippe quibtis ad dignitates ipsarom ty t', t", etc. ordinatis, e
theoremate proposita statim terminum generalem earum serierum eruis,
Patet enim e dieto tbeoremate, ia evolvenda

caefficientem termini
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ISO 29» C. G. λ fac bi, txereitatio α%Λ, ι?ίι%α $fc -pf* fradionum

'ff **..,. t"-
eundem esse atque coefficientepi termini ^+x αι+1· -- ^-^ in expreesione

**C , Mp., 1 1 1 ,t iC
l Π—Ι

.· - . . . A. . . . . . .
«/HI ./'+»

^
dictum in modum evoluta^ quem coefficientem per regulas notas, quae
pro evolvendis dignitatibus polynoniii circumferuntur, statim eruis. Quae
hoc loco breviter iiuiuisse sufficiat Ipsam iam quaestjone.m nostram
aggrediamur.

2.
Ordimur a casu simplicissimo duarum variabilium, in guo adeo

initio terminos constantes = 0 ponemus. Fit
aV--a'b _^ ĵ  l _ o^ l

(α χ + l· γ) ψγ + a' χ) y * αχ-\·ϋγ γ '
fit porro:

a_ _ ί 1 1 l
y. '«

unde

' (a χ
Aequatione 1) ad dignitates descendentes ipsarum a, bj evolutis,

videmus partes tres, in quas fractionem propositam

discerpimus, et quas per <&> A? A designemu^ primam Zi utriusque ele-
naeiiti 90, y negativas, secundam Ι/χ ipsius oc negativas, ipsius y positivas,
tertiam L9 ipsiu? y negativ s, ipsius pc positivas dignitates continere.

Ponamus iam, satisfacere x = /?, 7^=7 aequationibus

ttnde
(βά'— c' )/! «B bjt~-bt<> (ab' — a'fyy » a t'— v' t,

Mutatis in aequatione 1) x, y in x— p, y **~ff, quo facto β # + έ y, a'sp
in ex4"6y-»»i| a'x^b'y—t1 abeunt, obtines

. Theorema l,
posito

α y/ — Q* f fL s=r

—a^JiP — b't + bt'9 ax+by—-t9
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£0. GV *R ΙαρνΐΛ) .esKwcite^Q alg&K.cirm gi&cer^L iict&n in *u£

af }τ _ __
2 (aV — a'b}y — αί' + α'ί Vy + α'

f i e r i ^ ' .

Aequatione 2) ad dignitates descendeate$ elementorum α, o' evo*
luta, videmus, L,9 Z/0 Ζ/2 es&e partes illas tres, quae aut utriusque χ, γ
negativas, aut aiterius negativas, alterius positivas dignitates continent
Simul autem ipso adspectu patet, in evojuti|)ne ipsorurmZ/, Z/x , Z/2 dignitates
variabilium x> y coe'jEcienies tfinitx>s halier^, dum in evolu^ione expre sionii
propositae series infinitae sunt

β.
Jam videbimus, de producto e Iribus factoribus, trejs

involventibus
l '

z — t) (6/y + c /z + a' x — t1} (c" z
similia inveniri. Eo enim ad dignitates descendente ipsorurri ^ fc^ clj

evoluto, 'in evolutione dignitates variabilium x, y9 z, et positivae et ne-
gativae inveniuntur in infini tumj neque tarnen ita, ut in ullo termino
simul omnium dignitates positivae sint. Colligamus igitur terminos, qu^
omnium oc9 yy z simul dignitates negativas conlinent, quae pars prima
eritj terminos, qui binarum variabilium negativas, reliquae positivas
continent, quae erunt partes tres, prout aut eleoienti x9 aut elementi y,
aut elementi z dignitates positivae suntj terminos denique, qui binarum
variabilium dignitates positivas, reliquae negativas continent, quae M
ipsae sunt partes tres, prout aut ekmenti o;, aut ejementi y^/aut jelementi
z dignitates negativae sunt. Quae septem partes constituunt seriem, quae
ex evolutione expressionis propositae ortum Jucit. Jam rijrsus de ex-
pressione illa in septem alias discerpen^a quEaeramus, e qufer m
tione septem illae partes, singulae e singulis proveniant. Qui iji g
stione initio, u t supra, Statuemus t = i7, »s i/73== 0.

Designabimus in sequantibus

porro per (ab1 cn} expressionem

Quae errori locum non dabit nolatio, cum monoinen ui>cis inclusum alias
inveniri non soleat, Sit ^

.Trmrnal d. M. V. Bd. 4. HD. 45
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352 29. C. G. J. Jacob i, cxercitatio algeb. circa discerpt* fractionum etc.

ponatur porro:
2)

bierro, eiquidem ad dignit tes elementorum σ, X, <?x/ descendentes ero-
lutionem instituas, expressiones

— ι —?9 — earumque dignitates ad dignitates descendentes ipsius xy

u v
1 1 1

erolvendas esse. Fit porro e formula 1) paragraphi antecedentis:

vw u1 υ u" w
i _ (c"a) a" __ c_

u* 'u "*̂  v1 w' u" v1 uw1 9

ww' v" w" u υ" u* wn*
His praeparatis, ad inveniendam discerptionem quaesitam proficiscimur
ab aequatione identicas

4)

quae erolutione facta faeile comprobatur. Qua divisa per
•iquidem brevitatis causa ponitur:

c c' z 4- ^a χ + e Vy = 7VX/,
prodit :

5) fcfr/c'0 _ ^ ___ J[ ___ ^ ___ ^νχ/

^ uu'u" xyz yzu'u" z&u"u xyuu'
Fit autem β 3):

u' u" ~~~ vw u' v
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2#. C. G. /. Jacob i, eacercifatfo algcb. $rca <K$cerpt<f vctfomun cf& 353

porro e 2):
s a"Vv + tf<f'w —

c'N' = cV'^ —*7(c7a")z,
bjt N = i" a7 0"— " (a' 0/7) y,

unde
N (a'&") O7**") (ayδ").(o7a")3? . o7(c'a") »

yzu'u" """"" yzw? y * ^ < y*i;#; ' yw't; * zu"w
Prorsus eodem modo invenitur

_^L.— (^/; ̂ ) (αχ/ b} (b" c) (^&)y . ^(a^t) · ο(δ7/ c)
Z3cu"u zari^7 ZA?!;' zxv'w* ~ $u"v' * xuw* *

N^ '
xyuu* ""̂  xyio" xyv

Unde tandem fit:
6^ I^Tu77 ~

__ jLt ψ JiiiiiiL 4.:
r»A/ *v> *\f i\tf Ύ* <\f *!··· "il^f * Ύ* II t\M & '

(nl Ζ,//\ (r1 n**\ in1 ~hlj\ (r1 Λ7Λ τ»• l tt U ) m \JU (& l * \J* U ) \y Ci j JL

' y«i<; ' y^v

. (^g) . (a//fc) ι
* τ rv* in! · r.'y»ai^ ·ZXW1 ΖΛ?!) Z XV1 W*

, (caQ , (6oQ ,

ot? t;'7 u

· ̂yvu' yu'w"
α / /(α / /δ)_δ / /(α /δ / /)
z v'u" z w u" * · · · · ! &

Quam ex observatione supra facta de modo evolutionis, quo uti debe-
mus, facile constat, esse discerptionem quaesitam expressionis propositae
in alias septem, quas per £/, Ll9 L2, . . . Z/6 designavimus, casu, q d
t = t' = t". E quo eadem omnino methodo, qua supra usi sumus, sta-
tim generaliorem eruis. Ponamus enim, x = p, y = f/, z = r satisfacere
aequationibus w = /"f u'=:tf, ^// = i//, mutatis x, y, ?ε in χ — p 9 γ — y,
z — r, nancisceris e 2) discerptionem erpressionis

(α δ V)
(a x-\-by-\-cz~-

Fit e. g. L sive pars, quae nonnisi negativas variabilium oc, ^ z
tates eontinet»
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354 29* G, <?. /· J&eobi, ea&mliifi algt^ circa discerpt.\frMctwnum

T\ τ _. ^«^^„^^ (a S7 c^) ^^
' (α^^Οα?— (b'c")t — (b"c}t' — (bc')i"'

' (ab'c")

_ _ ^ __ (a&V) ____
(a b' c") -s — (a l·'} t" — (a' 6") t — (a" b) <' '

Ad quatuor pluresve Tariabiles haec extendere non lubet, cum larn pro
tribus tarn prolixa exstiterint, Progredimur ad alia.

4.
E theoremate i. §.2. fit:

^ __ ab'—a'b _ _^ ab' — a'b
' (α χ + by — t) (6/7+ «' * —^0 ~ (a fc/— a/6) χ— b'

aV — a'l·

ab'—a'b
(ab' — a' 4) γ — at'-^-a'i' b1 y -}- a' χ — ίλ '

Porro obtinetur:
___ l ___ b __

(ab'— a'b)x — b't-}-bt''ax-}-by— t
L ab' — a'b__ ___ __

at1 — a' t— {ab'— a'b} y '(ab'— a'b}x — b't + bt'
_ — i _ \ __ a_ _
a t' — a' i — (a 6' — a'b)y' acc+by — t'

Quibus expressionibus, ut fieri debet, ad dignitates negatiras ipsius sc>
positivas^ ipsius y evolutis, videmus,

l b
— t

non nisi positivas dignitates ipsius t1 ,
i i

a/b}x— b't+bt'
et positivas et negativas ipsius t',

__ l ___ !__ _
at'—a't — (ab' — a ' f y y ' ax-^by— t

nonnisi negativas dignitates ipsius t* cotinere. Unde
__ ab' — a'b __ b _.

(ab'—a/b)3c—b't-}-bt'*ax-\-by—t
' — a'b ab' — a'b_ __

* al/_ att— (ab1— a'b}y\ab'— a'b}oc—
rejectis, qtiae in evolutione huius expressionis inveniuntur? negativis ipsius
t' dignitatibus. Pars autem, quae rejicitur, negativas ipsitis t1 dignitates
continene, es t:
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2-9, C. G. J. Jacobi, exercitatio algeb. circa discerpt. fractionum etc. 355

ab' — a'b o_
at1— oft— (ab' — a'b)y '

Prorsus simili modo fit:
ab'—a'b

ab'—a'b ab' — a'b

reiectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, negativis ipsius
t dignitatibus* Unde iam JB 1) nacli sumus, theorema euriosum, esse

aV — afb ab'—a'b _

*(aV— a'b}y— at'+a't
. __ ab^—g'b __ gb'—a'b _

" * at1— a't-^ ^67— ̂ " ο ό ' — α'δί^δ'ί δί'

siquidem in evolutionibus harum expressionum, negativae, quae inveniun-
tur, ipsorum t, t1 dignitates rejiciuntur-

Generaliora adhuc sequenti modo eruis. - Etenim Serie utrinque
infinita m2

in qua numero integro ή valores omnes tribuuntur a — oc ad + oc; e
notationis nostrae ratione designata per

ipsam quidem eiusmodi expressionem non pro evanescente habebimusj
evanescet autem, ducta in A—B. Fit enim:

unde cum
S—An

fit etiam:

Hinc eequitur^ fieri etiam:

(-4— JB) \ JB^T
Jam proposita expressione

* ι _ L_\ f _ i__ 4. l \
δ^ — ί~ t—ax—byJ* \b'y-{-a'x — i' ~ ̂  — &'̂  — a'x/9
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356 29. C. C. J. J.acoii, exerdtatio ctlg?l, circa discerpt. fractioman eic.

fit:
a'x—t'),

unde e 1) expressio proposita in hanc abit:
( »' ι V } ( i . . t - *
\(a&')^— Vt + bt' ~ b't—bi'-~(ab'}x} * Wy + α'α?— *' ~ t'~*-b'y— a'

Fit porro:

unde rursus e 1) fit expressio proposita:

' \ax+by— t ' t—ax—by) β \b'y + a'x — t1 ·" i' — Vy — ofacl· ~
. ; _ (g ftQ V / (q6Q _ , (α&Ο \

fe/* — &<'— (aoOW'ViaoO/ — α^+α'ί ̂  αί'— α'ί— (ab'}y)°
Quam etiam, uncis solutis, ita exhibere licet:

t l _MQ
<' ~ <— αΛ7— ̂ * ^ — ̂ y— α α?

i. __ _
— t' t1 — b'y— a< x* t — ax — by* 'b'y-{*a' 'x — t'

(«EQ __ _ , _ __ ,
>~ b't-\-bi'' (ab')y— αί'+α'ί ' δ'ί— ύί7— (α^Ο^'α^— α'ί — (a5')y "·

__ .
t'-ra't — ab''* ab'

Ε qua formula, reiectis ipsarum u, t1 dignitatibus negativis, fluit
formula 2) paragraphi antecedentis.

Formulam 3) etiam hunc in modum repraesentare licet:
tmt'n

designantibus m, /2, μ^ v numeros omnes et positiros et negativos a — oo
ad + oc. Quam eiiam proponere licet ut

T h e o r e m a 2.
Designantibus m^ n nuoieros integros quoslibet sive positivos sive

negativos, in expressione

coefficientem termini -̂ -̂  eundem nancisceris atque coefficientem ter-' r

/J*mini tmt/ in expressione

Adnotare convenit, quoties m sit negativus, nece§sario etiam μ fieri
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29. (7. G. /. Jacob i, exercitatio algeb. circa discerpt. fractionwn eic, 357

negativum, et vice versa, quoties μ sit positlvus, necessario etiam m fieri
positivum $ eodemque modo, quoties n sit negativus, neeessario etiam y
fieri negativurn, et vice versa, quoties y sit positivus, necessario etiam
n fieri positivum; porro esse ?η-{-η=ϊμ-{-ν — 2. Observo, quoties m,
n sint positivi, coefficientes expressionis primae fieri series infinitas, se-
cundae finitas } quoties 772, n alter positivus, alter negativus, et primae
et secutndae expressionis coefficientes fieri series finitas j quoties m, n
negativi, primae fieri finitas, secundae series infinitas. Unde omnibus
casibus hoc theoremate siye serierum infinitarum summationem, sive
finitarum transformationem obtines.

C o r o l l a r i u m -
Evolvamus ipsum coefficientem termini — — in expressionecc· y

qui posito μ = /τ* + 1 + λ, i/s=/2+i — λ, idem est atque coefficiens ter-
mini l j in expresdione

ί

Quem coefJficientem, posito —^ 7^=^u 9 atque insuperΙα'
α

f Ι 4'
Α =

1 . 2 . * . . λ ατη+ι+λ 5/n^
mvenimua

1.2 -Γ·
Quaeramus porro coefficientem termini t"1^ in expressiotie

(ab'— a'5)m

sive quod idem est, coefficientem termini fy-J in expressione
l

quem, rursus posito

~~ 1.2- ---- λ

facta evolutione, invenimus '
(-1)̂  / . m(n-X) m(OT-l) (^
-«)'»+"+« V1 τ λ+ί «l Π2~·(i
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358 29. C. G. J. Jacobi, exercHatio aJgeb, circa dfactrpt. fractionwn etc.

Unde cum e theoremate 2· utrigue coefficiente$ inter se aeguales sint,
posito .

w+ + l = it, Λ '+ΐβββ, λ-f l = y, #J== — et', λ— «s= ',
eruimus formulam:

1.2.3.

qua in formula « + '*/== + /:=7· Quam olitn E u l e r u s dedit.
6,

Similia de tribus variabilibus, tri^usgue facteribus inveniuntur
sequenli modo. E formula 1) paragraphi antecedentis facile constat, fieri
etiam :

_ _ . _ _ _ _ - _ _n(C— D) \^— JB — AI \C—D D
- l / f » . . MM l M
~~ £ \^ — B~ B— Ai\V— D^ D — C/'

porro :
9) _ L __ * / 1 ι i \ = l / i .
^ C-\-m(A—B)'D-}~n(A—B)\A—B^B—A) CD^—B^B

quas formulas «t lemmata antemittamus.
Jam e 2) paragraphi antecedentis, tnutatis i; i' in t*—pz, t'—c'i,

obtines:
/) ( _ i _ + _ l __ \ ( _ L _ 4. _ L _ ̂  ̂
' W-n'+os— * · t— aoc— ly— cz/ XA^'-f-c^+a'a?— ix ~ /' — δ7/— c7*— a'a?/

(«7/j __ - ___ (g&Q _ \
(a^)a7 — (bc')z— b't-^bt1 "T" ̂ t_ &i/_ (a^)a7+( cO^/ '

MO _ , .
Ducatur haec aequatio in ezpressionem :

" - ·
c' /^ + a//

Fit autem

unde videmus, advocato lemmate 1), loco tertii factons adiecti in altera
aequationis parte adhiberi posse sequentem :

q . ___ ,
"* —aV)'t" — a'b"t — a"b}i' * (αδΟ^+ζο7
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29, C. G. /. Jacobi, exercitatip algeft, circa discerpt, frttctionim etc. 359

Fit porro;
r /&0*— (bc^z — b't + bt'] =?

(ab'}[(ab'c"}x — (4 V) /—( " <?)<'— (bc')t"] —
(4 c') [(« 0' c") z — (a 50 i"— (a1 4") t— (a" 4) t'} ,

(a b* c") [(a 4') y — (c a') z — a t' + a' i] =
(σ 50 f 0 A V') y — (c" «) i' — (c a') i''— («' O t] —
(eoO [(«5VO « — (β 50 i"— (a' 'Qf — (a"5X].

Unde advocato lemmate 2), videmus post mutationem tertii factorie pro
duobus primis factorihus, adhiberi posse hos:
/ __ (a & V) __ , __ _ (afe'c'O
Xo^JKatOO*— (b'c"}t— (b"c)t'— (W}t"} "*" (ab')[(b'c")t-\-(b"cy+(b
(____ _ (aVc") _ , ___ (aVc")
\ab'ab'c"— ρ"α
____ _

\(ab'}l(ab'c"}y— (ρ"α)ίΛ— (ca')t"—(c'a"}t]

Hinc tandem aequatio nostra in hanc abit:

— t7

_ . _ i _ N _
<//<T i/x— P"* — ay/07 — o^//

/ __ («JVO _ __ ι __ (aVcf') _ \
\(o ' c'O a? — (6V) i — (b" c] t'—(l· cQ t" * (^^Oi + C^'^^+^cOi7'— (ab'c")x) '

(aVc"}/ _ (aVc"} __ ,
\(a b1 c")y — (c/x a) t ' — (c ax) t "— (c/ a/x) i · (c7 a) ix + (c a7) i x/ + (c' a") i — (a V c"}
/ _ (^^0 ____ L _ (ab'*')
\(a b1 c11} z — (a b'} t"— (a'b"} t — (a" b} t' "·"" (a b'} t"+ (a1 b") t + (a" 6) i'— (a b' c")

Positis, ut supra:

eatisfaciant cc=/j, y = ,̂ z = r aequationibus w =*= f, u'^t*, u"?=>t"i
quibus positis, formulam 3) brevius ita exhibere licet;

4) (eb'c'')(—t + ̂ )(^^ + ?^

(^±^(^+-1-^ ( ί ι Μ
»W — p p — a?/\y—-y y — 2^ ^£ — Γ ?* — z·'·*

i l ' i»«iquidem adnotatur, — , — , ~77 earumque dignitates respectivas ad descen-
1 1 1dentes ipsarum x9 y, %9 porro — , — 9 — earumque dignitatea ad descenden*

tee ipspiinfi i+t'y tu dignitatef ef okeudasrf §i% ^ , ,
Crelfc's lonro l d. M. T- BJ. 4.HfU 46
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360 29» G· G. J. Jacoli, exerdtelio algeb. circa discerpi , froctionum etc.

Ubi in formula 4) eas tantum partes consideras, <juae noiinisi po-
sitivas "dignitates ipsarum /, t'9 t'f eontinent, fit

*' (M— <)(^— ̂ (w'7— t'')

* f ί } _ t _ 4- _ l _(*— p)(7— ?)(*— r) (P-*) (r—?) (*— r) (*— p)(g— r)(«— r) ~ (*— p)(y— g)(r— *)
1 1 1j __ L___j __ ± __ ι __ ± _~ 0*-τΟ (g— r) (r—*) ~ (P— »)Cx— sr)(r— z) ~ (P— x)(r/— r)(^— r) ?

siquidem in hisce expressionibus, dictum in modum evolutis, reiiciuntur
termini, qui negatives ipsarum tj t', t" dignitates continent. Quae est
repraesentatio nova septem partium, in quas expressio

(u — t) (u'— *')(""— <O
discerpitur. Cuias e. g. pars ea, quae nonnisi negatiras dignitates omnium
x> y, z continet, fit

sicuti invenimus formula 7) §. 3.
Formulam 3) etiam hune, in modum repraesentare licet:

gv , ̂
J ^

siquidem in summis designatis numeris integris m, n, p9 μ, ν, π valores
tribuuntur et positivi et negatiri omnes a — oo ad + °°- Quam formu-
lam etiam proponere licet ut

Theorem a 3.
Designantibus m, nf p ̂ mitnf rd iritegros quo^libet sit^e positivos

sive negativos, evoluta expressione ; »i

ermini „ v „ aeq aleiii iriosf* yvzP ^ l
n expressone *

coefficientem termini „ v „ aeq aleiii iriTenis ooefficiehti termini tmt'ntliP
osf* yvzP ^ l /

*

Adnotare convenit, quoties mj n, p sint negativi, respective etiam
ft f 'V j f r negativos Jfbre,t?et vice versa, quofies ^ν,ι* sini p^sitlvi, necessario
etiam m, n, p respective pofcilivoe fore. P0i*i>
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29. C. G. J. Jacob*, e&erc atio afgek, airca discerpt* fractiottum eic«

Omijino similia theoremata de nurnero quolibet variabilium, quae
$. 1. proposuimuSj eruuntur.

7.
Commodam hoc loco inserere licet observationem. Consideremus

expressionem :

Numerum factorum et variabilium eundem esse statuimus, qui in casti
proposilo est tres; eadem autem de numero alio quolibet valebunt. Star
tuamus porro, m, n, p esse integros positives. Posito Πχ = 1.2. 3 ·...&,
constat per regulas notas evolutionis polynomii, expressione illa evoluta,
fore coe'fficientem termini i? 't1* tj'n '' :

Π^ΠτζΠρ __ tftf*' n!'*' h hi thii " Jrtfr' ".ο ο υ .c c c

siquidem numeris integris positivis a, '̂, a/y, β, β7, β", γ, γ', yx/ valo-
res tribuuntur omnes, qui satisfaciunt aequationibus:

lisdem positis, evoluta expressione
(C / + ix + c t"T (ax i + V t* + c' /") V*

nanciscimur ut coefficientem termini ft'* l t / / p expressianeiii
__ α ,^ v

' *
Qua cum priore comparata, invenilur, coeffi^icntes iJlos omnino

inter se convenire, nisi quod loco HmUnTlp in altero iziveniatur ΠμΠ^Πττ.
Unde videmus, utrumque coefficientem esse inter se ut HmYlnUp ad

Ponamus iam, ipsis m, n9 p ralores quoslibet tribui, et evolvamus
expressionem

(ei + n'/' + ^O^/'^if+ ^^
ad descendentes dignitates ipsorum #, b'9 c"9 sive quod idem est, facto-
rem primum, secundum, tertium respective ad descendentes jdjgnitates
ipsorum ί, ίλ, t11. Quaeramus coefficientem termirii t* i** t"*, qui, ut
omnirio in evolutione illa iriveniatur, sint m — μ, η— γ, ρ— π numeri
inte,gri sive positivi sive nregatiyi, necesse est. ^dliibebe in sequentibus

signum ^~ etiam casu, quo m9 μ sunt qfuantitates quaelibet, quarum tarnen
46*
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362 29. C. G. J. Jaco&i, exercitatio algeb. circa discerpt. fractionum etc.

differentia est numerus integer, pro exprimendo producto m(m — i)(/n — 2). . .

), quoties m — μ est positivum, sive /m · twm r^ - ̂  quoties
μ — m positivum est Patet, si m-<~u=p — v, fore etiam

1} m(m — i) (m — 2) ---- (m — u) _ Um
l) μ(μ-ί)(μ—2)....(μ — ν) ~ ttn * ·

Jam per regulas notas nanciseimur ut coefficientem quaesitum in evolu-
tione proposita expressionem:

"m (m— i).... (m+1— a— aQ n(ji~.i)....(n+i— — f) p (p— i). ... (p+i— y— yQ
UaUa' e Π/?Π^ ' Π^Π^

β™-*-«ννο/η-^ν^
eiquidem numeris integris positivis a, a^ , x, y, 7' tribuimus valores
omnes, qui satisfaciunt aequationibus:

2) TW— — a'+ '+y=^ /2— — '+y'+^^y, />— y— y/+^/+ =^r.
Modo simili, evoluta expressione

(e/ + i/ + cOm(*/i/ + ̂  + e//)nCc//i'/ + e/// +
nanciscimur ut coefficientem termini ίμ t'v t"n expressionem

designantibus a, a', , 7, 7, y numeros integros positivos omnes, qui
satisfaciunt aequationibus:
ρ—β'— y+*+a'=iw, y— y'— Λ + β + β^Λ, ττ— ̂ _ +y + /=^,
quae omnino eaedem suilt atque aequationes 2). Unde cum ex iisdem sit
μ — '— y=w — — ̂ , y— y'— =TZ — β — β7, w — «'— =^— y— γ',
utroque cofe'fficiente inter se corhparato, videmus alterum ad alterum
esse ut

, Π*a · ·
Quaecum eodem modo se habeant de numero quolibet variabilium, nan-
ciscimur ,

Theorema 4.
Sint m, n, p9 .... quantitates quaelibet, m — p, n — y, /> — ^r, . . . .

numeri integri positivi vel negativi, porro /η-\-η-$-ρ-^....—μ-{-ν-}-'χ...,
expressionibus
(a t + a't'+ a^+Mo)1" ( '^H- * * + >/i//+....)" (^;/+ ** + c'?+..„f. . . .,
(at + bt' + ct" +....X1 (* V+ a'i + c'i ̂  +....) ̂ ^-f ''a^+^V +«..)*. . . .,
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29. C. G. 3. Jacobi, exercitatio algeb. circa discerpt. fractionum etc. 363

in quibus suppdnimus eundem esse numerum factorum et variabilium
t, t', £", · . · « > ad dignitates descendentes ipsarum a, b'9 c"9 . ..*, sive
quod idem est, factoribus earum primo, secundo, tertio, etc. respective
ad dignitates descendentes ipsarum t, t', t"9 .... evolutis, coefficiens
termini t^t'*tlf7t,... in priore fit ad coefficientem termini f^W^tt·· in
posteriore ut

8.
E theoremate 4) modo proposito, theoremata 2), 3), ubi insuper

loco tp t', /", « « · t ponitur x, y, z, in sequentia abeunt:
T h e o r e m a 5.

Coe'fficiens termini —-j·— in expressioneoc>uyι ι
aequalis est ipsi

Um * Π«

ducto in coefficientem termini oc·"""1 "̂"1 expressionis
(o'x — a?yy*(ay — bxf.

T h e o r e m a 6.
lCoefficiens termini u y ̂  in expressione

aequalis est ipsi
_ _

Hm - II ΛΖ * Π p * (ab* c")™**
ducto in poefficientem termini χ,»-* y*-* z7*-* expressionis

[(0 V> + C^'Oy + (α^Ο*]"1 [(^//β)7+ (β^-Κ^Οχ]11

Corol la r ium.
Designemus coefficientem termini f— j in expressione

l(·+··£) κ-f)r
per Pjij porro coefficientem termini f—\ in* expressione
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364 29. C. G. J. Χα^ο&ϊ, exertitatio a%e6. circa discerpt. fractionnm etc.

per (V, ubi in theorfemate 5) poniinus m = /2; ^==72 -f- 1 + λ, y=/2+l — λ,
videmtis fieri

Porro poslto -^-==^, ctzs 'ssl, 3 s=ays= — Λ, ubi supponimus α < l,

facile constat, esse:

l =

(1+206

Unde e notissimis calculi integralis praeceptis:
p _ jt_

(l— 2α
l T"*71

<?λ = — / <3<p(^ «y o
Quibus substitutis in aequationem 1), obtinemus:

/*^ _ $φ .cosAy' _ Π(^·4" Λ) Π(/ϊ— Α) /*'T5
-^^ J 0 (l— 2α cos φ -J- α or)^1 ~ Uniin J 0

Quae olim ab E u l e r o inventa est formuLa.
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