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29.

Exercitatio algebraica circa discerptionem singularem
- fractionum, quae plures variabiles involvunt.
(Auct. €. 6. 7. Jacobi, prof. math. ord. Regiom.)

1.

_Proposita expressione .
' 1

axby—t'Vyfada—t’
évolvamus alterum factorem

1t
ax by —t
ad dignitates negativas ipsius y. Quem evolutionis modum ordine, quo
i singulis. fractionibus elementa x, y exhibuimus indicare placet. In
producto assignatoe ipsorum quidem &, 5’ nonnisi negativae dignitates
ipsorum &, @, £, t’ nonnisi positivae occurrunt; elementorum x, y an-
tem et positivae et negativae dignitates in infinitum inveniuntur. Ne-
que tamen, uti facile constat, in ullo termino utriusque simul elementi
x, y dignitates positivae, sed aut utriusque negativae, aut alterius po-
sitivae, alterius negativae erunt. Quarum porro dignitatum coéfficien-
tes series infinitae evadunt, ad dignitates descendentes ipsorum a, &' pro-
cedentes. Distinguamus inter partem eam producti assignati, in qua
ntriusque =, y d'igni'tates' negativae sunt, eam partem, in qua ele-
menti x dignitates negativae, elementi )y positivae, eam denique, in
qua ipsius y negativae, ipsius x positivae. Animadverti hoc singulare,
fractionem propositam in tres alias discerpi posse, e quarum evolutione
partes illae tres, singulae e singulis proveniant. In quibus porro evolu-
tionibus id accidit, ut coéfficientes, qui in producto proposilo series infini-
tae sunt, iam ‘ﬁ%nito terminorum numero constent, ideoque per ipsam illam
discerptionem algebraicam series illae infinitae prodeant summatae.
Simili modo, proposita expressione tres variabiles x, ¥, z involvente:
1 1 1
ax4bydcz—t b y-tc'zda' x—1t' "¢/ zef-a cF-b"y — t"7
factorem primum, secundum, tertium respective ad dignitates negati-

.
.



29, €. G.J. Jacobi, exercitatio uigeb, circa discerpt. fnactionum ete, 345

vas elementorum =, y, z evolvamus, uti rursus ipso ordine*), quo ig
singulis fractionibus elementa exhibuimus, indicatum est. Hio pap-
tes septem considerandae sunt, prout' terminos colligis, in- qwibus aut
omnium elementorum xz, ¥, £ dignitates negativae, aut binorum ne-
gativae, reliqui positivae, aut binorum positivae, reliqui negativae
sunt. Rursus expressionem propositam in alias septem discerpere licet,
e quarum evolutione partes illae septem, singulae e singulis prove-
niunt; in quibus rursus evolutionibus coéflicientes finiti sunt, dum
in expressione proposita series infinitae erant. Generaliter proposite
producto e 2 fractionibus conflato, quarum denominatores
lineariter e » variabilibus tompositae sunt, siquidem fa-
ctores alios ad alius elementi dignitates negativas evol-
vis; quo facto producium omnium elementorum et positi-
vas et negativas dignitates in infinitum continebit: fra.-
ctionem illam compositam in alias discerpere licet, quae
evolutae singulae singulas partes producti propositi am-
plectuntur, in quibus eiusdem elementi dignitates aut po-
sitivae aut negativae sunt, neque ullius et positivae et ne-
gativae simul inveniuntur, Nec non coéfficientes, qui in
producto assignato series infinitae sunt, in his novis evo-
lutionibus finito terminorum numero constabunt, unde si-
mul per discerptionem illam omnium illarum serierum in-
finitarum summationem nanciscimur.

Sit expressio proposita
1. 1 i 1

u—t u,—t u,—t " Un_g— (D)
in qua ¥ —¢, u,—1t’, etc. e » variabilibus x, =, x,, . « » . x,_, linea-
riter compositae sint, designantibus ¢, ¢, ¢/, . . . .t terminos con- "
stantes: factor primus, secundus, tertius, etc. respective ad dignitates
descendentes ipsorum x, x,, x, etc, evolvatur. Sint porro x=p, x,==p,,
Ly ==y ¢ » » » L, , =p,, valores variabilium =x, x,, etc., qui satisfa-
ciunt aequationibus u=1¢, u,=1¢, y,=1¢t", . . ., U, , =" Quorum
valorum expressionem algebraicam notum est communi quodam depo-
minatore affectam esse, quam cum quibusdam determinantem nun-

*) In sequentibus quoque, ubi denominator fraclionis sive generalius argumentum functionis
evolvendae pluribus pominibus constat, nomen, ad cuius dignitates descendentes evolutio instituenda
est, primum scribemus, - Quod ad sequentia intelligenda bene tenendum est.
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cupamus et designemus per &, In exemplo allegato de tribus fractioni-
bus, tres variabiles involventibus, fit e. g.
A= ablc'—ab'c'—bca’—c"a'b | ¢'b"c 4 a’be.

Quam determinantem in hac quaestione magnas partes agere videbimus,
videlicet omnes illas series infinitas, quas ut co&fficientes
producti propesiti evoluti invenimus, ex evolutione digni-
tatum negativarum determinantis provenire. Maxime autem
discerptio, de qua diximus, a valoribus ipsorum p, p,, « . . . p,, pendet.
" Fit e. g pars ea, quae omnium elementorum nonnisi negativas dignita-
tes continet, et quae prae ceteris concinnitate gaudet:

1t 1 1 1

A 'x __.p .-Tx _PI cmz —_pz evee xn_)_pn—l'
Unde videmus e. g. in expressione — —-—, dictum in medum evo-

T eees lUpn_p
e . . 1 .
luta, coefficientem termini ——————— fierl
XXg oo Xpay
N 1
=

Quam expressionern memorabile est non pendere ab electione variabilium,

.. . . . 1 1
ad quarum dignitates negativas singulae fractiones —, — etc. evolvuntur
. I

modo ne duas ex earum numero ad eiusdem variabilis dignitates descen-
dentes evolvas. Variabilibus igitur, quocunque modo placet, inter se permu-
tatis, quod 2.3....7 modis fieri posse constat, variae illae series infinitae,

.o . . . 3 . . - 1 v .
quas pro variis evolvendi modis ut coéfficientes termini ————— invenis,

eveedn—y

. . -1 . : . .
ex elusdem expressionis X evolutione proveniunt, prout secundum aliud

nomen ipsius &, quod et ipsum 2.3....7 nominibus constare netum est,
evolutionem instituis.

Fractiones religuae, e quarum evolutione partes prodeunt, quae
unius pluriumve variabilium dignitates positivas, reliquarum negativas
continent, multo prolixiores fiunt, ut infra videbimus; unde commode alia
adhuc forma iis assignatur, quae ipsi illi, quam pro.parte prima assigna-
vimus, simillima fit. Narhque partem, quae ipsorum x, %,y « + 4 4 X,_,
negatlv*as, 1psorum Ly Tpgy o v ¢ 0 By posltxvas dngmtates amplecmur,
mvemtur fieri :
1 1 1 1

edéd oo

z.“'”"P.xx -Pz -'l"m-—.—l"‘Pm-x

4
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1 1 - 1

. . * ’
Pm—%Xm Pmir = Lm4r - . Pn—r " Lne

1 1
siquidem —, —, ... ..

Pm’ Pmtr’ - Prn—s
tates descendentes ipsarum ™, ™, ., .., " evolvuntur, et digni-
tates negativae ipsarum ™, z™tV, ., ), quae in producto ita
evoluto inveniuntur, reiiciuntur. E. g. expressionis

1 1
axdby—t'b'y~ta'x—1t
pars, quae negatwas ipsius «, positivas ipsius y dignitates contmet, fit
ab'—a'b
[(ab —a'B)a—b'14-bt][al —a't— (ab/ — a'b)7]’

reiectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, dignitatibus
ipsius £ negativis. Quae nova repraesentatio eo et ipsa commodo gau-

det, ut coéfficientes evolutionis habeat finites.

earumque dignitates respective ad digni-

Sed generaliores adhue formulas adstruere licet. KEtenim in ex-
pressione 1 T L S t(n—l)aﬂ-l

(ll.——-t) (uy—1t ) e (un‘.,—— t(""")) uty “1+1 u anZyte
- e« 0 0 ’l—l

NUMETIS 0y g o o o o Gy, posmn tantum valores inde a O usque ad in-
finitum conveniunt. Jam vero consideremus expressionem

AT i

ua-{-l‘ular{-x u‘"rl—x"'l ’ )

. N e a0 n\—l
numeris integris &, &,, « « + « 0t,_, valores omnes et positives et negati-
vos tributis a — oo ad 4~ oo, Quam patet prodire ex evoluto producto

1 1 1 1 1 1
(u—-t + t-—-u) (u, 7 + i’—-u,) seee <u,,_.1—t(n~—l) + 1(71—1)-»-”;"_._,)'

.. 1 1 1 T . . .
Quod ipsis —, —, — etc. earumque dignitatibus respective ad dignitates

I 2 B
. 111 .. .
descendentes ipsarum rirst i ete. evolutis; invenitur producturn ae-
b 4 2

quale expressioni

1(1"1)(41' 1) (1 1 |

A a:‘——p_+ p—x/ \ey—p, :-l-p, —x;/ " @y P +pn_z_ixm__‘)v

... 1 1 1 S + e . . ..

ipsis =5 =1 o etc, earumque dignitatibus respective ad dignitates de-
I 2

scendentes ipsarum f, ¢, t” etc. evolutis, Quam aequationem etiam hunc

in modum repraesentare licet:
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Lo gF

e 0 0 t(u—‘)‘n-ll p ‘ o e 00 ﬂn_
a-h a +1 IR = % 2 e pf ' pn;;-x +1?
u I . mﬂ+x xlﬁ;‘*" x

eres B,y ; e e n—3

designantibus oc, .y etc. 3, 3, etc. numeros omnes et positivos et nega-
tivos a — o ad - o0, E quo theoremate videmus, coéfficientem ter-

. . 1 . e
minj 7—: in expressions
mﬁ"‘l xf[-l'l cree xﬂ?:: .
1
— —5
werrynt u,,f‘_:
aequalem fore coéfficienti termini #¢/°*. ... £* ™ in expressione

1 =
| Zpﬁpfl. . .p,,_‘l .
Pro duobus elementis e. g., coéfficientem termini ;,17; in expressione
/ 1 ) *
T(a ax +b},)m+| (bl;,,_l,_alx)n-{-x
invenitur aequalem esse coéfficienti termini £™#™ in expressione
(Bt —bt)(at'—a't)
(ab’ —a' b)ymtntr '
Unde facile derivatur theorema, posito a-4a'= [ 3'=p, fore
af | e(ed1) B(A+1) gt 2let@+2) FE+D(E+2)
L 5 M W R T o T e ) e o e e
1 _’__’ «'(a’+1) ﬂ’(ﬂ’-!‘i) o/(a'+1)(a'+2) B(F+1)(A+2)
=)=+ 7" ( ey e CHGrnerys 1209 “’+"')5
nec non relaho inter integralia definita:
f" cosd .0 OO (n—2) ”(1+2acos¢p+¢xa)"cosl(p B(p
(1—2acostpfaaytt = Hnlln o (1 —oaa)¥t
designante [lx productum 1.2.3....x. Quae ab Eulero olim inventa sunt.

At theorematis, de guibus in hac commentatione agimus et quo-
rum modo mentionem injecimus, latissimam conciliare licet extensionem.
Ponamus enim, u—¢, u,—¢t', etc. iam series esse quaslibet, sive finitas
sive infinitas, ad ‘dignitates integras positivas elementorum x, x,, ete.
procedentes, quarum serierum f, ¢/, etc. sint termini constantes. Sint
porro in seriebus illis u, u,, u,, elc. termini, qui primas ipsorum <, x,,
x,, etc. dignitates continent, respective ex, 4'm,, ¢''x,, etc., ac-pona-

1 1. .
' — i ete. evolvi re-
=t uy—t? o, — etc. evolvi re

spective ad dig’ﬁit;at'és descendentes terminorum ax, 4'x,, ¢/'x,, etc. ' Vo-
cemus porro & determinantem differentialium’ partialium sequentium:

mus, uti in casu lineari, fractiones’ !
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Ou du du du
0x’ 0x;’ Oz’ """ Oany’
du, Ouy  Ou, . Owug
dx’ oz’ Bwa"""g‘_z',.__;
L] ¢ L] [} [} L [ 4 ] [ .. [
é OUn—x 0 Un ¢ 0 Up—y a Un—y

Ox ? 0wy ? Gx, 2" Oapa”
Erit e. g pro fribus funetionibus u, u,, u,, etc., tribusque variabilibus
x Y %
A=

a_u Qﬂ %__é)_u@_u—, du, Ouy Ouy Jdu
dx" dy " dz da’ 8:'7_8_y_'m'x
du du; Ou u Quy Ou
+6’y az: :+8z awr 8)/3
quam pafet expressionem casu, quo u, ¥, u, sunt expressiones lineares,
in expressionem ipsius A supra exhibitam redire. Quibus positis dico,
siquidem X =p, X, ==y, T==Psy ¢ ¢ « « Ty == Po,y satisfaciant aequa-
tionibus u=t, u,=1¢t', u,=t", . . .. 4, ,=1t"", producti
A
(e—1) (uy—2)(ug—1t") oo o\ (n—y—=1)?
dictum in modum evoluti, partem eam, quae omnium simul efemento-
rum x, x,, etc. dignitates negativas neque ullius posmvas continet, ut
supra in casu multo sxmplxcxore, fieri
1
(e—p) (@ —p1)(Xa=—pa) e+ (xn—l‘-"P'l—l)'
Nec non esse, quod magis generale est theorema,

u('? 3
*—'—d
*oy

0

8

.

A( ! + 1 ( - +‘t’ _1 U,y R (un-x—ii(‘n—n) + t(nﬂ) iu""l) =

u—t t—ul \u; —t’

i+ s e

x—p | p—ax

. t 1
ipsis —, —~> etc. earamque dignitatibus respective ad dignitates descendenfes

ipsarum t, t’, etc. evolutis. E quo theoremate memorabili fluunt formulae
maxime generales pro radicibus aequationum inter numerum quemlibet
variabilium, adeoque radicum dignitatibus et productis ia-seriem evol-
vendis. Quippe quibus ad dignitates ipsaram ¢, ¢/, ¢’ etc. ordinatis, e
theoremate proposito statim terminum generalem earum serierum eruis,
Patet enim e dicto theoremate, in evolvenda expresswne .

o Pﬂp; '0-0”".‘ ‘Qx
cocficientem termink
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(1)

* tﬁt“& () o ) t("—‘)p .
1

eundem esse atque coéfficientem termini T et e in expressione |
- s b 9 - n—3 .
A Co-
ﬁ+t f +‘ e e uﬁ(n_l)-‘-x . .

dictum in modum evoluta, quem cosfficientém per regulas notas, quae
pro evolvendis dignitatibus polynomii circumferuntur, statim eruis. Quae
hoc loco breviter mpulsse sufficiat. Ipsam jam quaestjonem ‘nostram

aggrediamur.
2.

Ordimur a casu simplicissimo duarum variabilium, in quo adeo
initio terminos constantes == 0 ponemus. Fit

abl—a’'b ) 1 a’ 1
(xtoy) by Fa'x) = y'awtby  y 'Uytaa’
fit porro: :
e 1 _ 1 _1_ 0
y ‘axtby T xy x'ax-+by’
unde
ab/—a’'b 1 1 b 1 af

1) (axcFby) (b y+ o' x) **;’am'iz;’_?'b/ ppeely
Aequatione 1) ad dignitates descendentes ipsarum e, &’ evolutis,
videmus partes tres, in quas fractionem propositam
ab/—a'b
(ax+by) (' y+ a’ x)
discerpimus, et quas per L, L,, L, designemus, primam L utriusque ele-
menti x, y negativas, secundam L, ipsius = negativas, ipsiusy positivas,
tertiam L, ipsius y negativas, ipsius x positivas dignitates continere.
Ponamus iam, satisfacere x'==p, ¥y ==¢ aequationibus
axtby =t¢t, a'x by =1¢,
(ab'—a'b)p = b't—bt!, (ab'—a'b)g = at'—a't,
Mutatis in aequatione 1) x, ¥ in €—p, ¥ —g¢, quo facto am by, a'z+4b'y
in ax+4-by—¢, o'z b'y—1t’ abeunt, obtines
_Theorema 1,

unde

posito ,
L = ab!—a’'b ’ : ab/—a'b
- (ab’—-a’b):z:-—b’i+bt"(ab’—~a’b)y—-at’+a't’
i o L = abl~a'b . ‘ b
) } M

—(ab’--a’b)x--b’t-l-bt" axF by—t’
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L —_ ab!—a'b ' o Ce
fori- L —(ab’-——a’b)y——at’—l—a’t'b’y+a’x-———t”‘
eri !

2) kL AN T AR
{aotby —1)(by -I-“’a"“t’) e
Aequatione 2) ad dignitates descendentes elementorum e, &' evo-
luta, videmus, L, L,, L, esse partes illas tres, quae aut utriusque x, y
negativas, aut alterius megativas, alterius positivas dignitates continent.
Simul autem ipso adspectu patet, in evolutione ipsorum L, L, , L, dignitates
variabilium x, y coéfficientes finitos habere, dum in evolutione expresswms

propositae series infinitae sunt.
3.
Jam videbimus, de producte e tribus factoribus, tres variabjles

involventibus S
1 . S

(ax+by+cz~—t)(b’y+c’z+a'm-——t’)(o”:.+a”a:+b”y-——t”)‘ '

similia inveniri. Eo enim ad dignitates descendente§ ipsorumt @, b, .c”

evoluto, 'in evolutione dignitates variabilium x, ¥, z et positivae et ne-
gativae inveniuntur in mﬁmtum, neque tamen ita, ut in ullo termmo
simul omnium dignitates positivae sint. Colhgamus igitur terminos, qui
omnium x, Y, z simul dignitates negativas continent, quae pars prima
erit; terminos, qui binarum variahilium negativas, reliquae positivas
continent, quae erunt partes tres, prout aut elementi x, aut elementi ¥,
aut elementi z dignitates positivae sunt; terminos denique, qui binarum
variabilium dignitates positivas, reliquae negativas continent, quae et
. ipsae sunt partes tres, prout aut elementi x, aut elementi y, aut elementi
= dignitates negativae sunt. Quae septem partes constituunt seriem, quae
ex evolutione expressionis propositae ortum ducit, Jam ryrsus de ex-
pressione illa in septem alias discerpenda qu;aeramus, e quarum evoluv
tione septem illae partes, singulae e singulis proveniant. Qua in fuae:
stione initio, ut supra, statuemus ¢ ==t'==¢t"=0.
Designabimus in sequentibus per («d/) expressionem
(eb)) = ab'— a'b,
porro per (ab’c’’) expressionem »
(ab/c//)' — a(bl c//) + b(c/all) + c(al b//)
= ab'c"—ab’c' —bca’"—c"a'b+ o b"c+a”be r
Quae errori locum non dabit nolatw, cum monomen uncis mclusum alias
inveniri non soleat. Sit -
Crelle’s Jonrnal d. M. V. Bd. 4. HA. 45
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1) ax+by‘+cz=u, e'xt by 4z =u, a"ac+b”y+c”z=u”;>
ponatur porro: '

2) (blc//)y_(c/a//)x = c/{u/_c/ull —_— U’
(b/cll)z__(albll)w — b’u”—-—rb’.’u’ = w,
(c"a)z—(a"b)y = au'’—a"u = v,
(c"8)yx—(B"e)y = ¢"u—cu" = w,
(@b)z— (be')z = b'u — bu' = v”,
, (ab)y — (ca’)z = au’ — a'u = w'’.
Observo, siquidem ad dignitates elementorum e, b’, ¢/ descendentes evo-

lutionem instituas, expressiones

1 1 1 .. .. ..
9 7y i earumgque dignitates ad dignitates descendentes ipsius =,
1 1 1
7’ ;—U—I;’ —'J- - - - - - -~ y’
1 1 1 o
evolvendas esse. Fit porro e formula 1) paragraphi antecedentis:
. 3) 1 _ (b’c”) ¢’ b/
vu’' T vw v ww’
1 _ (¢"a) a’l c
e T v'w! v’ ww’’
1 (@) b o
we' T vw' T uv’ | wwt’

His praeparatis, ad inveniendam discerptionem quaesntam proficiscimur
ab aequatione identica:
4) (“blcu)x}’z = yu'u"’"—xu (@a’x4a"b'y $a'c'z)
o L —yu (b by 4 be'z + b ax)
‘ —zu'’(cc’z 4 ax -+ cb'y),
quae evolutwne facta facile comprobatur. Qua divisa per xyzuu'u’,
siquidem brevitatis causa ponitur:

a allx_'_allbl +a/ /l = ]V',
b'by +be''z 4 b"ax = IV,
ce'z f-cax + cb'y = IV,
rodit:
P g la¥e) 1 N N Nv
wu'u'’ xyz yzuw'u'  zxuu  zyuu'’

Fit autem e 3):
P A ety o b
wu' T vw wv  ww’
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porro e 2): o "
(bl CII)N — al/blv + alcllw — (a/bll)lclall) x,
!N = c'a"u'—c'(c'a")z,
. b N = b"a'u"'— b" (0’ by,
unae .

N al bl/ c/ al/ al bl/ ' 6’ a//)x ) OI (c/ a//) b// <al.bll)
ar— et — — om— + 3 1 ]
yzu'u! yzw Yz, yzvw yu'v 2u’w

Prorsus eodem modo invenitur ,

N ) __ (a” b) _ ®"6) (' b)y , a’(a’b) + _L.’i_)
zaou'u zaw' zav! Tzaxv'w YV zuy xuw'?
Nt __fea) (b)) _ (ca)(d c’)z,+ b(be) , a'(ca))
xyun xyw'! xyv’! xy v w xuv'’ yulwh .

Unde tandem fit:
(ab’e”) 1 .
6) u u,u Land (I?J’Z » [ ] . . L] » . * . o e . L
. + (a’ b//) (clall) (a/ b”) (c’ a”)x‘ L
yrzw yzv yzow e t
(10) 4 (@) | 079) @)y ,
+ zxw! + zxv’ zx v w! cooo o L,
(ca’) (b (ca’) (bc')z
+ w},wu + _,x.),vu xy.v” 2w’ LA L3
b c’) c (b ¢) L
Y T
¢/(o’a’) a’(ca’) ' L
p— yvu, —- yu, w// . » 0 . »
a// (all b) b// ((ll b/l)
T o T zwu’ ¢ Lﬁ"

Quam ex observatione supra facta de modo evolutionis, quo uti debe-
mus, facile constat, esse discerptionem quaesitam expressionis propositae
in alias septem, quas per L, L,, L,, . . . L; designavimus, casu, que
t=t'=1t". E quo eadem omnino methodo, qua supra usi sumus, sta-
tim generaliorem eruis. Ponamus enim, x=p, y =¢, z=r satisfacere
aequationibus u =f¢, u' =1/, u''=1¢", mutatis x, ¥, z in x—p, y —g,
z — r, nancisceris e 2) discerptionem expressionis
(ab’c”)
(axd-bytcz—1t) Wy—+c'z4a'x—t)(c""z2ta”’x+ b"y—1t''}"*

Fit e. g. L sive pars, quae nonnisi negativas variabibum’ x, y, 2 chgmy-
tates continet, : C :

45%
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— (ad’c”) '
N L= (ablc)ax—(b'c)t— (b c)t' —(be') 1" "
’ (ab’c')
(ab’ cl/)},_ (C” a} ¥ — (C a/) 1 — (c/ a//) t’
(ab’c")

@b’ o) z—(ab) 1" — (@ b i—(a" )1
Ad quatuor pluresve variabiles haec extendere non lubet, cum ijam pro
tribus tam prolixa exstiterint, Progredimur ad alia.

: . 4.
E theoremate 1. §. 2. fit:
" ob'—a'b . ol —a'b ’ b’ —a'b
(axd by =)'yt o x—1)" (ab'—a'b)x—b't4-bt' (ab'—a'b)y—at'}a't
’ ab!—a’'b b
T (abl—ad D)=Vt b1 ax by —t
ab/—a'b ey

. -,_(ab’——a’b)y——-al’-{—g’i‘b’y—}—a’x-—t"
Porro obtinetur:

1 b
T (ab—a'byx—b i bt amtby—t
1 ab/—a'l
at'—a't—(abl—a’b)y (ab’—a'b)ox—b' 14 b1’
———-1 a -

at'—a’ i—-(ab’—-——-a’b}y ax—-by —t’
Quibus expressionibus, ut fieri debet, ad dignitates negativas ipsius =,
positivas ipsius y evolutis, videmus, .
1 b
(ab'—a'b)xc—b't+bt axfby—t
non nisi posmvas dignitates ipsius ¢,
1 1
al'—ai—(ab—a'b)y' (ab—a'b)x—b t4~b1’
et positivas et negativas ipsius ¢/, _
‘ 1 1
at!/—a't— (ab’'—a'b)y ax-4-by—t
nonnisi negativas dignitates ipsius ¢’ cotinere. Unde

ab/—a'b b _
(ab'—a'b)x—b'tFbt'"axFby—t
ab/—a’d ab/—a'b

t—a't—(ab'—a'b)y (@b —a'b)x— bt b1’
rejectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, negativis ipsius
t' dignitatibus. Pars autem, quae rejicitur, negativas ipsius ¢’ dignitates
continens, est:

-
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ab!—a’b a
at/—a't— (ab/—a’'b)y " ax+-by—t"
Prorsus simili modo fit:

ab/—a’b a' —
T (ab—a'b)y—at'fa't ' byFaa—t
ab/—a'b ab/—a’b

bt—bt'—(atl/—a'b)x’ (ab/—a'd)y— at/~a't’
reiectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, negativis ipsius
¢t dignitatibus, Unde iam e 1) nacti sumus, theorema curiosum, esse

? ab/—a’'b . ab/—a’'b ab/—a'd
(ux4=by—1t)(b'yta'x—t')" (abl—a’b)x—b't4-01'" (ab/—a’b)y—at'}-a’t

’ abl/—a’b ab/—a’b
+ at'—a’t—(ab'—a’'b)y " (ab'—a'b)x—b't-bt!

ab/—a'b ab/—a’d

+b’t——bl’—-—(ab’——a’b)x'(ab’—-—-a’b)y——ai’+a’t’
siquidem in evolutionibus harum expressionum, negativae, quae inveniun-
tur, ipsorum £, ¢’ dignitates rejiciuntur.

.,

5. ‘
Generaliora adhuc sequenti modo eruis.. Etenim serie utrinque
infinita B
= o

in qua numero integro 2 valores omnes tribuuntur a — oc ad + >, e

notationis nostrae ratione designata per
1 + 1
| —4AT 47"
ipsam quidem eiusmodi expressionem non pro evanescente habebimus;
evanescet autem, ducfa in A-—B Fit enim:

B» B Bn+l
AZ — An+x = 2 BE An-[-x —EAII+1’
unde cum
Br Brtt
=27 = 2w
fit etiam:

1
) (A= B)( ——B+B-——A) = 0.
Hinc sequitur, fieri etiam:

1 1 1 1 1
LR 7 v 7y ) (A—-B+ B— ) = ?( —5 +B___A)
Jam proposita expressione

1 1 1 1
(ax+by—-'t+ t— aw—by) ' (b’y+a’a:——t’ + t’-—-b’y-——a'x)’
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fit:

bex4by—1t) = (ab)e—b't 4+ bt/ 4+ 0y + o' x—1),

unde e 1) expressio proposita in hanc abit:

b/ b 1 1
) (ab’)x——b’t+bt’ + b't—-bi’—-—(ab%) ¢ (b/y_i_a/x__' G + l’%b’y——a’x).
Fit porro:
(@) y+a'e—t)=b((ab)y—at'+a'H) 4 a ((ab’):c bt b2,

unde rursus e 1) fit expressio proposita:

'2) (a b') (aw+by-—t + t-—_—a.:,"—-—by)'(b’y-}-:’m-——t’ + l’——?;’yi——a’&‘) =

(ad’) (ab’) . (ad’) (abd’)
((ab’).’r-—b’t-{-bt’ + b't—bt'— (ab’)x) ) ((ab')y—-at’-{-a’t + at’——a’t—(abl')y)'
Quam etiam, uncis solutis, ita exhibere licet:

1 (ab’) 1 - (ab?)
3) ax+by-—-t by—ta'x—1t + t—ax—by " t'—b'y—a'x +
1 (ad) + 1 (ad”)
ax+t+by—t" t'—bly—a‘x

t—ax—0by ' b'y+a'x—t! ~

_ (ab¥) (ad’) + (ab?) - (ab?) "
(ab)x—b't40t"" (ab)y—at'+a’t ¥ b't—bt/—(ab')x"at'— a’t—(ab')y
(ad”) (ab’) (ad’ {ad’)

(ab')x'-'-b’t—l—bt"al’-—-,—a’t—-(ab’)y+(ab’)y——at’—l—a’t'b’t——-bt’—-(ab’)x'
E qua formula, reiectis ipsarum £, #’ dignitatibus negativis, fluit
formula 2) paragraphi antecedentis. '
Formulam 3) etiam hunc in modum repraesentare licet:
, A T < @t—=0t) T (et —a' 1)
(@) P Uytaayt T T (ar—atf P2y
des:gnannbus m, n, p, ¥ nulneros omnes et posmvos et neo‘atlvos a = 00
ad -+ oc. Quam etiam proponere licet ut

b

Theorema 2.

Designantibus 772, n numeros integros quoslibet sive posmvos sive
negativos, in expressione .

(awt-0y)"F Wy Faa) ™

. L 1 . . »e .
coefficientem termini oy eundem nancisceris atque coéfficientem ter-

mini "¢” in expressione
: -
(a b—a' b>/¢+r—1
Adnotare convenit, quoties /7 sit negativus, nece ssario etiam p fieri

(b t— bt T (at—a't)
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negativum, et vice versa, quoties w sit positivus, necessario etiam m fieri
positivum; eodemque modo, quoties 2 sit negativus, necessario etiam vy
fieri negativum, et vice versa, quoties y sit positivus, necessario etiam
n fieri positivum; porro esse m-}n=pu-4v—2. Observo, quoties 7,
n sint positivi, coéfficientes expressionis primae fieri series infinitas, se-
cundae finitas; quoties 72, 72 alter positivus, alter negativus, et primae
et secundae expressionis coéfficientes fieri series finitas; quoties m, n
negativi, primae fieri finitas, secundae series infinitas. Unde omnibus
casibus hoc theoremate sive serierum infinitarum summatmnem, sive
finitarum transformationem obtines,

Corollarium.
Evolvamus ipsum coéfficientem termini

: 1
\ (ax_*_ b},)m-fx (bly_*_ o x)n+1’
qui posito u=m -1} A, y=n4-1—A2, idem est atque coéfficiens ter-

A
minl ('i—) 1n expressione

1 : 1

am+xbm+1'(1 b I_)m+l(1 o ﬁ)"-h'
—. 5y

g . ba' .
Quem coéfficientem, posito — == u, atque insuper

1 . .
iy in expressione

ab’
A — mEDm42)....(m4-2) 2
1.2. AP A ¢ am+1+}. b/n-i-l,

invenimus -
— 1y (1 AN GED | D ki) (b 002
(= A(1+ — A1, ut GFDAF2  ° 1.2 +- )
Quaeramus porro coéfficientem termini £¢” in expressione
@' t—b1) 7 (at! —a' ) (b t—bt)" Y (at) —a? )
(a b’-——a’b)'"'h'—‘ - (ab!—a’ b)m'{'"'i'l ’

. . s s . o (TN .
sive quod idem est, coéfficientem termini (—) in expressione

t
— 1 bt \mh N
m+2+x b/n—l-}-x (1___u)m+n+1 . (lh_b— . t_) (1 - : Ty ’
quem, PUI‘SUS pOSltO
e S e Y

20 A '. am+it+i bl"+"

facta evoluhone, invenimus °
(—1)* 4 m(n— l) m(m—1) (n—2)(n—i—1) ,
A=)+ (l+ 2.+1 st—ro GFUGF2 “ +)

L.
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Unde cum e theoremate2 utrique coéfficientes inter se aequales sint,
posito
m4rt+l1=c, nt+1=0, 7\"]’1_")’: mz=—a', A—n=/3,
eruimus formulam:
af, 4 elet)). B+ .y eletD(@+2).fE4DBEF2) 5,
N TR 6D YT 123G R0y L TS
1 a/f, o (@) B(B41) o, e(a+1)(e’'+2).(F+1)(E'12) ,
(.1-—14},a+ﬂ—r(1+7”+ T270+D YT 1.2.3. 7000+ W)
qua in formula ¢ta’'=L43'=7. Quam olim Eulerus dedit.
B -6,
Similia de tribus variabilibus, tribusque facteribus inveniuntur

sequenti modo. E formula 1) paragraphi antecedentis facile constat, fieri
etiam: ) '

n E-[-m(A—Il?)-l-n(C—:Bj (ALB + B-—-A) (C;D + D—i— o)

= ';7 (A—1-B + B-i—A) (c‘iu + D—i—C)’

porro:
1 1

Y CFmd—B) DFn(Ad—D) (A B+Bi ) = Z’%(A_B'*‘B——A)’
quas formulas ut lemmata antemittamus.
Jam e 2) paragraphi antecedentis, mutatis ¢, ¢’ in t—cz, t'—c'z,
obtines:

1 1 ) ( 1 1 :
n A
(Q b / ((m"-{—l»)'—l—cz—t + t—ax—by—ocz/ \b'y~+c'z+4a'xc—t + t’———b’y—c’;——a‘x) -
( (_(l b') + (a b’) ‘ )
(ab')x—(bc')z—b't-}-bt b't—bt'—(al)x4(bc')z ’

( (ad’) + (al’) )
(ab)y-—(ca’)z—at'4a't ' at'—a't—(ab)y4(ca’)z/"’
Ducatur haec aequalio in expressionem:

. o1 : ‘ 1

P S e —T + U —a e — by

Fit autem
(@b)(c"z a2 40"y —1t") = (ab'c")z—(ab')t''— (@' b"')t — (a* b) ¢’
' + o ((ab) w—(b ') z—b't + b t')
+ 0" ((a b’)y-——(ca’)z-—-at’-!—a’i),
unde videmus, advocato lemmate 1), loco tertii factoris achectl in altera
aequationis parte adhiberi posse sequentem: '

(ad’) _ 4 (ab’)
(ablc")z —(al’)t" — (a’b”\,i —(@"b)t’ ' (ab)t" 4 (a’ V)t F-(¢"0)t —(a’ b c) "

-
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Fit porro; ‘ v
(ab'c)[(ab)x—(bec)z—b't Fb¢'] =

(ad)[(@b'c')x — (b'c")t— (" e)t' — (be)t'] —

(Bc)[(eb'c) z — (ab)t"—(a’b')t— (a" B)¥'],

(@b c)[(ab)y — (ca)z—at'+ a't] =

(@8 [(ab ey — (o' @)t — (ca’) £/ — (¢’ ") t] —

(ca’) [(ab’c')z — (ab')t"'—(a'b")t— (a”b)t’]
Unde advocato lemmate 2), videmus post mutationem tertii fa(,tons pro
duobus primis factorihus, adhiberi posse hos'
( (ab’c") + (ab’c") )
(ab)[(ab'c")—(b"c*Nt—(b"c)t'— (be")t"] ' (ab’)[(b/c” )t-4(b"c)t'4-(be" )t —(ab/c' )]/
( (a b //) + (ab’ c//) ‘ )
(ab’)[(ab’c’ﬁy*(c”a)t ca')t''—(c’a’)t] ' (ab’)[(c"a)t'+(ca’)t"'+(c'a’ jt—(ab'c' ) y)]*

Hinc tandem aequatio nostra in hanc abit:

1 : 1
3) (ab’e”) (ax+by+cz-—t + t-‘—aac——by—-cz) )

by’ +a o=t/ "V —b'y—c'z—a'x/"’

( + ) =
c”z-]-a”x-{-b”y—-—t” t—y! z—-a”.r—b”y -

( (a b’ c”) + (a 1Y c“) )

(a b'¢)ax— (b’c”) t— (b c) t’-——(?) 0/) 'z (bl //) t + (b” c) t’+ (b c’) [ (ad’ u)x

( (ab’c") - + (ab’c’) )
(abc)y — (" a)t'—(ca’)t"—(c'a’)t * (¢'a)t'+(c a’)t" 4 (c'a”)t—(ad’c")y,

( (ad’c”) + (ab’c’)
(ab’c')z—(ab)t""—(a’b'"")t—(a" D)t (ab’)t”+(a’b”)t+_(a”b)t’-——(ab’c”);)'
Positis, ut supra:
axt+bytecz=y, e'xtdytca=u;, a'’x4-b"y-4c'z
satisfaciant x==p, y=y¢, z=r aequationibus u=1¢, v/=1t', u'"=1¢t";
quibus positis, formulam 3) brevius ita exhibere licet:

4) (a blc”) (uit + t--1-1 (u’i-t' + "'1‘,&") (u"—it” _;}-r’t“——iu“) = \

1 1 1 1 -1 1
""P+P"'x> ')"“9+ —-q) (z.-—-r + r-—z).’

siquidem adnotatur, -}‘—,

-3 —; earumque dlgmtates respechvas ad descen-
. - 1
dentes ipsarum ux, y, % POTTO —-; —3—, —:— earumque ilngmtates ad descenden-

tes ipsarum ¢, 2/, t" dignitates eyolvendas-esse, .. . . . N
Crelle’s Journal 4. M. V. BJ. 4.Hft. 46
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Ubi in formula 4) eas tantum partes consideras, quae nonnisi po-
sitivas “dignitates ipsarum ¢, ¢/, #* continent, fit |

( abl’ G") _-
. 5) 1(“ —-t) (u‘-' t’) (u”—— tul -
: 1
) o e B o e G =t &) + EP—a—)

Rl ] o I ) e e R e T
siquidem in hisce expressionibus, dictum in modum evolutis, reiiciuntur
termini, qui negativas ipsarum ¢, #, ¢/ dignitates continent. Quae est
repraesentatio nova septem partium, -in quas expressio

(db'é")
(u—1) (' —1) (u""—1"")
discerpitur. Cuius e. g. pars ea, quae nonnisi negahvas dignitates omnium-
x, ¥, z continet, fit

1

(#—p)(y—g)z—1)’
sicuti invenimus formula 7) {. 3.

Formulam 3) etiam hune\ in modum repraesentare licet:

gm g™ P . i
o (“x+by+c*)’"+‘ 'y o' zta @) P (¢ zratat by T
S )4 @04 G0N (e a)+ a4 (Y (b (50 (BT
(ab' //)/—l+v+"r—

Yty &7
siquidem in summis designatis numeris integris m, n, p, u, v, = valores
tribuuntur et positivi et negativi omnes a — o ad 4 . Quam formu-
lam etiam proponere licet ut
Theorema 3. :
Designantibus m, z, p mumerds integros quoslibet sive positivos
sive megativos, evoluta expresslone 1; 3

e e e

coeﬁicwntem termini 7—;——-— aequalem invenis eoeﬂicxenn termini £ ¢ ¢/
in expressmne '
(b’ ")t -|—(b”c)t’+ o [(c"a)t’+ (ca’)t"-l— (c’a")t]""' [(a b’)t”+ (a's") t+(a"b)t']"-‘

(tzb’ u)l"l"'i'”“i

Adnotare convemt, quones my n, p smt negahvx, respecnve etiam
TR negatlvos fore, et vice versa, quotles &y Vy ® Sint posmw, necessario
etiam m, 1, p respective povitivos fore. Porro esse’ m+h+p==p.‘+w+é—'-3.
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Ompino similia theoremata de numero quolibet variabilium, quae
§. 1. propesuimus, eruuntur.

7.
Commodam hoc loce inserere licet observatxonem. Consideremus
expressionem:

(a t+ altl+a// t//)m(b t+ bltl+ b(ltll)n(ct_l_'cl t/+ c//t//)l"
Numerum factorum et variabilium ' eundem esse statuimus, qui in casu
proposito est tres; eadem autem de numero alio quolibet valebunt. Sta-
tuamus porro, m, n, p esse integros positivos. Posito [Ix =1.2.3....x,
constat per regulas notas evolutionis polynomii, expressione illa evoluta,
fore coéfficientem termini ¢/ ¢//";

e o’ 11 a”.l?[gll'Fﬂ’jI];I iz ;T ¢ @l BT T e e
siquidem numeris integris positivis «, &', a”, (3, 3/, B, v, v, ¥ vale-
res tribuuntur omnes, qui satisfaciunt aequationibus: .

ate'ta’=m, B+L'+L=n, y+v +v'=p

wt Bty =u, Py =y, a'tpty=m
Iisdem positis, evoluta expressione

(at +bt/+ Ct//)l‘ (a’t+ b/ tl+C' t”)"(a”t +1)1/ t +c// tr/)h,
nanciscimur ut coéfficientem termini #"¢" /" expressionem

MulvIn @,p B e B
HaIIﬂIIy IIa']'Iﬂ/H;, Haunﬂun 7@ b c]‘a 6" c" . a b € .

Qua cum priore comparata, mvemtur, coéfficientes illos omnino
inter se convenire, nisi quod loco ILmI1~I1p in altero inveniatur ITu Iy Il
Unde videmus, utrumque coéfficientem esse inter se ut [Im [I2IIp ad

M Iy 7.

Ponamus iam, ipsis m, », p valores quoslibet tribui, et evolvamus

expresswnem ‘
(@tda' e Fad)" (bt bt b Y (¢t Aot Lol 1)

ad descendentes dignitates ipsorum a, &’, ¢/, sive quod idem est, facto-
rem primum, secundum, tertium respective ad descendentes dignitates
ipsorum ¢, ¢, t”. Quaeramus coéfficientem termini £#”¢"", qui, ut
omnino in evolutione illa mvematur, sint m-—-—p, n—y, p———m' ‘numeri
mtegn sive positivi sive negatxv:, necesse est. Adhibebo in sequenttbus

: Hm
sxgnum M etiam casu, quo m, 1 sunt q,uantntates quaelibet, quarum tamen
46*
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differentia est numerus integer, pro exprimendo producto }n(m--l)(m —2)es

eoo (1), quoties 2 —p est positivum, sive

-1 .

D). 1001
p—m positivum est. Patet, si m~—u =p—v, fore etiam

) 1) m(m—1)(m—2)....(m—u) — Hm.

pE—1) =) ... (p—v) — In
Jam per regulas notas nanciscimur ut coéfficientem quaesitum in evolu-
tione proposita expressionem:
mmet).....(nb—e—t) n(n—1).... =P p) p(p=1)...(pHA—y—)
HuIIa’ II[)’IIﬂ’ II;/]I;/
qm—e—e’ gl® a//a’ b/n—ﬂ*ﬁ’buf’ bﬁ’ m=r=r, /)’

siquidem numeris integris positivis a, o', (3, {3, v tnbmmus valores
omnes, qui satisfaciunt aequationibus:
) m—o—a'+Pty=p n—f—Ltyta=y, p—y—y'to't+L=m
Modo simili, evoluta expressione
((Zt+bt’ + ct”)m(b’ I + c’tf’+a’t)"(c”t”+ o't + b”t’)p,
nanciscimur ut coéfficientem termini #“¢” ¢t"" expressionem
plE—t) . (H—f =) 20—)... VH—p—a) 7). (1= )
g iy Iy fia TTa/ 113
e S 1 et BTV g, P i P b”ﬂ,

designantibus ¢, a’, 3, £/, v, ¥’ numeres integros positivos omnes, qui

satisfaciunt aequationibus:

p—P—y+tata'=m v—y'—atp+p'=n r—a'—B+y+y'=p,

quae omnino eaedem sunt atque aequationes 2). Unde cum ex iisdem sit
p—Pf—y=m—a—do, y—y'—a=nr—L—pf, s—a'—P=p—y—17,

utroque coéfficiente inter se comparato, videmus alterum ad alterum

esse ut
Hp IIv Hn

Im " In"1p P .
Quaecum eodem modo se habeant de numero quolibet vamablhum, nan-
ciscimur

1 ad

Theorema 4. /

Sint m, n, p, «... quantitates quaelibet, m—p, 7 —y, p—T, e ...
numeri integri positivi vel negativi, porro . m + n + precee=p+vtm..;
expressxombus

(at+a't'+ alltll+“") '8+ bt+ b”t”—]—...) (c”t”-]- ct-l-c’t’—l-....) “",
(a b8 tet” fuf Qe patpet! +i) RGN S S
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in quibus supponimus eundem esse numerum factorum et variabilium
t t'y t"y «eevy ad dignitates descendentes ipsarum @, &', ¢’y sas.y Sive
quod idem est, factoribus earum primo, secundo, tertio, etc. respective
ad dignitates descendentes ipsarum £, ¢, ¢, .. .. evolutis, coéfficiens
~termini ##”¢", ... in priore fit ad coéfficientem termini £t #"sss. in
posteriore ut

‘ Me NMv Iz

Om ' On"Hp°°*°

8. .
E theoremate 4) modo proposito, theoremata 2), 3), ubi insuper
loco ¢, t/y "y « « « + ponitur x, ¥, z, in sequentia abeunt:

1 ad

Theorema 5.

vy s .. 1 . .
Coéfficiens termini —— in expressione

¥
1 1
. (ax+b),)nt+1'(b/y+u/x)n+x i
aequalis est 1psi
Mu—1) Tr—1) - 1

Il m * IIn ¢ (a b —a’ b)rn+n+;|
ducto in coéfficientem termini x“~*y”~* expressionis
(b'c—a'y)"(ay —bax)".
Theorema 6.

Coéfficiens termini in expressione

x‘uyyzn
1 1 1
(@xtby o)™ Fytostam) T ot amtbiyye
aequalis est ipsi
(u—1) Myv—1) M(n—1) 1
T lm T n IIp '(a b oyt
ducto in coéfficientem termini x“~*y* 27 expressionis

(6% Y0 + ('a"Yy + (@6 )] [(c"a)y+ (")t (b“c)s]" [(ab)ah (be')e +(ca )y T

Corollarium.

. . . . . l . .
Designemus coéfficientem termini (3’;—) in expressione

[+ D=2

: P
. . o x .o . .
per P;; porro coéfficientem termini (}—) In expressione
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(e D) e~25)]

per ();; ubiin theoremate 3) ponimus m=n, p=n-4-14-A, v==n-41—A2,
videmas feri
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Porro posito = e’ a=0b'=1, b=a'=—a, ubi supponimus « <1,

facile constat, esse:
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(l_—gacos@_‘_““)n.}q =P0+2pf008¢+2p20082@+.n.+'2p;,0057\@ +....
(142a cos 4-a )" =Oo-{-QQ,coqu—l-QQ,cosQ(p-{-.,,,+2()2COS;\@+”'_

Unde e notissimis calculi integralis praeceptis:

P, = }_/” 0®.coshe
' (1—2a cosgfaa)+?
Q, = —f 0Qp(1+2acos@Jaa) cos?\@
Quibus substitutis in aequationem 1), obtinemus:

2)f" dg.coshg —_ N(n4-2)(n—A4) 8(pcos7(p(l+2ams¢+aay’
o (1—R2acosp—+aa)tt Mnlln 0 (1 =y

Quae olim ab Eulero inventa est formula.




