
Ueber die Transformation ffinften Grades der hyperelliptischen 
F~mc~ionen erster Ordnung. 

Von 

3IXRTI~ KRAUSV. in Rostock. 

In seiuen Arbeiten fiber die Abel 'schen Funetionen giebt H e r -  
�9 m i t e*) die Grundztige einer Transformationstheorie der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordaung. Diese Theorie ist durch eine [~eihe weiterer 
Arbeiten ausgebildet worden, vor allem sind die Transformationen 
ersten, zweiten und dritten Grades einer genaueren Betrachtnng unter- 
zogen worden.**) 

Die f'olgende Arbeit hat den Zweek ftir die Transformation fiinften 
Grades analoge Untersuehungen durehzuffihren. 

Siimmtliche Transformationen ftinften Grades: 

a~ al a2 a3 
bo bl b2 b~ 

CO r 62 C3 

G dl G G 
bei welchen zwischen den Transformationszahlen gewisse nicht niiher 
anzugebende Relationen bestehen, lassen sich in 1 -{- 5 q- 52 -~-5 a 
nicht ~quivalente Classen theilen, die so beschaffen sind, dass siimmt- 
liche in einer Classe befindlichen Systeme dureh Transformationen aus 
einander abgeleitet werden k5nnen~ deren Determinante die Einheit 
ist. Als Repr'dsentanten mSgen folgende gew~ihlt werden: 

*) Hermite:  Sur la thdorie de la transformation des fonctions abdliennes. 
Comptes rendus tome XL. 1855. 

**) W e b e r: Ueber die unendlich vielen Formen der ~-Functionen. Crelle 74. 
KSnigsberger:  Ueber die Transformation des zweiten Grades f~r die 

Abel'schen Functionen erster Ordnung. CreUe 67. 
KSnigsberger:  Ueber die Transformation dritten Grades und die zu- 

gehiirigen Modulargleiehungen der AbePscheu Ftmctionen erster Ord- 
hung. Crelle 67. 

6* 



84 

1 0 0 0  
0 1 O 0  

M. Ka~,s~. 

1 0 0 Of 5 - - 8 i  0 - - 8 i '  i5  0 - - 8 i  - -8/ '  

0 5  - - 8 i  O] 0 l 0 0 0 5  - - 8 i " - - 8 i  
J 

0 0 5 0  0 0  1 OI 0 0 5 8i  [ 0 0  1 0 
0 0 0 5  o O  0 5 0 0 0 1 ] 0 0  0 1 

wo die GrSssen i, i', i" die Zahlen O, 1, 2, 3, 4 bedeuten kSnnen.*) 
Wir setzen: 

rl(v,, v,~h = e '~iI( . . . .  ~)~(v,', v2", ~1 ,  ~h, ~,.)~ 
wobei : 

f(v~, v2) = (aov~ +bov~) (a3v, + b:~v,~) + (a, v,--~ b 1 v~) (a~v 1 + b.~v2) 
-Jr- r;~ (a3vl.-~-b3v2) ~ -~ 2vS(a~v 1 --~-b~v 2) (a3vl--~ b3v.)) 

+ ~,~ (a: v~ + b.~ v2) 2 
ist, ferner v~', v.2", v1"i, vl'e, r~'e die Argumente und Moduln der trans- 
formirten #-Functionen bedeutea. Die Bezeichnungsweise der #-Func- 
tionen ist die yon W e i e r s t r a s s  eingeftihrte. 

Hierbei kSnnen und wollen wir uns, ohne der Allgemeinheit def, 
Untersuehungen Abbrueh zu than, yon vorne herein auf diejenigen 
Transformationen beschriinken~ welche den oben eingefiihrten Repr'~en- 
tantea der nieht iiquivalenten Classen entsprechen. 

Dann kSnnen wir naeh H e r m i f e  setzea: 

H(v, ,  v~)5=(l)e(v~,  v2)~ a(v~, v.,)~ +(2 )a (v~ ,  v.~)] #(v , ,  %)~. 
2 4 

+(9)a(vt, v,)~ #(v,, ,v~)~e(v~, v~)~ +(10)a(v~, v.,)~.(v,, v~_)~a(v,, v.~)~2 

+ (~ ~) a (v~, v,)~ a (v,, v_,)o~e (v,, v,)3, + (~ 2~ a (v,, v~), ~ (v,, v,)~,~ a (v~, v:)~ 
Q- (13),~ (v~, %), .a (vt, v~)o.a'~" (v t , %)aa~. 
Die allgemeine Aufgabe der Transformation ftinfter Ordnung besteht 
in der Bestimmung der Constanten (1), ( 2 ) , . .  03) .  Indem wir die- 
selbe 15sen~ werden sieh zu gleicher Zeit einige Relationen zwischen 
den Differentialqaotienten der ursprfinglichen und der transformirten 
~-Functionen fiir die Nullwerthe der Argumente ergeben. 

Die Aufgabe soll dadurch gel5st werden, dass die 16 Substitutionen 
angewendet werden~ welehe ~(v~ v:)~ in die 16 mSglichen ~-Funetionen 
tiberffihren. Nach Vornahme dieser Operation wird in denjenigen 
Gleichuagen~ welche einer Transformation yon #(v~  v~)~ in eine der 
l0 geraden ~}-Functionen entspricht, v~ ~ v~-~-0 gesetzt, w~hrend 
in den 6 anderen Gleichungen zuerst naeh v~ und ve differenzirt and 
dann v~ ~ v, ~ 0 gesetzt werden soll. 

*) Siehe Crelie 67, pag. 99. 
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tiierbei machen wir ffir die rechten Seiten Gebraueh yon der yon 
Herrn K S n i g s b e r g e r ,  Crelle 64. pag. 23 angegebenea Tabelle. 

Die Werthe der linken Seite ergeben sieh auf folgende Weise: 
Setzt man an Stelle yon 

v, : v~ + �89 + ~ ,  ~,, + . ~ , ~ ,  
yon 

so wird: 

~_ Eec , , , e / (  . . . . .  )&(v~', v~,  ,~ , ,  **~., *an),, 

wobei unter den angeftihrten BeschrRnkungen E die bei der Ver- 
mehrung der Argumente vt, v.., um die angegebene GrSsse-zur t; *~" Po- 
tenz der ursprtingliehen g-Function hinzugekommene ExponentialgriSsse 
bedeutet und ferner nach einigen ]mehten Redactianen wird:*) 

c = - -  -.~ (n,~, + -.:~.,), 
w'ahrend der Index der g-Function sieh aus den Congruenzen ergiebt: 

ml ~ *hi, m2 m 2 , rq ~ ~$1, nz : n., rood 2. 

Hiermit sind alle Daten ftir die Rechnung gegeben: 
Bezeiehnen wir noch den Werth yon &(v~', v.~')a f~r  v~ ~ v.~ -~  0 

mit 0~, so ergeben sieh zungehs~ folgende Gleiehungen: 

I 
Q (3) #'~ ~ 

3 2 4 
034 = (3) g h  ~5 q-  (7) ~34 #5 , 

O 3 2 4 (1) oo~ = (~)#o~ ~ + (6) ~o.~ e ~ ,  
3 ~ 4 

3 2 - 4 

o~ ~- - ( 1 ) ~  ~ + (~) ~ ~ .  

Flieraus ergiebt sich unter Hinzunahme der bekannten Relationen 
zwischen den &-gunetionen:**) 

O~l@l~ O~&4 O,:s @on 0~a O'~a 

(2) (3) = ~"~ ~? < '  ~ < a S - ~ , ; - '  ( 5 ) ~  ~ , _ ~ , ,  , 

O, s O~a Oa~ O~ 

( 6 ) =  ~ ~ ~*~ (7)----- a ~ ,  a; 

*) Siehe C r e l l e  67, pag.  107, 
~ )  R o s e a h a i n :  Mdmoire ~ur les fonctions de deux variables et  "g q u a t r e  

p6riodes pag.  416. 
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Setzen wir ferner: 

a., . . . .  ~-o a~-7 ~ ,  &=7~oa.,  ' 
so ergeben sieh die Gleichungen: 

(3) 

i~-- 1 , 2 ,  

~0~ a&a a&a 2'0"3 " 
= (6) -~-C, o h  + (7) -a-C, o~ - (8) - a C  ~ i ~  

- (~2) - a g  - a U  " ' " "  ' 

-~-,a~ = (6) ao,,Sv, O1 + ( 7 ) - a : ~ t ,  + (8)aa,a~v, e = 

- (x.o) ~ e , , o , '  - 0 3 )  ao,  

a %, 8 0o4 -ag-,. = (5) ~,~.- o~, + (7) 

+ ( ~ )  

= (~) - ~ -  Oo~ + (7) 

+ i l l )  

~o, = ( 5 ) - a ~  r a~, ~ ,  o + (~) 

a.----~- oa + (9) c,v--~7 

a o ~  o:~aoo~+ 03)  aa,, a avi ~'aa @aa, 

-a-~/ ~, - (,a)-aT/ ~-'o~ 

~'o~ 

aO~ ~ aO~ &a 

~v i a a~ 

Setzt man: 

ao, aoa ao, ao~. 
Da = av; av~- av~ a~, 

.D~) 8o a ao~. ,~0 a ao~ 

so wird unfer Hinzunahme der Relationen, welche zwischen den ~-Func- 
tionea und deren DifferentialquoEieuten fiir die Nullwerthe der Argu- 
mente bestehen :*) 

~) 8iehe Thom'ae: Sammluug yon Formeln, welche bei Anwendung der 
elliptischea und Ro~enhain'~che~ Fuuctionen gebraucbt werden, Ha]le 1876, pag~ 71. 

+ ( 1 2 )  a,o~ ^ :~ 

( lo)  a ~ ,  ~ 

3~t a 
+ (12) -a-C, o~ o~4. 
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(4) 

( ~ ) - ~  T o~ , -~ , , ,  , 
1 .Dr, O**-- D~ 0't** 

(12) = -~- e ) - -  o j - - - '  

I -Du0"~a' + Do,'0".~ t 

wiihrend die Gr5ssen (8),  (9),  (10) sich aus den Gleichungen ergeben: 

(5) 

(6) ~I + (7) e~, + (s) ~i o;, _ ~'~ 
I ) I ~ 4 )  

( 5 ) ~  ~ 4 O~ #~ -o ,  ea + (~) &oa + (9) oa ~a- -  =,e~e, ,e ,~ , ,  ' 

(5) O~ + (6) &~ --~ (10) #~ O ~ ~o, . 

Zu gleicher Zei~ erhiilt man die Relationen: 

(6) 

(7) 

~ ( 2 a )  73(04)  ^ 
a t ' 0 4  - -  ~ 2 4  ~ t ) ,  0 t 4  03~. 0S  

D~o*2 - DI ~ Oo, o,, o, o, 

~,snta} _ D(ala) 0oa 0~ 0~, 0~ 

Die Coustanfe (4) endlich kann aus 
werden : 

(s) 

einer der Gleichungen bestimmt 

l . ---- - .%e1~ (2) ~ o + (3) e.~e~, (4) e~o,o,~}o 
2 2 

2 - (9) e . :e ,~o,  + (lo) o=<e~.,. + (11) e?~eoeo, 

a (la) e,.:aoOo~,, + (12) O1~,9o,90~ --  

Oo, - -  (1)  #o ,~o  (.9) o, 1, + (3)  0 o , # ,  - -  (4) 0 ~ 1 0 o ~ ' , , ~ ,  
�9 2 o 

+ (5) ~o, e~ + (6) eol ~ + (7) eo, e.~ (s) ~o~e,~e; 

- -  (9) 0"ot0"o0", + ( I 0 )  ' ' 
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0 o = (1) O'o~'olZ e + (2) 0'3~ ' e ' o  e -r- (3)~5~i..3 2 .~_ (4).~'o~0"o, 0"z~'12 

+ (5) ~o~1 + (6) ~o~.~ + (7) ~o~ + (8) ~ , , ~  

q- (12) #0,#~#~2 q- (13) ,qot 0:#~2, 
(8) 

0.. --- (1) ~1..~ ~ + (2) ~,~o1~ "9 + (3)~,~..,~ ~.~ + (4) e ' ~  ~'o, ao 

+ (~2) ,:ao~, go + (~.~) ~ o , ~ o  ~. 
Aus diesen Gleichungen wiirden sich nocb einige weitere Relationen 
zwischen den ursprfingliehen und den transformirten #-Functionen 
resp. deren Differentialquotienten fiir die Nullwerthe der Argumente 
ergeben, indessen sehen wir yon der Aufstellung derselben ab. 

Breslau im September 1879. 


