Ueber die Transformation fiinften Grades der hyperelliptischen
Functionen erster Ordnung.
Von

MarTiN Kragse in Rostock.

In seinen Arbeiten ilber die Abel’schen Functionen giebt Her-
.mite*) die Grundziige einer Transformationstheorie der hyperelliptischen
Functionen erster Ordnung. Diese Theorie ist durch eine Rethe weiterer
Arbeiten ausgebildet worden, vor allem sind die Transformationen
ersten, zweiten und dritten Grades einer genaueren Betrachtung unter-
zogen worden.**)
Die folgende Arbeit hat den Zweck fir die Transformation fiinften
Grades analoge Untersuchungen durchzufiihren.
Simmtliche Transformationen fiinften Grades:
Cly Gy Gy 43
13, 2, b by
i G &6 & G
| dy dy d, dy

bei welchen zwischen den Transformationszahlen gewisse nicht niher
anzugebende Relationen bestehen, lassen sich in 1 4 5 + 524 5°
nicht iiquivalente Classen theilen, die so beschaffen sind, dass simmt-
liche in einer Classe befindlichen Systeme durch Transformationen aus
einander abgeleitet werden konnen, deren Determinante die Einheit
ist. Als Repriisentanten mbgen folgende gewihlt werden :

*) Hermite: Sur la théorie de la transformation des fonctions abéliennes.
Comptes rendus tome XL, 1835.
*) Weber: Ueber die unendlich vielen Formen der &-Functionen. Crelle 74.
Konigsberger: Ueber die Transformation des zweiten Grades fir die
Abelschen Funetionen erster Ordpung. Crelle 67. )
Koénigsberger: Ueber die Transformation dritten Grades und die zu-
gehérigen Modulargleichungen der Abel'schen Functionen erster Ord-
nung. Crelle 67.
6¥
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1000] (10 00115—8i0——8i",350——8@'—8@"}
0100" 05 —8i0/:0 1 0 0 [05 —8"—8i
0050, 00 1 0/lo 05 8 00 1 0'
1000500 0 5/{0 00 1 00 0 1|

wo die Grossen 4, ', ¢” die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 bedeuten kdnnen.*)
Wir setzen:
TT(UI 2 Uyt == eﬂiﬂb"m'ﬂ'(@ll’ 7)2,) Ti, Tl"3> "7‘3,'3)1
wobei:
fvy, v2) = (a,0,+b,v,) (@30, by0,) + (@, 0,4 b,v,) (4,2, 4 b, v,)
+ a0+ by0,)* + 2712(a,v; by 2,) (230, 4 by))
+ th(a, v+ b,0,)°

ist, ferner v, v,, i1, Tiz, 752 die Argumente und Moduln der trans-
formirten ©-Functionen bedeuten. Die Bezeichnungsweise der #-Func-
tionen ist die von Weierstrass eingefithrte.

Hierbei konnen und wollen wir uns, ohne der Allgemeinheit ders
Untersuchungen Abbruch zu thun, von vorne herein auf diejenigen
Transformationen beschriinken, welche den oben eingefiihrten Reprasen-
tanten der nicht dquivalenten Classen entsprechen.

Dann kénnen wir nach Hermite setzen:

(0, ), =(1)8 (2, 02 00y, 0,) +(2)8 (v, v,)3 B (0, 0)0e
+(3)8 (v, 2,05 8(vy, v,)is+(4) 80y, )5 B0y, V)1 B (V15 V)02 ¥ (v, V)
F @) (v, 00 D0y, 02)1 +(6)2 (01, 2)s2 (21, 0,)n
(D8 (v, v)s 8(vy, ”2)§4+(8)ﬂ(”1 » V)5 B (1), 'Uz)gﬂ()(“u 0,34
+(9) 8 (v, v,); 3@y, 0234 (9y, v,)i +(10)8 (vy, 0,)s 8 vy, 0:)i ¥ (v, v, )ie
+ (113 (0, 2,019 (v;, ”2)0{’3 (1> )8+ (12,8 (07, 011 8 (v, 02628 (v, V)34
+{13) 9 (v, )i 9 (0, V2)0r® (05 )84
Die allgemeine Aufgabe der Transformation fiinfter Ordnung besteht
in der Bestimmung der Constanten (1), (2),--(13). Indem wir die-
selbe ldsen, werden sich zu gleicher Zeit einige Relationen zwischen
den Differentialquotienten der urspriinglichen und der transformirten
&-Functionen fiir die Nullwerthe der Argumente ergeben.

Die Aufgabe soll dadurch gelost werden, dass die 16 Substitutionen
angewendet werden, welche & (v,, v,); in die 16 mbglichen 9-Funetionen
Uberfihren. Nach Vornahme dieser Operation wird in denjenigen
Gleichungen, welche einer Transformation von (v, v,), in eine der
10 geraden @-Functionen entspricht, v, = v, = 0 gesetzt, wihrend
in den 6 anderen Gleichungen zuerst nach », und v, differenzirt und
dann v, = v, == 0 gesetzt werden soll.

*} Siehe Crelle 67, pag. 99.
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Hierbei machen wir fiir die rechten Seiten Gebrauch von der von
Berrn Kénigsberger, Crelle 64. pag. 23 angegebenen Tabelle,

Die Werthe der linken Seite ergeben sich auf folgende Weise:

Setzt man an Stelle von

vy A+ dmy 40Ty 4 iRT,
Uyt Dy - My S+ FNy Ty + £ T,

von

so wird:
1
(o, 4 dm + $n,00 + §0aT0, 0 30y + $2,%0 - $02,%0),
— Eene/tn 39 (0, v, vit, e, oo
wobel unter den angefiihrten Beschrinkungen E die bei der Ver-
mehrung der Argumente v,, v, um die angegebene Grosse zur k' Po-
tenz der urspriinglichen #-Hunction hinzugekommene Exponentialgrosse
bedeutet und ferner nach einigen leichten Reductionen wird:¥)
¢ = — §(nymy + n,my),
withrend der Index der #-Function sich aus den Congruenzen ergiebt:
my=m, MET=M,, N =*n,, N,=n, mod 2.

Hiermit sind alle Daten fiir die Rechnung gegeben:

Bezeichnen wir noch den Werth von &(v,, »,): fir v/ ==v,"= 0
mit Oz, so ergeben sich zuniichst folgende Gleichungen:

(0, = (3)9% o+ (1) O,

O = (3 2308 + (1) 9y, 8,
(;> 003 = (2) @gs 19‘33 -+ (6) 1‘)ua '333:
0,5 = — (2) 92955 + (6) 9y s,
O = (LS + (3) B 0%,
0, =— (1)d% 9l + (3) &, L.

Hieraus ergiebt sich unter Hinzunahme der bekannten Relationen
zwischen den 9-Functionen:*¥)

Oty 0:8y 030 _ 0593,
Fi I3 R ki Fag®
W="fr=g, > = "F=s
0595 - 05Ty o O
) @3y = 2o T By == 1%
* 3_-," _ 3,3‘1 H 3{): _ ,3341 2
O3 + 0wy O 0y
6)—=-Jn P ()= 2
. ‘33" - 834‘ ’ 35‘ - ’?34‘

*) Siehe Crelle 67, pag. 107.
*#) Rosenhain: Mémoire sur les fonctions de deux vanables et a quatre

périodes pag. 416.
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Setzen wir ferner:

o) _ 2 (000
avi v-aa—() ov ov; =0 a”

so ergeben sich die Gleichungen:

Te=®Grol+ MG et — ® frolol

~(2) 2 3"’" = ghd + (13) J’“ 21,97,

To_@hest + MY 3—”*3 sh+ (8) 220 ohio]

0% o3
- 2
79, R 7 4,

—(12) a;:; 249} — (13)

000‘ (5) _@'2@_ B2 + (1 2804 s + 9) = 5’304 '323'303

+(11) 2% 90t (13) 52 ”“ 99,
3)

0 & 83 o9, 2 o2
- @ oot ek~ %;’—.‘—W-’w

+ (1) L2 " B 9% — (13) ”“’°_‘— 3 Doz,

%:(5)""- o + (6) 22 —olo+ (10) Z G — 9% ol

3‘302

oy 09, :
+(@1n 7, 32 P51+ (12) ?72:12 D5 I,

. ..
f&zh % AL 1\); + (6 &av"f’ % + (10) é%‘?‘ 959%

+(11) 5"' 9, 9% + (12) 9"‘ 5 9,

Setzt man:
N= TRy By 5 0y, Ty By,
8o, 89, oo, 2%,

D= o T I
i 3’0, 3'02 3”2 a”l

so wird unter Hinzunahme der Relationen, welche zwischen den 8-Fune-
tionen und deren Differentialquotienten fur die Nullwerthe der Argu-
mente bestehen :*)

¥) Siehe Thomuae: Sammluog von Formeln, welche bei Anwendung der
elliptischen und Rosenhain'schen Funotxonen gebra,ucht werden. Halle 1876, pag. 7.
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1 D3+ Dady?

R
(12) = 1 Dl — Dyt

4 N F— 8 y
.1 De9 + Dos®st

<]3) - N 83;:-534?—’

wihrend die Grossen (8), (9), (10) sich aus den Gleichungen ergeben:

p®
3 2
(b) '8;' + (7) ‘314 + (8) ‘a‘i 3 14 = ;{“-};rs:;nsé—:: 5
- 1 4 2 a2 DE:]
() 0% + () & + (9) P = L5555,

(1)
4 m 4 2 g2 02
(5) 9% 4 (6) 8% + (10) 8F 0% = gt 5

Zu gleicher Zeit erhilt man die Relationen:

(6)

(0

I)s '92 + D023§4 = D’M‘(}gﬁ - D048§3,
D, ’32;4 - Dta‘ﬁi =D, 3%4 + Doz“}g ’
- Du%g:i - D04‘3§3 = Dlz‘ﬁz + Dy -

24 (04)
B(EL:&,:.QLJ._Q&.*_&L_QL
w2 Py gy Py PV B E

1 ©2
~Q‘(L“’)_—_£=.°_m_ 4 = O O
At Py By PPy Do 2% &y

?
3 13,
M_pﬁ+i’£+ Oss O |
A% o3 Doy ¥ Dy Bea T T i,

Die Coustante (4) endlich kann aus einer der Gleichungen bestimmt

werden :

&

0, = — (1) 8ok — (2) & 4+ (3) 836l — (@) 810,,8,,9,
1 (B) 2295 + (6) 9,08 + (1) 9,8k — (8) 9,990,
— (9) 9,085,908 + (10) :, 0%, + (1) 93,8090
4 (12) 8,, 8580 — (13) Dy, 30D,

0y = — (1) 3588 — (2) 94 9% + (3) ot — (4 95908129,

T (B) 9B + (6) B0 5% + (7) 98 — (8) Du DT
— 809597 + (10) ‘301“}3‘3?2 + (11) &8
+ (12) 9,059, — (13) 831292,
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0, = (1) 8385 + (2) 9395 + (3) 939% + (4) 9390 92942
+ (3) 9,8% + (6) 3, 8% + (1) 9,05 + (8) 8,83 0%
+ (9) 8,905,985 + (10) 8,95,9% + (1) 85,9, 9,
+ (12) 95,9301, + (13) 9y, 9, 0%,

Opp = (1) 8129 + (2) 9580 + (3) 9% + (4) 818,99,
+ (3) 9182 + (6) 92 ¥ + (7) 91,80 + (8) 9, 9093
+ (9) 9,993 + (10) 9,95 9% + (11) 938, 9,
+ (12) 9,859, + (13) 9,9, 9%.

Aus diesen Gleichungen wiirden sich noch einige weitere Relationen
zwischen den urspriinglichen und den transformirten 9-Functionen
resp. deren Differentialquotienten fiir die Nullwerthe der Argumente
ergeben, indessen sehen wir von der Aufsteilung derselben ab,

(8)

Breslau im September 1879.



