Ueber die Darstellung einiger Falle der automorphen
Primformen durch specielle Thetareihen.

Von

Hemnrion BurgHARDT in Gottingen.

Sind die Exponentendifferenzen einer hypergeometrischen Differen-
tialgleichung reciproke Werthe von ganzen Zahlen:
1’ m? n’
so ist bekanntlich das Argument 2 eine eindeutige automorphe Fune-
tion des Verhiltnisses 5 zweier Particularlésungen. Geeignete Spaltung
in homogene Bestandtheile:*)

X e %y L Ty, N=":M
liefert den Satz, dass #;, und #, (und damit alle ganzen rationalen
homogenen Functionen von z, und #,) unverzweigte automorphe Formen
von 7, und 7, sind. Aber dieselbe Eigenschaft kommt auch, wie zuerst
Halphen**) gezeigt hat, den in den 2 irrationalen Formen:
1 1 1
¢=(za)!, ¥Y=(@hH™, X=(zc)"
zu; a, b, ¢ bedeuten dabei die drei Verzweigungspunkte, Wie bereits
mehrfach geschehen, sollen dieselben im folgenden als ,, Primforment
bezeichnet werden. Analytische Ausdriicke fiir solche Functionen hat
Hr. Poincaré***) gegeben; in formentheoretische Grestalt hat dieselben
Hr. Ritter umgesetzt und dabei sowohl Vereinfachungen, als Er-
weiterungen ihres Giiltigkeitsgebietes erzielt; aberauch so reichen sie
noch nicht fir alle Fille aus.
Andrerseits hat Hr. Kleint). die Aufmerksamkeit auf die Dar:

*) Vgl hier und im folgenden: Ritter, die eindeutigen automorphen Formen
vom Geschlecht Null, dieser Ann. Bd. 41; insbes. p. 8. 16 ff, 41.

**) Comptes Rendus de l'acad. des sciences Bd. 92, p. 856 (1881). Halphen
verwendet dort Ubrigens keine homogene Variablen und es bedtirfen alss .seine
Angaben, um it den im Text gebrauchten Formeln vergleichbar zu -séiiz‘r,.,mo’ch
einer leichten: Umsetzung.

***) Acta-mathematica 1 (1882). o
+) In einer Vorlesung itber lineare Differentinlgleichungen, W. S. 1890/01,

Mathematiscbe Annalen, XLIL 13
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stellung der 7,, %, durch Perioden von Abel’schen Integralen I. Gattung
gelenkt und die Vermuthung ausgesprochen, die zu diesen Integralen
gehorenden Thetareihen konnten vielleicht zu analytischen Ausdriicken
fir die Halphen'schen Formen fithren. In den beiden einfachsten
Fillen habe ich diese Vermuthung in der That bestitigt gefunden,
wihrend in andern Fillen Schwierigkeiten auftreten, die zu iiber-
winden mir bisher nicht gelungen ist. Da aber einerseits gerade die
erstgenannten Fiélle zu denjenigen gehdren, in welchen die Con-
vergenz der zunichst in Betracht kommenden Poincaré’schen Reihen
nicht bewiesen ist und man daher bis jetzt eine directe analytische
Darstellung der Primformen iiberhaupt nicht besitzt; da andrerseits
die in Frage stehenden Specialfille Abel’scher Integrale auch als solche
ein gewisses Interesse besitzen, so glaube ich meine Untersuchung
hier mittheilen zu diirfen.
Wird zur Abkiirzung gesetzt:

— 144 —p—v=2q,
—1—244u— v=20,
—1—i—p+v=2c
— 144 p4v=2,

so sind die erwihnten Integrale die folgenden:

j '(z a) (2b) (ze) (zz)b (2 d2).

Sie gehoren zu einer Classe von Integralen, die unter dem Namen der
binomischen vielfach behandelt worden sind;*) insbesondere hat Herr
Netto**) bereits alle diejenigen Félle aufgezihlt, welche unter p = 2
und p =3 fallen. Zwei von den ersteren gehoren zu den hier zu
betrachtenden, némlich:

‘/‘4 (2d2) (fﬁr A=—i—, p,=—i—, v=0)
¥ (#a)* (sb)2 (20)° (s2)
d:

(2dg)

V&) @07 (20) (o)
und diese beiden sind es eben, welche den hier zu untersuchenden
Fillen entsprechen. Dass in ihnen ein, resp. zwei Exponenten-
differenzen den Werth O haben, bedingt, dass eine, resp. zwei Prim-

un

(fiir /1-—-—,3—, w=20, v==0);

*) Zuletzt von Hrn. Osgood, zur Theorie der zum algebraischen Gebilde

y™ = R(x) gehdrigen Abel'schen Functionen, Diss, Erlangen 1890. Dort p. 6
die #lltere Litteratur zusammengestellt.

##) De transformatione aequationis y* = R(x) in aequationem 7#?= R, (§),
Diss, Berol. 1870, p. 7,
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formen ausarten; fiir die zwei, resp. eine nicht ausgeartete werden
wir analytische Ausdriicke finden, deren Convergenzbereich sich bis
an ihre natiirliche Grenze erstreckt.

L Der Fall i—, g =+, v =0.

§ 1.

Construction und canonische Zerschneidung der Riemann’schen Fliéche.

Im Falle ﬂ.=%, Q= %, v == war es das Integral:

(1) ‘/‘4 (2 d2) ’
V (g (£b) (z¢) (2 2)

dessen Perioden wir zu betrachten hatten. Wir miissen uns vor allem
die Riemann’sche Fliche construiren, auf der die zu integrirende
Function eindeutig ist. Diese ist dadurch definirt, dass wir neben
2,, #, die algebraische Form:

@ y =/ (za)* (b) (52} (22)

stellen; wir sehen vor allem, dass sie wvier Blgfter wird besitzen
miissen, die bei s=c¢ und ¢ =2 alle vier, bei 2==a und #=15
zweimal zu je zweien zusammenhingen. Die Fliche ist sonach eine
reguldre.*) Wir konnen ihre vier Blétter sehr bequem dadurch unter-
scheiden, dass wir festsetzen: wenn y, der Werth von y st, welcher
in dem tiber einer bestimmien Stelle z, der z Ebene befindlichen Punkte
des k'e» Blattes statt hat, soll:

@) Yo=1Y1, Ys=—VY, Y= — 1Y

sezn. Ist das fur eine Stelle z, festgesetzt, so wird es fiir jede andere
Stelle 2 auch gelten. Alsdann fiihrt die Umkreisung vor a oder b in
positivem Sinme aus dem 1. ins 3., dem 2. ins 4., dem 3. ins 1., dem
4. ins 2. Blatt; dagegen bei ebemsolcher Um-
kreisung von ¢ (beew. x) werden die Bldtter in ¢
der Reihenfolge (1, 4, 3, 2), besw. (1, 2, 3, 4)
durchlaufen. Um diesen Zusammenhang der
Bliitter vor Augen zu haben, werden wir einen
beliebigen Punkt o der Fliche mit den 4 Ver-
zweigungspunkten durch Uebergangslinien ver- =
binden ; unbeschadet der Allgemeinheit ddrfen ‘
wir annehmen, dass dieselben bei Umkreisung von o in derselben
Reihenfolge getroffen werden, wie in nebenstehender Figur 1 Fa'der-

Fig. 1.

*) Vgl. Klein, dieser Ann. Bd. 14, p. 469 und dszu Dyok;-dieser Ann.
Bd. 17, p. 478,
13%*
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selben deuten die an die Uebergangslinien einander gegeniiber gesetzten
Ziffern an, wie die Blitter in ihnen zusammenhingen.

Um nun auf dieser Fliche ein canonisches Querschnittsystem *) zu
construiren, breiten wir sie zunichst in eine Ebene aus. Zu diesem
Zwecke trennen wir die Blitter lings der Uebergangslinien oa, 0b, ox
von einander, sodass sie nur noch ldngs oc zusammenhiéngen, defor-

miren dann jedes einzelne Blatt
e in geeigneter Weise und legen
o+ sie schliesslich in einer Ebene
7 = nebeneinander, sodass neben-

stehende Fig. 2 entsteht. Jedes
» Blatt stellt sich in derselben
2 als Achteck dar (mit zwel
b Winkeln von je 1809%); die

a

PRI\ TP

Z, Blitter liegen so um den

' Punkt ¢ herum, dass sie bei

5, B 2 x, positiver Umkreisung desselben
o 3 0 Lo in der richtigen Reihenfolge
a; fr, &) a, getroffen werden. Jede Seite
" / ~ ist bezeichnet mit den Buch-
a, o & b, ¢ ¢ ° staben desjenigen Verzwei-

Fig. 2. gungspunktes, den sie enthilt;

als Indices sind ihr die Nummern derjenigen beiden Bldtter beigefigt,
die sie verbindet. Dabei steht die Nummer desjenigen Blattes voran,
das zur Rechfen der von o nach dem Verzweigungspunkt hin durch-
laufenen Seite liegt; und ein Accent ist da beigesetzt, wo die Seite als
Begrenzung des durch ihren zweiten Index bezeichneten Blattes auftritt.
Auf Grund dieser Figur konnen wir einen ,,elementaren Perioden-
weg'* als eine ILinie definiren, welche von einem Punkt einer mnichi-
accentutrten Seite nach dem entsprechenden Punkt der gleichbezeichneten
accentuirten fiihri; ein solcher soll mit demselben Zeichen versehen
werden, wie die erstgenannte dieser Seiten. Wir kbnnen einen solchen
Weg auch auffassen als zusammengesetzt aus zwei Wegstiicken, deren
jedes, ganz in einem Blatte liegend, ¢ mit einem der iibrigen Ver-
zweigungspunkte verbindet; was wir z. B. durch folgende Gleichung
ausdriicken wollen:
4 Gy3 = aCy + Cay.
Auf der Ebene, liber welche die urspriingliche Gestalt der Riemann’-

*) Fir die folgenden Entwicklungen vgl, man Liroth, dber die kanonischen
Perioden der Abel'schen Integrale, Abh, der bayr. Acad. I1. Cl. Bd. 15, 16 (1885 /87).
Dabei folge ich dem von Herrn Liiroth (vgl. p. 338 der ersten Abh.) urspriinglich
eingeschlagenen Gedankengang, nicht seiner auf Benutzung anschauungsmissiger
Hilfsmittel moglichst verzichtenden Darstellung.
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schen Fliiche ausgebreitet ist, stellt sich ein solcher Weg dar als eine
Curve, welche ¢ und noch einen andern Verzweigungspunkt umschliesst
und dabei eventuell ¢ mehrmals umwindet, aber ausser den dadurch
bedingten keine weiteren Uebergangslinien trifft.

Solcher elementaren Periodenwege haben wir in unserer Figur
im ganzen 12; diese sind aber nicht alle von einander unabhingig.
Vielmehr konnen vollstindige Umkreisungen sowohl der Versweigungs-
punkte a, b, z als auch des Punkies o aus ihnen zusammengesetst
werden; das liefert folgende Relationen:

a3 + as, =0, a3 + g’ + 2y =0,

gy + @4 = 05 Gpy + by + %3, =0,
(5) bys + by =0, gy + by + a3 =0,

byy + by = 0; g + by + 714 = 0.

Tyy + Tyy + Zyg + Xy = 0;
In diesen Relationen driickt das = O jedesmal aus, dass ein aus den
links stehenden Elementarwegen zusammengesetzter Weg sich auf einen
Punkt zusammenziehen lidsst. Jeder Elementarweg kommt in einer
Relation der ersten Gruppe und in einer der zweiten vor*); in Folge
dessen ist von den 9 Relationen (5) eine und nur eine eine Folge der andern,

so dass alle Elementarwege sich aus vier geeignet gewdhlien unter ihnen
gusammensetzen lassen. So ergiebt sich fiir das Geschlecht der Fliiche:
(6) p=2.

Aus diesen ,,elementaren Periodenwegen* kénnen wir nun folgender-
massen ein ,canonisches Quer-
schnittsystem® im Sinne Rie-
mann’s erhalten. Als erstes
Querschnittspaar kénnen im-
mer zwei sich schneidende ele-
mentare Periodenwege gewahlt
werden; wir mdgen etwa:

(7) Ay = ay, B =ay

nehmen. Zerschneiden wir un- )

sere F“xgur? liings dieser Qu(_er- : 6 % 35 s g

schnitte (die bereits in sie ein- i 15,
1

<t

5 A4

getragen sind) und fiigen die g
entstehenden Stlicke in geeig-
neter Weise lings einander zu- A ¢ B
geordneter Seiten an einander,
g0 konnen wir 2. B. nebenstehende Figur 3 erhalten. Wege; welche

*) Vgl. Liiroth, a. a. O. Bd. 15, p. 342 ff.
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ganz im Innern dieser Figur verlaufen (also weder A,, noch B
schneiden), seien wie bei Fig. 2, aber mit einem iibergesetaten Strich
bezeichnet. Aus ihnen konnen wir wieder in mannigfacher Weige
zwei sich schneidende auswihlen, welche geeignet sind, als ein Pagr
eines canonischen Querschnitt-
systems zu dienen; z. B. die
beiden folgenden:

4, =1Zz,, B, = Ty

welche in Fig. 8 bereits ein-
getragen sind. Zerschneiden
wir Fig. 3 lings dieser Quer-
schnitte und fiigen wie vorhin
die abgetrennten Stiicke lings
correspondirender Seiten an,
so erhalten wir nebenstehende

2 a Figur 4.
: 2 @ Diese ldsst sich nun da-
j; Bf durch vereinfachen, dass an-
Fig. ¢. einanderstossende  correspon-

dirende Seiten zusammengeheftet werden: zundchst b,, mit by, hierauf
b,, mit bis, dann zg,{mit 25;; ausserdem by, mit by und dann by, mit
b13. Dadurch entsteht neben-
stehende Figur 5,

In derselben reprisentiren
a3, s einerseits, as, x,
f4 oandrerseits ‘die beiden Ufer
des von Riemann mit ¢, be-
zeichneten Verbindungsstiickes
4 zwischen den beiden Quer-
schnittspaaren. Die Reduction
der Fliche auf eine einfach
zusammenhdngende st damit
vollendet.

Es bleibt noch iibrig, die
L Resultate zusammenzustellen.
A B Wie man aus Figur 3 ent-

Fig. 5. nimmt, ist:

Tyq == gy — Oyg,
€))

Loy == Ty — Upy)

-man erbilt also als Ausdriicke. der canonischen Querschmitte durch die
elementaren :
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Ay = ay, By = ay,
4y =z, — a3, B, = &, — U

und mit Hilfe der Relationen (5) umgekehrt als Ausdriicke der elemen-
taren Querschmitle durch die canonischen:

(10)

a3= By, by=—4, —B —B,, zy= A, + B,,
(11) 2w = Al? b42 = - A| + AQ + Bl’ xsz = - A2 -_ Bi’
ay;, = — By, by= A, + B, 4+ B,, xy=— A4 — B,,

a42=—-A,, b24= Ai_Az“B:, Ty = A,-I-Bl.

§ 2.
Transformationen der Fldche in sich.

Die speciellen Higenschaften, welche unsere Flichen gegeniiber
der allgemeinen Fliche desselben Geschlechts besitzt, beruhen auf den
eindeutigen Transformationen in sich, welche sie zulisst; diese mtiissen
wir daher zuniichst untersuchen. Dabei werden wir namentlich fragen,
welche Aenderungen unser canonisches Querschnittsystem bei jeder dieser
Transformationen erfihrt.

Unmittelbar ersichtlich ist, dass wumnsere Fliche die folgende ein-
deutige Transformation in sich gestattet:

(1) g =2, y =1iy.

Dieselbe ist von der Periode 4; sie vertauscht die Blitter der Fliche
in der Reihenfolge (12384) cyklisch, und zwar so, dass jedes Blatt
als ganzes in ein anderes Blatt iibergefihrt wird. Dementsprechend
setzen sich auch die elementaren Periodenwege sehr einfach um; und
daraus erhiélt man mit Hilfe der Relationen (10) und (11) des § 1
die folgenden Umsetzungen der canonischen Querschnitte*):

Ay = ass = Q3 = — B,
@) Ai:! = x:H — a3 =% —ay= By,
By = ais = Ay = 4,
By = Xy — Goy == Tyy — @g, = — A,.

Bei der Transformation (1) geht also nmicht nur die Fliche in sich
diber , sondern auch das auf thr gezeichnete canonmische Querschnittsystem,
indem die eingelnen Querschnitte desselben mur umter sich vertauscht und
theslweise im Richtungssinn gedndert werden.

Eine zweite Transformation unserer Fliche in sich kommi< Zu
Stande, wenn man 2z einer linearen Substitution unterwirft, »welehe

*) Dass Accente hier in anderer Bedeutung benutzt werden, als in'§ 1, wird
nicht zu Verwechelungen Anlass geben.
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a mit 5, ¢ mit z vertauscht, was bekanntlich m3glich ist. In homogener
Form kann eine solche durch folgende 4 Gleichungen dargestellt
werden, von denen je zwei die beiden sndern sur Folge haben:

(ed) (£ @) == (ac) (sb),
(azx) (8D) == (zb) (2a),
(a2) (') = (ac) (s2),
(cd) (5z) == (z]) (s¢).

Die Determinante dieser Substitution ist entgegengeeetst gleich dem
Doppelverhiiliniss von a und b gegen c und z:

(ac) (bx)
4) A= — CGa

Um 30 seigen, dass unsere Fliche bei dieser Substitution in sich tiber
gelit, filbren wir eine Function y’ ein, welches von & ebenso abhlngi,
wie y von s:

() y -V T (70 (50 (5 2).

Setzen wir noch zur Abklirzung:

(8)

4/ (ac) (bc)
(6) g - (ax)(dbx) !
so finden wir:

y =—al ;/(za)’ (@b)% (¢¢) (#2)® ~ 04 (;a)@'i) (ao)

() —d 390D ;t_gl (s2)
und umgekehrt;
y =& VTFTTTICE = & gadywar
(®) 8 o)
A 4

Damit sind §' und # rational durch y und s susgedrfickt und um-
gekehrt, wihrend zwischen y' und & dieselbe Gleichung besteht, wie
zwischen y und #; d. b. es i8¢ sn der That dwroch dés Subshiution (3)
wicht war dio Ebone der # umkehrbar eindewtig awf sich selbet besogem,
sondern awuch das algebraische Gebilde (y, r). Aber dioss letstere Be-
ziehung kenn, wenn (8) gegeben ist, noch auf 4 verschiedene Arten
hergestellt werden; dieselben unterscheiden sich durch die Auswabl
des in der Definition von o (6) der 4. Wurzel bmulogendon Wuﬁo?.
Sie gehen aus einander hervor, wenn man irgend eine von thnen mit
der Substitution (1) combinirt; es gentgt daher, sine von ihnon su
betrachten und demgemdss von hier ab unter ¢ enea bestimmten

Werth der 4. Warzel zu versteben.
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Wollen wir nun weiter untersuchen, wie sich bei unserer Trans-
formation das Querschnittsystem #ndert, so haben wir vor allem zu
beachten, dass dic Uecbergangslinien umserer Figurew mit dem alge-
brasschen Gebilde als solchem (mit der , idealen Riemanw'schen Fliche')
wichis sw thun haben und folglich keineswegs in sich fibergeflihrt zu
werden brauchen. Vielmehr wird der Punkt o in einen andern o’ tiber-

und damit werden auch die Uebergangslinien sich &ndern®).
Um von den damit verbundenen Modificationen ein klares Bild zu
bekommen, zeichnen- wir beide Systeme von Uebergangslinien (die
alten ansgezogen, die neuen punktirt) in eine und dieselbe Figur (den
Punkt o' denken wir dabei ins unendliche verlegt). Die beiden Systeme

Iv’

»

g &

serlegen zusammengenommen die s-Ebene in 4 Gebiete, die durch
rdmische Ziffern bezeichnet sind; dieselben werden bei der Substitution
(8) in der Weise vertauscht, wie es in der Figur angegeben ist. Diese
Qebietscintheilung fibertrigt sich nun such auf jedes Blatt unserer
Fliche; dabei ist aber zu beachten, dass die Gebicte in der transfor-
morien Fliche in anderer Weise eu Blittern susammengefasst sind, als
¥ der urapﬁmglz'chen. Ein Gebiet eiues Blattes kann dem entsprechen-
den Gebiet eines beliebigen andern Blattes noch zugeordnet werden,
ds die Flache regulér ist; ist das geschehen, so bestimmen sich die
fibrigen Zuordnungen entsprechender Gebiete durch Ueberschreitung
entsprechender Usbergangslinien. Wir wollen etwa:

1I'e=1]

seizen; gehen wir dann von 11 aus unter Ueberschreitung der Ueber-
gangslinie og nach 3IV,.so entspricht dem ein Weg, der von

*) Auch wenn man den Punkt o mit einem der Doppelpunkte der Substitu-
tion (8) susammenfallen liest, kann man nicht erreichen, dass das Sylton der
Uebergangalinien in sich tram{ormut wird, so lange man an der in Fig.'1 fest-
gosotaten Aufeinanderfolge der Qnomhmtte um ¢ herum ‘festhhlt} Andert man
aber diese, 50 werden die Figuren 3—5 viel weniger tibersiohtlich,
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11" =11 aus o'a’ iberschreitet. Dort liegt aber 1II an 11 an,
sodass wir:

3IV' =111
erhalten. So fortfahrend gewinnen wir die Tabelle:

11'= 11, 1I'=8IV, 1{II’ = 41, 11V’ = 3II,
o1’ — 41,” 211’ =21V, 21I' — 311, 21V’ = 2II,
) 3131, 3I'=11V, BII' = 2MI, 31V’ = 1II,
AT = 21, ATl =41V, 401 = 110L," 41V = 41I.

Unter Wiederaufnahme einer in § 1, Glehg. (4) erklirten Bezeichnung
entnehmen wir dieser Tabelle die folgende:

@b =ba,, be' =awx, cx =uwc¢, za' =-cbh,
&b =ba, Ve, =az,, ¢z, =1xc, xa =cbh,,
a'by =bay, b =az, ¢z =20, Za =ch.
ab =ba,, bVe¢/ =azx, cz/==zc, ¥a=ch,.

(10)

Damit sind wir nun im Stande, die Aenderung des Querschnitt-
systems bei unserer Transformation abzuleiten. Man hat z. B. nach

§ 1, (10):
, 'A1, = a2,4 = a‘, 02’ + c' a4'.

Die hier rechts stehenden Wegsticke kommen in der Tabelle (10)
nicht unmittelbar vor, man kann aber etwa ¢, durch o'z, 4 &'c,,
¢a, durch c#, 4 2'a, ersetzen und erhilt dann aus (10):

A’==b02+0.’.l?3+x01+0b4
FUgt man rechis z¢, 4 ¢z,  zu, so kann man wieder b¢, 4 ¢b, zu
bu, e, + cxy zu z5, %¢, | cx, zu z, zasammenziehen und erhalt
aus*§1, Glchgen (11) A, == — B,. Sa gewinnt man die folgende
Umsetzung dér canonischen Querschnitte:
- A'=— B, B'= A
11 1’ 2 1’ 2)
() 4/= B, B/——4,
Auch bei unserer sweiten Transformation geht sonach-unser canonisches

Querschmitisystem in sich wber, abgeschen von Vertauschungen der Quer-
schnitte unter eimander und Aenderung ihres Richtungssinnes.

§ 3.
Die Integrale I, Gattung und ihre Perioden.

Alle Integrale I. Gattung unserer Fliche lassen sich linear und
homogen durch zwei geeignete unter ihnen ausdriicken; als solche
mogen wir etwa die beiden folgenden - wihlen:
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) ~V@o g [ L3,

@) w, < Y@ @3 [ e (s e

Die Factoren vor den Integralzeichen smd zunichst im Interesse- der
Vereinfachung spiterer Formeln hinzugefiigt; man erkennt aber, dass
dadurch w, und w, in den 4 Paaren homogener Variablen a,a,, b,b,,

, : . 1 , .
¢,¢,, %, %, von derselben Dimension — - werden. Die Perioden, welche

diese Integrale bei Durchlaufung der Querschnitte unseres canonischen
Systems annehmen, seien bezeichnet mit:

4, 4, B, B,

@) W, | 0y @, @3 Op]"

Wo | @y @y (g3 Oy

Zur Ableitung von Relationen zwischen diesen Perioden benutzen
wir die Resultate des vorigen Paragraphen tiber die eindeutigen Trans-
formationen in sich, welche unsere Fliche zuldsst. Bei der ersten
Transformation haben wir:

4) w, = —tw,, W, =1iw,.
Es ist aber z. B:

() .[dwtl =t/-dw15

4, -1
also folgt aus den Gleichungen (4) und § 2, (2):
— U0y = @y, -+ 10y = Wy, I 20y = Oy, — L0y == 0y;

Gleichungen, die sich auf die vier folgenden reduciren:
(6) @3 = — 'f“’m @4 = 75“’12’
09y == 100y, @yy == — 1@y,
Die erste Tramsformation liefert also Relationen swischen den ver-
schiedenen Perioden desselben Integrals.
Bei der Substitution (3), (7) des § 2 dagegen wird:

) W = w,, W, =w
(unter der Voraussetzung, dass iiber die Werthe der 4. Wurzeln in
§ 2, Glehg (6) und § 3, Glchgn (1), (2) in Ubereinstimmender Weise
verfiigt ist); also folgt aus § 2, (11):

— gy = @1y @93 = By, @y = Wy, — Pgy == “’w

— @y == @y, 3 = Qgp, Byg == W5, — Dyq == Oy
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Gleichungen die sich mit Riicksicht auf (6) auf die beiden folgenden
reduciren:

(8) @ = — 10y, Wy = — 10y;.

Die zweite Transformation liefert also Relationen zwischen den Perioden

verschiedener Integrale.
Die Tabelle der Perioden wird demnach:

| 4 | 4 | B | B

(9) W, @44 | @y | —1@y | 1@y |

— 10, @y, — @y

w2 -—2«(1)1?

dabei ist bemerkenswerth, dass die bekannte Bilinearrelation zwischen
den Perioden durch die angegebenen Werthe derselben von selbst
erfullt wird. .

Statt der bisher benutsten Perioden fiihren wir nun nmeue e, bet
welchen die am Schlusse des § 2 hervorgehobene einfache Figenschaft
nicht mehr gilt, welche aber dafiir im folgenden einfachere Formeln
geben; wir setzen nimlich™®):

(10) Ay = B, = a3, By = — 4, — B, = x4,
Ay = B, = 3y — Gy, By, = — 4, — B, = ,,.
Fiir diese wird das Periodenschema:
4, | 4, B, | B
Wy | —10) | t0yy | — 0y —10, | —o,+ 10
W, _‘3’12 — @y 10,y @y, | 100) — 0y,
oder wenn**): .
— @y — 100 =1,
. — 1@y =1,
gesetzt wird:
l Al Az B1 Bz'
(1) W, | —1N — My Fin| n | —in
Wy | 17 + 7y 11, — Ny — i

*) Die Transformation (10) erfillt in der That die Bedingungen, welche
erforderlich sind, damit 4,, 4,, B,, B, ebenfalls ein ,canonisches** Querschnitt-
system bilden.

*¥) An Integrale I G. ist bei der Bezeichnung » natiirlich nicht zu denken;
es handelt sich darum, Anschluss an eine in der Theorie der- Differentialglei-
chungen 2, 0. gebrauchte Bezeichnung zu gewinnen,
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Die 8 Perioden von w, und w, selzen sich also aus nur zwei
Grissen mit Hilfe complexer ganger Zahlen als Coefficienten linear
msammen.

§ 4.
Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde.

Um unser Gebilde vom Geschlechte 2 auf die Normalform (4, J/f,(4))
zu reduciren, haben wir das Verhdltniss zweier Differentiale 1. G. als
neue Variable einzufiihren. Indem wir uns homogener Schreibweise
bedienen, mdgen wir etwa setzen: ‘

Ay =y
O i, = (2a) (2b) (s0)".
Um aus diesen Gleichungen umgekehrt s, #,, y durch 4, 4, aus-

zudriicken, fiihren wir einen Proportionalititsfactor ¢ ein und erhalten
zundchst:

2)

und daraus weiter:
(cx) (2a) = o[(az) 2,2 — (ac) 4,%],

@) (o) (#B) = o[(b2) A2 — (be) 4,2].

Irgend zwei dieser Formeln geben 2, 2,; um y zu erhalten, definiren
wir die bindre Form 6. Grades A durch:

(2¢) = 64,2
(22) = 64,2

“4) A =4 4[(az) 2,* — (ac) 4,*] [(bx) 4> — (Do) 4,7]
und erhalten:
2. VA
®) y =2t
yS ¢t VA
(6) (za) (2b) (gc)* (ct'c) ’

sowie umgekehrt:
(7 VA = (c2). (ea)’ (2b)3 (20)* v.

Durch die Formeln (1) und (1) sind Ay, 4y, V' N rational durch
8y %y, Y ausgedriickt; durch (2) und (5) umgekehrt 2, : 8, und y : %32
durch Ay : 2, und Y A : 4,3%); esist also dadurch die vierblttrige Rie-

mann’sche Fliche des § 1 umkehrbar eindeutig auf eine zweiblattrige
mit 6 Verzweigungspunkten bezogen.

*) Es scheint nicht mdglich za sein, auch die Formen des einen._‘(}ebﬂdes
ohne Benutzung eines Proportionalititsfactors wie hier das ¢ umkehrbar eindeutig
durch die des andern auszudriicken,
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- Um suf Grund dieser Formeln die Integrale des § 3 in die neue
Fliche zu i#bertragen, bilden wir noch:
1/(dzz) (dz x)
2\ (s¢) . ()
1 (ez)(2d2)
T2 T (z¢) (zx)

dlog%:

oder mit fgﬁcksicht auf (2):
(8) (cx) (2dg) = 26%4,4,(1d1);

damit erhalten wir:
= 2¥/(ac) (be) f h(Add)

= 2//(az) ®2) [ 22 ‘*‘““’

Was die beiden Transformationen in sich betrifft, welche unsere
neue Flédche gemiiss § 2 ebenfalls zulassen muss, so lautet die erste
derselben:

(10) '11’='11, Ay = — 4y, 1/7\7="‘V;\-7

die zweite:

(9)

A =V (ax) (b;) R N V(ac) (be) 4y, .
VA = V/(ac)® (be)® (az)® (bz)® - VA.
Wir miissen noch zusehen, wie sich das auf unserer urspriing-
lichen Fliche eingetragene Querschnittsystem auf die neue zwelblittrige

Fliche tbertrigt; dazu werden wir am bequémsten zu unhomogener
Schreibweise itbergehen. Zu- diesem Zwecke werde gesetzt:

a=0, b=oc, c=1;
dann erhalten wir statt der Formeln (1) — (8): %)

(11)

as =
(2a) 2 —1=(z—1)- _1__:7,_, z‘"”=(“”‘l)—1‘i—'ﬁ;
(3a) z==i”1—_'_'_—§-;

(4a) A= — A(A2—1) (A% — 2);

(5a) 1= —2) s

(6a) =00,

*) Wir fihren fir die Functionen y: 2,2 und ‘A: 2,% keine .neuen Zeichen
ein, sondern behalten 9y und A bet,
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(1a) VA= (1—2) 5
al 1 dz
(8a) 7 =7 =Dy

Aus diesen Formeln entnehmen wir zunichst, dass die Versweigungs-
punkte beider Flichen sich gegenseitig entsprechen, und zwar wie folgt:*)

1
z.—_-—(), y=z2f/?c, }'="_1/;7’ l//—\===0,
1
0, iz’ V=, + Vz, 0,
$
w, 2/'2, “"“]’ O’
3
0, ie”, + 1, 0,
1, 0, 0, 00,
z, 0, 0, 0.

Um uns bestimmter ausdriicken und bestimmte Figuren zeichnen
zu konnen, nehmen wir
z positiv, reell, <1
an. (Den allgemeinen Fall kénnen wir durch stetige Aenderung von
2 auf diesen zurtickfiihren.) Alsdann nebmen die Querschnitte des § 3
folgende Gestalt an: **)

0.«

Fig. &

*) Die bei =0 und bei &= o Ubereinanderliegenden Verzweigung’spupkte
sind durch die Anfangsglieder der zugehdrigen Reihenentwicklungen von ¥ nach
Potenzen von # unterschieden; J/z bedeutet einen bestimmten aber willkiirlichen

Werth der 4, Wurzel, 1/; das Quadrat desselben. Wird in dem nachher unter-

suchten speciellen Fall V; positiv reell genommen, 80 verbinden der ‘erste,-»ux'l(_i
der dritte Verzweigungspunkt das erste und dritte, der zweite und der vierte .
das zweite und vierte Blatt. .

*#) Der Deutlichkeit wegen ist jedes Paar Querschnitte in einer-besonderen
Figur gezeichnet; Linien des ersten Blattes sind ausgezogen, des 2.mili Strichen,
des 3. mit Strichen und Punkten, des 4. mit Punkten bezeichnet,
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In der Ebene 4 kionnen wir ein System von Uebergangslinien an-
nebmen wie folgt: *)

7///%°

ax&’ Z

Fig. 9.

das schraffirte Gebiet des ersten Blattes der Fliche (4, J'A) entspricht
dann derjenigen Halbebene des ersten Blattes der Fliche (¢,y), in
welcher ¢ einen positiv imaginiren Bestandtheil hat.

Verfolgen wir etwa, wie sich z. B. B, in diese Fig. 9 fibertrigt.
Dabei haben wir nur zu beachten, dass in ¢ und z die Winkel auf
der A-Fliche nur halb so gross sind als auf der z-Fldche, wihrend
gonst iiberall (auch in @ und b) die Abbildung conform ist. Zieht
man also den Querschnitt B, in Fig. 7 bis dicht an die geraden Ver-
bindungslinien der Verzweigungspunkte zusammen, so entspricht ihm
folgende Linie auf der A-Fliiche: **)

1
-~ ——- o ot
\\'f

Fig. 10,

die mit der folgenden #quivalent ist:

T
A

FPig. 11,

*) Die Verzweigdngspunkte in Fig, 9 sind mit denselben Buchstaben be-
zeichnet, wie die entsprechenden ir Fig. 8; entsprechen zwei Punkte von (9)
demselben von (8), so sind sie durch Accente unterschieden.

**) In Figg. 10—12 ist der Bequemlichkeit halber ¢’ im Endlichen ge-
zeichnet,
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Fghrt man dasselbe mit den idbrigen Querschnitten aus, so erhilt man
folgende Figur:

Figo 18,

Damit ist das § 3, Glchgen. 10 definirte Querschnitisysiem auf die
sweiblattrige Fliche tibertragen.

Wir fragen noch, wie bet dieser Zerschneidung der Fliche die Zey-
legungen von A in zwei cubische Factoren @, ¥, wie sic in den geraden
Sigma-, bezw. Thetafunctionen aufirelen, sich den transcendenten Cha-
rakteristiken dieser Functionen suordnen. Auf Grund der von Hrn,
Klein*) gegebenen Regel finden wir insbesondere:

den Zerlequngen:
¢ = (ac) 4 — (az) 2,4}, ¢ = (ac) A*4, — (a?2) 4,3,
Y= (bc) 4,22, — (b®) 4,% Y= (bc) 4,3 — (bx) 4,242
entsprechen bezw. die Charakteristiken:

00
00

11
100}

§ 5.
Thetanullwerthe und automorphe Primformen.

Nunmehr sind alle Vorbereitungen getroffen, um zu der in Aus-
sicht genommenen Darstellung der Primformen durch Thetanullwerthe
fibergehen zu kdnnen. Wir kniipfen dabei an an die Formel des Hrn,
Thomae:**)

1 —
() V= Oy VP, i By, Dy

und haben nur die aus unseren Entwicklungen sich ergebenden Werthe
der auftretenden Grossen in dieselbe einzusetzen. Dazu milssen Wwir
uns vor allem die Periodendeterminanten und Thetanullwerthe yer-
schaffen; wir schreiben die § 3, 11 gegebene Tabelle, die sich auf

*) Dieser Ann. Bd. 32, p. 858,
**) Journal f. d. r. u. a. Math. Ba, 71, p. 216.

Mathowatische Annalen. XIL1I, 14
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Durchlaufung von Periodenwegen bezieht, um in die folgende auf
Ueberschreitung von Querschnitten beziigliche:

!

4, | 4, B, B,

Wy My | — i 12 Ny 11,
Wyl — 7y | —imy | — iy — M| —in, .

Aus dieser entnehmen wir die folgenden Werthe der Periodendeter-
minanten :

@) P12=T“2i7112’. . p13=__i.’,712) P14="712—2i’71"72:
Pyy=tn2+2inm,—2in,?%, pp=—in? Py=—n+2inmn,,
und der Thetamoduln:

. . .
(3) 1’11=—;‘+72, Ty == 5 7’22=%+’?§
indem

4) n=1 N

gesetzt ist. KEs ist aber zu beachten, dass in Glchg. (1) unter p,, die
Periodendeterminante der Normalintegrale

A, (2d2) ly(Ad1)

NS
verstanden ist, welche sich von unsern Integralen w,, w, durch die
in § 4, Glebgn. (9) angegebenen Factoren unterscheiden; in Folge
dessen ist in (1) fiir p,, das Product des unter (2) angegebenen
Werthes in:

1

(5) i [@0) (¢9) (a2) ®2)] *
zu setzen, Setzt man dann noch zur Abkiirzung:
(6) e“‘('H——;—) =D,

so gehen aus (1), je nachdem man die eine oder die andere der beiden
am Schlusse des vorigen Paragraphen hervorgehobenen Zerlegungen
anwendet, die beiden Formeln hervor:

(7) (aw) (bC) =4ﬂ1/2ﬂ1 2731 m,( l)mlmﬂpml'*‘ma

3 G My~ - my 12 My _la
) (a0)* Ba) mdny/in 21,.2;, ) E) () et 3) (ots)

Diese beiden Formeln geben in der That die gesuchlen analytischen
Ausdriicke der beiden in diesem Fall existirenden Primformen durch
Reihen, welche fir alle in Betracht kommenden Werthe von % con-
vergiren.
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II. Der Fall i=3, p=0, v=0.
§ 1.

Construction und kanonische Zerschneidung der Riemann’schen Fliche.

Nach der ausfiihrlichen Discussion des vorigen Kalles werden wir
uns bei dem jetzigen kiirzer fassen diirfen, um so mehr, als ver-
gchiedene Verh#ltnisse sich bei demselben einfacher gestalien. Das
Integral, dessen Perioden wir zu betrachten haben, ist:

) (zdg) .

V(#0) (b (s0)* (22)

Die zugehtrige Riemann’sche Fliche ist definirt durch die Irrationalitét:
(2) y = V(ea) (eb)* (20)* (s2);

jhre drei Blitter hiingen in den vier Verzweigungspunkten a, b, ¢, z
cyklisch zusammen. Wir unterscheiden die drei Blétter dadurch, dass
wir festsetzen: wenn y. der Werth von y ist, welcher in dem iiber

einer bestimmien Stelle z, der z- Ebene befindlichen Punkte des k' Blattes
stattfindet, soll:.

(3) Yo =&Yy, Y3 =&Y,
sein. (Unter & soll in diesem Abschnitt stets die destimmie dritte
Einheitswurzel :

2nt

(4) g=ce’

verstanden werden). Alsdann fiikrt Umkreisung von a oder x in posi-
tivem Simme aus dem ersten in’s sweite, aus diesem iw's dritte Blatt;
dogegen ebensolche Umkreisung von b oder ¢ aus dem 1. in's 3., aus
diesem in's 2. Blati. Unter diesen Umstinden werden wir die ein-
fachste Uebersicht #lber die Gestalt der Fldche erhalten, wenn wir a
mit b, ¢ mit 2 durch Uebergangslinien verbinden; der Zusammenhang
der Blitter lings derselben findet dann so statt, wie in der nach-
folgenden Figur angegeben:

123
2817

+Q

g tmenet e tamen ot oy

723
372
Fig. 18,

Um diese Flidche in eine Ebene auszubreitén, trennen wir die’ Bliitter

lings der Uebergangslinien von einander, schneiden jedes lings einer

von b nach # filhrenden (in Fig. 13 punktirten) Linie auf, deformiren
14¢
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gie in geeigneter Weise und legen sie schliesslich lings ab wieder so
aneinander, wie sie dort urspriinglich zusammenhingen, sodass folgende
Figur entstebt:

Pig. 14.

Die Seiten in dieser Figur sind einfach numerirt; zusammengehorige
Seiten sind mit derselben Nummer bezeichnet und durch einen Accent
unterschieden. Als elementaren Periodenweg (k) bezeichnen wir dann
eine Linie, welche von einem Punkt der Seite k' nach dem entsprechenden
Punkt der Seite k fiihrt. Solcher elementaren Periodenwege haben wir
in unserer Figur 6; zwischen ihnen bestehen (vgl. I, §1, Glchgen (5))
die drei Relationen:
(1) + (3) + (®) =0, (Umkreisung von b),
() @+@+ 6 =0, ( ” »n  €)s
M4+@+@+@D+G)+6)=0, ( ” » Z);
welche mit 2 unabhingigen dquivalent sind;-es bletben also vier unab-
hingige Periodenwege und das Geschlecht der

."',’,'»\ Fliche ergibt sich zu:
PV ]
1 B p=2

Aus diesen elementaren Periodenwegen kann
in unserem Falle ein Fkanonisches Querschniti-
: system ohne weiteres zusammengesetzt werden;
RNSs z, B. in der in Fig. 14 bereits angegebenen
' Weise, némlich:
(6) 4,=(1), B, =-—(6),
4, =(3), B,= (4)
Auf die urspriingliche Riemann’sche Fliache riickiibertragen sieht dasselbe
folgendermassen (Fig. 15) aus. *)

Fig, 15.

*) Im ersten, zweiten, dritten Blatt verlaufende Linien ind bezw. ausgezogen,
gestriohelt, punktirt,
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Umgekehrt erhdlt man aus (6) mit Ricksicht auf die Relationen
(6) die folgenden Ausdricke der elementaren Perioden durch die
kanonischen :

(1) = A, (2) = Bl"‘Bw
(7) (3) = A?: (4) = Bz:
(5) =-~A1——-A2, (6) = -—-B,.

8 2.

Transformationen der Fldche in sioh.

Unsere Riemanw'sche Fliche gestatiet drei von einander unabhingige

cyklische Tramsformationen in sich.
Die erste derselben, von der Periode 3:

1) g =g, Y =zy

jst unmittelbar ersichtlich. Sie kann aufgefasst werden als eine Drehung
der Fig. (14) um 120° in positivem Sinne um den Punkt a; sodass
also bei ihr jedes Blatt der Fliche als ganzes in das nichste Blatt
iibergefithrt wird. Dem entsprechend hat man bei ihr die folgende
Umseteung der kanonischen Querschnitte: *)

g A=W =@=4, B/=—(6)=—@)=—B+B,
A2l=(3)"=(5)=—A1"A9a B) = (4)'= (6)-=--B,.
Ebenfalle sofort ersichtlich ist, dass unsere Fliche swettens auch

in sich selbst iibergeht, wenn man mit ¢ die lineare Substitution vor-
nimmt, die sich durch die Gleichungen ausdriickt:

(cz) (¢'a) = (ac) (#2),
(cx) (2'd) = (bx) (2¢),
©) (ab) (+') = (ac) (s0),
(abd) (2'z) = (bz) (2a),

und deren Determinante:

_ __ fac) (bx)
) A=-- (@bd) (cx)”
ist; setzt man nimlich:
() y = /(s a) (270)% (¢ ¢)* (¢ %),
so findet man:
6) y=— Ay, y =—Ay.

*) Wegen der Bedeutung der Accente vgl, die erste Fuasenofe ‘t_r_u.'I, §2.
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Dabei wird jedes einzelne Blatt der Fldche in sich transformirt;
die neue Figar der Querschnitte wird:

also die zugehfirz'ge kanonische Periodentransformation :

Ty A1"7'="A17 B1’="‘"-Bn

@ 4)=—4,, B/=—B,
Weniger in die Augen fallend ist die dritle Transformation der

Piiche in sich, welche folgendermassen erhalten wird: Wir nehmen
mit z die lineare Substitution vor:

(¢d) (2"a) = (ac) (2b),
g (az) (#'b) = (x}) (#a),
) (ag) (¢ ¢) = (ac) (s3),
(eb) (¢') = (xb) (2¢),
deren Determinante:
A= — (ac) (bx)
T (ax) (o)
i8¢} filhren wit dann wiéder die Function:
(10) y'=YEa) @) (¢ o (o m)
ein, welche von #’-ebenso abhiéingt wie y von #, so erhalten wir:
- , (8a) (zb) (s¢) (s2) : y?
) v =—eh T = —0A e
und umgekehrt:
6 (2'a) (D) (£ ¢c) (s' ) _ ¢ y'?
a2) =Tz y =T EEHEY
Dabei ist ¢ ein willkiirlicher aber bestimmter Werth der 8. Wurzel:
g Jee
_ (1O
(13) ¢ = ]/ @2)

Es wird also in der That bei der Substitution (8) nicht nur die - Ebene,
sondern auch unsere dreiblitirige Fliche umkehrbar eindeutiy auf sich
selbst bezogen; von den 3 Arten, anf welche das noch méglich ist, ist
durch die Verfligung tber die dritte Wurzel in (13) eine ausgewihit.
Dabei konnen die Uebergangslinien von Anfang an 80 gezogen werden,
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dass sie bei (4) in sich iibergehen; dann wird jedes ganze Blatt der
Fliche wieder in ein ganzes Blatt tibergefiihrt. Aber wenn man etwa
festsetzt, dass das erste Blatt der alten Fliche
dem ersten der neuen entsprechen soll, wird das ... It
zweite der alten dem dritten der neuen, das dritte . /2
der alten dem zweiten der neuen entsprechen miissen;
wie man sieht, wenn man Umkreisungen ent-
sprechender Verzweigungspunkte verfolgt (vgl
I, §2). In Folge dessen wird das Querschnitt- ol o
gystem der Fig.15 in das folgende neue (Fig. 17) +— el
iibergefiihrt, -
Aus dieger Figur entnimmt man mit Riick- g 1
sicht auf die Relationen (5) des § 1, dass die zugehirige kanonische
Periodentransformation folgendermassen lautet:

(14) A/ = 4,, , Bl: = B, — B,,
A= — 4, — 4,, B, — B,.
Zum Schlusse dieses Paragraphen mbge noch eine allgemeinere
Bemerkung Platz finden: & ist ¢n dem jetst behandelien Falle nicht

moglich, das Querschnitisystem so zu wdhlen , dass es bei den eindeutigen
Transformationen der Fliche in sich ebenfalls in sich wbergefiihrt wird..

§ 3.
Die Integrale I. Gattung und ihre Perioden.

Unter den Integralen erster Gattung auf unserer Fliche mogen
wir etwa die beiden folgenden wahlen, welche analog wie I, § 3
normirt sind:

(1) w, = Vo) [ 2.
(2) — i/(ax)f (#b) ( zc) (gd2)

Die Perioden, welche diese Integrale bei Durchlaufung der Querschnitte
unseres kanonischen Systems annehmen, seien bezeichnet mit:

@) Wy | @y | @9 | Qg3 | Dy
Wy | @y | Ggg | Wo3 | Doy

Wir untersuchen wieder das Verhalten dieser Functionen gégen-
itber den linearen Transformationen des vorigen Paragraphen. Bei
der Substitution (1) desselben haben wir:
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(4) . w, = sw,, w,= 8w,
also folgt mit Ricksicht auf § 2 (2):

@y = &y, @y == &ay,
Dyg == — EQ — My, g ==—E 0y — & Wy,
O3 = — 8y - 80y, 0y =—& 0y + & 0y,
Oy = — &£@y,, @y = — & 6y,

Die erste Transformation liefert also die folgenden Relationen je
swischen den Perioden eines und desselben Integrals:

) O, = &0y, O=— 82 @35
W9y == & Wy, gy == — & Dy

Die #weite Transformation des § 2 liefert:

(6) Wy == — W, Wy =—w),

also keine Relationen zwischen den Perioden.
Bei der dretten Transformation endlich ist:

(M) W, =w,, W, =w;
also wegen § 2 (14):

@y == Wy, @y =  Wyy,

@9 == — @y — W99, 099 ==— @y -~ By,
03 = @y — Dy, By3= W3 — 6,,
04 Ve Wy @y = — @yy.

‘Diese Transformation liefert also folgende Ausdriicke der Perioden des
stoeiten Integrals durch die des ersten:

(8) Oy = @yy, Wy = & @3
Setzen wir also:
(9) ‘ @By = — Ty, @y3= .+ UIES
so wird die Tabelle der Perioden:
A, A, B, B,
(10) w| — Ny | — & M| —E&n
Wy | — Ny | — &Ny | — & &1,

Auch in diesem Fall ist die Bilinearrelation zwischen den Perioden
durch die angegebenen Werthe derselben von selbst erfiilit.
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§ 4.
Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde.

Die Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde ist
in diesem Falle etwas umstindlicher als im ersten. Setzen wir wieder

dw1 . dw2 = )'1 . 12,

.also etwa:
Ay =1y,
(1) 1 =Y
Ry = (Zb) (z c))
so erhalten wir zunichst:
_ (ay __ _ 1 o(5d2)
(2) i, — @log iy — dlog by = 5 o Lt e

Die rechts im Z#hler stehende Form:

3) g = — (ab) (2¢) (#2) + (c) (#4) (¢D)

ist nicht selbst rational durch 4,,'3, ausdriickbar, wohl aber ihr Quadrat;
mit Riicksicht auf die Re]atlonen

(ab)? (#¢)* = (be)? (2a)* — (ac)® (¢D)* + 2(abd) (ac) (eb) (20),

(ca) (80)? = (a)? (20)? + (a0} (1) — 2(ac) (a) (s¢) (42),
sowie:

(ad) (27) — (as) (1) = (w}) (¢a)
folgt namlich:
4) ¢ = (bo) (#0)? (22)* + (az)? (2b)* (ec)?
2[(ad) (ze) + (ac) (2b)] (sa) (s8) (#0) (s2).

Definirt man also die Form 6. Grades A durch:
6) A= (bepi® + 2(ab) (@) + (a0) (95)) 4242 + (@A,

g0 erhilt man:

VA

(6) g=T, VR=(ebr g

und dafit aus (2):

(7 (Aad) L (2d5)
Nz 3 ¥

Durch (1) und (6) sind A, Ay, VA rational durch 2., 2,, ¥ aus-
gedriickt, Um die Umkehrung dieser Formeln zu erz1elen, leiten- Wir
aus ihnen andere ab, welche sowohl in ¢, 2,, als in 4,, 4, homogen
gind, zunichst:

(8) (¢b) (20) 4,* = (sa) (22) 2,%;
®)  (#0) (2) YA = 4,°[— (ab) (2¢) (s3) + (¢4) (8a) (sB)].
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Aus diesen konnen wir auf verschiedene Weisen weitere Relationen
erhalten, von welchen sich ein in den # linearer Factor abspalten lisst,
z. B. durch Multiplication von (8) mit (b¢) und Subtraction von (9)
die folgende:

(2b) (2¢) [(Be) 4,8 — YA] = 4,8 - (2b) [2(ac) (2%) — (ax) (2¢)]

oder nach Division mit (2d):

(2) _ oA+ (ax) 4 —VA
(10) . (gc) : 2(ac) 158

Ganz ebenso wird erhalten:

(2a) (be) At + (az) 4* + VA
(11) =5 = ' 2(ba) z,: ’

und endlich erhdlt man aus (1) direct:

Yy 1
(12) ' (2b) (zc) 1

Durck (11) und (12) sind awuch wumgekehrt die Functionen der allen
Fliche rational durch die der newen ausgedriickt™).

Wir fiigen noch die Formeln fiir die Transformation der Integrale
bei, welche sich unmittelbar aus (7) ergeben:

W, =-—3m‘/"_"—"1'(lzl")')
=___3y—/ lg(ldl) ,

sowie die Formeln fiir die in § 2 untersuchten Transformationen der
“ Fléiche in sich, ausgedriickt in 4., 4,, ¥A; nimlich:

fiir die erste: A

(14) A =¢ky, 4, =1,, VN = VA;

fiir die sweite:

(15) Mo=—AL, A =—A2Lk, VN=—DNYN;

(13)

fur die dritte, unter ¢ einen Proportionalitiitsfactor verstanden:
(16) A = a}/(am) 4y, 2 = o/ (bo)? 4y,
VN = @%(ax) (be)V'A.

*) Wegen der Formen vgl. man die erste Fussnote zu I, § 4.
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Endlich miissen wir noch das auf unserer urspriinglichen Fliche
gezogene Querschnittsystem auf die neue Fliche tbertragen. Wir
schreiben (vgl. I, § 4) unsere Formeln unhomogen wie folgt:

(ba) A= 254 2(2 — ) 23 + a2

(68) VA = (2 —1) (z:(::z_—l)(l—x)z o zz_;-g_zl_{_w;
(108) oo Rozo A

(11a) g = 1’—f-2i-1/7\.

Aus diesen Formeln entnehmen wir zundchst, dass den Verzweigungs-
punkten der ersten Fliche die folgenden Punkte der zweiten ent-
sprechen:

1=0, A=0, VYA=uz,

oo, oo, oo wie — 43,
(17) .

1, 00, oo wie - 43,

z, 0, — 2.

Die Verzweigungspunkte der neuen Flache liegen bei:

lo='— (1+V1_x)F)

2

h=— Q—yT=2)

3

8) =—e (1+¥1 -—x)z,
dy——¢ (1 —yT=2)"

2

hh=—(+yi=a)’

2

h=—a(l—yT—a)’
Ihnen entsprechen auf der alten Fliche:

(19) p=14+yI—2 wd z2=1—)yT—a.
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Damitvk"tinnen wir nun die Querschnitte von Figur 15 her iiber-
tragen. Wir nehmen wieder:

a=0, b=oo, ¢=1, dagegen z diesmal reell >1,

sodass wir zunichst folgende Figur erhalten:

Fig. 19.

oder wenn wir die Querschnitte in geeigneter Weise zusammenziehen:

Pig. 20.

Aus dieser Figur entnehmen wir insbesondere, dass der Charakteristik:
00
00

die folgende Zerlegung. von A in zwei cubische Factoren entspricht:

¢=13+(1+Vm’,
=B 4 (1 —Y1T—a)
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oder homogen geschrieben:
9 = (b)) A® + 5 V@B o) + V@ @h]® 4.5
¥ = (b0) 1* + 55 [V(@8) @e) — Y (ac) @D))* 2.°

§ 5.
Thetanullwerthe and automorphe Primformen.

Wir kntipfen wieder an (vgl. I, § 5) an die Formel:

1 — B ——
1 b =— Vo, VAo Ay,

indem wir die aus unseren Entwicklungen folgenden Werthe der vor-
kommenden Grossen in dieselbe einsetzen. Wir setzen zun#chst die
Tabelle § 3 (10) um in die folgende, die sich auf Ueberschreitung von
Querschnitten bezieht:

4, 4, |B,| B,

2
) w, N | — &N | M, | &y,
w, | — &y, ey | &,

und entnehmen ihr die nachstehenden Werthe der Periodendetermi-
nanten :

(3) P2 = (6—1) M D= — &1y, Py= 2&1n1,,
Py = (6 — &Y% Do = — 80Ny, Pyy=—2&71,
und der Thetamoduln:
2
T=1p= J{1—28n,

®

1
Ty, =—5{0—8n

In (1) ist jedoech wegen § 4, Glchgen, (13) ftr p,, das Produact aus
dem unter (3) angegebenen Werthe in.:

o] m

(5) % (@z) ° (be) .

zu setzen. Schreibt man noch:
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so erhilt man schliesslich:

11 to  to
(6) (az)® (be)® =2/ —Bmiq’ Z" o b Mg,

Auch in diesem Falle ist also die eine hier existirende Primform aus-
gedriickt durch eine Reithe, welche fiir alle in Betracht kommenden
Werthe von n convergirt.

Gottingen, August 1892

[In den beiden untersuchten Fillen haben sich fiir die Primformen
Reihen der Form X Xpemittmmstem® ergeben. Hrn. H. Weber ver-
danke ich die Bemerkung, dass bereits Dirichlet auf solche Reihen
aufmerksam geworden ist, vgl. Bd. I seiner ges. Werke p. 467 ff.
Neuerdings spielen sie eine grosse Rolle in der Theorie der elliptischen
Modulfunctionen; vgl. z. B. p.318 des inzwischen erschienenen I1. Bandes
des Werkes von Klein und Fricke iiber dieselben. In der That gehen
die betrachteten Integtale durch Transformationen hoherer Ordnung
in elliptische Integrale iiber. Dee. 1892].



