
Ueber die Darstel lung einiger F~lle tier au tomorphen  

Pr imformen  durch specielle Thetareihen.  

Von 

I:IEINRICH BURKtlARDT in G~ttingen. 

Sind die Exponent~ndiferenzen einer hypergeometrischen Differen- 
tialgleichung reciproke Werthe yon ganzen Zahlen: 

1 1 1 
- ~ T  ~ # '~- -m'  v - - - - ,  

so ist bekanntlich das Argument x sine eindeutige automorphe Func- 
tion des Verhttl~isses ~/zweier ParticularlSsungen. Geeignete Spaltung 
in homogene Bestandtheile :*) 

liefert den Satz, dass :v 1 und x 2 (und damit alle ganzen rationalen 
homogenen Funetionen yon x~ und ~2) unverzweigte automorphe Formen 
yon ~l und ~2 sind. Abet dieselbe Eigenschaft kommt such, wie zuerst 
H a 1 p h e n**) gezeig~ hat, den in den x irrationalen Formen: 

1 1 1 -- _ 
= (xa �9 = x = 

zu~ a, b, c bedeuten dabei die drei Verzweigungspunkte. Wie bereits 
mehffach geschehen, sollen dieselben im folgenden als , , t~rimformen '' 
bezeichnet werden. Analytische husdrtteke fiir solche Functionen hat 
Hr. P o i n c a r ~***) gegeben; in formentheore~ische Gestalt hat dieselben 
Hr. R i t t e r  umgesetzt und dabei sowohl Vereinfachungen, als Er- 
wei~erungen ihres Gttl~igkeitegebietes erzielt; aberauch so reichen sie 
noch nicht ftir alle Fttlle aus. 

Andrerseits hat Hr. KI e i n t ) ,  die Aufmerksamkeit auf die Dar~ 

�9 ) Vgl. bier und im folgenden: R i t t e r ,  die eindeutSgen aubomorphen Formen 
vom Geschlecht Null, dieser Ann. Bd. 41; inebes. 13. 8. 16if. 41. 

�9 *) Comptes Rendus de l'acad..des sciences Bd. 92, p. 856 (1881), Halphen 
verwendet dor~ itbrigens keiue homogene Variablen u n d e s  bedtiffen ~ seine 
Angaben, um'init den ira Text gebrauchten Formeln vergleichbar zu s~,~.noeh 
einer leiohteh. Umsetzung. 

�9 * * )  Aot~~thematiea  I (1882). 
t} In einer Vorlesung fiber lineare Differentialgleichungen, W. S, 189o]91. 
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stellung der ~h, '/2 durch Perioden yon Abel'sehen Integralen I. Gattung 
gelenkt und die Vermuthung ausgesprochen, die zu diesen Integralen 
gehi~renden Thetareihen ki~nnten vielleicht zu analygischen Ausdrticken 
fttr die Halphen'schen Formen fiihren. In den beiden einfachsten 
Fiillen habe ich diese Vermuthung in der That bestiitigt gefunden, 
wiihrend in andern Fiillen Schwierigkeiten auftreten, die zu iiber- 
winden mir bisher nicht gelungen ist. Da aber einerseits gerade die 
erstgenannten Fiille zu denjenigen gehbren, in welchen die Con- 
vergenz der zun~ichst in Betracht kommenden Poincarg'schen Reihen 
nicht bewiesen ist und man daher bis jetzt eine directe analytische 
Darstellung der Primformen fiberhaupt nieht besitzt; da andrerseits 
die in Frage stehenden SpecialfMle Abel'scher Integrale auch als solche 
ein gewisses Interesse besitzen, so glaube ich meine Untersuchung 
hier mittheilen zu dtirfen. 

Wird zur Abkiirzung gesetzt: 

~ l -{- X - -  ~ - -  v - -  2a, 

- -  1 - -  ~ -I- tx -- v --~- 2I) , 

- -  I - - Z - - F - { - , , = 2 e ,  

- - I  + ~ + t t + v = 2 b ,  
so sind die erwiihnten Integrale die folgenden: 

/ (za) a (zb) b (zc) c (zx) b (z dz) . 

Sie gehSren zu einer Classe yon Integralen, die unter dem Namen der 
binomischen vielfach behandelt worden sind;*) insbesondere hat Herr 
Net to**)  bereit~ alle diejenigen FMle aufgeziihlt, welche unter ~ ~--2 
und 1o ~ 3 fallen. Zwei yon den ersteren gehSren zu den hier zu 
betrachbenden, nii, mlich: 

f (zdz) (ffir / t i n - l ,  F = I ,  v~--O) 
~(z  a)~ (~b)~ (zc) ~ (zx,) 

und: 
(z dr) 

und diese beiden sind es eben, welche den hier zu untersuchenden 
Fiillen entsprechen. Dass in ihnen ein, resp. zwei Exponenten- 
differenzen den Werth 0 haben~ bedingt, dass eine, resp. zwei Prim- 

(filr ;~- -~- ,  F - - O ,  v ~ O ) ~  

*) Zuletzt yon Krn. O s g o o d ,  zur Theorie der zum algebraischen Gebilde 
ym m ~(~) gehSrigen Abel'schen Functionen, Diss. Erlangen 1890. Dort p. 5 
die I~ltere Litteratur zusammengestellt. 

**) De transformatione aequationis y~----~/~(x) in aequationem ~-~/~l(~) ,  
Di.. Berol. 1870, p. 7. 
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formen ausarten; fiir die zwei, resp. eine nicht ausgeartete werden 
wir analytische Ausdrficke finden, deren Convergenzbereich sich bis 
an ihre natttrliche Grenzo erstreckt. 

1 1 I. Der Fall ; ~ u  ~ z ~ u  ~ffi=O. 

w 

Construction und canonische Zersclmeidung der Riemann'schen Fl~,che. 
1 1 Im Falle ~ ,  ~ t ~ u  v ~ O  war es das Integral: 

f (~ d ~) (1) ' 

dessert Perioden wir zu betrachten hatten. Wir mtissen uns vor allem 
die Riemann'sche Fl~che construiren, auf der die zu integrirende 
Function eindeutig ist. Diese ist dadurch definir~, dass wir neben 
#1, #2 die algebraische Form: 

y - -  ( c)3 

stellen; wit sehen vor allem, dass sie vier .Blgtter wird besitzen 
mtissen, die bei z~--c und #~--x nile vier, bei z ~ a  und #- - -b  
zweimal zu je zweien zusammenhtingen. Die Fliiche ist sonach eine 
regulate.*) Wit kSnnen ihre vier Bl~-tter sehr bequem dadurch unter- 
scheiden, dass wir festsetzen: wenn yk der Werth yon y ist, welcher 
in dem iiber einer bestimmten Stelle Zo der #.Ebene befindlichen _Punkte 
des k t'' Blattes start hat, soll: 

(3) Y2 ~ iYt, Y3 == - -  Yl, Y4 ---~ --  iYl 
sein. Ist das fttr eine Stelle ~o festgesetzt, so wird es fiir jede aadere 
Ste]le e auch gelten. Alsdann fiihrt die Um~eisung yon a oder b in 
positivem Sinne aus dem 1. ins 3., dem 2. ins 4., dem 3. ins 1., dem 
4. ins 2. Blatt; dagegen bei ebensolcher Urn- e b 
kreisung yon c (be~w. x) werden die BlOtter in ~ , . . ~  ~ / / ~ _ _  
der t~eihenfolge (1 4, 3, 2), bazw. (1 2, 3 4) ~'~.~.~ ~ :  
durchlaufen. Um diesen Zusammenhang der / G "  

BlOtter vor Augen zu haben, werden wir einen , ~ Z ~ /  
beliebigen Punkt o der Fliiche mit den .4 Ver- ~ / W  *~ 
zweigungspunkten durch Uebergangslinien ver- 
binden; unbeschadet der Allgemeinheit dttrfen ~lg. x. 
wir annehmen, dass dieselben bei Umkreisung yon o in dewsolben 
Reihenfolge go,often werden~ wie in nebenstehender Figur 1, ~ ~.'d~r5 

*) Vgl. K l e i n ,  dieser Ann. Bd. 14, p. 459 und dazu Dyck~-.'dieeor Ann. 
Bd. 17~ p. 473. 

13" 
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selben deuten die an die Uebergangslinien einander gegeniiber gesetzten 
Ziffern an, wie die Bl~itter in ihnen zusammenhiingen. 

Um nun auf dieser Fliiche ein canonisches Querschnitt~ystem*) zu 
construiren, breiten wir sie zun~ichst in eine Ebene aus. Zu diesem 
Zwecke trennen wir die Bliitter l~tngs der Uebergangslinien o a ,  ob, o x  

yon einander, sodass sie nur noch l~ings oc zusammenhiingen, defor- 
miren dannjedes einzelne Blatt 

a;, u b~, 5 ~;, ,~ a~, , a �9 - - - - - - ~  x/ a in geeigneter Weise und legen 
a, ~ ~  a,~ sie schliesslich in einer Ebene 
e- 4~ l nebeneinander~ sodass neben- 

-'~ stehende Fig. 2 entsteht. Jedes 
, b,, Blatt stellt sigh in derselben 

x . . . ~  ', ~ als Achteck dar (mi~ zwei 
x:, . . . . . . . .  ~ Winkeln yon je 180~ die 

~ ~  Bl~ter liegen so um den 
b /  ~ \ , ,  "~x Punkt c herum, dass sie bei 

~ t 2 x,; positiver Umkreisung desselben 
a- .e in der richtigen Reihenfolge 
a~ a,. getroffen werden. Jede Seite 

ist bezeichnet mi~ den Buch- 
a a~, b x~ a staben desjenigen Verzwei- 

Ftg. ~. gungspunktes, den sie enthKl~; 
als Indices sind ihr die Nummern derjenigen beiden BlOtter beigefttgt, 
die sie verbindet. Dabei steht die Nummer desjenigen Blattes reran, 
das zur 1~echten der yon o nach dem Verzweigungspunkt bin durch- 
laufenen Seite liegt; und ein Accent ist da beigesetzt, we die Seite als 
Begrenzung des dutch ihren zweiten Index bezeichneten Blat~es auftritt. 

Auf Grund dieser Figur kSnnen wit einen , ,e lementaren l~erioden - 

w e g "  als eine L i n i e  def in iren,  w d c h e  van e inem P u n k t  einer nicht- 

accentuir ten Seite nach  dem en t swechenden  t~ankt  der gleichbe~eichneten 

accentuir ten f i ihr t ;  ein solcher sell mit demselben Zeichen versehen 
werden, wie die ers~genannte dieser Seiten. Wir  kSnnen einen solchen 
Weg auch auffassen als zusammengesetzt aus zwei Wegstticken, deren 
jedes, g a n z  in einem Blatte liegend~ c m i t  einem der iibrigen Ver- 
zweigungspunk~e verbindet; was wir z. B. dutch folgende Gleichung 
ausd~cken wollen: 
(4) ats ~ ac,  -1 t- ca  a. 

Auf der Ebene, fiber welche die ursprfingliche Gestalt dot Riemann'- 

*) Fitr die folgenden Entwicklungen vgl. man L~iroth, iiber die kanonischen 
Perioden der Abel'schen Integrale, Abh. der bayr. Acad. II. CI. Bd, 159 16 (1885/87). 
Dabei folge ich dem yon Berrn Liiroth (vgl. p. 338 der ersten Abh.) urspriinglich 
eingesehlagenen Oedankengang, nicht seiner auf Benutzung anBchauungsmnssiger 
Itilfsmitt~l mSglichs~ verziehtenden Darstellung. 
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schen Fliiche ausgebreitet ist, stellt sich ein solcher Weg dar als eine 
Curve, welche c und noch einea:andern Verzweigungspunkt umschliesst 
und dabei eventuell c mehrmals umwindet, abet ausser den dadurch 
bedingten keine weiteren Uebergangslinien trifft. 

Solcher elementaren Periodenwege haben wit in unserer Figur 
im ganzen 12; diese sind abet nicht alle yon einander unabhiingig. 
Vielmehr kSnnen vollstiindige Umlweisungen sowohl der Verzweigungs- 
pun~te a, b, x als auch des Punktes o aus ihnen zusammengesetzt 
werden; das liefert folgende l~elationen: 

(5) 

a13 -t- a31 "-' O, 
a24 + a4~----O; 
b,s + bs, - - O ,  
b24 -{-- b4~ = O; 

ai3 -t- bat:+ x2! ==' O, 
a24 + b,2 + xs2 = O, 
a~, n t- b,3 Jr- a43-----O, 
a42 -4- b2, -1- xu = O. 

x,4 -l- x4~ + x ~  + x:, = 0; 

In diesen Relationen drttckt das - - 0  jedesmal aus, dass ein aus den 
links stehenden Elementarwegen zusammengesetzter Weg sich auf einen 
Punkt zusammenziehen l~isst. Jeder Elementarweg kommt in einer 
Relation der ersten Gruppe und in einer der zweiten vor*); in Folge 
dessert ist yon den 9 l~elationen(5) eine und nut eine eine Folge der ander% 
so dass a~le E~emerdarwege sich aus vier geeignet gewghlten unter ihnen 
zusammensetzen lassen. So ergiebt sieh fiir das Geschlecht der F~iche: 

(6) p--~ 2. 
Aus diesen ,,elemenfi~ren Periodenwegen" kSnnen wir nun folgender- 

masses ein ,,canonisches Quer- 
schnittsystem" im Sinne Rie- ~ e ~, \ ' / 1  
mann's erhalten. Als erstes ~ ~  
Querschnittspaar kSnnen ira- 
met zwei sich schneidende ele- ~ ~ ~ ~,~ ~, ~ ~ ]  ~ ~,A, 
mentare _Periode..nwege gewnl t  '1 r lb; , ' ~  - [ 
werden; wit mogen etwa: [ J!; ~ : t -~  1 

(7) A,--a24, B,~-a,8 c .  . . . . . . . . . . .  ~" 

nehmen. Zerschneidenwirun- I 2 ~ %  t~ 4~ ! 
sere Figur 2 liings dieser Quer- w b,~ . ~, ~; . 
scbnitte (die bereits in sie ein- ! /~'. 
getragen sind) und fitgen die 
entstehenden Sttlcke in geeig- 
neter Weise 1Kngs einander zu- A, c 
geordneter Seiten an einander, ~tg. s. 
so kSnnen wir z. B. nebenstehende Figur 3 erhalten. We~;.~elehe 

*) Vgl. L~oth, a. a. O. Bd. 15, p. 3~2 ft. 
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ganz im Innern dieser Figur verlaufen (also weder Ai, noeh 23 t 
schneiden), seien wie bei Fig. 2~ abet mit einem fibergesetzten Strich 
bezeichnet. Aus ihnen kSnnen wir wieder in mannigfacher Weise 
zwei sich sehneidende ausw~ihlen, welche geeignet sind, als ein Paar 

I 1 / l _  . . . . . . .  :.; . , 

. /~. ~ ' - ~ ~ ' , , a , '  

~--- _ ., < l . . .~  = 

4 B, 
Fig .  4. 

eines eanonischen Querschnitt- 
systems zu dienen; z. B. die 
beiden folgenden: 

welche in Fig. 3 bereits ein- 
getragen sind. Zerschneiden 
wir Fig. 3 l~ings dieser Quer- 
sehnitte und ffigen wie vorhin 
die abgetrennten Stticke l~ings 

,~ correspondirender Seiten an, 
so erhalten wir nebenstehende 
Figur 4. 

Diese l~st  sich nun da- 
dureh vereinfachen, dass an- 
einanderstossende correspon- 

dirende Seiten zusammengeheftet werden: zun~ichst b~4 mit b's4, hierauf 
b~2 mit b'~, dann xs2[mit x~21 ausserdem b3t mit b~z und dann bls mit 

A, 

(9) 

! 
p 

I 

I p 

i J 

Fill .  5. 

b~3. Dadureh entsteht neben- 
stehende Figur 5. 

In derselbea repriisentiren 
aaj , x'~ eiaerseits, ' a81  ; x43 

andrerseits die beiden Ufer 
des yon Riemann mi~ cl be- 
zeiehneten VerbindangsstUckes 
zwischen den beiden Quer- 
schnittspaaren. 1)ie l~eztueti~ 
der Elache auf eine einfach 
~usammenh~ingende ist damit 
vollendet. 

Es bleibt noch fibrig, die 
Resultate zusammenzustellen. 
Wie man aus Figur 3 ent- 
nimmt ~ ist: 

X l 4  ~ XI4 ~ a 1 3  t 

X21 ~ ~21 ~ a 2 4  

man erhiilt also als Ausdidicke der canonischen Querschnitte dutch die 
dementaren : 
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A l ~ a24 ~ -B1 ~ dtl~ ~ 

und mi~ Hilfe der Relar (5) umgekehr~ als Ausdriic~ der eleine,. 
taren Querschnitte dutch die canonischen : 

a13 ~ B l 

a24 ~ A t  

a4~ ~ -- A 1 

bat = - -  A~ - -  .B~ - -  .B~, 

= - -r A2 + 

b ~  ---- A~ - -  A~ - -  .B t , 

x~ ---- - -  A., - -  .B~, 

w  

T r a n s f o r m a t i o n e n  der Fl~,ohe in  slob. 

Die speciellen Eigenschaften, welche unsere F1/ichen gegenfiber 
der allgemeinen Fl~,ehe desselben Geschlechts besitzt, beruhen auf den 
e ind~t ig~ T r a ~ o r m a t i o ~ n  in sich, welche sie zulRsst; diese mi i s sen  
wit daher zun~ichs~ untersuchen. Dabei werden wir namen~lich fragen, 
wdche Aenderungen unser canonisches Querschnittsystem bei jeder cZieser 
Transformationen erfdhrt. 

Unmittelbar ersichtlich ist, dass unsere Fldche die foOende ein- 
deutige Transformation in sich gestattet: 

(1) z " - - ~ ,  y" ~ iy .  

Dieselbe ist yon der Periode 4; sie vertauscht die Bl~t~or der Fl~che 
in der Reihenfolge ( 1 2 3 4 )  cyklisch, und zwar so, dass jedes Blatt 
als ganzes in ein anderes Blatt itbergefithrt wird. Dementspreehend 
setzen sich auch die elementaren Periodenwege sehr einfach urn; und 
daraus erhiilt man mit Hilfe der Relationen (10) und (11) des w 1 
die folgenden Umsetzungen der canonischen Querschnitte*): 

! 

A1 ~ a~ ~ ast ~ - -  Bt,  
�9 ' .B 

B~ -'~ x21 - -  c~, - -  x.~2 - -  a31 A 2 

.Bei der Transformation (1) geht also nicht nut die Fl&he in sigh 
iiber, sondern auch alas auf  ihr gezeichnete canonische Quersch,~iOaystem, 
indem die ein~elnen Querschni~ desselben nut  utater sich V ertauscht m~d 
theilweise im ~icMungssinn getindert werden. 

Eine ~weite Transformation unserer Fl~iche in sich k o m m t ~ u  
Stande, wenn man z einer linearen Substitut-ion unterwifft~ ~e]~lm 

*) Dass Accente  bier in anderer  Bedeu tung  benutzt  werden ,  ats. in~g'l, wird 
nich~ zu Verwechs lungen hntass  geben. 
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a mit 6, emi t  ~ vertauseht, was bekanutlich m681ieh let. In hemolpmer 
Form kaun due solehe durch folgeude 4 Oleiehungen darsmtellt 
werden, yon denen je zwei die beiden andern zur Polge ludm:  

(s) 

(cb) (,' a) - -  (oc) (,b), 
(~X) (z'b) - -  (xb)(~a), 
(az) (de) -ffi Ca*) (~z), 
(c6) ( , ' ~ ) -  (~:b) (,c). 

Setzen wit noch zur AbklL-zung: 

~/Cac) (be) 

so t]nden wit:  

u ' - E  V'  --- 

do,oh y 
gekehrt, wiUmmd ~ e n  y und n' dienelbo Gloidmng l~a~a~t, me 
zwi~hen g/uml m; d. b. es /~ in d~  TA~t d ~  d6s 8 o ~  (8) 

mw.b claw a/asbra/se, he ~eb//de (y, m). Abe" dime ~ Be- 
ziehun S ]man,. wenn (8) gegeben ist, noch au~ 4 v ~ e u e  Arteum 
hergestellt wawien; dimelben unterscheiden eie.h dutch die Amm~dd 
des in der Definition yon r (6) der 4. Wurgel beimde{~mdeu Wm~;km. 
Sie gehen ~u~ einander hervor, wenn man irgend r v(m ihmm mit 
der Substitution (1) oombinirt; es gentlgt daher, sine von ~ sm 
betmchten und demgemtm yon bier ~b uuter e eiaea ~ m b m  
Werth der 4. Wur~]  zu vemtehen. 

Dis Detmmina te  die~r 8ubetitution ist e n t g ~  gleiob dan 
DoppelverhlUtnim yon a und b gegen c uud x: 

(4) ~ - - -  (a2) (bc) 

Um su N ~ m ,  dram unmre Flliche bei dieeer 8ubdibstion in sith abe .  
Keflit, ~dbren W~r eine IJMnction p' ein, welehe yon d ebenso abhlag~ 
wie y yon m: 

(6) s' -~/~I~)'  {~b}' (,' ~)' ( ,~).  
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Wollen wir nun weiter untersuchen, wie sich bei uuserer TrAns- 
fvrmation d u  Querschnitteystem indert, so hsben wit vor tUem •u 
~tea, dass die Uebergasgsliniett t, aserer Figm, m mit dam alge- 
k a i t d ~  Gebilde als sokltem (mit der , , ~  l ~ ~ ' s t k m  F/de, he") 

Jm Ore. haben und folglich keineewegt in rich t lbergef~rt  zu 
werden brauehen. Vielmehr wird der Punkt o in einea andern o' tiber- 
8ehen und damit werden such die Uebergangalinien aieh itndern*). 
Um won den damit verbundenen Modiflcationen ein klarm Bfld su 
bekommen, zeichnen, wit beide Systeme yon Uebergang#linien (die 
mliu ausgezogen, die neuen punktirt) in eine und dimelbe ~gur (den 
Pmakt o' denken wir dabei ins unendliehe verlegt). Die beiden Sy~teme 

dIS mG~ 
I V ' - - l I  ,~4" r - - I  

HI' - -  III ~ ' I f ' . .  1T 

zerltgen zusammengenommen die m.Ebene in 4 Gebiete, die duroh 
r6mbche Ziffern bezeiclmet mind; dieselben werden bei der Substitution 
(8) in der Weise vertauscht t wie es in der Figur angegeben ixt. Dieee 
Oebiekeintheilung flbertrigt sich nun auch auf jedes Blatt unserer 
lqlehe; dabei ist &bet zu beachten, dan die Gebiek in dev tvtmsfor- 

~ in anderer Weise tu . B ~  ~usammeng~assf sind, als 
/m tier ~ Z / c / t e n .  Ein Gebiet eiues Blattes kann dem entsprechen- 
den Gebiet eines beliebigen tmdern Blatte8 noch zugeordnet werden, 
da die Fl~che regulir ist; ist das geechehen, 8o bettimmen sich die 
abrigen Zuordnungen entsprechender Gebiete durch Ueberschreitung 
mkrprechender Uebergangslinien. Wit wollen etwa: 

I I ' - -  I I  

udmm; gehen wir dana yon 1 1 aus unter Ueberschreitung der Ueber- 
Ipmplinie oa nsch 3 I V t  so entspricht dora ein Weg, der yon 

*) Aueh wean mLu de-, Puukt omit einem dor Doppelpuakte der 8ulmtitu- 
t l~  (8) smmmmenisllen IL~t, k~n mma nioht erreiohen, dam d~ ~ der 
Uelmlpmplinien in aich trmasformir~ wird, m lange man an der ~ ]/~.:i fe~- 
ffmltCt4n Aufeimmderfolge der quer~nitte um o herum : f ~ |  ladm~ ~m~u 

dime, 8o werden die Fitpa~n g--5 viol weai~r flbemflalzJdiah. 
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1 I ' =  l I aus o'a" tibersehreitet. Dort liegt aber 
soda.ss wir: 

3 IV '  = 1 I I  

erhalten. So forffahrend gewinnen wir die Tabelle: 

(9) 

1I '  --- l I ,  

2 I ' - - -  4 I ,  

3 I '  ~-- 3 I ,  

4 I '  ~ 21, 

111' =- 3IV, 

2 I I '  ~ 2 IV, 

3 I I '  ~ 1 IV, 

4 I I '  == 4IV, 

11II' -~ 4III, 
2 I I I '  ~- 3 I I I ,  

3 I I I '  --. 2 I I I ,  

4III"  ~ l l l I , "  

l lI an 1 I an, 

1 IV" ~ 3II, 
21V' ~ 2 I I ,  

3 I V ' ~  l l I ,  

4 IV"----- 4 I I .  

Unter Wiederaufnahme einer in w 1, Glchg. (4) erkliirten Bezeiehnung 
entnehmen wir dieser Tabelle die folgende: 

(I0) 

a'bt" ~ baj , 

a'b2" ~ ba4, 
a'bn'-" ba3, 
a 'b~'~ ba~, 

b'Cl"  ,== a X 3  , 

b'c~' == ax:, 

b'cs" ~ axl , 

b" c 4" ---" a x 4 , 

V X l ---~ ggCa ~ 
? ? 

C X 2 ~ X C 3 
F �9 

C X 3 ~ ;T, C2~ 
? �9 

C :r, 4 -~- X C 1 

X ' G I '  . .~  e b s ~  

~r r a21 ~ c b 2 t 

x ' a 3 "  --~. C b l .  

x" a 4' ---- c b 4 . 

Damit sind wit nun im Stande, die Aenderung des Querschnitt- 
systems bei unserer Transformation abzuleiten. Man hat z. B. nach 
w 1, (I0): 

F �9 �9 Cr I A t' ~ a24 ~ '  a c 2 + a 4 . 

Die bier reehts stehenden Wegsttlcke kommen in der Tabelle (I0) 
nicht unmittelbar vor, man kann abet etwa a'c2" durch a'x, 2' --]-x' c~', 
c'a4 durch cx~ -}-x'  ' �9 ' ' a 4 ersetzen und erh~ilt dann aus (10) 

A,' ,= bc~ + cx~ + xct + cb4. 

iF.tlgt man rechts xc2 + ex~ zu; "so kann man wieder bc 2 + cb4 zu 
b~':"X,c~ + cx a zu xls,'XCj + cx~ zuXl, z~sammenziehen und erhiilt 
~Us'iw Glchgen (11) A i' ~-~_..z ~. So gewinnt man die folgende 
Ums etzun~ d6r canonischen Quersehnitte:  

(11) A I ' - - -  B2' B1"= A2, 
As' = -B1, B2' = - -  AI .  

Auch bei unserer ~weiten Transformation geht sonach unser canonisches 
Querschni~ystem in sich iiber, abgesehen yon Vertauschungen der Quer. 
schnitte unter einander und Aenderung ihres t~icht~ngssinnes. 

w  

Die Integrale  I, Gat taug und 4bye Per!oden. 

A]le Integrale I. GaLtung unserer F l ~ h e  lassell sich linear u n d  
homogen durch zwei geeignete unter ihnen ausdriicken; als solche 
mSgen wir etwa die beiden. Sotgenden: w ~ l e n :  
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(~ 
y 

w, --- ~/(ax) (bx)f <ha)<,b)y'(se)' (rid,) 

Die Faetoren vor den Integralzeichen sind zuniiehst im Interesse" der 
Vereinfachung sp~terer Formeln hinzugeftigt; man erkennt abet, dass 
dadurch wt und w~ in den 4 Paaren homogener Variablen arab, bt b~, 

t werden. Die Perioden, welche ct c~, x~ x~ yon derselben Dimension 4 

diese Integrale bei DurcMaufung der Quersehnitte unseres eanonischea 
Systems annehmen, seien bezeiehnet mit: 

(3) W I 

W~ 

At A~ Bt B~ 

e l l  O l S  riot5 0 1 4  

O~ I O22 s t024 

Zur Ableitung yon Relationen zwisehen dieson Perioden benutzen 
wir die Resulfate des vorigen Paragraphen ltber die eindeukigen Trans- 
formationen in sich, welehe unsere Fliiche zul~sst. Bei der ersf~n 
Transformation haben wir: 
<4) 
Es ist aber z. B: 

f 

W I = =  - -  i W  l~ W 2 ' ' ~ $ * a ~ .  

(5) 2fdw," =fdw~;A, 
also folg~ aus den Gleichungen (4) und w 2, (2): 

+ it01a ~ o11, -- iol+ ----- o12, - -  i o l l  = cola, + iol2 ----- el4, 
- -  io~a ----- o2t, + io2+ ~ 022, + ic%t = co23, - -  i0J22 = co2,; 

Gleiehungen~ die sieh auf die vier folgenden r0duciren: 

(6) ~ = -- 4~ ~ ~-- i~ 

0~2s - - - -  i ~ 2 t  ~ 0~24 "-"  - -  ~ Ig22 �9 

D+~ ~'ste Transformation l+fert a~o ~datwnen z~ct+en den v~- 
schiedenen Perioden dessdben Integrals. 

Bei der Substitution (3), (7) des w 2 dagegen wird: 

(7) wl - "  wi 

(unter der Voraussetzung, dass tiber die Wer~he der 4. Wurzela ia 
w 2, Glehg (6) und w 3, Glehgn (1), (2) in ttbereinstimmender Weiss 

verfag  ist); also folgt aus w 2, (11): 

- -  CD24 ~ COIl ~ O23 ==: riO12 ~ {D22 ~ 0 1 5  ~ - -  ( 021  ' ~  fiO14 ~ 

- -  co+4 ~ -  o2t  , tots  --" ~ 2 2 t  t~t2 ~ t~ - - ' t ~  ~ t~ 
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Gleichungen die sich mit R~icksich~ auf (6) auf die beiden folgenden 
redueiren : 
(8)  co u ~ - -  i ~ ,  ~ ~ - -  i o ~ t .  

Die zweite Transformation liefert also Belationen ~wischer~ den l)erioden 
verscMedener integr ale. 

Die Tabelle der Perioden wird demnach: 

(9) W i 

~2 

A~ 

IDII 

i~ 

A~ 

IDI2 

~011 

Bt 

~0|2 - -  6011 

dabei ist bemerkenswer~, dass die bekannto Bilinoarrela~ion zwischen 
den Perioden durch die angegebonen WerLhe dersolben yon selbst 
efftfllt wird. 

start der bisher benutzten _Perioden fiihren wi t  nun neue ein, bei 
welchen die am 8chlusse des w 2 hervorgehobene einfache Eigenschaft 
nicht mehr gilt, welche abet da/iir im folgenden eiafachere ~ormeln 
geben ; wit  setzen ngmlich *) : 

A l  - -  2 t l  ~ a j 3 ,  B 1 - -  - -  A 1 - -  t ~  2 ~ x ~ a ,  

(10) A~ ~ B~ = x~ - -  a~,  B~ ~ -- A~ - -  B~ ~ x ~ .  

Fiir diese wird das Periodenschema: 

Wl 

W2 

oder wenn**): 

gesetzt wird: 

(il) 

AI A2 

--i~j, 

C012 

B~ 

icon2 
(011 

coi~ -- icot2 

io~t" ! --co12 

W! 

W2 

A1 

- -  7 2  

i71 + 7~ 

A2 

- -  ~1 + i72  

B1 

7i 

- -  7 1  

B2 

*) Die Transformation (10) erffillt in dor That die Bedingungen, welcho 
erforderlich sind, darait ~ At', Bj, B2 ebenfalls ein ,,~anonisches" Querschnitb 
system bilden. 

**) An Integrale II. G. ist bei der Bezeichnung ~ nat~irlich nich~ zu denkon; 
ee handelt sich datum, Anschluss'an eine in tier Theorie der" Differentialgbi. 
chungen 2. O. gebrauchto Bezeichnung zu gewinnen. 
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Die 8 Perioden yon w~ und w~ set~en rich also aus nut zwei 
GrSssen mit Hilfe com~lexer ganzer Zahlen als Coeffwienten linear 
$t~sftmmen. 

~4.  
Reduction auf die Normalform hyperelli~t~cher Gebilde. 

Um unser Gebilde yore Geschlechte 2 auf die Normalform (~, f f ~ )  
zu reduciren, haben wit das Verh~iltniss zweier Differentiale I. G. als 
neue Variable einzuftihren. Indem wir uns homogener Schreibweise 
bedienen, mSgen wir etwa setzen: 

;t~ ~ y~, 
(1) 

~: = .  (~a) (~b) (zc) ~. 

Um aus diesen Gleicbungen umgekehrt ~ ,  ~ ,  y durch ~ ,  ~1= aus- 
zadrttcken, ftihren wir einen Proportionalitiitsfactor a ein und erhalten 
zun~ichst: 

und daraus weiter: 

(a) (cx)  ( za )  = a [ ( a x )  ~2 2 - -  (ac)  ~1~], 

Irgend zwei dieser Formeln geben ~1, ~2; um y zu erhalten, definiren 
\ 

wir die bingre Form 6. Grades'A durch: 

(4) 
und erhalten: 

(5) Y ~ -  (c~) ' 

h ~ ~,A2[(ax) ~2 2 - -  (ac) ~t12] [(bx) it~ 2 - - ( b c )  itl~ ] 

(6) (za) (~b) (~c)' = (cx) 

sowie umgekehr~: 

(7) V~ = (cx). (~)3 (~b)3 (~c)' ~. 

Dutch die Formeln (1) und (7) sind hi, it~, ~/-A rational dutch 
~j, ~ ,  y ausgedriickt; dutch (2) und (5) umgekehrt r : ~2 und y :?~a 
dutch ~1 : h~ u n d / / A  : ~2 a *); es ist also dadureh die vierbliit~rige Rio- 
mann'sche Fliiche des {} 1 umkehrbar eindeutig auf eine zweiblgt~i~' 
mit 6 Verzweigungspunk~en bezogen. 

*) Es scheint nich~ m6glich zu sein, auch die Formen des einen Gebfldes 
ohne Benu~zung eines Proportionalitl~sfactors wie hier dae a umkebrbar eindeutig 
durch die des andern auszudrficken. 
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Um auf Grund dieser Formeln die Integrale des w 3 in die neue 
Flgche zu tibertragen, bilden wit noch: 

~__c~ __ ~ (.(d~ x) (d~ x) 
d log z, ~ ~c) . (~oc)) 

1. (~x) (zdz) 
(~c)(zx) ' 

oder mit Rficksicht auf (2): 

damit erhalten wir: 

w, - -  2f / (ac)  (be) f ~,(~d~) , 

(9) 
w, = 2t/(a.)  (b if 

Was die beiden Transformationen in sich betrifft, welch~ unsere 
neue Fliiche gemliss ~ 2 ebenfalls zulassen muss, so ]autet die erste 
derselben: 

a(  = al, ~t2" = - ~2, 1/R == ip"~, ( lO)  

die zweite: 

VA-V= F(ac)a (bc) a (ax) 3 (bx) a- ~/A. 

Wir miissen noch zusehen~ wie sich das auf unserer ursprilng- 
lichen Fl~iche eingetragene Querschnittsystem auf die neue zweibliittrige 
Fliiche tlbertriigt; dazu werden wir am bequemsten zu unhomogener 
Schreibweise iibergehen. Zu diesem Zwecke werde gesetzt: 

a--~--O, b - - ~ . ~ ,  c ~  1; 

dann erhalten wit start der Formeln ( 1 ) -  (8): *) 

yt  / z _ ~  
)'~-" ~--- ' ' 1 ;  $ z(# ~ 1) s 

1 

(11) 

# - -  1 = ( x - -  1) .  

( la )  

(2~)  

(3a) 

(4a) 

( 5 a )  

(6a) 

~t 
z - - x = ( x - -  1) l - a , ;  

t _ _ , t t  ; 

�9 y~ .. 
y ~ (1 - -  x) (, _ ~),= 

Y' " (1 -" ~tY~ 
- -  ~ ( ~ - -  1) '  = -  a~) ( l  - -  *')' 

*) Wit ffihren ffir die Functionen y:  ~t ~ undA :.~l- keine .neuen Zeichen 
ein, sondern behalten y und Abei. 
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Y {7 a) y K  - (1 - -  z) ( , _  ~), ; 
d~ dZ 1 (I - -  x) Cz--,~} ( ~ -  (Sa) ~ = ~ -  �9 

Aus diesen Formeln entnehmen wit zun~ehs~, dass d/e Ver~weigungs- 
punI~te beider .Fldichen sich gegenseitig ents_prechen, und zwar wie folgt: *) 

1 

o, iz ~ ~ ,  + Vx, o, 
8 

2 r z ~ ~ 1 ,  O, 
$ 

vo, iz'~, + l ,  O, 
1 ,  O ~ 0 o  , o o  ~ 

x, O, O, O. 

Um uns bestimmter ausdriicken und bestimmte Figuren zeiohnen 
zu kSnnen, nehmen wir 

x positiv, reell, < 1 
an. (Den allgemeinen Fall kSnnen wir dutch s~e~ige Aenderung yon 
x auf diesen zuritekftihren.) Alsdann nehmen die Quersehni~te des w 3 
folgende Gestalt an: **) 

B, .g 

t ~ ~.~ 

Fig. 7. 

........ ~ ..... 
. . . . . . . .  ~, .... ,,..~:'. . . . . . . . . . . . . . . . . .  " " . . .  

�9 " " ~  
,~< f a i.,";" .'5 

~. ~ 
~ . ~ t . . ~ .  . I 

~ g .  8. 

�9 ) Die bei z ~ 0 und bei ~ = oo  fibereinanderliegenden Verzweigungkpunk~e 
sind durch die Anfangsglieder der zugeh~rigen Reihenentwicklungen yon y nach 
Potenzen yon z unterschieden; V ~ bedeutet einen bestimmten aber willkfirlichen 
Werth der 4. Wurzel, ~ das Quadrat desselben. Wird in dem nachher unter- 

suchten speciellen Fall ~/x positiv reell genommen, so verbinden der erste untl 
der drive Verzweigungspun]~ das erste und drittes der zweite und tier" vierte. 
das zweite und vierte Blatt. 

�9 *) Der Deutlichkeit wegen ist jedes Paar Querschnitte in einer, bestJ-fide~en 
Figur gezeichnet; Linien des ersten Blat~s sind ausgezogen ~ :des 2..m~ St~ichen, 
des 3. mit Strichen und Punkten, des 4. mit Pun l~n  bezeichnek 
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In der Ebeno ~t k~nnen wir ein System yon Uebergangslinien an- 
nehmen wie folgt: *) 

]rig. 9. 

alas schraf~r~e Gebiet des ersten Blattes der Fl~che (~., V'A--) entspricht 
dann derjenigen Halbebene des ersten Blattes der Fl~iche (z, y), in 
welcher # einon positiv imaginRren Bestandtheil hat. 

Veffolgen wir etwa~ wie sich z. B. B I in diese Fig. 9 ~ibertr~-gt. 
Dabei haben wir nut zu beachten, dass in c und x die Winkel auf 
der ;t-FltLche nut halb so gross sind als auf der z-Fl~icho, wiihrend 
sonst iiberall (auch in a und b) die Abbildung conform ist. Zieht 
man also den Querschnitt ~i in Fig. 7 bis dieht an die geraden Ver- 
bindungslinien der Verzweigungspunkte zusammen~ so entspricht ihm 
folgende Linie auf der ~t-Fl~iche: **) 

I 
) 

Fig. 10. 

die mit der folgenden ~iquivalent ist: 

/ 

~Fi R. 11, 

i 'B "' ~P 

*) Die Verzweigungspunk~e in Fig. 9 sind mi~ denselben Buobstaben bo- 
zeichnot, wie die entaprechonden in-Fig. 8~ entsprechen zwei Punkte yon (9) 
demselben yon (8), so sind sic dutch Accente untersc~eden. 

*') In Figs. 10--12 ist der Bequoml/chkeiC halber c: im Endlichen ge- 
zeichnet. 
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Filhrt man dasselbe mit den ttbrigen Quersclmitten aus, so erh/ilt man 
folgende Figur: 

? 

Fig. lZ. 

Damit ist das w 3, Glchgen. 10 defmirte Querschnittsystem auf die 
~ l ~ t t r i g e  ~7~che i~ertragen. 

Wir fragen noch, wie b~ dieser Zerschneidut~g der zvRiche die Zer. 
legungen van A in zwei cubische Facf~ren ~p, ~, wie sie in den gerad~m 
Sigma-, be~w. Thetafunctionen auftreten, sich den transcenden~ Gha. 
rakteristiken dieser Functionen ~gordnen. Auf Orund der yon Hrn. 
K1 ei n*) gegebenen Regel finden wir insbesondere: 
den Zer~egungen: 

V = (be) ~,~z2 - -  (bx) ~s;  ~ ~. (be) Zt 3 - -  (bx) ~t ~ 
entstrrechen be~w. die Charal~ristiken: 

O0 I l l  
0 0 ;  O 0  " 

w  

Thetanullwerthe und automorphe Primformen. 

Nunmehr sind alle Vorbereitungen getroffen~ um zu der in Aus- 
sicht genommenen Darstellung der Primformen dutch Thetanullwerthe 
fibergehen zu kSnnen. Wir kn~ipfen dabei an an die Formel des Hrn. 
Thomae:**)  

1 

und haben nur die aus unseren En~wicklungen sich ergebenden Werthe 
der auftretenden GrSssen in dieselbe einzusetzen. Dazu miissen w:~r 
uns vor allem die Periodendeterminauten und Thetanullwerthe vet. 
schaFen~ wir schreiben die w 3~ 11 gegebene Tabelle, die si'ch auf  

*) Dieser Ann. Bd. 85, p. 858. 
**) Journal f. d. r. u. a. Ma~h. Bd. 71, p. 216. 

Math6mati,ohe Annalen. XI~II. 
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Durchlaufung yon Periodenwegen bezieht, um in die folgende auf 
Ueberschreitung yon Querschnitten beziigliche: 

W 1 

W2 

A 1 

91 --  i ~  

- - i ~  

B I 

. - -  irlt - - ~ q ~  

B 2 

~ .... i ~ 
- - i ~  

Aus dieser entnehmen wir die folgenden Werthe der Periodendeter- 
minanten : 

p 1 2 ~ 2 i ~ 1 2 ,  p l . ~ - - i ~ l  2, p14------~12--2i~1~2~ 
(2) pa4~i~12.~.2i~1~2__2i~22, p42~__i~12 p23~__~?12~t_2i~l~2 ' 

und der Thetamoduln: 
i " i 

indem 
(4) ~ - -  ~ : ~ 
gesetz~ ist. E s  ist aber zu beachten, dass in Glchg. (1) unter pz~ die 
Periodendeterminante der 2~ormalintegrale 

f z,(zd ) f ' rn 
verstanden ist, welche sieh yon unsern Integralen w~, w~ dureh die 
in w 4~ Glehgn. (9) angegebenen Factoren unterscheiden; in Folge 
dessert ist in (1) fiir p~ das Product des unter (2) ~ngegebenen 
Werthes in: 

1 (5) u [(ac) (bc) (ax) (bx)] 4 

zu setzen. Setzt man dann noch zur Abkiirzung: 

e~( '+-~) ~ p ,  (6) 
so gehen aus (1)~ je nachdem man die eine oder die andere der beiden 
am Schlusse des vorigen Paragraphen hervorgehobenen Zerlegungen 
anwendet, die beiden Formeln hervor: 

1 1, --~. Qo "4"~ 

' '  +2+2.  (8) (ac)" ( b x ) ' ~ 4 ~ / / i ~ - '  , , ( - -1)  p 
- - Q O  ~ 0 0  

Dtese beiden Formeln 9eben in der That die gesuchten analytischen 
Ausdriicke der beiden in diesem .Fall existirenden ~rimformen dutch 
l~eihen, welche fiir aUe in Betracht kommenden Werthe yon ~ con- 
vergiren. 
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II. Der Fall  ~----~,  t x ~ 0 ,  v ~ 0 .  

w  

Construction und kanonische Zersohneidung der Riomann'schen Flliche. 

Nach der ausf{ihrlichen Discussion des vorigen Falles werden wir 
uns bei dem jetzigen kfirzer fassen dfirfen, um so mehr, als ver- 
schiedene Verhi~ltnisse sich bei demselben einfacher gestalten. Das 
Integral, dessen Perioden wir zu betrachten haben~ is~: 

f (za~) 
(t) r 

Die zugehbrige Riemann'sche Fliiche ist deilnirt durch die Irrationalit~t: 

ihre drei Bliitter hiingen in den vier Verzwoigungspunkten a, b~ e, x 
cykliseh zusammen. Wir unterscheiden die drei Bliitter dadurch, dass 
wir festsetzen: wenn Yk tier Werth yon y ist, wdcher in dem iiber 
einer bestimmten Stelle Zo der z -Ebene befindlichen P u n l ~  des k t~" ~lattes 
stattfindet, sell" 

(3) Y2 = ~YJ, Y3 " ~  ~ y j  

sein. (Unter ~ sell in diesem Abschnitt stets die b estimmte dritte 
Einheitswurzel: 

2~tr 
$ 

(4) ~ = e 

verstanden werden). Alsdann fiihrt Umforeisung yon a oder x m posi,- 
tivem Sinne aus dem ersten in's zweite, aus diesem in's dritte .Blatt; 
dage.qen ebensolche Umkrdsung yon b oder c aus dem 1. in's 3., aus 
diesem in's 2. Blatt. Unter diesen Umstiinden werflen wit die ein- 
faohste Uebersieh~ fiber die Gestalt der Fl~iche erhalten, wean wir a 
mit b, e mit x dutch Uebergangsliniea verbinden; der Zusammeahang 
der Biiitter liings derselben finder flann so otatt, wie in der naeh- 
folgenden Figur angegeben: 

i 

J 

i 

x; 
$ I 2  

Um diese Fliiche in eifie Ebene auszubreitfin, trennen wir di~ Bltitter 
liings der Uebergangslinie- yon einander, schneidea jedes lllngs einer 

�9 �9 . . ~  " e  

yon b nach x ftihrenden (in Fig. 13 punktirten) Linie aUft:.def6rm~ren 
14' 
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sie in geeigneter Weise und legen sie schliesslich l~ings a b wieder so 
ane~nander, wie sie dort urspr(inglich zusammenhingen, sodass folgende 
Figur entsteht: 

~c ~r 

~'lg. 14. 

Die Seiten in dieser Figur sind einfach numerirt; zusammengehSrige 
Seiten sind mit derselben Nummer bezeichnet und durch einen Accen~ 
unterschieden. Als elementaren _Periodenweg (k) bezeichnen wit dan~ 
eine Linie, welche van einem Punkt der Seite k" nach dem enfsprechenden 
_Punkt der Seite k fiihrt. Solcher elementaren Periodenwege haben wir 
in unserer Figur 6; zwischen ihnen bestehen (vgl. I ,  w 1, Glchgen (5)) 
die drei Re]ationen: 

(1) -~- (3) + ( 5 ) ~  0, (Umkreisung yon b), 
(5) (3) + r + (6) ~ o, ( ,, ,, c), 

(1) + (2) + (3) + (4) + (5) + (6) = o, ( ,, ,, x), 
welche mit 2 unabh~ngigen ~quivalent sind; es bleibe~ also vier unab- 

htingige Periodenwege und das Geschlvcht der 
�9 / ' . ~ . . . " " - ' - "  �9 . _~'lZi, che ergibt sieh ~u: 

: ' ~ . - - ( - ~ ,  p - - 3 .  

in unserem Falle ein kanonizches Querschnitt- 
- ,  x~ / /  ,~ system ohne weiteres zusammengesetzt werden; 

'..',,_.,'... z .B.  in der in Fig. 14 bereit~ angegebenen 
" .... " Weise, n~imlich: Fig. 15. 

A1 ~ (1), ~ ~ - - ( 6 ) ,  
(6) A 2 ~ (3), B 2 ~ (4). 
Auf die ursprQngliche Riemann'sche Fl~iche r~ick~lbertragen sieht dasselbe 
folgendermassen (Fig. 15) aus. *) 

�9 ) I m  ersten, zweiten, dritten Bla~ verlaufende Linien s~nd bezw. ausgezogen, 
gestrichelt, punkt~rt. 
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Umgekehrt erh~ilt man aus (6) mit Riicksicht suf die Relationen 
(5) die folgenden 
kanonischen : 

(7) 

Ausdriicke der elementaren Perioden dutch die 

(1) =- A~, (2) ----- Bt--B2, 
(3) = A~, (4) - -  B2, 

(5) - - ~ - - a t - - A 2 ,  (6) = - -Bt .  

w  

Tra~sformationen dot FIKoh~ fix sioh. 
Unsere Riemann'sche Fliiche gestat~ drei yon einander unabhdngige 

cyklische Transformationen in sich. 
Die erste derselben, yon der Periode 3: 

(1) st'---" z, y' "~'- ~y 

ist unmittelbar ersichtlieh. Sic kann aufgefasst werden als eine Drehung 
der Fig. (14) um 1200 in positivem Sinne um den Punkt a ;  sodass 
also bei ihr jedes Blatt der Fl~iche als ganzes in das n~hste Blair 
iibergeflihrt wird. Dem entsprechend hat man bei ihr die folgende 
lYmset~ung der kanonischen Querschnitte: *) 

(~) 
A2"~-(3) '=(5) - - - - -A~--A2,  B2"= (4)'~--- ( 6 ) - - - - B j .  

Ebenfalls sofort ersiehtlich ist, dass unsere Flilche #we/tens such 
in sich selbst itbergeht, wenn man mit ~ die lineare Substitution vor- 
aimmt, die sich durch die Gleiehuugen ausdr[ickt: 

(3) 

(cx) (z'a) -~- (ac) (zx), 
(cx) (~'b) - -  (bx) (~c), 
(ab) (z'c) --- (ac) (zb), 
(ab) (z'x) = (bx) (za), 

und deren Determinante: 

(4) ~ - -  

ist; setzt man n~imlich: 

(5) . v ' - -  V(~'a) (~'b) ~ (~ 
sb finder man: 

(6) 

(ac) (bx) 
(ab) (cx) 

"c)" (~' x), 

y ~ - - A - l y  ', y'~-----Ay. 

*) Wegen der Bedeutung der Accente vgl. die erste Fussno~ . .~I ,  w 2. 



Dabei wird jedes einzelne Blatt der Fliiche in sich transformirt; 
di~ neue Figur der Querschnitte wird: 

,c'.) 

4" 

. * . o ~  

t,~-z?, - 
: ,,~'T.{I, ~ 

: l 
! 

, . ' " .  " ~ , . . . . . ~ - - } ~ A  t , ~ ' - . /  , 

l~lg. 16. 

:~l'sb die #ugeh~rige kanonische t)eriodentran~ormatian : 
I 

A l  ~ - -  A I  , B1"  ~ ~ 231,  

+(7) A2'='-- &, B~'------ ~2" 
Weniger in die Augen fallend ist die dritte Transformation d e r  

z~liche in sich, welche folgendermassen erhalten wird: Wir nehmen 
init ~ did lineare Substitution vor: 

(cb) (~'a) = (ac) (~b), 
(ax) (z' b) = (xb) (#a), 

(8) (a~) ( ~ ' d  = (ac) ( ~ ) ,  

(cb) (~' x) = (~b) (~c), 
deren Determinante: 

A ~- (ac) (bx) 
{ax) (b c) 

ii~." i filhren Wi~ dann wieder die Function: 

fro) u'-- V(~'a) (~'b)' (." c)' (~'x) 
di~} welche yon #'.ebenso abhiingt wie y yon z, so erhalten wit: 

( i i )  y '  ~ - -  #A.  {sa) (zb) (#c) (#x) 
Y 

trod umgekehrt: 
(~'a) (~" b) (r c) (s' x) 

0 ~ )  ~ - -  ~ ~, - -  

~- oA Yg 
(rob) (so) 

a y ' 2  

A (s 'b)(r  

Dabei ist # ein willktlrlicher aber bestimmter Werth der 3. Wurzel: 

~/(be) 
(13) # ~ r (ax) " 

Es wird also in def. Tliat bei tier Sub~itaffon (8) nicht nut die #-~'be~, 
sondern auch u~sere dreiblgttrige ~ h e  umke~rbar eindeuffg ore[ s~ch 
selbst beeogen; yon den 3 Arten, auf welche das noch mBglich ist, iat 
dutch die Verfiigung riser die dritte Wurzel in (13) eine ausgewiihlt. 
Dabei kSnnen die Uebergangslinien yon Anfang an so gezogen werden, 
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dass sie bei (4) in sich iibergehen; dann wird jedes ganze Blat~ der 
Fli~ehe wieder in ein ganzes Blatt tibergefahrt. Aber wenn man etwa 
festsetzt, dass das erste Blatt der alten ]Fliiche 
dem ersten der neuen entsprechen soll, wird das ............. "~.. ~ . 
zweite der alten dem dritten der neuen, das dritte 
der alten dem zweiten der neuen entsprechen miissen; ' . .  . 

I 
I I wie man sieht, wenn man Umkreisungen ent- B,'~, 

S sprechender Verzweigungspunkte verfolgt (vgl. . '~ i 
1, w 2). In Folge dessen wird das Querschnitt- ~ I 

e~.r 
system der Fig. 15 in das folgende neue (Fig. 17) , . ,.,:~el ' , k j  
iibergeffihrt. - _ - 

Aus dieser Figur entnimmt man mit Ritek- ris. tT. 
sicht auf die Relationen (5) des w 1, dass die zugeh6rige kanonische 
Periodentransformation folgendermassen lautet : 

A ( ~  AI, B t ' - -  B1 - -  B2, 
(14) 

A~ - ~  - -  A l  - -  A 2 ,  B2 '  - -  B y  

Zam Sehlusse dieses Paragraphen mSge noeh eine allgemeinere 
Bemerkung Platz finden: t~ ist in dem jetzt be~rndelten 2'alle nicht 
m6glich, das Querschnittsystem so zu w~hlen, dass es bei den eindeutigen 
Transformationen der Flgche in sich ebenfalls in sich iibergefiihrt wird. 

w  

Die Integrale'I. Gattung und Jhre Perioder. 

Unter den Integralen erster Gattung auf unserer Fl~iche mSgen 
wir etwa die beiden folgenden w~ihlen, welche analog wie I, w 3 
normirt sind: 

(1) w ,  = ~ �9 

(2 )  w2 = ~ ,  v' 

Die Perioden, welehe diese Integrale bei Durchlaufung der Quersehni~te 
unseres kanonischen Systems annehmen, seien bezeiehne~ mit: 

(3) W I 

~2 

AI 

17011 

f021 

-4- 2 

13022 

I]013 

I]023 

B2 

for4 

fO24 

Wir untersuchen wieder das Yerhalten dieser Funcbionen gege/i- 
tiber den linearen Transformafionen des vorigen Paragraphen. Bei 
der Substitution (1) desselben haben wir: 



2 ~ "  H .  B v a ~ D t r ,  

( 4 ) .  w ,  = 

also folgt mi~ Ritcksieht auf w 2 (2): 

IDll  ~ $<DI2 $ 

4[D12 - - -  $r  - -  +0312 

f02l ~ ~2 0322 '~ 

~2 ~ ~2 
4~22 - -  0)21 0322 

0323 - -  03~3 + 0)24 ~' 

i~24 ' ____ __  +2 0323. 

Die, erste Transformation liefert also die folgenden l~elationen je 
zwischen den Perwden eines und desselben Integrals: 

( 5 )  1012 ~ ,~2 COIl '~ COl4 ~ _ _  ,~ 0.~13; 

i~22 , ,~  + 0911 P 0121 ~ _ _  +2 4~23" 

Die tweite Transformation des w 2 liefer~: 

( 6 )  ' ' 

also keine ~elationen ~wischen den Perioden. 
Bei der dritten Transformation endlich ist: 

( 7 )  ' " ' 

also wegen w 2 (14): 

0312 - - - - -  ~21  ~ 0"~22~ 0)22 ~ -  COIl '- 03127 

0313 ~ 0323 ~ 0324~ 0323 ~ 0313 - -  0314~ 

fOI4 ~ - -  0524 ~ 032~ ~ - -  03~4" 

~iese 

8dzen" 
( 9 ) .  

so .wird 

Transformation liefert also folgende Ausdriieke 
Integrals ff/urch die des ersten: 

0321 ~--  0~ll ~ [D28 ~ $20313. 

wit" also: 

co13 = -f- ~ ,  0311 = - -  2'~2 ~ 

die Tabe]le der Perioden: 

der Perioden des 

(10) Wl 

W2 

l 

A1 A2 Bi I B 2  

~2 7/i 

-- ~': 7/I 

Auch in diesem Fall is~ die Bilinearrelation zwischen den Perioden 
durch die angegebenen Wer~he derselben yon selbst erflfllt. 
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w  

Reduction auf die Normalfom hyperellil)tischer flebflde. 

Die Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde ist 
in diesem Falle etwas umstiindlicher als im ersten. Setzen wir wieder 

�9 a l s o  e t w a :  

(I) 

so erhalten wir zuniichst: 

d w~ : dw~ ~ 4~ : 4~, 

4~ - -  y, 

~ = (~b) (~c), 

(z4z) ~__ d log 4~ --  d log 4~ ~- ~ q(,dz) (2) ~ ,  -g (,a) (zb) (zc) (zz) 

Die rechts im Zi~hler stehende Form: 

(3) q -  - (~b) (#c) (#~) + (e~) (#a) (.b) 

ist nicht selbst rational durch/t~'/t 2 ausdr{tekbar, wohl abet ihr Quadrat; 
mi~ Riicksicht auf die Relationen: 

(ab) "z (r,c) 2 - -  (be) 2 (za) 2 - -  (ac) 2 (~b) 2 -[- 2(ab) (ac) (zb) (zc), 

(~ ) '  (.a) ~ - -  (ax)' (.c)' + (ae)~ ( ~ ) ~ -  ~ ( ~ )  (.x) (.c) (.x), 
sowie: 

(ab) (zx)  - -  (ax) (zb) = (xb) (#a) 
folg~ n~mlieh: 

(4) q~ = (bc)~ (~a)' (zx)~ + (az)' (~b)' (~c)' 
-t- 2[(ab) (xc) + (ac) (xb)] (za) (zb) (,c) (zx). 

Definirt man also die Form 6. Grades h dutch: 

(5) ^ = (bc)~4, ~ + 2 ( a b ) ( x ~ ) +  (ac)(xb)] 474~ + (ax)~XL 

(2): 

VX 
['-~ = (.b)'~ (~c)2 q 

(,td;t) 1 (zdf,) 

Dutch (1) und (6) sind 4t, 42, l/A rational dutch zl,  z2, Y aus. 
gedriickt. Um die Umkehrung dieser Formeln zu erzielen, leiten wir 
aus ihnen andere ab, welche sowohl in ~1, #2, als in )q, 42 homoge~ 
sind, zuniichst: 
(8) (~b) (zc) 4,3 = (~a) ( ~ )  4~s; 

(9) (zb) (#c)//A ~ 42s [-- (ab) (zc) (zx) -1-. (cx) (~a) (z:b)]: 

so erh~lt man: 

und dafnit aus 

(7) 
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A'us diesen kiSnnen wir auf verschiedene Weisen weitere Relationen 
erhalten, yon welchen sich ein ia den z linearer Factor abspalten liisst, 
z .B.  durch Multiplication yon (8) mit (be) und Subtraction yon (9) 
die folgende: 

(zb) (zc) [(be) ;t, s - -  p/A] - -  ).2 ~. (zb) [2(ac) (zx) - -  (ax) (zc)] 

oder nach Division mit (zb): 

(I0) (zx) = (bc) l , s  + (aX) ~,~ _ VA 
(z c) s (a c) l,s 

Ganz ebenso wird erhalten: 

(~a) (be) ~s + (ax) ;tt 8 + / , ~  (ZZ) ~ = 
(# b) s (b x) ~,' 

und endlich erhElt man aus (1) direct: 

y ;tt 
(12) (zb) (zc) ~ ~ "  

Dutch (11) und (12) sind auch umgekehrt die Funetionen der alten 
Fld'che rational dutch die der neuen ausgedriickt*). 

Wir fiigen noch die Formeln fiir die Transformation der Integrale 
bei, welehe sich unmittelbar aus (7) ergeben: 

(13) 

---- - -  3 f / ~ i '  ~,Cza x/ wl 
J / / X  ' 

w~ ,-j //~ , 

sowie die Formeln fiir die in {} 2 untersuchten Transformationen der 
�9 ~'7iiche in sick, ausgedrtickt in X,, ).2, Y~; niimlich: 

ftir die erste: 

(z4) 
fiir die ~weite: 

05) ;~(.= _ A).,, ) . / =  - z~a~, V x - - - -  z~3Vx; 

fur die dritte, unter ~ einen Proportionalitiitsfactor verstanden: 

(16) ~, '= ~V(~) ~ ~, ~;--- ~f(b~)~ x,, 

*) Wegen der Foemen vgL-man die erste Fussnote zu I, w 4. 
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Endlich m~issen wir noch das auf unserer ursprtinglichen Fliiche 
gezogene Querschnittsystem auf die neue Fl~tche tibertragen. Wir 
schreiben (vgl. I, {} 4) unsere Formeln unhomogen wie folgt: 

y z(z- i) (~-x) V ~(a- x) 
(I a) g = ~- 1 = -- V i = -- z - I ; 

(Sa) A = ;t6 + 2 ( 2 -  x) ,~3 + x2; 

(611) V~___ - (Z - - 1 )  (S - -  X) - -  ( 1 - -  X) (Z __ I ) __ =-- ~--2~-{-X$__i ; 

~,.)"~a" z - x __-- zs _ = _ 

~ 1  ~ 2  * 

(11 a) z ----- - -  2 

Aus diesen Formeln entnehmen wir zuniichst, dass den Verzweigungs- 
punkten der ersten Fliiche die folgenden Punkte der zweiten ent- 
sprechen: 

= O, z = O, ~/~ . -  x ,  

oo, oo, oo wie - -  ,;t~ 
(17) 

1, oo, oo wie .~. ~s, 

X, O, - -  X. 

Die Verzweigungspunkte 

(18) 

der neuen 

~0 ~ 

~2 ~ 

FHiche liegen bei: 

2 

(i + 

(1 - - / / ' i - - - - -~ 
2 

(1 + p / F ~ )  ~, 
2 

2 

~t, ~2 (1 -{- l,/i"-----~-) s 
2 

Ihnen entsprechen auf der alten FHiche: 

(19) ~ l - l t - y i - - x  und z ~ l - - V i - - x .  



2'1~2 H .  B a R X U S X D T .  

Damit kSnnen wir nun die Querschnitte yon Figur 15 her Uber- 
tragen. Wir nehmen wieder: 

•ffi0, b ~ or, c ~ 1, dagegen x diesmal reell ~ 1 ,  

sodass wir zun~ichst folgende Figur erhalten, 

, ...~'~'~ - - 

Fig. 18. 

Ihr entspricht in der neuen FIKche 

~ , ,  ~ ' ~  

�9 

Fig. 19. 

oder wenn wir die Querschnitte in geeigneter Weise zusammenziehen: 

Fig. ZO. 

Aus d~eser Figur entnehmen wir insbesondere, dass der Charakteristik: 

0 0 Iool 
die ibigende Zerlegung. yon A in zwei cubische Factoren entspricht: 

r ~ ,~s _f_ (1 - r  
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oder homogen gesehrieben: 

1 
(p = =  (be) 213 -~- (bci 

1 
#, --(bc) ~. s + (be) 

[1/(ab) (xc) + t/(ac)(xb)] s 2~ s, 

(1) 

w  

Thetannllworthe and automorpho Primformen. 

Wir knfipfen wieder an (vgl. I,  w 5) an die Formel:  

1 

indem wir die aus unseren Entwicklungen fo]genden Werthe der vor- 
kommenden Gr~ssen in dieselbe einsetzen. Wit  sefzen zungchst die 
Tabelle w 3 (10) um in die folgende, die sich auf Ueberschrfitun9 yon 
Querschnitten bezieht: 

(s) 
A I 

wl ~j 

w2 __ ~2 ~t  

-z~ 2 

~7] t 

~2 6 2 ~  

~2 ~ 7] 2 

and entnehmen ihr die nachstehenden Wertho der Periodendetermi- 
nanten : 

(3) 
P12 = ( ~ - - 1 )  ,~,~, 

und der Thetamoduln: 

PJ4 = 2 6~h %,  

(4) 
(i +) 

In (]) ist jedoch wegen w 4, Glchgen. (1.3) ftlr Pl2 das Product  au~s 
dem unter (3) angegebenen Werthe in.: 

1 1 
• (ax)--~ (bc)-~ (5) 9 

zu setzen. Schreibt man nooh: 
2 r t i  

+o fib e s (~- ~ ) 
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so erhglt man schliesslich: 
1 1 

(6) Cax) (b c) 

Auch in diesem Falle ist also die eine hier existirende ~rimform aus- 
gedriickt durch eine t~eihe, welche fiir aUe in ttetracht kommenden 
Werthe yon ~ convergirt. 

G S t t i n g e n ,  August 1892. 

[In den beiden untersuehten Fiillen haben sich fiir die Primformen 
Reihen de~ Form 2J2~pa~"%bml'n2~ "~ ergeben. Hrn. H. Weber  ver- 
danke ich die Bemerkung, dass bereits D i r i c h l e t  auf solche Reihen 
aufmerksam geworden ist, vgl. Bd. I seiner ges. Werke p. 467 if. 
Neuerdings spielen sie eine grosse Rolle in der Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen; vgl. z.B.p. 318 des inzwischen erschienen~n ]I. Bandes 
des Werkes yon K l e i n  und F r i c k e  tiber dieselben. In der That gehen 
die betrachteten Integtale durch Transformationen hSherer Ordnung 
in elliptische ]ntegrale fiber. Dec. 1892]. 


