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18.

Einige geometrische Betrachtungen.
(Von Herrn Steiner.)

Die in den nachstehenden Paragraphen angefangenen Betrachtungen enthalten
die Grundlage der geometrischen Untersuchung iiber das Schneiden der
Kreise. Es lassen sich daraus die AuflSsungen fast aller Aufgaben iiber das
Schneiden und Beriihren der Kreise entwickeln, und zwar in den meisten Fillen
sehr einfach, auch wird durch sie oft zwischen mehreren Aufgaben, welche auf
den ersten Anblick keine Gemeinschaft zu haben scheinen, ein gewisser Zusam-
menhang sichtbar. Zwei andere, eben so erfolgreiche Gégenstiinde, besonders in
Bezug auf die Curven und Flichen zweiten Grades, und in Bezug auf die sogenann-
ten Porismen, und die meisten Sitze, welche man gewijhnlich durch die Theorie
der Transversalen zu beweisen pflegt, sind die harmonische Proportlon und
die pe rspectlvlsche Pro]ectlon.

~ Vor etwa drei Jahren sah sich der Verfasser dieser Abhandlung, zufalhger
Weise, zur Beschiiftigung mit der Aufgabe: 1) einen Kreis zu beschreiben, wel-
cher drei andere, gegebene Kreise beriihrt; 2) mit der Malfattischen Aufgabe
(14); so wie 3) mit dem XV. Theorem im IV. Buch der Collect. mathem. von
Pappus; und 4) mit verschiedenen Porismen und der rein geometrischen Be-
trachtung der Curven und Flichen zweiten Grades, angeregt. Den Pappischen
Satz kannte er nur ohne Beweis; eben so die Malfattische Aufgabe; von der er-
sten (1) jedoch die Vieta'sche geometrische Lisung.

Der Verfasser pflegt in der Regel nicht eher iiber eine Aufgabe oder iiber
einen Gegenstand weiter nachzulesen, bevor er nicht selbst eine Auflésung oder
Sitze dariiber gefunden hat, um alsdann seine Resultate mit den schon vor-
handenen zu vergleichen. :

Dieses fand auch bei den eben genannten Gegenstanden Statt; das Bestreben
des Verfassers war, z. B. be1 den Auflésungen der verschiedenen Aufgaben iiber
Beriihrung der Kreise, den ihnen zum Grunde liegenden gemeinschaftlichen Zus
sammenhang zu finden.

Den Satz (2), »dals der Ort der gleichen Tangenten zweier gegebenen Kreise
eine grade Linie sei,” hatte der Verfasser schon bei eier friithern geometrischen
Untersuchung gefunden. Die Bedeutung der Aehnhchk eitspuncte (7) und
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- der gemeinschaftlichen Potenz (11) zweier Kreise, wovon schon bei Pappus
und Vieta sich Spuren finden, lernte er durch ihre, von ihm gefundene vielseitige
Anwendbarkeit erkennen. Mittelst der Anwendung dieser drei Sitze offenbarte
sich ihm nun der gesuchte Zusammenhang der verschiedenen Aufgaben iiber
Beruhrung der Kreise, welche er sich vorgelegt hatte, nebst einer Menge damit
in Verbindung stehender Sitze.

Als nun der Verfasser seinen Gegenstand einigermalsen ersdwpft zu haben
glaubte, sah er sich auch nach Demjenigen um, was Andere gethan. Er sah, dals
die Franzosen nicht nur einen grolsen Theil der vonihm geliseten Sitze und Auf-
gaben schon besitzen, sondern auch bei den Beweisen und Auflésungen sich fast
allenthalben derselben Mittel bedient haben, wie er. In Hinsicht der Anwendung
der harmonishen Proportion und der perspectivischen Projection auf eine grofse
Menge geometrischer Gegenstinde (besonders auf die Curven und Flichen zwei-
ten Grades, die Porismen u. s. w.) fand er besonders bei Poncelet ( Zraité des
proprietés projectives des ﬁgures " sowohl viele seiner Sitze, als auch denselben
Gang der Betrachtung,

Fiir die Versicherung, dafs der Verfasser Dasjenige, was die Franzosen in
dieser Hinsicht gethan, vorher nicht gekannt habe, hofft er, werden nicht allein
diejenigen seiner Bekannten, welche, bei tiglichem Umgange mit ihm, die Ent-
stehung und Entwickelung seiner Arbeiten beobachteten, sondern dem Sach-
kenner wird auch schon die umfassendere, allgemeinere Entwicklungsweise in
den Untersuchungen, aus welcher nicht nur alle jene Betrachtungen, sondern
~ auch eine grofse Menge neuer Resuliate von selbst hervorgehen, ein Zeugnils
_ablegen. So hat er z. B. die Untersuchungen iiber Kreise und Kugeln auf die
Weise verallgemeinert, dals die Winkel, unter welchen dieselben sich schnei-
den, betrachtet werden, so dafs die Beriihrung nur als ein spezieller Fall des
Schneidens anzusehen ist, nemlich der, wo der Schneidungswinkel = 0 oder
=180°ist. Und zwar l3set er durchHiilfe der in den nachstehenden Paragraphen
(L 1L IIL) entwickelten Lehrsitze nicht allein alle die verschiedenen (Apolloni-

schen) Aufgaben iiber Beriihrung der Kreise und der graden Linien etc., sondern
noch weit mehr Aufgaben iiber das Schneiden der Kreise; wie z. B. folgende:

,Einen Kreis zu beschreiben, welcher drei der Grifse und Lage nach ge-
gebene Kreise K, K , K, respective unter den gegebenen Winkeln o, a,, o,
schueidet.” T

'~’) Man seixe S. 96. des L. Hefts dieses Journals, .
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»Einen Kreis zu beschreiben, welcher vier, der Grofse und Lage nach gege-
bene Kreise unter einerlei ‘Vinkel schneidet.” U. s. w.

Und zwar werden alle diese Aufgaben ebensowohl bei Kreisen, die in einer-
lei Ebene, als bei Kreisen, die in einerlei Kugelfliche liegen, gelset. Ferner
werden analoge Aufgaben bei Kugeln im Raume geloset, als z. B.: :

»Eine Kugel zu beschreiben, welche vier, der Grifse und Lage nach gegebene
Kugeln K, K, K,, K, respective unter den gegebenen Winkeln a,, o, a,, o
schneidet.” '

»Eine Kugel zu beschreiben, welche fiinf der Gréfse und Lage nach gegebene
Kugeln unter einerlei Winkel schneidet.” U. s. w.

Nach dem friihern Plane des Verfassers sollten seine geometrischen Unter-
suchungen ein zusammenh#ngendes VWerk ausmachen; allein bei der Ausarbeitung
fand sich, dals es zu ausgedehnt werden wiirde; andererseits war es ihm bis jetzt
noch nicht méglich, seinen Untersuchungen ein bestimmtes Ziel zu setzen, weil
sich dieselben noch tiglich erweitern und auf neue Gegenstinde anwenden lassen,
so dals bestimmte Schranken der freien Entwickelung des Gegenstandes nur nach-
theilig sein wiirden. Der Verfasser wird daher erst einen Theil davon, welcher

»Das Schneiden (mit Einschluls der Beriihrung) der Kreise in der Ebene,
das Scheiden der Kugeln im Raume, und das Schneiden der Kreise auf der

Kugelfliche "
enthalten soll, welche Untersuchungen schon vor zwei Jahren beendet waren, und
deren Ausarbeltung zum Drucke gegenwiirtig beinahe vollendet ist, in einem Bande
von etwa 25 bis 30 Bogen, herausgeben, und wenn dieser erste Theil einige Theil-
nahme findet, die iibrigen Untersuchungen nachfolgen lassen.

§. L. Von der Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen.

1.

‘Wenn die geraden Linien Mm und P G (Fig. 8.) aufeinander senkrecht
stehen: so ist fiir jeden beliebigen Punct P des Perpendikels PG Wenn man
die Puncte m, M als gegeben betrachtet:

MP' —mP'=MG"'— mG*,
das heilst:
»Der Unterschied der Quadrate der Abstande aller Puncte P der Senkrech-
ten PG von zwei gegebenen Puncten M, m ist eine unverinderliche Grofse,
- 21 -



164 Steiner, geometrische Betraclztunéerz.

nemlich gleich dem Unterschiede der Quadrate der Abstinde MG, mG der
* Scukrechten P G von den gegebenen Puncten M, m.”  Hicraus folgt:

»Dals der geometrische Ort cines Puncts P, fiir welchen der Unterschied
der Quadrate sciner Abstinde von zwei gegebenen Puncten M, m gleich ist ciner
gegebenen Grifse u*, eine gerade Linic PG ist, welche auf derjenigen (Mm),
die die gegebenen Puncte verbindet, senkrecht steht.”

Bezeichnet man den Absmnd der gegebenen Puncte Mm von einander
durch a: so ist

MG+ mG =a und MG* — mG* = y*
Daraus folgt: ’

2 2 2 2
Me=2F% .l me=0—"4%
. 2a 2a

2.
In den Lehrbiichern der Geometrie findet man folgenden Satz bewiesen::

» Werden aus einem,’ in der Ebene eines Kreises M (Fig. 9.) willkiirlich
angenommenen Puncte P, gerade Linien PAB, PCD ....... gezogen, die
den Kreis schneiden: so ist das Product (Rechteck) aus den Abstinden desPuncts
von den Durchschnittspuncten der schneidenden Linien eine bestindige Gro[seJ
d. h. es ist

PAXPB=PCXPD=........ ?

Dieses Product, fiir einen besummten Punct, in Bezug auf einen gegebenen
Kreis, soll

»Potenz des Puncts in Bezug auf den Krels,

oder auch umgekehrt:

»Potenz des Kreisesin Bezug auf den Punct *)” heifsen.

., Ferner wollen wir sagen: Die Potenz eines Puncts, in Bezug auf einen
Kreis, sei dufserlich oder innerlich, je nachdem der Punct au[serha]b oder
innerhalb des Kreises liegt.

Licgt der Punct P aulserhalb des Kreises M, (F ig. 9.): so ist seine Potenz
gleich dem Quadrat der, aus ihm an den Kreis gelegten, Tangente P 7" Die
Potenz cines innerhalb des Kreises M liegenden Puicts € (Flg 10.) ist gleich
dem Quadrat der halben kleinsten Sehne QC, durch den gegebenen Punct.
Bezeichnet man den Halbmesser M 7', MC des Kreises M (Fig. 9, 10.) durch

%) Die‘Alter nannten den constanten Inhalt des zwischen der ‘Hyperbel und ihren
Asymptoten beschricbenen Parallelogramms, ,,Potenz der Hyperbel.”
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R, soist, vermige der rechtwinkligen Dreiecke M T'P, M Q €, die Potenz des
aulscrhalb des Kreises licgenden Puncts P,
PT*=PM — R*,
und die Potenz des innerhalb des Kreises licgenden Puncts Q,
QC*=R"—MQ"

Hicraus folgt, dals Puncte, welche gleich weit yom Mittelpunct eines Krei-
ses entfernt sind, in Bezug auf ihn gleiche Potenzen haben. | Fillt cin Punct in
die Peripherie eines Kreises, so ist seine Potenz = 0; und umgekehrt, jeder
Punct, dessen Polenz in Bezug auf cinen gegebenen Kreis = 0 ist, liegt in der
Peripherie des Kreises.

' 3.

Wenn M, m (Fig. 8.) die Mittclpuncte zweter Kreise M, m sind, deren
Radien durch R, r bezeichnet werden mégen, und P ist ein Punct, welcher zu
beiden Kreisen gleiche und gleichartige, d. h. in Bezug auf beide Kreise zugleich,
dufserliche oder zugleich innerliche Potenzen hat, so ist entweder (2):

a) MP*— R*=mP°'— *

by R'—MP'= r*—mP"
Aus Beidem folgt:

oder

MP®* —mP?*= R — on 1
d. h.: ,,Der Unterschied der Quadrate der Abstiinde des Puncts P ist unter der
vorausgesctzten Bedingung eine unverinderliche Gréfse (R*—r®), nemlich gleich
dem Unterschied der Quadrate der Radien der gegebenen Kreise M, m.”
Hieraus folgt nach (1):

,Dals der Ort eines Puncts P, welcher zu zwei gegebenen Kreisen M, n
gleichartige und gleiche Potenz hat, eine gerade Linic PG ist, welche auf der
Axe M m der Kreise senkrecht steht.” K

‘Wegen dieser Eigenschaft der geraden Linie P G soll dieselbe fortan:
yLinie der gleichen Potenzen der Kreise M, m” heifser.

Aus dem Obigen folgt noch als Zusitze: ‘
,Dals Erstlich die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise, und

,Zweitens die Linie, welche zwei Kreise in einem und demselben Punct
beruhrt zugleich die Linie ihrer glelchen Potenzen ist.”

Da nach (2.) die Potenz_eines aulserhalb des Kreises liegenden Puncts
gleu,h ist dem Quadrat der Tangente, aus dem Puncte an den Kreis, so folgt

ferner:

’
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»Dals der geometrische Ort eines Puncts P, aus welchem die Tangenten"
an zwei gegebene Kreise M, m einander glelch sind, eine auf der Axe Mm der
Kreise senkrecht stehende gerade Linie PG ist.”

Beschreibt man mit einer der vier Tangenten, aus dem Punct P an die bel-
den gegebenen Kreise einen Kreis P, so schneidet derselbe die beiden gegebe-
nen Kreise rechtwinklig, und es folgt ferner:

»Dals der geometrische Ort des Mittelpuncts P eines Kreises P, welcher
zwei gegebene Kreise M, m rechtwinklig schneidet, eine gerade Linie PG ist,
welche auf der Axe M'm der gegebenen Kreise senkrecht steht.”

4.

Es seien M, M, M_ (Fig. 11.) die Mittelpuncte dreier, der Grifse und Lage
nach gegebencn Klelse M, M,M,. Zu je zwei der gegebenen Kreise gehort
nach (3.) eine Linie der glelchen Potenzen. Wir wollen diese drei Linien, mit-
telst der den Kreisen zukommenden Zahlen, und zwar durch /(12), 1(13), 1(23)
bezeichnen, d. h. /(12) bezeichnet die Linie der gleichen Potenzen der beiden
gegebenen Kreise M, M,, u.s. w.

Derjenige Punct, in welchem sich z. B. die beiden Linien /(12), 1(33)
schneiden, und welchen wir durch p (123) bezeichnen wollen, hat, vermége der
ersten Linie /(12), zu den beiden Kreisen M, M,, und verm&ge der andern
- Linie /(13), zu den beiden Kreisen MM, M, gleiche Potenzen; mithin hat er zu
<allen drei gegebenen Kreisen M,,M,, M, gleiche Potenzen, und folglich geht

auch die dritte Linie /(23) durch den genannten Punct p(123). Daraus folgt
nachstehender Satz: '

,» Die drei Linien der gleichen Potenzen, welche zu drei gegebenen Kreisen,
paarweise genommen, gehiren, schneiden einander in einem und demselben
Punct p (123)." 'Wir wollen diesen Punct p (123) hinfort : :

»Punctder gleichen Potenzen der drei Kreise M,, M, M," nennen.

Liegt der Punct p (423) aufserhalb der drei gegebenen Kreise M,, M,, M,

so folgt aus (3.), dafs die aus thm an die Kreise gelegten Tangenten emander
_ gleich sind, und dafs er in diesem Fall der Mittelpunct eines Kreises ist, welcher
 die drei gegebenen Kreise rechtwinklig schneidet.

Da nach (3.) die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise zugleich die Linie
“der gleichen Potenzen derselben ist, so folgt ferner:

»Dals wenn drei beliebige Kreise MM, M, (Fig. 12.) einander schneiden,
dafs dann die drei Sehnen 4B, CD, EF, welche dieselben paarweise mit ein-
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ander gemein haben, sich in einem und demselben Puncte p(123), nemlich im
Puncte der gleichen Potenzen der drei Kreise schneiden. Und:

»dafs wenn drei beliebige Kreise einander beriihren, dafs alsdann die, in
den drei Beriihrungspuncten an die Kreise gelegten Tangenten, in einem und
demselben Punct zusammentreffen.”

Hieraus folgen ferner nachstehende Sitze: ‘

»VVerden zwei, der Grifse und Lage nach gegebeneKreise M, M, (Fxg 13.)
von irgend einem willkiirlichen Kreise )M, geschnitten, so ist der geometusche
Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Schnen EF, CD, welche der letz-
tere Kreis mit jenen beiden gemein hat, eine gerade Linie, welche auf der Axe
M, M, der gegebenen Kreise senkrecht steht.”

'Nemlich der Ort des genannten Durchschnittspuncts P ist die Linie der
gleichen Potenzen /(12) der beiden gegebenen Kreise. Man sicht leicht, wic
sich hieraus die Linie der gleichen Potenzen [(12) zweier gegebenen Kreise
M,, M, finden Lifst. Ferner:

»VVerden zwei der Lage und Grofse nach gegebene Kreise M, M, (Fig. 14.)
von irgend einem willkiirlichen Kreise M, beriihrt, und man legt in den beiden
Beriihrungspuncten A, B Tangenten AP, BP an die Kreise: so ist der geome-:
trische Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Tangenten, eine auf der Axe
M, M, der gegebenen Kreise senkrecht stchende grade Linie PG, nemlich die
Linie der gleichen Potenzen / (14) der beiden gegebenen Kreise M, M.

Durch Umkehrung dieses letzten Satzes folgen nachstehende Sitze:

»Legt man aus einem, in der Linie der gleichen Potenzen (P G.) zweier
gegebenen Kreise M, M, (Fig. 14.) willkiirlich angenommenen Puncte P, an jeden
Kreis eine Tangente: so beriihren diese Tangenten die Kreise in zwei Puncten,
in welchen sie auch von einem bestimmten Kreise beriihrt werden kinnen.” Legt
man also aus dem Puncte P die vier Tangenten P A, PB, PC, PD, welche
die beiden gegebenen Kreise M,, M, in den Puncten 4, B, C, D beriihren:
so konnen die Kreise M,, M, von einem bestimmten Kreise (M) in den Puncten
A, B, von einem andein Kreise in den Puncten C, D, von einem dritten Kreise
in denPuncten .4, C, und endlich von einem vierten Kreise in den Puncten B
beriihrt werden. Oder was dasselbe ist:

,Jeder Kreis P (z. B. A BC D), welcher zwei gegebene Kreise M, M, recht-
winklich schneidet, schueidet sie in vier solchen Puncten 4, B, C, D in welchen
dieselben von vier bestimmten Kreisen beriihrt werden konnen; d.h. jeder der vier
Kreise beriihrt die gegebenen in zwei der genannten vier Durchschnittspuncte.” -
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5.
Stellt man sich alle miglichen Kreise, P, P,, P, ,....... vor, von denen
" jeder zwei gegebene Kreise M, , M, (Fig. 15.) rechtwinklich schneidet: so folgt
nach (3), dals jede zwei derselben die Axe M,, M, der letztern zur Linie der glei-

chen Potenzen haben, und folglich haben alle Kreise P,, P,, P, ........ -
sammen die Axe M, M, zur Linie der gleichen Potenzen. Das heiflst (3): der
geometrische Ort des Mittelpunctes eines Kreises (M,, M, M, ......... ),
welcher alle Kreise P, P,, P, ........ rechtwinklig schneidet, ist die Axe
M, M, der gegebenen Kreise M, M.

Die beiden Gruppen von Kreisen P, P,, P, ..... uwd M, M, M, .....

stehen demnach in ciner solchen gegenseitigen Beziehung, dafs jeder Kreis der
einen Schaar, jeden Kreis der andern Schaar rechtwinklig schneidet, und dals
also die Kreise der einen Schaar die Axe der andern zur Linie der gleichen Poten-
zen haben.

Da die Kreise P, P,P,..... dic Axe M, M,, M, ... .. gur Linie der
gleichen Potenzen haben, so folgt, dafs wenn irgend zwei derselben einander
schneiden, dals damn alle zusammen einander in denselben zwei Puntten A, B
schneiden, und dals ihre gemeinschaftliche Sehne 4B die genannte Axe
M, M, M, ....ist. Wenn aber die Kreise der einen Schaar P, P, P, .....
cinander schneiden, so kann von denKreisen der andern Schaar M, M, M ......
keiner den andern schneiden.” Also:

»Alle Kreise P, P, P,...... , von denen jeder, zwei gegebene aulser
oder ineinander liegende Kreise M,, M, oder M,, M, rechtwinklig schneidet:
~ schneiden sich in zwei bestimmten Puncten A4, B.” Und:

»Yonallen Kreisen M, M, M, .... welche zwei gegebene, sich schneidende
Kreise P,, P, rechtwinklig schneiden: kann keiner den andern schneiden.”

Da sich nach (4) die Sehnen, welche der Kreis M, mit irgend zwei Kreisen
der Schaar P,, P, P, ... .. gemein hat, mit der Axe M, M, (alsLiniq der gler
chen Potenzen der letztern Kreise P, P,....) in einem Punct schneiden: so folgt,
dals sich alle Sehnen, DC, EF'......, welche der Kreis M, mit den Kreiscn
P,P,P . .... . . einzeln gemein hat, in einem bestimmten Punct M der
Axe M, M, schneiden. Aus gleichen Griinden folgt, dafs sich alle Sehnen
DC,HI,....,welche der Kreis P, mit den Kreisen M, M,, M . ..., einzeln
genommen, gemein hat, in einem bestimmten Punct P der Axe P, P , schnei-
den. Bemerkt man noch, dafs, da die Kreise :/P,,P,,P_ ...... den Kreis M,
reghtwinklig schneiden, die nach den Durchschnittspuncten gezogenen Radien

' P C,
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P C,PD,PE,..:.denKreis M, beriihren; und dafs eben so die Radien
M C, M D;MH,....den Krels P beruhren -so folgen aus dem Obigen
nachstehende bekannte Sat7e
-, Legt man aus beliebigen Puncten M, ]‘I2 ... (Fig. 16.) einer gegebenen
graden Linie M, M,, welche einen gegebenen Kreis P, sehneidet, Tangenten
an diesen Kreis: so gehen die Sehnen CD, EF . ... ., welche die Beriihrungs-
puncte der zusammen gehirigen Tangenten verbinden, durch einen und densel-
ben aulserhalb des Kreises liegenden Punct P’ " Und:
»Legt man aus beliebigen Puncten P, .. (Fig.17.) einer geraden lee
P, P,, aus jedem zwei Tangenten an einen gegebenen Kreis M, welcher die
genannte Linie nicht schneidet: so gehen die Sehnen CD, EF . . . ., welche die
Beriihrungspuncte der zusammen gehérigen Tangenten verbmden, durch einen
bestimmten, innerhalb des Kreises hegenden Punct M "
*. Und umgekehrt: Co o
,Zieht man aus einem in der Ebene eines gegebenen Kreises ( P Fig. 16.
“oder M Fig.17.) beliebig angenommenen Punct 2 oder M eine mllkurhche ge-
rade Linie (PD C oder CM D), die den Kreis schneidet, und legtin den Durch-
schnittspunctén (C, D) Tangenten an den Kreis: so ist der geometrische Ort des
ﬁurchschnittspuncts (M, oder P,) dieser beiden Tangenten, eine gerade Linie
(M, M,... . oder PP, ....), welche auf dem, durch den angenommenen
Punct P oder M) gehenden Durchmesser (PP, oder MM,) senkrecht steht.”
" Die gegenseitige Lage und Bestimmung des angenommenen Puncts P oder
M und der Ortslinie M, M, oder P, P, in Bezug auf den gegebenen Kreis (P,
oder M) istleicht zu sehen. Nemlich die aus den gegebenen Punct P, (Fig. 16.),
an den gegebenen Kreis P, gelegten Tangenten P4, P B beriihren den Kreis
nothwendig in’ denjenigen Puncten 4, B, in welchen er von der Ortslinie M M,
geschnitten wird, w. s. w. :
. Bekanntlich finden diese Sitze auf ahnhche Weise bei ]eder Curve zweiten
Grades Statt. Auch finden analoge Sitze bei allen Flichen zweiten Grades Statt.

.

§ ll Von den Aehnhchkeltspuncten und Aechnlichkeitslinien ben Krexsen, dxe in emerlen
Ebene liegen.

6.

Sind irgend drei Puncte M, m, A, (Fig. 18.), die in einer geraden Linie
liegen, -gegeben, und man zieht durch den Punct (4 eine willkiirliche gerade .
1 22



170 Steiner, geametrische Betrachtungen.

, Linie Ank, und aus den. Puncten M, m zwei behebxge Parallelen MN, mn
nach jener Linie Ank, so ist:
MN: -mn=MA: mA :

»Zieht man umgekehrt aus dén Puncten: M, m irgend zwei Parallelen M N,

, von der Grolse, dafs MK, : mn, =MA:mA: so hegen ihre End-
puncte W,, n, mit dém. Buncte A éiner geraden Linie.” -

Aehnhches findet Statt; wenn man statt des Puncts .4 einen Punct I nimmt,
welcher zwischen den beiden Puncten M, m (Fig. 19.) liegt; nur liegen dann
die Parallelen MV, min oder MV, mn, auf verschiedenen Seiten der ge-
gebenen graden lee M I m.: T o S

Beschreibt man um di¢. ‘gegebenen Puncte M, m (Fig. 18,.49.), mit zwei
bestimmten Halbmessern M IV, mn zwei Kreise M m: so folgen aus (6.) unmit-
telbar nachistehende Sitze:.

»In -zwel beliebigen Krelsen M m, ( Flg 18) vhegen dle Endpuncte JV n
zweier beliebigen parallelen Radien MV, mn, die sich an. einerlel Seite der
Axe M befinden, mit éinem und: dems“elben bestlmmten Punct A in einer gera-
den Linie.”, Und: T S .

o In zwel beheblgen Krelsen M m ( Flg 19), llegen dxe Endpuncte JV n
zweier heliebigen parallélen Radien' M &V, mn, welché sich auf entgegengesetz-
ten Seiten der Axe befinden, mit éinem und demselben bestlmmten Punct 7 in
gerader- Einie.” | Ferner: © - - .l .0 0

~ :nZieht man nach irgend einer geraden leeA n, IV oder N, In (Fig 20),
welche. durch. einen jener bestiamten Puncte A oder I geht aus den Mlttel_punc—
ten M m zwei beliebige: Parallelen MV , mn : so verhalten sich dieselben wie .
‘die Radien der Kreise, d. h.: es ist MV, imn, = MN :mn." Und umgekehrt:

" wZieht:-man aus deh Mittélpuricten Mm der “gegebenen. Kreise . zwei, belie-
bige Parallelen. M N, , mn,, welche:sich verhaltén wie die Radien der. Kreise:.
s0 lxegen die Endpuncte &V, , n, derselben entweder mit .4 oder mit J in gerader
Linie, je nachdem die Parallelen auf emerle1 oder auf verschxedenen Seiten der
Axe Mm gezogen sind.”

Die beiden Puncte A, I, welche - zu zwel gegebenen Kreisen M, m geho-
ren, wollen wir

i Aehnl}chkeltspuncte de&%b’eﬂdeﬁ Kieisé: M " nenven; o
und zwapi A dulsernund ‘I indern [A{éﬁhlithkeltdpum!t‘ Ferner soll jede.

Ty
[
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solche gerade. Linie An AV,
keltspuncte A oder 1 geht
' sAehnlichkeitslinie der belden Kreise M, m,”
und. zwar -ebenfalls. ,,5ulsere oder innere” heifsen, je nachdem sie durch den
dulseren: oder inneren Aehnlichkeitspunct geht. : o

Bezeichnet man die Radien MV, mn der Kreise M, m durch R, r: so hat man
nach (6) fiir dle Lage der beiden Aehnlichkeitspuncte .4, I folgende Glelchungen*

R:r=MA:mA= MI:mlI

~Hieraus folgt, dals wenn z. B. R = M A, dals alsdann zugleich r = m 4
ist, und folglich dié beiden Kreise einander in dem Punct 4 innerlich beriihren;
oder wenn R = M ist, dals dann zugleich auch r = mJ ist, und dafls die
gegebenen Kreise einander nothwendig in dem Punct J #ulserlich beriihren.
Durch Umkehrung folgi:

»Dals wenn zwei beliebige Kreise M, m einander dufserlich beriihren: so
ist der Beriihrungspunct zugleich ibr innerer Aehnlichkeitspunct (Z).” Und:

" » Wenn zwei beliebige Kreise (M, m) einander innerlich beriihren: so ist
der Beriihrungspunct zugleich ihr dufserer Aehnlichkeitspunct (A).”

Da die Endpuncte paralleler Radien der beiden Kreise M, m mit einem der
beiden Aehnlichkeitspuncte 4 oder I in gerader Linie liegen: so folgt ferner, durch
Umkehrung, dals jede gerade Linie, welche durch einen der beiden Aehnlichkeits-
puncte geht und den einen Kreis schneidet, nothwendiger VWeise auch den an-
dern Kreis schneidet, und dafs die nach den Durchschnittspuncten gezogenen
Radien der beiden Kreise paarweise parallel sind. Beriihrt demnach die genannte
Linie den einenKreis, so beriihrt sie zugleich auch den andern. Daher folgt ferner:

»Liegen zwei gegebene Kreise M, m (Fig. 21.) aulser einander: so schnei-
den sich die beiden #ufseren gemeinschafilichen Tangenten Bb und B, &, in
dem #ufsern, .4, und die beiden innern gemeinschaftlichen Tangenten Cc und
C, ¢,.in dem innern Aehnlichkeitspunct 1.”

Hierdurch kann man leicht an zwei gegebene Kreise eine gemeinschaftliche
Tangente ziehen.

Endlich ist zu bemerken, dafs, wie aus der obigen Gleichung folgt, bei zwei
in einander liegenden Kreisen, die Aehnlichkeitspuncte innerhalb beider Kreise
liegen.

n AN, , welche durch einen der beiden Aehnlich-

8. .
Es seien M,, M,, M, (Fig.22.) die Mittelpuncte dreier beliebigen, der Grofse
und Lage nach gegebenen Kreise M, o M,, M,.. Nach (7) gehoren zu je zweien
22*
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dieser drei Kreise zwei Achnlichkeitspuncte. Es seien 4, und I, 4, und I,
A, und I, die Aehnlichkeitspuncte der Kreispaare M, M, M, M, M, M,..

Da die gerade Linie .4, .4,, welche durch die Aehnlichkeitspuncte 4, und
A, geht, vermége des erstern, zu denKreisen M, ; M, und vermége des letztern,
zu den Kreisen M, M, eine dulseré Aehnlichkeitshinie ist (7.): so ist sie folglich
auch eine iulsere Aehnlichkeitslinie zu den Kreisen M, M,, und geht daher
durch den #u(lsern Achnlichkeitspunct A, derselben, d. h. die drei Aehnlich-
keitspuncte A,, A,, A, liegen in einer geraden Linie. - Auf ganz shnliche VWeise
schliefst man, dals sowohl die drei Aehnlichkeitspuncte 4,,7,,1,, alsauch AI,I,
so-wie auch A4, 7,1, in geradenLinien liegen. Wir finden daher folgenden Satz:

» Yon den sechs Aehnlichkeitspuncten, welche zu drei beliebigen gegebenen
Kreisen, paarweise genommen, gehoren, liegen vier mal drei in einer geraden
Linie, niimlich es liegen die drei dufseren, und jeder dufsere mit den beiden nicht
zugehérigen inneren Aehnlichkeitspuncten in einer geraden Linie.”

- Diese genannten vier geraden Linien, von welchen jede durch drei Aehn-
lichkeitspuncte der gegebenen Kreise geht, und mithin zu allen drei Kreisen
ahnliche Lage hat, wollen wir Cot :

»Aehnlichkeitslinien der drei Kreise M,, M,, M,,” nennen,
und zwar die Linie 4, 4, .4, 3ulsere, und die drei Linien A, I, I, A, I I,
A, I, I, innere Aehnlichkeitslinien. : R

- Da die beiden dufseren gemeinschaftlichen Tangenten zweier aufser einander
liegender Kreise, sich im #ufseren, dagegen die beiden innern gemeinschaftlichen
Tangenten.sich im inneren Aehnlichkeitspunct der Kreise schneiden (7, Fig. 21):
so folgt aus dem vorigen Satz unmittelbar der nachstehende:

. »Legt man an je zwei von drei, der Grolse und Lage nach gegebenen, aufser
einander liegenden KreisenM,, M,, M, (Fig.23), die beidenPaare gemeinschaft-
liche Tangenten (d. h. die beiden #ufseren und die beiden innern): so.liegen
sowohl die drei Durchschnittspuncte (A, , .4,, .4,) der drei Paare duflsere Tan-
genten *), als auch der Durchschnittspunct jedes Paars dulsere Tangenten mit
den zwei Durchschnittspuncten der beiden nicht zugehérigen Paare innere Tan-
genten (d.i. A, I I, A, I I, A, I, 1) in einer geraden Linie.”

Da nach (7) der Beriihrungspunct zweier Kreise zugleich ein Aehnlichkeits-
punct dersclben ist, so folgt daraus und aus dem obigen Satz ferner:

*) Diesen ersten Fall beweist M, Hirsch im zweiten Bande, Seite 368 seiner ,, Samm-
lung geometrischer Sitze etc.”
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»Wenn irgend ein beliebiger Kreis M, zwei gegebene Kreise M, M, be-
rithrt, so liegen die beiden Beriihrungspuncte mit einem’ der beiden Aehnlich-
keltspuncte der gegebenen Kreise in einer geraden Linie.”

Denn da die Puncte, in welchen der Kreis M, die beiden gegebenen Kreise
M, M, beriihrt, zugleich zwei von den vier Aehnhchkeltspuncten A, I, 4, I
sind, Welche jener Kreis mit diesen beiden gemein hat: so sind dle genannten
Beriihrungspuncte zugleich entweder

1) die beiden Aehnhchkeltspuncte A, und A,

oder 2) - - - - It - Iz,
oder 3) - - - - A - I,
oder 4) - - - - I, - 4,

und liegen folglich in den beiden ersten Fillen (4, 2.) mit dem #ulsern A,, und
in den beiden letzten Fillen (3, 4.) mit dem innern Achnlichkeitspunct 7, der
gegebenen Kreise M, M, in einer geraden Linie. Man kann daher den vorlie-
genden Satz auch bestimmter, wie folgt, aussprechen: ’

»Beriihrt irgend ein Kreis M, zwei der Grofse und Lage nach gegebene
Kreise M, M, gleichartig (d. h. entweder beide innerlich (1.) oder beide #ufser-
lich (2.)): so liegen die beiden Beriihrungspuncte mit dem dufseren A,, be-
riihrt er aber dieselben ungleichartig (d. h. den einen dufserlich und den andern
innerlich (3, 4.)): ‘so liegen die beiden Beriihrungspuncte mit ‘dem innern
Aehnlichkeitspunct (Z,) der gegebenen Kreise in einer geraden Linie.”

§ HL Von der gemeinschaftlichen Potenz bei Kreisen, die in einerlei. Ebene liegen.
‘ : o 9. :

Nach (§. I. Nr. 4.) kinnen zwei gegebene Kreise M,, M, in denselben Punc-
ten A4,B, C,D, in welchen sie von irgend einem Kreise P rechtwinklig geschnit-
ten werden, zugleich von vier bestimmten Kreisen beriihrt werden. Nemlich,
schneidet z. B. der Kreis P (Fig. 24.) die beiden gegebenen Kreise M,, M, in
den Puncten 4, D,C, B recbiwipklig’: so konnen dieselben von einem bestimm-
ten Kreise in den Puncten A, B, und von einem zweitent Kreise in den Puncten
D, C gleichartig, dagegen von einem dritten Kreise in den Puncten 4, C, und
endlich von einem vierten Kreise in den Puncten D, B unglexcharug beriihrt
werden.

Nach (§ 1L Nr 8.) hegen aber die beiden Beruhrungspuncte, in welchen
irgend ein Kreis zwei gegebene Kreise M,, M, gleichartig beriihrt, mit dem
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dulsern A4,, und dagegen die Beriihrungspuncte, in ‘welchen irgend ein Kreis die
gegebenen ungleiéhartig beriihrt, mit dem innern Aehnlichkeitspunct (Z,) dersel-
ben in einer geraden Linie. Folglich liegen die vier genannten Puncte 4, D, C,
B, in welchen irgend ein Kreis P zwei gegebene Kreise M,, M, rechtwinklig
schneidet, sowohl paarweise mit dem &ufsern (A4,) als auch mit dem innern Aehn-
lichkeitspunct (Z) der letztern Kreise in geraden' Linien, Das heilst: jede drei
Puncte A, AB, A DC, AI.C,DI B hegen in einer geraden Linie. Wir fin-
den also den folgenden Satz: .

»Schneidet irgend ein Kreis P zwei gegebene Kreise. M, M, rechtwmkhg:
so liegen die vier Durchschnittspuncte A, D), C, B, paarweise, sowohl mit dem
dulsern A4, als auch mit dem innern Aehnhchkeltspuuct I, der gegebenen Kreise
in geraden Linien.” Oder, was dasselbe ist:

~, Legt man aus irgend einem Punct P der Linie der gleichen Potenzen PG)
zweler gegebenen Kreise M,, M,, vier Tangenten P.A_, P}, PC, P B an die
letztern, verbindet die vier Beriihrungspuncte A,, B, C D derselben paarweise
durch sechs gerade Linien: so schneiden sich zwei dleser Linien B.A und CD 1u
einem constanten Punct .4 (4ulserem Aehnlichkeitspunct), zwei andere .4 C und
BD in einem constanten Punct I, (innerem Aehnlichkeitspunct), dagegen ist der
Ort des Durchschnittspuncts P, des dritten Linienpaars D A und CB die ge-
nannte Linie PG selbst (§. I Nr. 4.), und endlich geht jede der beiden letztern
Linien D A, CB durch einen constanten Punct (Q,, Q,) (§. I Nr. 5.)" *).

10.

Da alle méglichen Kreise P, welche zwei gegebene Kreise M,, M, recht-
winklig schneiden, die Axe A, M, I, M, der letztern Kreise zusammen zur
Linie der gleichen Potenzen haben (§. I Nr. 5.); und da ferner, wie so eben
erwiesen (9.), die vier Puncte, in welchen ein solcher Kreis P die beiden ge-
gebenen Kreise schneidet, paarweise, sowohl mit dem ZHulsern als mit dem in-
nern Aehnllch..mtspunct der letztern in geraden Linien liegen: so folgt, dals so-
wohl 4. A X A B=AD X A,C, als LA X I C=1DXI B con
stante Producte sindy wie auch der schneidende Kreis, unter der gegebenen Be-
dingung, seine Grifse und Lage dndern mag. Denn das erste Product ist gleich

*) Dieser Satz ist ein spezieller Fall des allgemeinen Satzes Seite 46. Nr. VIL des
ersten Hefts dieses Journals. Die gegenwirtige Linie PG entspricht der dortigen Linie L,
und die dortige Linie / ist im gegenwirtigen Falle unendlich entfernt.
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der Potenz des Puncts .4, in Bezug auf den Kreis P, und das letztere Product
ist gleich der Potenz des Puncts I, m Bezug auf denselben Kreis P; folglich
sind beide Producte constant, weil, wie schon bemerkt, alle Krelse P die Linie
A I, zur Linie der gleichen Potenzen haben. :

Beneh‘t man diese Eigenschaft auf die beiden gegebenen Kreise M,, M,, so
en‘tspringt‘d'aréus folgender Satz: -

»Zieht man aus einem Aechnlichkeitspunct 4, oder I, zweier gegebenen
Kreise M, M, irgend eine gerade Linie A, 4B oder Al C, welche die Kreise
schneidet: so ist das Product A, 4 X A, B oder AI X CI, aus den Abstin-
den des Aechnlichkeitspuncts von zwei . Durchschmttspuucten A und B oder
A und C der genannten Linie und der beiden Kreise, deren zugehorigen Ra-
dien M, A und" M, B oder M, A und M, C nicht. parallel sind, vonm' constan-.
ter Grofse.” ;

- Dieses co;nstan‘te'Product' wollen wir
ygemeinschaftliche Potenz der beiden gegebenen Kreise
" M, M, in Bezug auf ihren Aehnlichkeitspunct 4, oder 1,
nennen. o ' - '
11.

Es ist aber die Potenz des Puncts A4, in Bezug auf den Kreis P, wenn
die gegebenen Kreise M, M, aulser einander liegen, wie (Fig. 24.), gleich dem
Quadrat der aus dem Punct an den Kreis P gelegten Tangenten .A,.E, folglich -
ist diese Tangente, fiir jeden Kreis P, von hnvériinderlicher Grofse. Beschreibt
man also mit derselben um den Punct 4, einen Kreis A4,, so schneidet derselbe.
jeden Kreis P rechtwinklig. Dagegen ist die Potenz des Puncts [, welcher in-
nerhalb’ des Kreises P liegt, gleich dem Quadrat der halben durch denselben ge-
henden kleinsten 8ehne des Kreises P (§. I Nr. 2.), und mithin hat diese halbe
- Sehne fiir jé'deniﬁ'reis P einerlei Grifse, oder, ein mit derselben um den Punct
I beschriebener Kreis 7, wird von jedem Kreise P im Durchmesser geschnitten,
d h. die Punctej in welchen irgend ein Kreis P den Kreis I schneldet sind zu-
glélch die Endpunc’fe eines Durehmessers des letztern Krelses »,

" Diese beiden genannten, um die Aehnhchkeltspuncte ‘A und I, beschriebe- -
nén Kreise' A, I, deren Radien, in's Quadrat erhoben, gleich ‘sind- den gemein-
schaftlichen Potenzen' der gegebenen Krelse M, M , i Bezug auf dle Puncte
Ay ;osollen - v :

,,Pﬁtenzkrense der beiden gegebenen Kreise M,, M “heilsen,
und: zwar der Krels‘Aa 4 [sererund der Kreis- I5 innerer Potenzkrels
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Es ist noch zu bemerken, dafs im Fall die gegebenen Kreise in einander
liegen (wie Fig. 14.), alsdann das Umgekehrte Statt findet, nemlich, dals in die-
sem Fall der innere Potenzkreis I, jeden Kreis P rechtwinklig schneidet, der
dulsere Potenzkreis 4, aber von jedem Kreise P im Durchmesser geschnitten
wird. * Und wénn ferner die beiden gegebenen Kreise M, M, einander schiei-
den, so schneidet sowohl der iufsere als der innere Potenzkrels ]eden Kreis P
rechtwinklig, S

12. ‘

" Da die beiden Puncte .4 und B oder D und C, Fig. 24., fir welche nach
(10.) das Product 4,4 x A, B=_A4,D x A,C constant ist, oder welche in
Bezug auf den Aehnlichkeitspunct- A, die Potenz bestimmen, auf einerlei Seite
des letztern Puncts (4,) liegen: so soll dieses heifsen: ,die dem Aehnlich-
keitspunct 4, zugehirige Potenz sei dulserlich; und wenn die Puncte
A und G oder D und B, welche in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct I, die
gemeinschaftliche Potenz der gegebenen Kreise M, M, bestimmen, auf verschie-
denen Seiten des Puncts I, liegen, so wollen wir sagen: die zum Aehnlich-
keltspunct I, gehorlge gememschafthche Potenz der gegebenen
Kreise sei 1nner11ch }

Ueberhaupt wollen wir von u-gend zwei Puncten X und ¥, welche mit dem
Punct A, in geraderLinie und auf einerlei Seite desselben liegen und zwar in sol-
chen Abst'ainden von demselben, dafs das Product 4, X X A Y gleich ist der
zugehorigen (zu A,) gemeinschaftlichen Potenz der gegebenen Kreise, sagen:
»sie seien potenzhaltend in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct
A.,." Eben so sollen zwei beliebige Puncte X -und ¥, welche mit den Punct Z,
in gerader Linie, aber auf entgegengesetzten Seiten desselben liegen, und zwar in
solchen Abstinden von demselben, dafs das Product 7, X X I, X gleich ist der
zugehorigen gemeinschaftlichen Potenz: ,potenz halten d e Puncte in
Bezug auf den Aehnllchkeltspunct I,,” heilsen.

Endlich wollen wir von jedem beliebigen Kreise K, dessen Potenz in Bezug
auf einen der beiden Aehnlichkeitspuncte A4, oder 7, gleichartig (aufserlich oder
innerlich) und gleich ist der zu demselben Punct gehongen gemeinschaftlichen
Potenz der gegebenen Kreise M, M,, sagen: ,er sei p otenzhaltend i
Bezug auf den jedesmaligen Aehnlxchkeltspunct

Alsdann ist klar, dals jeder Kreis, welcher durch irgend zwei potenzhal
tend e Puncte geht, ebenfalls potenzhaltend ist; ferner: dals jeder Kreis K;
welcher in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct .4, potenzhaltend ist, den Po-

tenz=
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tenzkreis A4, rechtwinklig, und dals jeder Kreis K, welcher in Bezug auf
den Achnlichkeitspunct J, potenzhaltend ist, den Potenzkreis Z, im Durch-
messer schneidet. .

Da nun derjenige Kreis, welcher dic beiden gegebenen Kreise in den Punc-
ten A4 und B (oder D und C) gleichartig beriihrt (9.), vermége dieser Puncte,
in Bezug auf den ufseren Aehnlichkeitspunct.A,, potenzhaltend ist; und da eben
so derjenige Kreis, welcher die gegebenen Kreise in den Puncten .4 und C un-
gleichartig beriihrt, vermége dieser Puncte, in Bezug auf den innern Aehnlich-
keitspunct Z,, potenzhaltend ist, so folgt nachstehender Satz:

»Jeder Kreis K, welcher zwei gegebene aufser einander liegende Kreise
M., M, gleichartig (d. i. entweder beide dulserlich oder beide einschliefsend )
beriihrt: ist in Bezug auf den #ufsern Aehnlichkeitspunct .4, derselben, potenz-
haltend, und schneidet den 3ufsern Potenzkreis 4, derselben rechtwinklig.” Und:

»Jeder Kreis K, welcher zwei gegebene, aufser cinander liegende Kreise
M,, M, ungleichartig beriihrt: ist in Bezug auf den innern Aehnlichkeitspunct
I, derselben potenzhaltend, und schneidet den innern Potenzkreis Z, derselben
im Durchmesser.”

Achnliches findet Statt, wenn die gegebenen Kreise, anstatt aufser einander,
entweder in einander liegen oder einander schneiden.

13.

Da nach (12.) jeder Kreis K, welcher zwei gegebene Kreise M,, M, gleich-
artig beriihrt, in Bezug auf den dufseren Aehnlichkeitspunct A, und jeder Kreis
K, welcher dieselben ungleichartig beriihrt, in Bezug auf den inneren Aehnlich-
keitspunct I_ derselben potenzhaltend ist, so folgen nachstehende Sitze:

»Alle Kreise, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise M,, M, gleich-
artig beriihrt, haben den #ufseren Aehnlichkeitspunct A, der letztern Kreise ge-
meinschaftlich zum Punct der gleichen Potenzen.” Und:

»Alle Kreise, von denen jeder zwei gegebene Kreise M, M, ungleichartig
beriihrt, haben den inneren Aehnlichkeitspunct der letzteren gemeinschaftlich
zum Punct der gleichen Potenzen.” Oder auch:

»VWenn von irgend zwei beliebigen Kreisen V., IV, jeder zwei gegebene
Kreise M, M, gleichartig beriihrt: so gebt die Linie der glelchen Potenzen des
erstern Krelspaars durch den dulseren Aehnhchkeltspunct A, des letzteren.” Und:

» YWenn von irgend zwei Kreisen, &V, , V,, jeder zwei gegebene‘ Kreise M , M,
ungleichartig beriihrt: so geht die Linie der gleichen Potenzen des erstern Kreis-

paars durch den inneren Achnlichkeitspunct des letzteren.”  Es folgt ferner:
I. 23
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» VWenn jeder der beiden Kreise M, , M, mehrere Kreise V,, NV,, IV, .. ...
gleichartig beriihrt: so geht die Linie der gleichen Potenzen jener beiden Kreise
durch den iufseren Achnlichkeitspunct je zweler der letzteren, oder die Schaar
Kreise I¥,, V,, IV, . . .. . haben die genannte Linie zur gemeinschaftlichen Aehn-
lichkeitslinie.” Oder iiberhaupt: _

»Alle Kreise IV, IV, IV, .. ., von denen jeder zwei gegebene Kreise M,, M,
gleichartig beriihrt, haben die Linie der gleichen Potenzen I(;,) der letzteren zur
gemeinsamen ‘Aehnlichkeitslinie.” Und:

»Alle Kreise V,, V,, IV, . . ., von denen jeder zwei gegebene Kreise M, , M,
ungleichartig beriihrt, haben die Linie der gleichen Potenzen der letzteren zur
gemeinsamen Aehnlichkeitslinie.”

Die weitere Entwickelung dieses Paragraphen, und einige Anwendungen
der letztern Sitze, bleibt dieses Mal, aus Mangel an Raum, weg; wir werden
sie im niichsten Hefte nachfolgen lassen.

§. IV. Verallgemeinerung und geometrische Losung der Malfatti’schen Aufgabe,

Um die Fruchtbarkeit der in den Paragraphen (I, II, III) aufgestellten Sitze
an einem dazu geeigneten Beispiele zu zeigen, fiigen wir die geometrische Lo-
sung und zugleich die Verallgemeinerung der Malfatti'schen Aufgabe *), je-
doch ohne Beweis, hinzu:

14.

Aufgabe. '
»In ein gegebenes Dreieck 4 BC (Fig. 25.), drei Kreise a, 4, ¢ zu beschrei-
ben, die einander, und jeder zwei Seiten des Dreiecks beriihren, d. h., so: dafs
der Kreis a die Seiten 4B und 4C, der Kreis 4 die Seiten B.A und BC, und
der Kreis ¢ die Seiten CA4 und CB beriihrt.”

Aufldsung
1) Man halbire die VWinkel des gegebenen Dreiecks durch die drei Linien
AM, BM, CM; so treffen sich diese dreiLinien bekanntlich in einem und
demselben Puncte M.

*) Man sehe ,,Sammlung mathematischer Aufsitze von Crel'le, erster Band, S, 133.” -
Lehmus Lebrbnch der Geometrie, 2ter Band, und Gergonne amales des mathématiques,
Tom. L. IL
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2) In das Dreieck 4 M B beschreibe man den Kreis ¢,, welcher die Seite
ADB in dem Puncte C, beriihrt, und in das Dreieck BM C beschreibe man den
Kreis a,

3) Aus dem Puncte C, lege man an den Kreis @, die Tangente C, A_, und
beschreibe .

4) in das Dreieck C, 4, B den Kreis b, so ist dieser einer der verlangten
drei Kreise.

Die beiden iibrigen gesuchten Kreise @, ¢ werden auf ganz 3hnliche Weise
gefunden. Nemlich die. genannte Tangente C, A, B, beriihrt nicht allein den
Kreis a,, sondern zugleich auch den in das Dreieck 4 M C beschriebenen Kreis
b,, so dals also der in das Dreieck C B, A beschriebene Kreis @ ebenfalls
einer der gesuchten drei Kreise ist. Auf gleiche 'Weise kann ferner aus dem
Puncte B,, in welchem der Kreis 4, dic Seite 4 C beriihrt, eine Linie gezogen
werden, welche nicht allein die beiden Kreise @, und ¢,, sondern auch die bei-
den gesuchten Kreise @ und ¢ beriihrt; und eben so geht eine Linie durch den
Punct A, in welchem der Kreis @, die Seite BB C beriihrt, welche jeden der vier
Kreise 4,, c,, b, ¢ beriihrt.

Da die beiden Kreise @ und &4 einander beriihren, und jeder derselben die
Linie € A, B, beriihrt: so ist leicht zu sehen, dafs sie dieselbe in einem und
demselben Puncte beriihren. Eben so beriihren die beiden Kreise @ und ¢ die
durch den Punct B, gehende genannte Linie in einem und demselben Puncte;
und gleichermaafsen beriihren die beiden Kreise 4 und ¢ die durch den Punct
A, gehende genannte Linie in einem und demselben Puncte. Daher treffen die
drei genannten geraden Linien, welche durch die Puncte C,, B,, A, gehen, in
einem und demselben bestimmten Punct zusammen (§. I Nr. 4.).

Die Aufgabe li[st keinesweges blos eine Auflésung zu. Es kénnen vielmehr
die drei gesuchten Kreise auch aufserhalb des gegebenen Dreiecks liegen, und
dessen verlingerte Seiten beriihren, also z. B. iiber der Seite BC im Raume M,
oder iiber der Seite C_4 im Raume M,, oder iiber der Seite 4B im Raume M.
Halbirt man nemlich jeden der sechs Winkel (die inneren und die 4ulseren) des
gegebenen Dreiecks, so schneiden sich von den Theilungslinien vier mal drei in
einem und demselben Puncte. Dieses sind die vier Puncte M, M,, M,, M.
" Jeder dieser vier Puncte, z. B. der Punct M bildet mit den Eckpuncten des ge-
gebenen Dreiecks 4 BC die drei Dreiecke AMB, BMC, CM_A. Die drei
Seiten eines jeden dieser Dreiecke kénnen von vier bestimmten Kreisen beriihrt
werden, so dals also zu diesen drei Dreiecken zwélf bestimmte Kreise gehéren,

23*
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unter welchen dic oben genannten drei Kreise @,, &,, ¢, mit inbegriffen sind.
Es schcinen, mittelst der genannten zwélf Kreise, nach Art der vorstehenden
Auflsung, wenigstens acht verschiedene Auflésungen miglich zu sein.  Und da
cin Gleiches in Bezug auf jeden der drei iibrigen Puncte M,, M,, M, Statt fin-
det: so lilst die Aufgabe wenigstens 32 verschiedene Auflisungen zu, welche
alle der obigen Auflsung ihnlich sind.

Unter diesen 32 Auflosungen sind die speziellen Fille, wo zwei der drei
gesuchten Kreise eine Seite des gegebenen Dreiecks in einem und demsclben
Punct beriihren, nicht mitgerechnet; sondern es giebt solcher spezieller Fille
aulserdem noch 48. So sind z. B. unter den 32 Auflisungen, welche im I. Bande
S. 348. der Annalen der Mathematik von Gergonne, von der obigen Aufgabe
aufgezihlt werden, vier und zwanzig, welche zu den hier ausgeschlossenen 48
Fillen gehoren.

Die vorliegende Aufgabe kann iibrigens auch als ein spezieller Fall von der
folgenden, allgemeineren Aufgabe angesehen werden.

15.
Aufgabe

»Drei belichige Kreise, die in einerlei Ebene liegen, sind der Grofse und
Lage nach gegeben, man soll drei andere Kreise beschreiben, die einander be-
rihren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise beriihrt, jedoch so,
dals auch jeder der drei gegebenen Kreise zwel von den zu suchenden Krei-
sen beriihrt.”

Zum Beispiel: Wenn die drei Kreise M, , M,, M, (Fig. 26.) gegeben sind,
so soll man die drei Kreise m, , m,, m, finden, welche einander in den Puncten
b,, b,, b, beriihren, und von welchen zugleich der Kreis m, die Kreise M, und
M, der Kreis m, die Kreise M, und M,, und der Kreis m, die Kreise M,
und M, beriihrt.

Auflésung
1) Man suche die drei #ufseren Achlichkeitspuncte 4,, 4,, 4,
welche zu den drei gegebenen Kreisen M, M,, M, paarweise genommen, ge-
héren (§. IL Nr. 7.), und construire die zu diesen Aehnlichkeitspuncten gehéri-
gen Potenzkreise A, A,, A, (§ IIL Nr. 11.), deren Radien respective A.C,,
4,C,, A, C, sind, und welche Kreise sich in einem bestimmten Punct D schnei-
den werden.
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2) Hierauf beschreibe man die drei Kreise u,, u,, &t,, von denen der erste
dic drei Kreise M,, A,, A,, der zweite die drei Kreise M,, A,, A, und der
dritte die drei Kreise M,, A,, A, beriihrt.

3) Ferner beschreibe man einen Kreis, dessen Peripherie 4, B, 3, durch
den Beriihrungspunct B, der Kreise M, und u, geht, und welcher die Kreise
&, » &, beriihrt, jedoch so, dals er den Kreis w,, welcher von dem kleineren (3,)
der beiden Kreise M,, M, abhingig ist, einschliefsend beriihrt:

4) So ist endlich derjenige Kreis m,, welchen man so beschreibt, dals er die
Kreise M,, M, und den Kreis (4, B, 3,) beriihrt, einer der drei gesuchten Kreise.

Die beiden ibrigen gesuchten Kreise m ,» 2, findet man auf ihnliche
Weise. Z. B. der Kreis 72, kann aus der vorstechenden Construction unmittel-
bar gefunden werden, wenn man stait des Kreises 72, (4.) einen Kreis m, be-
schreibt, welcher die Kreise M, M, und den Kreis (4, B, 3,) beriihrt.  Es ist
zu bemerken, dafs die beiden Kreise m, und m, den Hilfskreis (4, B f3,) in
einem und demselben Punct &, beriihren. -

Die vielen verschiedenen Auflésungen, welche diese Aufgabe zuliifst, sind
in der Hauptsache der vorstchenden dhnlich; selbst wenn die gegebenen Kreise
M,, M,, M, anstatt aufser einander zu liegen, wie in (Fig.26), einander schnei-
den oder in cinander liegen, bleiben die Auflésungen sich villig ihnlich.

Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise M, , M, M, schnitten cinander,
und zwar so, dals sie mehrere krummlinige Dreiecke bildeten, hilt alsdann die Eck-
puncte A, B, C eines solchen Dreiecks fest, und lifst die Kreise, durch wnend-
liche Zunahme, in gerade Linien iibergehen: so crhilt man aus der vorlicgenden
Aufgabe und Auflésung, die Aufgabe und Auflsung (14.); nemlich dic gegen-
wirtigen Potenzkreise A, A,, A, gehen dann in die dortigen geraden Linien
AM, BM, CM iiber, u. s. w., so dafs in dieser Hinsicht dic Aufgabe (14.),
wie oben gesagt, als ein spezicller Fall der gegenwiirtigen Aufgabe angesehen
werden kann.

Die vorstchende Aufgabe kann aber selbst wieder als ein spezieller Fall der
folgenden angeschen werden.

16.

Aufgabe
»Auf einer Kugelfliche sind drei belicbige Kreise M, M,, M, der Grilse
und Lage nach gegebenen; man soll auf dersclben Kugelfliche drei andere Kreise
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m,, m,, m, finden, welche einander beriihren, und von welchen zugleich der
Kreis n, die Kreise M, und M,, der Kreis m, die Kreise M, und M,, und der
Kreis m_ die Kreise M, und M, beriihrt.” Oder was dasselbe ist:

» VWenn drei beliebige gerade Kegel, welche einerlei Scheitelpunct haben, der
Grifse und Lage nach gegeben sind: so soll man aus dem nemlichen Scheitel
drei andere gerade Kegel beschreiben, welche einander beriihren, und von de-
nen jeder zwei der gegebenen Kegel beriihrt.” :

Die Auflésung dieser Aufgabe ist derjenigen in (15.) véllig dhnlich. Nem-
lich die in den Paragraphen (I, II, 1IL), entwickelten Lehrsitze von Kreisen, die
in einerlei Ebene liegen, finden auf ihnliche Weise bei Kreisen, die in einer-
lei Kugelfliche liegen, Statt, welches an einem anderen Orte bewiesen wer-
den soll. 'Wir erwiihnen z. B. nur: dals, so wie zu zwei Kreisen, die in.einer-
lei Ebene liegen, zwei Aehnlichkeitspunkte gehdren, von denen jeder der Mittel-
punct eines Potenzkreises ist: eben so gehoren auch zu irgend zwei Kreisen, die
in einerlei Kugelfliche liegen, zwei Aehnlichkeitspuncte (eigentlich vier, denn
jeder ist doppelt vorhanden), von denen jeder der Pol eines bestimmten Krei-
ses ist, welcher in gewisser Hinsicht die Stelle des Potenzkreises vertritt. Und,
wic nun alle jene Hiilfssitze von Kreisen, die in einerlei Ebene liegen, welche
bei der Aufldsung in (15.) erforderlich waren, auf analoge Weise bei Kreisen,
die in einerlei Kugelfliche liegen, Statt finden: so ist auch die Auflésung der
vorliegenden Aufgabe derjenigen in (15.) vollkommen shnlich, so dafs letztere
in der gegenwirtigen enthalten ist.

Lilst man die Kugelfliche, durch unendliche Entfernung ihres Mittelpuncts,
in eine Ebene iibergehen, so geht zugleich die gegenwirtige Aufgabe in die
Aufgabe (15.) iiber, in welcher Hinsicht die letztere, wie in (15.) gesagt, als ein
spezieller Fall der ersteren angesehen werden kann.

Ein anderer spezieller Fall der vorliegenden Aufgabe ist derjenige, wo die
drei gegebenen Kreise auf der Kugelfliche in grilste Kreise iibergehen, d. h.
nachstchende Aufgabe.

17.
Aufgabe

»In ein gegebenes sphirisches Dreieck drei Kreise zu beschreiben, welche
einander beriihren, und von denen jeder zwel Seiten des Dreiecks beriihrt.”
Oder, was dasselbe ist:
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»In einen gegebenen dreikantigen Korperwinkel drei gerade Kegel zu be-
schreiben, welche einander beriihren, und von denen jeder zwei Seitenflichen
des Korperwinkels beriihrt.”

Die Auflésung dieser speziellen Aufgabe ist derjenigen in (14.) ihnlich.
Statt der dortigen Hiilfslinien 4 M, BM, CM, welche die VWinkel des gegebe-
nen Dreiecks halbiren, kommen Bogen grifster Kreise vor, welche die VVinkel
des gegebenen [phirischen Dreiecks halbiren, u. s. w.

Eine noch allgemeinere Aufgabe als (16.) ist folgende, welche in gewisser
Art alle bisherigen Aufgaben als spezielle Fille in sich schlielst.

18.
Aufgabe

» Wenn auf irgend einer Oberfliche vom zweiten Grade drei beliebige ebene
Curven (zweiten Grades) der Gréfse und Lage nach gegeben sind: so soll man
auf derselben Oberfliche drei andere ebene Curven finden, welche einander be-
riihren, und von denen jede zwei der gegebenen Curven bertihrt.”

Die Auflésung dieser Aufgabe ist der Form nach den Auflésungen der bis-
herigen Aufgaben, besonders (16.) ganz dhnlich. Es finden nemlich die Hiilfs-
mittel fiir die bisherigen Auflésungen, auf ihnliche Weise auch bei ebenen Cur-
ven, die in einerlei Fliche zweiten Grades licgen, Statt, welches an einem an-
deren Orte nachgewiesen werden soll. Z. B. zu irgend zwei ebenen Curven, die
in einer solchen Fliche liegen, gehdren (wie zu zwei Kreisen, die in einer Kugel-
fliche liegen (16)), zwei (cigentlich vier) Achulichkeitspuncte, und diese sind
Pole zweier bestimmten ebenen Curven, (welche in derselben Fliche liegen
und) welche in_gewisser Art, in Bezug auf die beiden gegebenen Curven, die
Stelle der Potenzkreise bei zwei Kreisen auf der Kugelfliche vertreten. Und
so ist nun auch die Aufldsung der vorliegenden Aufgabe derjenigen in (16.)
oder in (15.) vollkommen ihulich, so dals letztere in der gegenwirtigen ent-

halten 1st.
) 19.

Endlich ist noch zu bemerken, dafls die in den Annalen der Mathematik von
Gergonne, im L Bande S. 196. in der Note aufgestellte, dann im II. Bande
S. 287. wiederholte, und endlich im X. Bande S. 298. in der Note wiederum in

Erinnerung gebrachte Aufgabe:
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,In ecinen gegebened' vierflichigen Korper vier Kugeln zu beschreiben,
welche einander berihren, und von denen jede aufserdem drei Seitenflichen des
gegebenen Korpers beriihrt,” mehr als bestimmt ist, wie leicht zu sehen.

Statt dieser Aufgabe, deren Lésung nur in beschrinkten speziellen Fillen
méglich ist, kann man folgende Aufgabe aufstellen:

»In einen, von vier ebenen Flichen begrenzten, gegebenen Korper, drei
Kugeln zu beschreiben, welche einander beriihren, und von denen jede aufser-
dem drei Seitenflichen des Korpers berihrt.” :

Diese Aufgabe ist gerade nur bestimmt.  Sie ist immer zu lSsen
méglich.

Berlin, im Mirz 1826.
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