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18.
Einige geometrische Betrachtungen.

(Von Herrn Steiner.')

JL/ie in den nachstehenden Paragraphen angefangenen Betrachtungen enthalten
die Grundlage der geometrischen Untersuchung über das Schne iden der
Kreise. Es lassen sich daraus die Auflösungen fast aller Aufgaben über das
Schneiden und Berühren der Kreise entwickeln, und zwar in den meisten Fällen
sehr einfach, auch wird durch sie oft zwischen mehreren Aufgaben, welche auf
den ersten Anblick keine Gemeinschaft zu haben scheinen, ein gewisser Zusam-
menhang sichtbar. Zwei andere, eben so erfolgreiche Gegenstände, besonders in
Bezug auf dieCurven und Flächen zweiten Grades, und in Bezug auf die sogenann-
ten Porismen, und die meisten Sätze, welche man gewöhnlich durch die Theorie
der Transversalen zu beweisen pflegt, sind die ha rmon i sche Proport ion und
die perspec t iv i sche Project ion.

Vor etwa drei Jahren sah sich der Verfasser dieser Abhandlung, zufälliger
Weise, zur Beschäftigung mit der Aufgabe: 1) einen Kreis zu beschreiben, wel-
cher drei andere, gegebene Kreise berührt; 2) mit der Malfattischen Aufgabe
(14); so wie 3) mit dem XV. Theorem im IV. Buch der CollecL mathem. von
P a p p u s; und 4) mit verschiedenen Porismen und der rein geometrischen Be-
trachtung der Curven und Flächen zweiten Grades, angeregt. Den Pappischen
Satz kannte er nur ohne Beweis; eben so die Malfattische Aufgabe; von der er-
sten (1) jedoch die Vieta'sche geometrische Lösung.

Der Verfasser pflegt in der Regel nicht eher über eine Aufgabe oder über
einen Gegenstand weiter nachzulesen, bevor er picht selbst eine Auflösung oder
Sätze darüber gefunden hat, um alsdann seine Resultate mit den schon vor-
handenen zu vergleichen.

Dieses fand auch bei den eben genannten Gegenständen Statt; das Bestreben
des Verfassers war, z. B. bei den* Auflösungen der verschiedenen Aufgaben über
Berührung der Kreise, den ihnen zum Grunde liegenden gemeinschaftlichen Zu?
samrn enhang zu finden.

Don Satz (2), „dafs der Ort der gleichen Tangenten zweier gegebenen Kreise
eine grade Linie sei," hatte der Verfasser schon bei einer frühern geometrischen
Untersuchung gefunden. Die Bedeutung der A e h n l i c h k e i t s p u n c t e (7) und
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162 Steiner, geometrische Betrachtungen.

der gemeinschaftlichen Potenz (H) zweier Kreise, wovon schon bei Papp u s
undVieta sich Spuren finden, lernte er durch ihre, von ihm gefundene vielseitige
Anwendbarkeit erkennen. Mittelst der Anwendung dieser drei Sätze offenbarte
sich ihm nun der gesuchte Zusammenhang der verschiedenen Aufgaben über
Berührung der Kreise, welche er sicit vorgelegt hatte, nebst einer Menge damit
in Verbindung stehender Sätze.

Als nun jder Verfasser seinen Gegenstand einigermafsen erschöpft zu haben
glaubte, sah er sich auch nach Demjenigen um, was Andere gethan. Er sah, dafs
die Franzosen nicht nur einen grofsenTheil der von ihm gelöseten Sätze und Auf-
gaben schon besitzen, sondern auch bei den Beweisen und Auflösungen sich fast
allenthalben derselben Mittel bedient haben, wie er. In Hinsicht der Anwendung
der harnjonishen Proportion und der perspectivischen Projection auf eine grofse
Menge geometrischer Gegenstände (besonders auf die Curven und Flächen zwei-
ten Grades, die Porismen u. s. w·) fand er besonders beiPoncelet(Traito des
proprietds projectives desßgures*), sowohl viele seiner Sätze, als auch denselben
Gang der Betrachtung.

Für die Versicherung, dafs der Verfasser Dasjenige, was die Franzosen in
dieser Hinsicht gethan, vorher nicht gekannt habe, hofft er, werden nicht allein
diejenigen seiner Bekannten, welche, bei täglichem Umgange mit ihm, die Ent-
stfehung und Entwickelung seiner Arbeiten beobachteten > sondern dem Sach-
kenner wird auch schon die umfassendere, allgemeinere Entwicklungsweise in
den Untersuchungen, aus welcher nicht nur alle jene Betrachtungen, sondern
auch eine grofse Menge neuer Resultate von selbst hervorgehen, ein Zeugnifs
ablegen. So hat er z. B. die Untersuchungen über Kreise und Kugeln auf die
W^eise verallgemeinert, dafs die Winkel, unter welchen dieselben sieh schnei-
de», betrachtet werden, so dafs die Berührung nur als ein spezieller Fall des
Schneidens anzusehen ist, nemlich der, wo der Sdhneidungswinkel = 0 oder
= 180° ist. Und Ewar löset er durchHülfe der in den nachstehenden Paragraphen
(L II. IIL) entwickelten Lehrsätze nicht allein alle die verschiedenen (Apolloni-
schen) Aufgaben über Berührung der Kreise und der graden Linien etc., sondern
nodh weit mehr Aufgaben über das Schneiden der Kreise; wie z.B. folgende:

„Eine» Kreis zu beschreiben, welciter drei der Grofse imd Lage nach ge-
gebene Kreise Kt, K^, Kg respective unter den gegebenen Winkeln 4 , ^
schneidet.11 *

*) Man sehe S. 96. des L Hefts dieses Journals.
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S t einerf geometriscJie Betrachtungen. 163

„Einen Kreis zu beschreiben, welcher vier, der Gröfse und Lage nach gege-
bene Kreise unter einerlei ^Winkel schneidet." U. s. w.

Und zwar werden alle diese Aufgaben ebensowohl bei Kreisen, die in einer-
lei Ebene, als bei Kreisen, die in einerlei Kugelfläche liegen, gelöset. Ferner
werden analoge Aufgaben bei Kugeln im Räume gelöset, als z. B.:

„ Eine Kugel zu beschreiben, welche vier, der Gröfse und Lage nach gegebene
Kugeln K f, K2, K3, K4 respective unter den gegebenen Winkeln af> 2, 3, 4

schneidet."
„Eine Kugel zu beschreiben, welche fünf der Gröfse und Lage nach gegebene

Kugeln unter einerlei Winkel schneidet." U. s. w.
Nach dem frühern Plane des Verfassers sollten seine geometrischen Unter-

suchungen ein zusammenhängendes Werk ausmachen; allein bei der Ausarbeitung
fand sich, dafs es zu ausgedehnt werden würde; andererseits war es ihm bis jetzt
noch nicht möglich, seinen Untersuchungen ein bestimmtes Ziel zu setzen, weil
sich dieselben noch täglich erweitern und auf neue Gegenstände anwenden lassen,
so dafs bestimmte Schranken der freien Entwickelung des Gegenstandes nur nach-
theilig sein würden. Der Verfasser wird daher erst einen Theil davon, .welcher

„Das Schneiden (mit Einschlufs der Berührung) der Kreise in der Ebene,
das Scheiden der Kugeln im Räume, und das Schneiden der Kreise auf der
Kugelfläche"

enthalten soll, welche Untersuchungen schon vor zwei Jahren beendet waren, und
deren Ausarbeitung zum Drucke gegenwärtig beinahe vollendet ist, in einem Bande
von etwa 25 bis 30 Bogen, herausgeben, und wenn dieser erste Theil einige Theil-
nähme findet, die übrigen Untersuchungen nachfolgen lassen.

§. I. Von der Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen.

i.

Wenn die geraden Linien Mm und P G (Fig. 8.) aufeinander senkrecht
stehen: so ist für jeden beliebigen Punct P des Perpendikels P G, wenn man
die Puncte m, M als gegeben betrachtet:

MP* — m JP2 = M G' — m G\
dasheifst:

„Der Unterschied der Quadrate der Abstände aller Puncte P der Senkrech-
ten P G zwei gegebenen Puncten M9 m ist eine unveränderlich^ Gröfse,
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164 Steiner, geometrische Befrachtungen.

nemlicli gleich dem Unterschiede der Quadrate der Abstände MG, m G der
Senkrechten JPG von den gegebenen P mieten M, " Hieraus folgt:

„Dai's der geometrische Ort eines Puncts P, für welchen der Unterschied
der Quadrate seiner Abstände von zwei gegebenen Puncten M, m gleich ist einer
gegebenen Gröfse u2, eine gerade Linie P G ist, welche auf derjenigen (Mm),
die die gegebenen Puncte verbindet, senkrecht steht."

Bezeichnet man den Abstand der gegebenen Puncte Mm von einander
durch a: so ist

MG + mGz=a und MG* — mG* == M
2.

Daraus folgt:
> * — u*und m G = — - -- .2a

2.
In den Lehrbüchern der Geometrie findet man folgenden Satz bewiesen:
„Werden aus einem, in der Ebene eines Kreises M, (Fig. 9.) willkürlich

angenommenen Puncte JP9 gerade Linien , PCD . . . . . . . gezogen, die
den Krek schneiden: so ist das Product (Rechteck) aus den Abständen des Puncts
von den Durchschnittspuncten der schneidenden Linien eine beständige Gröfse^
d. h. es ist

Dieses Product, für einen bestimmten Punct, in Bezug auf einen gegebenen
Kreis, soll

„Potenz des Puncts in Bezug auf den Kreis ,"
oder auch umgekehrt :

„Potenz des Kreises in Bezug auf den Punct *)M heifsen.
, Ferner wollen wir sägen : Die Potenz eines Puncts , in Bezug auf einen

Kreis, sei äufser l ich oder innerlich, je nachdem der Punct außerhalb oder
innerhalb des Kreises liegt

Liegt der Punct P aufserhalb des Kreises M, (Fig. 9.): so ist seine Potenz
gleich dem Quadrat der, aus ihm an den Kreis gelegten, Tangente P T. Die
Potenz eines innerhalb des Kreises M legenden Pinicts Q (Fig. 10.) ist gleich
dem Quadrat der halben kleinsten Sehne QC, durch den gegebenen Punct.
Bezeichnet man den Halbmesser M T, MC des Kreises M (Fig. 9, 10.) durch

*) Die'Alten nannten den constanteit Inhalt des zwischen der Hyperbel und ihren
Asymptoten beschriebenen Parallelogramms, „Potenz der Hyperbel. '*
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Steiner, geometrische Betrachtungen. 165

/i, so ist, vermöge der rechtwinkligen Dreiecke MTP, MQC, die Potenz des
aufserhalb des Kreises liegenden Puncts P ,

und die Potenz des innerhalb des Kreises liegenden Puncts Q,

Hieraus folgt, dafs Puncte , welche gleich weit vom Mittelpunct eines Krei-
ses entfernt sind, in Bezug auf ihn gleiche Potenzen haben. Fallt ein Punct in
die Peripherie eines Kreises, so ist seine Potenz = 0; und umgekehrt, jeder
Punct, dessen Potenz in Bezug auf einen gegebenen Kreis = 0 ist, liegt in der
Peripherie des Kreises»

3.
"Wenn M, m (Fig. 8.) die Mittelpuncte zweier Kreise M, m sind, deren

Radien durch R9 r bezeichnet werden mögen, und J? ist ein Punct, welcher zu
beiden Kreisen gleiche und gleichartige, d. h. in Bezug auf beide Kreise zugleich,
äufserliche oder zugleich innerliche Potenzen hat, so ist entweder (2);

a) M P2 — R2 = mP 2 — r2

oder
t>) jR* - MP1 = r2 - mP*.

Aus Beidem folgt :
MJP* - mP2 = R* - r2, ·«,„*/...

d. h.: „Der Unterschied der Quadrate der Abstände des Puncfs JF^ist unter der
vorausgesetzten Bedingung eine unveränderliche Grofse (R2 — r2), ncmlich gleich
dem Unterschied der Quadrate der Radien der gegebenen Kreise , m."

Hieraus folgt nach (l·)·
„Dafs der Ort eines Puncts P, welcher zu zwei gegebenen Kreisen /", in

gleichartige und gleiche Potenz hat, eine gerade Linie P G ist, welche auf der
Axe M m der Kreise senkrecht steht." ,

Wegen dieser Eigenschaft der geraden Linie P G soll dieselbe fortan :
„Linie der gleichen Po tenzen der Kreise My m* heifseir.

Aus dem Obigen folgt noch als Zusätze :
„Dafs Erstlich die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise, und
„Zweitens die Linie, welche zwei Kreise in einem und demselben Ptmct

berührt, zugleich die Linie ihrer gleichen Potenzen ist.1*
Da nach (2.) die Potenz, eines aufserhalb des Kreises liegenden Puncts

gleich ist dem Quadrat der Tangente, aus dem Puncte an den Kreis, so folgt
ferner;
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166 ftteiner, geometrisch Befrachtungen.

„Dafs der geometrische Ort eines Puncts P9 aus welchem die Tangenten
an zwei gegebene Kreise M9 m einander gleich sind, eine auf der Axe Mm der
Kreise senkrecht stehende gerade Linie P G ist."

Beschreibt man mit einer der vier Tangenten, aus dem Punct JP an die bei-
den gegebenen Kreise einen Kreis JP, so schneidet derselbe die beiden gegebe-
nen Kreise rechtwinklig, und es folgt ferner:

„Dafs der geometrische Ort des Mittelpuncts P eines Kreises JP, welcher
zwei gegebene Kreise M9 m rechtwinklig schneidet, eine gerade Linie P G· ist,
welche auf der Axe Mm der gegebenen Kreise senkrecht steht."

4.
Es seien M^M^ M^ (Fig. 11.) die Mittelpuncte dreier, der Gröfse und Lage

nach gegebenen Kreise Ml9 2, M^. Zu je zwei der gegebenen Kreise gehört
nach (3.) eine Linie der gleichen Potenzen. Wir wollen diese drei Linien, mit-
telst der <den Kreisen zukommenden Zahlen, und zwar durch /(12), /(13), 1(23)
bezeichnen, d. h. /(l2) bezeichnet die Linie der gleichen Potenzen der beiden
gegebenen Kreise Mi9 7fcT2, u. s, w.

Derjenige Punct, in welchem sich z. B. die beiden Linien /(l2), /(J 3)
schneiden, und welchen wir durch/?(l23) bezeichnen wollen, hat, vermöge der
ersten Linie /(12), zu den beiden Kreisen' M^ JW2» und vermöge der ändern
Linie /(13), zu den beiden Kreisen Mt,M3 gleiche Potenzen; mithin hat er zu

v allen drei gegebenen Kreisen 9 2, gleiche Potenzen, und folglich geht
auch die dritte Linie Z(23) durch den genannten Punct p (i 23). Darausfolgt
nachstehender Satz:

„Die drei Linien der gleichen Potenzen, welche zu drei gegebenen Kreisen,
paarweise genommen, gehören, schneiden einander in einem und demselben
Punct p (123)." Wir wollen diesen Punct p (123) hinfort

„Punct der gleichen Potenzen der drei Kreise M^M#M* nennen.
Liegt der Punct p (i 23) aufserhalb der drei gegebenen Kreise Mi9 M2, M3,

so folgt aus (3.), dafs die aus ihm an die Kreise gelegten Tangenten einander
gleich sind, und dafs er in diesem Fall der Mittelpunct eines Kreises ist, welcher
die drei gegebenen Kreise rechtwinklig schneidet

Da nach (3.) die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise zugleich die Linie
der gleichen Potenzen derselben ist, so folgt femer:

„Dafs wenn drei beliebige Kreise Mt9Mn*Mn (Fig, 12.) einander schneiden,
daß dann die drei Sehnen AB, CD, EF9 welche dieselben paarweise mit «in-
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Steiner, geometrische Betrachtungen. 167

ander gemein haben, sich in einem und demselben Puncte p(i23), nemlich im *
Puncte der gleichen Potenzen der drei Kreise schneiden." Und:

„dafs wenn drei beliebige Kreise einander berühren, dafs alsdann die, in
den drei Berührungspunkten an die Kreise gelegten Tangenten, in einem und
demselben Punct zusammentreffen.w

Hieraus folgen ferner nachstehende Sätze:
„Werden zwei, der Gröfse und Lage nach gegebene Kreise Mi9Mz (Fig. 13.)

von irgend einem willkürlichen Kreise /3 geschnitten, so ist der geometrische
Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Sehnen EF> CD, welche der letz-
tere. Kreis mit jenen beiden gemein hat, eine gerade Linie, .welche auf der Axe
Mi M2 der gegebenen Kreise senkrecht steht."

Nemlich der Ort des genannten Durchschnittspuncts P ist die Linie der
gleichen Potenzen /(l2) der beiden gegebenen Kreise. Man sieht leicht, wie
sich hieraus die Linie der gleichen Potenzen /(l 2) zweier gegebenen Kreise
Mi, M12 finden Tatst. Ferner:

„Werden zwei der Lage und Gröfse nach gegebene Kreise M^M2 (Fig. 14.)
von irgend einem willkürlichen Kreise M^ berührt, und man legt in den beiden
Berührungspuncten A, B Tangenten , JBP an die Kreise: so ist der geome-
trische Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Tangenten, eine auf der Axe
Mi M2 der gegebenen Kreise senkrecht stehende grade Linie P G, nemlich die
Linie der gleichen Potenzen /(l4) der beiden gegebenen Kreise Mt, M^

Durch Umkehrung dieses letzten Satzes folgen nachstehende Sätze:
„Legt man aus einem, in der Linie der gleichen Potenzen (PG.) zweier

gegebenen Kreise M^M^ (Fig. 14.) willkürlich angenommenen Puncte P, an jeden
Kreis eine Tahgente: so berühren diese Tangenten die Kreise in zwei Puncten,
in welchen sie auch von einem bestimmten Kreise berührt werden können." Legt
man also aus dem Puncte P die vier Tangenten PA> PB, PC, PD, welche
die beiden gegebenen Kreise Mi9 M2 in den Puncten A, B, C, D berühren:
so kühnen die Kreise M19M2 von einem bestimmten Kreise (M3) in den Puncten
A, B> von einem ande/n Kreise in den Punclen C, D, von einem dritten Kreise
in den Puncten A, C, und endlich von einem vierten Kreise in den Puncten B, D
berührt werden. Oder was dasselbe ist:

„Jeder Kreis P (z. B. ABCJ)), welcher zwei gegebene Kreise Mt, M2 recht-
winklich schneidet, schneidet sie in vier solchen Puncten A,B,C,I) in welchen
dieselben von vief bestimmten Kreisen berührt werden können; d.h. jeder der vier
Kreise berührt die gegebenen in zwei der genannten vier Durchschnittspuncte."
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168 Steiner, geometrische Betrachtungen.

' 5.
Stellt man sich alle m glichen Kreise, jPf, JPg, P3 vor, von denen

jeder zwei gegebene Kreise M^ 2V/2 (Fig. 15.) rechtwinklich schneidet: so folgt
nach (3), dafs jede zwei derselben die Axe M^M^ der letztem zur Linie der glei-
chen Potenzen haben, und folglich haben alle Kreise JPf, Pz, ÑË zu-
sammen die Axe M{ M2 zur Linie der gleichen Potenzen. Das heifst (3): der
geometrische Ort des Mittelpunctes eines Kreises (Mif M2, M3 ),
welcher alle Kreise P^ JP2, ÑË rechtwinklig schneidet, ist die Axe
Mi M2 der gegebenen Kreise Mi, M2.

Die beiden Gruppen von Kreisen JP f , JP2, JP3 ..... und M^ M^ M^
stehen demnach in einer solchen gegenseitigen Beziehung, dafs jeder Kreis der
einen Schaar, jeden Kreis der ndern Schaar rechtwinklig schneidet, und dafs
also die Kreise der einen Schaar die Axe der ndern zur Linie der gleichen Poten-
zen haben.

Da die Kreise JP4, jPe, jPe die Axe Ml, M^ Af3 . . . , . Kur Linie der
gleichen Potenzen haben, so folgt, dafs wenn irgend zwei derselben einander
schneiden, dafs daan alle zusammen einander in denselben zwei Punfcten A, B
schneiden, und dafs ihre gemeinschaftliche Sehne AB die genannte Axe
ÌË> Me, M3 . . . . ist Wenn aber die Kreise der einen Schaar JPlf JPe, P3 ......
einander schneiden, so kann ãüç deft Kreisen der ndern Schaar Mt M2 ÌË .......
keiner den ndern schneiden. * Also:

„Alle Kreise P f f P2, JP3 , von denen jeder, zwei gegebene aufser
oder ineinander liegende Kreise Ml, M2 oder Mi, M3 rechtwinklig schneidet:
schneideq sich in zwei bestimmten Puncten A, B* Und:

„Von allen Kreisen M^ M2 M^.... welche zwei gegebene, sich schneidend^
Kreise Pt, P2 rechtwinklig schneiden: kann keiner den ndern schneiden."

Da sich nach (4) die Sehnen, welche der Kreis M:| mit irgend zwei Kreisen
der Schaar Pt, JP2> JP3 gemein hat, mit der Axe ÌË Ì& (alsLini^der glei-
chen Potenzen der letztern KreiseJPf, P2—) in einem Punct schneiden: so folgt,
dafs sich alle Sehnen, J) C, E F , welche der Kreis M^ mit den Kreisen
JP4 f P2, P^ ..... t . einzeln gemein hat, in einen^ bestimmten Punct M der
Axe $ft M2 schneiden. Aus gleichen Gr nden folgt, dais sich alle Sehnen
JD C, HI, * . . ., welche der Kreis jPt mit den Kreisen M^, M# M^ , . . ., einzeln
genommen, gemein hat, in einem bestimmten Punct JP der Axe PtP schnei-
den. Bemerkt man noch, dafs/ da die Kreise Ñ^,Ñ^,Ñ^ den Kreis f ·
rechtwinklig schneiden, die nach den Durchschnittspuncten gezogenen Radien
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Steiner, geometrische Betrachtungen. 169

P, C, JP4D, l^JE,.. . . den Kreis Aff berühren; und dafs eben so die Radien
Mt C, MtD\ M H,.... den Kreis P% berühren: so folgen aus dem Obigen
nachstehende bekannte Sätze:

,*Legt man aus beliebigen Puncten M^, Mz .... (Fig. 16.) einer gegebenen
graden Linie ^ ) welche einen gegebenen Kreis P4 schneidet, Tangenten
an diesen Kreis: so gehen die Sehnen CD, EF. .. .., welche die Berührangs-
puncte der zusammen gehörigen Tangenten verbinden, durch einen und densel-
ben aufserhalb des Kreises liegenden Punct P.w Und:

„Legt man aus beliebigen Puncten Pt, Pf .... (Fig. 17.) einer geraden Linie
^ , aus jedem zwei Tangenten an einen gegebenen Kreis M"t, welcher die

genannte Linie nicht schneidet: so gehen die Sehnen CD, EF. . . ., welche die
Berührungspuncte der zusammen gehörigen Tangenten verbinden, durch einen
bestimmten, innerhalb des Kreises liegenden Punct M.*

"Und umgekehrt:
„Zieht man aus einem in der Ebene eines gegebenen Kreises (P, Fig. 16.

oder M' Fig. 17.) beliebig angenommenen Punct P oder M eine willkürliche ge-
rade Linie (P D G oder CMD), die den Kreis schneidet, und legt in den Durch-
schnittspuncten (C, D) Tangenten an den Kreis: so ist der geometrische Ort des
Öurchschnittspuncts (Mj oder P4) dieser beiden Tangenten, eine gerade Linie
(MtM2 . . . . oder P4P£ ....), welche auf dem, durch den angenommenen
Punct (P oder M) gehenden Durchmesser ( PPt oder MMt) senkrecht steht/

Die gegenseitige Lage und Bestimmung des angenommenen Puncts P oder
Mund der Ortslinie Mi Ma oder < 2 > in Bezug auf den gegebenen Kreis (Pt

o<5er M4) ist leicht zu sehen. Nemlich die aus den gegebenen Punct P, (Fig. 16.),
an den gegebenen Kreis P4 gelegten Tangenten PA, P B berühren den Kreis
nothwendigin denjenigen Puncten A, B, in welchen er von der Ortslinie Mt Mn

geschnitten wird, u. s. w.
* Bekanntlich finden diese Sätze auf ähnliche Weise bei jeder Curve zweiten

Grades Statt. Auch finden analoge Sätze bei allen Flächen zweiten Grades Statt.

S, II. Von den AAnlichkeitspuncten und Aehnlicnkeitslmien bei Kreisen, die in einerlei
Ebene liegen.

6.
Sind irgend drei Puncte M, m, A, (Fig. 18,)» die in einer geraden Linie

liegen, gegeben, und man zieht durch den Punct ̂  eiae willkürliche gerade
I. 22
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170 Steine*^ geometrische Betrachtungen.

Linie AnN> und aus den JPuncten * M, m zwei beliebige Parallelen MN, mn
nach jener Licde An N, so ist;

MN : mn = M A : m A.
» Zieht man umgekehrt aus, den Püncten -M, m irgehd zwei Parallelen MN^

mni, voti der Gröise, dafs 'M-JVj ·: fnni (= MA : mA\ so liegen ihre End-
punete N, , nt mit döm I^pncte .A in 6kiar ̂ geraden Unie. w

Aehnliqhes fu*(Jkt Statt* weriii man statt des Puncts A einen Punct I nimmt,
welcher zwischen den b,0ideli Puncten M , m (Fig% ;19») liegt; nur liegen dann
die Parallelen MN9 ^$F MJf^'mn^ auf Ye^schiedehen Seiten der ge-
gebenen gradeil Linie Mim. »

Beschreibt man um did gegebenen Punete M^m (Fig. 18, 19,), mit zwei
bestimmten Halbmessern MN, mn zwei Kreise M, m: so folgen aus (6.) unmit-
telbar »jachstiehende Sätze :

„In zwei beliebigen Kreisen JUT9m9 (Fig. 18.)y liegen die Endpüncte IV, n
zweier beliebigen parallelen Radien MN+ mn, die sich an einerlei Seite der
Axe Mm befinden, mit einem und · demselben bestimmtet Punct A in einer gera^
den'Lime^.· Und: ? ' ? ' . . - . · > , : -. , * « « · < · . /. ' ; · > - *

*rln zwei beliebigen Kreisen M9m (Fig. 19.)* - liegen die Endpüncte ,̂ ,
zweier beliebigen parallelen Radiert ">MN, mn, weicht sich auf entgegengesetz-
ten Seiten der Axe befinden, mit Einern uncl demselben bestimmten Punct;/ in
geradem l,inie.Wf Ferner: \ ! » ;

^Zieht man nach irgend einer geraden Liriie-^n^^ oder Nilni (Fig.20;)f

welche durch eiüen | einer1 b^stitbrateti Punirte A odej* /geht, aus den Mittelpunc-
tön M^ m zwd 'beliebige Baralleleh MJVt , m n{ so verhalten sich fliesiölben wie
die Radien der Kreise, d. h.: es ist MJVt : mnl = M N ; m n." Up^ umgekehrt;

„Zieht mit n aus de& Mittiljpuricten'Mm der gege:benenä Kr^ke zwei (belie-
bige Parallelen MN^iWkh^ welche sifch verhalten wie die Radien der Kreise;
so liegen die Endpüncte ]\it , nt derselben entweder mit A oder mit / in gerader
Linie, je nachdem die Parallelen auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der
Axe Mm gezogen sind." }

Die beiden Punete A, /, welche zu zwei gegebenen Kreisen M, m gebo-
ren, wollen wir

und #tarl4 itifsef5« ^ urtd f/ ! i^Aöifn^A^y^hkeitünlrtr1 Ferner soll
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Steiner, geometrische Betrachtungen. 171

solche gerade Linie An^N^ n^IN^ welche durch einen der beidfen Aehnlich*
keitspuncte oder / geht :

„Aehnl iehkei ts l in ie der beiden Kreise M, m?
lind« zwar ebenfalls „äufsere oder innere" heifsen, je nachdem sie durch den
aufsehen oder inneren Aehnlichkeitspunct geht · *

Bezeichnet man die Radien M N, m n der Kreise M, m durch R, r: so hat man
nach (6) für die Lage der beiden Aehnlichkeitspuncte A9 /folgende Gleichungen:

R : r = MA : mA = MI : ml.
Hieraus folgt, dafs wenn z. B. R = M A , dafs alsdann zugleich r = m A

ist, utid folglich did beiden Kreise einander in dem Punct A innerlich berühren;
oder wenn R = 3//ist, dafs dann zugleich auch r = ml ist, und dafs die
gegebenen Kreise einander nothwendig in dem Punct / äufserlich berühren.
Durch Umkehrung folgt:

„Dafs wenn zwei beliebige Kreise My m einander äufserlich berühren: so
ist der Berührungspunct zugleich ihr innerer Äehnlichkeitspunct (/)." Und:

„Wenn zwei beliebige Kreise (TV/, m) einander innerlich berühren: so ist
der Berührungspunct zugleich ihr äufserer Äehnlichkeitspunct (A)?

Da die Endpuncte paralleler Radien der beiden Kreise M, m mit einem der
beiden Aehnlichkeitspuncte A oder /in gerader Linie liegen: so folgt ferner, durch
Umkehrung, dafs jede gerade Linie, welche durch einen der beiden Aehnlichkeits-
puncte geht und den einen Kreis schneidet, nothwendigef ^Veise auch den än-
dern Kreis schneidet, und dafs die nach den Durchschnittspuncten gezogenen
Ra<lien der beiden Kreise paarweise parallel sind. Berührt demnach die genannte
Linie den einen Kreis, so berührt sie zugleich auch den ändern. Daher folgt ferner:

„Liegen zwei gegebene Kreise M, m (Fig. 21.) aufser einander: so schnei-
den sich die beiden äufseren gemeinschaftlichen Tangenten Bb und Ri bt in
dem äufsern, A, und die beiden innern gemeinschaftlichen Tangenten Cc und
Ci crin dem innern Aehnliehkeitspunct /."

Hierdurch kann man leicht an zwei gegebene Kreise eine gemeinschaftliche
Tangente ziehen.

Endlich ist zu bemerken, dafs, wie aus der obigen Gleichung folgt, bei zwei
in einander liegenden Kreisen, die Aehnlichkeitspuncte innerhalb beider Kreise
liegen.

8.
Es seien Mi , Mz , M3 (Fig. 22.) die Mittelpuncte dreier beliebigen, der Grofse

uad Lage nach gegebenen Kreise Mt , M2 , M^ Nach (7) gehören zu je zweien
22*Brought to you by | University of Iowa Libraries
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172 Steint r i geometrische Betrachtungen.

dieser drei Kreise zwei Aehnlichkeitspuncte. Es seien · Ä± und /„, ^i
A^ und /f die Aehnlichkeitspuncte der Kreispaare Mt M^ Mt M3, M2 M^

Da die gerade Linie A^A^ welche durch die Aehnlichkeitspuncte A± und
^sgeht, vermöge des erstern, zu den Kreisen M^j 2, und vermöge des letztern,
zu den Kreisen Mi9 M3 eine äufsere Aehnlichkeitslinie ist (7.): so ist sre folglich
auch eine aufsere Aehnlichkeitslinie zu den Kreisen 2, 3, und geht daher
durch den äufsern Aehnliehkeitspünct At derselben, d, h, die drei Aehnlich-
keitspuncte Az, A2, A'i liegen in einer geraden Linie. Auf ganz ähnliche Weise
schliefst man,dafs sowohl die drei Aehnlichkeitspuncte A^I^I^ als auch A^I^I^
so wie auch ^,7^/3 in geradenLinien liegen. Wir finden daher folgenden Satz:

„Von den sechs AehnKchkeitspuncten, welche zu drei beliebigen gegebenen
Kreisen, paarweise genommen, gehören, liegen vier mal drei in einer geraden
Linie, nämlich es liegen die drei äufseren, und jeder äufsere mit den beiden nicht
zugehörigen inneren Aehnlichkeitspuncten in einer geraden Linie."

Diese genannten vier geraden Linien, von welchen jede durch drei Aehn-
lichkeitspuncte der gegebenen Kreise geht, und mithin zu allen drei Kreisen
ähnliche Lage hat, wollen wir *

„Aehnlichkeits l inien der drei Kreise Mt, M^ M^* nennen,
und zw.ar die Linie Az A^ At äufsere, und die drei Linien A^ Ii /2, A2 Ii /3,
A± J2 I3 innere Aehnlichkeitslinien.

Da die beiden äufseren gemeinschaftlichen Tangenten zweier aufser einander
liegender Kreise, sich im äufseren, dagegen die beiden innern gemeinschaftlichen
Tangenten,sich im inneren Aehnlichkeitspunct der Kreise schneiden (7, Fig. 21):
so folgt aus dem vorigen Satz unmittelbar der nachstehende:

„Legt man an je zwei von drei, der Gröfse und Lage nach gegebenen, aufser
einander liegenden Kreisen Mi9 Mz, M3 (Fig. 23), die beiden Paare gemeinschaft-
liche Tangenten (d. h. die beiden äufseren und die beidea innern): so liegen
sowohl die drei Durchschnittspuncte (A3, Az, At) der drei Paare äufsere Tan-
genten *), als auch der Durchschnittspunct jedes Paars äufsere Tangenten mit
den zwei Durchschnittspuncten der beiden nicht zugehörigen Paare innere Tan-
genten (d. i. A^ 7f f?, A2 It /5, At I2 I3) in einer geraden Linie."

Da nach (7) der Berührungspunct zweier Kreise zugleich ein Aehnlichkeits-
punct derselben ist, so folgt daraus und aus dem obigen Satz ferner:

*) Diesen ersten Fall beweist ML Hirsch im zweiten Bande, Seite 368 seiner ^Samm-
lung geometrischer Sät&e etc„"
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Steiner, geometrische Betrachtungen. 173

„Wenn irgend ein beliebiger Kreis M3 zwei gegebene Kreise Mx, M2 be-
rührt, so liegen die beiden Berührangspuncte mit einem der beiden Aehnlich-
keitspuncte der gegebenen Kreise in einer geraden Linie."

Denn dar die Puncte, in welchen der Kreis M^ die beiden gegebenen Kreise
Mt, M2 berührt, zugleich zwei von den vier Aehnlichkeitspttncten Al9 Il9 A^ I2

sind, welche jener Kreis mit diesen beiden gemein hat: so sind die genannten
Berührungspuncte zugleich entweder

1) die beiden Aehnlichkeitspuncte At und Az,
oder 2) -' ' - - - /f - /2,
pder 3) - - - At ~ I2,
oder 4) - - — - It - A^

und liegen folglich in den beiden ersten Fällen (l, 2.) mit dem äufsern A^9 und
in den beiden letzten Fällen (3, 4.) mit dem innern Aehnlichkeitspunct /^ der
gegebenen Kreise Mt, 3/£ in einer geraden Linie. Man kann daher den, vorlie-
genden Satz auch bestimmter, wie folgt, aussprechen:

„Berührt irgend ein Kreis MB zwei der Gröfse und Lage nach gegebene
Kreise Mt, M2 gleichartig (d. h. entweder beide innerlich (1.) oder beide äuiser-
lieh (2.)): so liegen die beiden Berührungspuncte mit dem äufse ren ^4a,'be-
rührt er aber dieselben ungleichartig (d. h. den einen äufserlich und den ändern
innerlich (3,4.)): so liegen die beiden Berührungspuncte mit dem innern
Aehnlichkeitspunct (/3) der gegebenen Kreise in einer geraden Linie»w

§. 1IL Von der gemeinschaftlichen Potenz bei Kreisen ̂  die in einerlei Ebene liegen*

9.
Nach (§. I. Nr. 4.) können zwei gegebene Kreise Ml9 Mz in denselben Punc-

ten A,B, C,D, in welchen sie von irgend einem Kreise JP rechtwinklig geschnit-
ten werden, zugleich von vier bestimmten Kreiset! berührt werden, Netnlidb,
schneidet z. B. der Kreis P (Fig. 24.) die beiden gegebenen Kreise Ml9 Ms in
den Puncten A,D,C,li rechtwinklig: so können dieselben Von einem bestimm-
ten Kreise in den Puncten A, JB, und von einem zweiten Kfeise in den Puncten
D, C gleichartig, dagegen von einem dritten Kreisein den Puncten A9 Cß und
endlich von einem vierten Kreise in den Puncten jD, B ungleichartig berührt
Werden.

Nach (§. II. Nr. 8.) liegen aber die Leiden Berührungspuncte, in welchen
irgend ein Kreis zwei gegebene Kreise Ml9 M2 gleichartig berührt, mit dem
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174 S t ein er 9 geometriscfie Betrachtungen.

äufsern A^, und dagegen die Berührungspuncte, in welchen irgend ein Kreis die
gegebenen ungleichartig berührt, mit dem innern Aehnlichkeitspunct (/3) dersel-
ben in einer geraden Linie. Folglich liegen die vier genannten Puncte A> D, C9

J5, in welchen irgend ein Kreis P zwei gegebene Kreise Ml9 M2 rechtwinklig
sehneidet, sowohl paarweise mit dem äufsern (y43) als auch mit dem innern Aehn-
l^chkeitspunct (/) der letztern Kreise in ;geraden Linien,» Das heifst: jede drei
Puncte A^AB, A^DC, AI^C, DI^B liegen in einer geraden Linie. Wir fin-
den also den folgenden Satz:

„Schneidet irgend ein Kreis P, zwei gegebene Kreise. /,, M2 rechtwinklig:
so liegen die vier Durchschnittspußcte A, D, C, B,~paarweise, sowohl mit dem
äufsern A^ als auch mit dem innern Aehnlichkeitspunct /3 der gegebenen Kreise
in geraden Linien." Oder, was dasselbe ist:

„Legt man aus irgend einem Punct jP der Linie der gleichen Potenzen (PG)
zweier gegebenen Kreise ,, M^ vier Tangenten P A^ P D, PC, P B an die
letztern, verbindet die vier Berührungspuncte A^ B, C, D derselben paarweise
durch sechs gerade Linien: so schneiden sich zwei dieser Linien B A und CD iu
einem constanten Punct A^ (äufserem Aehnlichkeitspunct), zwei andere AC und
B D in einem constanten Punct 1^ (innerem Aehnlichkeitspunct), dagegen ist der
Ort des Durchschnittspuncts j?t des dritten Linienpaars DA und CB die ge-
liannte Linie P G selbst (§. L Nr. 4.), und endlich geht jede der beiden letztern
Linien DA,CB durch einen constanten Punct (Qf, QJ (§. I. Nr. 5.)" *).

10.
Da alle möglichen Kreise JP, welche zwei gegebene Kreise Mt, M recht-

winklig schneiden, die Axe A^ Mt I3 M2 der letztern Kreise zusammen zur
Linie der gleichen Potenzen haben (§. I. Nr. 5.); und da ferner, wie so eben
erwiesen (9.), die vier Puncte, in welchen ein solcher Kreis P die beiden ge-
gebenen Kreise schneidet, paarweise, sowohl mit dem äufsern als mit dem in-
nern AehnlichLcitspunct der letztern in geraden Linien liegen: so folgt, dafs so-
wohl A^A X AnB — A^D X A3C, als I^A X I^C — /3D X I3B con-
st?inte Producte sind> wie auch der schneidende Kreis, unter der gegebenen Be-
dingung, seine Gröfse und Lage ändern mag. Denn das erste Product ist gleich

*) Dieser Satz ist ein spezieller Fall des allgemeinen Satzes Seite 46. Nr, VII. des
ersten Hefts dieses Journals. Die gegenwärtige Linie P G entspricht der dortigen Linie L,
und die dortige Linie / ist im gegenwärtigen Falle unendlich entfernt.
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der Potenz !des Puncts A3 in Bezug auf den Kreis P, und das letztere Product
ist gleich der Potenz des Puncts /3, in Bezug auf denselben Kreis P\ folglich
sind beide Producte cohstaiit, weil, wie schon bemerkt, alles Kreise JP die Linie
Az JT3 zur Linie de^ gleichen Potenzen haben,

Bezieht man diese Eigenschaft auf die beiden gegebenen Kreise Ml9 M2, so
entspringt daraus folgender Satz:

„ Zieht man aus einem Aehnlichkeitspunct A 9 oder /3 zweier gegebenen
Kreise Ml9 M2 irgend eine gerade Linie A^AB oder C, welche die Kreise
schneidet: so ist das Product A„AX A„B oder AI^ X CI· aus den Abstän-

·} 3

den des Aehnlichkeitspilticts von zwei Dürchschnittsptincten A und B oder
A und C der genannten Linie und der beiden Kreise, deren zugehörigen Ra-
dien Mt A und M2B oder Mt A und MaC nicht parallel sind, von donstan-
terGroise." *

Dieses constante Product wollen wir
„gemeinschaf t l i che Potenz der be iden gegebenen Kreise
M1M2^ in Bezug auf ihren A e h n l i c h k e i t s p u n c t A^ oder /3>"

nennen.
11.

Es ist aber die Potenz des Puncts A3, in Bezug auf deri Kreis P, wenn
die gegebenen Kreise Ml9 M2 aufser einander liegen, wie (Fig. 24.), gleich dem
Quadrat der aus dem Punct an den Kreis JP gelegten Tangenten A3E> folglich
ist diese Tangeilte, für jeden Kreis P, von unveränderlicher Gröfse. Beschreibt
man älsio mit derselben um den Punct A^ einen Kreis A^ so schneidet derselbe
jeden Kreis P rechtwinklig. Dagegen isit die Potebz de^ Puncts /3, "Welcher in-
nerhalb defs Kreses JP liegt, gkich dem Quadrat der halben durch denselben ge-
henden kleinsteh &ehne dei Kreises P- (·§. I. Nr. 2.), und mithin hat diese halbe
Sehne für jeden1 Kreis P einerlei Gröfse, oder, ein rriit derselben um den Punct
/ beschriebener Kreis /3> wird von jedem Kreise JP im Durchmesser geschnitten,'
d. h. ae IPünctei in welchen irgend ein Kreis P den Kreis /3 schneidet, sind zu-
gleich die Endpuncte eines DürehmesserS des letfctern Kreises.'

Diese! biiideii genannten, um die Aehnlkhkeitspüncte Lij und /3 beschriebe-
nen Kreise · 3, /3

l, deren Radienrin's Quadrat erhöben, gleich sind <ten gemein-
schaftlichen Potenzen der gegebenen Kreisö Mt', Ms, iri Bezug auf-die Punctc
A^^ sollen; · · ; ' ' · · ' ' : '' ; - · ; '- ' ' ' : -·\ :" 'f ; ·

i^dt^ri^kreis« der be iden gegebenen Kreise Ml9 JfcT2
w heifsen,

uiitl z^frar der Kreis1 äöfserer und derKTfels 1 i nnere r Potenkkms.
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176 Steiner, geometrische Betrachtungen.

Es ist nocfc zu bemerken, dafs im Fall die gegebenen Kreise in einander
liegen (wie Fig. 14.), alsdann das Umgekehrte Statt findet, nemlich, dafs in die-
sem Fall der innere Potenzkreis J3 jeden Kreis P rechtwinklig schneidet, der
äufse re Potenzkreis A5 aber von jedem Kreise P im Durchmesser geschnitten
wird. * Und w£nn ferner die beiden gegebenen Kreise 'M\, M2 einander schnei-
den, so schneidet sowohl der äufsere als der innere Potenzkreis jeden Kieis JP
rechtwinklig.

12.
Da die beiden Puncte A und J5 oder JD und C> Fig. 24., für welche nadli

(10.) das Product A^A ASB = A3D A^C constanl ist, oder welche in
Bezug auf den Aehnlichkeitspunct A3 die Potenz bestimmen, auf einerlei Seite
des letztern Puncts (A3) liegen; so soll dieses heifsen: „die dem Aehnlich-
ke i t spunc t A9 zugehör ige Potenz sei äufse r l i ch ; und wenn die Punete
A und C oder D und B, welche in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct 73 die
gemeinschaftlich^ Potenz der gegebenen Kreise Mt ^bestimmen, auf verschie-
denen Seiten des Puncts J3 liegen, so wollen wir sagen: die zum Aehnlich-
kei tspunct /3 gehörige gemeinschaf t l iche Potenz der gegebenen
Kreise sei innerl ich.* r

Ueberhäupt wollen wir von irgend zwei Puncten JTund JT, welche mit dem
Punct A^ in gerader Linie und auf einerlei Seite desselben liegen und zwar in sol-
chen Abständen von demselben, dafs das Product A^X gleich ist der
ungehörigen (zu A^) gemeirischafdichen Potenz der gegebenen Kreise, sagen:
„sie seien po tenzha l t end in Bezug auf den Aehnl ichkei t spunct
A^ Eben so sollen zwei beliebige Puncte JTund 1% welche mit den Punct In
in gerader Linie, aber auf entgegengesetzten Seiten desselben liegen, und zwar in
solchen Abständen von demselben, dafs das Product /3 /3 gleich ist der
zugehörigen gemeinschaftlichen Potenz: „ p o t e n z h a l t e n d e P ü ncte in
Bezug auf den Aehnl ichkei tspunct /3," haifsen.

Endlich wollen wir von jedem beliebigen Kreise JST, dessen Potenz in Bezug
auf einen der beiden Afehnüchkeitspuncte A^ oder /§ gleichartig (äufserlich oder
innerlich) und gleich ist der zu demselben Punct gehörigen gemeinschaftlichen
Potenz der gegebenen Kreise Mt, Aft, sagen: „er sei p ofce n z h a 11 e n d m
Bezug auf den j edesmal igen Aehnl ichkei tspunct ."

Alsdann ist klar, dafs jeder Kreis, welcher durch irgend zwei potenzhal-
tende Puncte geht, ebenfalls po t en z hal tend ist; ferner: dafs jeder Kreis K,
welcher in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct ^potenzhältend ist, den Po-
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tenzkreis A3 r ech twink l ig , und dafs jeder Kreis K, welcher in Bezug auf
den Aehnlichkeitspunct /3 p o t e n z h a l t e n d ist, den Potenzkreis /3 irn Durch-
messer schneidet.

Da nun derjenige Kreis, welcher die beiden gegebenen Kreise in den Punc-
len und B (oder D und C) gleichartig berührt (9.), vermöge dieser Puncte,
in Bezug auf den äufseren Aehnlichkeitspunct^, potenzhaltend ist; und da eben
so derjenige Kreis, welcher die gegebenen Kreise in den Puncten A und C un-
gleichartig berührt, vermöge dieser Puncte, in Bezug auf den innern Aehnlich-
keitspunct /3, potenzhaltend ist, so folgt nachstehender Satz:

„Jeder Kreis K, welcher zwei gegebene aufser einander liegende Kreise
M^Mz gleichartig (d. i. entweder beide äufserlich oder beide einschliefsend)
berührt: ist in Bezug auf den äufsern Aehnlichkeitspunct A3 derselben, potenz-
haltend, und schneidet den äufsern Poterizkreis A3 derselben rechtwinklig." Und:

,. Jeder Kreis jST, welcher zwei gegebene, aufser einander liegende Kreise
Ml9M2 ungleichartig berührt: ist in Bezug auf den innern Aehnlichkeitspunct
/, Derselben potenzhaltend, und schneidet den innern Potenzkreis /3 derselben
im Durchmesser."

Aehnliches findet Statt, wenn die gegebenen Kreise, anstatt aufser einander,
entweder in einander liegen oder einander schneiden.

13.
Da nach (J2.) jeder Kreis K, welcher zwei gegebene Kreise Ml9 MIJL gleich-

artig berührt, in Bezug auf den äufseren Aehnlichkeitspunct A^ und jeder Kreis
jST, welcher dieselben ungleichartig berührt, in Bezug auf den inneren Aehnlich-
keitspunct /s derselben potenzhaltend ist, so folgen nachstehende Sätze:

„Alle Kreise, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise Ml9 My gleich-
artig berührt, haben den äufseren Aehnlichkeitspunct A^ der letztern Kreise ge-
meinschaftlich zum Punct der gleichen Potenzen.1* Und:

„Alle Kreise, von denen jeder zwei gegebene Kreise Ml9 Mt ungleichartig
berührt, haben den inneren Aehnlichkeitspunct der letzteren gemeinschaftlich
zum Punct der gleichen Potenzen." Oder auch:

„Wenn von irgend zwei beliebigen Kreisen Nt, N^ jeder zwei gegebene
Kreise , 2 gleichartig berührt: so geht die Linie der gleichen Potenzen des
erstem Kreispaars durch den äufseren Aehnlichkeitspunct A3 des letzteren." Und:

„Wenn von irgend zwei Kreisen, N^N^ jeder zwei gegebene Kreise Mt,M2

ungleichartig berührt: so geht die Linie der gleichen Potenzen des erstem Kreis-
paars durch den inneren Aehnlichkeitspunct des letzteren." Es folgt ferner:

I. 23
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178 Steiner, geometrische Betrachtungen.

„Wenn jeder der beiden Kreise Ml9M^ mehrere Kreise Nl9 N2>N^
gleichartig berührt: so geht die Linie der gleichen Potenzen jener beiden Kreise
durch den äufseren Aehnlichkeitspunct je zweier der letzteren, oder die Schaar
Kreise Nt, Nz, N^ . . . * . haben die genannte Linie zur gemeinschaftlichen Aehn-
lichkeitslinie.w Oder überhaupt:

„Alle Kreise JVt, Nz, N^ ..., von denen jeder zwei gegebene Kreise Mt, M^
gleichartig berührt, haben die Linie der gleichen Potenzen /(12) der letzteren zur
gemeinsamen "Aehnlichkeitslinie.w Und:

„Alle Kreise IVt, Ne, N3 ..., von denen jeder zwei .gegebene Kreise Mt, Mn

ungleichartig berührt, haben die Linie der gleichen Potenzen der letzteren zur
gemeinsamen Aehnlichkeitslinie."

Die weitere Entwickelung dieses Paragraphen, und einige Anwendungen
der letztern Sätze, bleibt dieses Mal, aus Mangel an Raum, weg; wir werden
sie im nächsten Hefte nachfolgen lassen.

§, IV. Verallgemeinerung und geometrische Lösung der Malfatti'schen Aufgabe*

Um die Fruchtbarkeit der in den Paragraphen (I, II, III) aufgestellten Sätze
an einem dazu geeigneten Beispiele zu zeigen, fügen wir die geometrische Lö-
sung und zugleich die Verallgemeinerung der Malfatti'schen Aufgabe *), je-
doch ohne Beweis, hinzu:

14.
A u f g a b e .

„In ein gegebenes Dreieck AUC (Fig. 25.), drei Kreise , , c zu beschrei-
ben, die einander, und jeder zwei Seiten des Dreiecks berühren, d. h., so: dafs
der Kreis a die Seiten AB und AC, der Kreis b die Seiten B A und BC, und
der Kreis c die Seiten CA und CB berührt"

A u f l o s u n g .
1) Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks durch die drei Linien

AM, B M, CM] so treffen sich diese drei Linien bekanntlich in einem und
demselben Puncte M.

*) Man sehe „Sammlung mathematischer Aufsätze von Grelle, erster Band, S. 133.w

Lehm us Lehrbnch der Geometrie, 2ter Band, und Ger gönne annales des mathematiques,
Tom. t Ii
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Steiner, geometrische Betrachtungen^ 179

2) In das Dreieck MB beschreibe man den Kreis cl9 welcher die Seite
A B in dem Puncte Cl berührt, und in das Dreieck BMC beschreibe man den
Kreis at

3) Aus dem Puncte Cl lege man an den Kreis al die Tangente Cl , und
beschreibe

4) in das Dreieck Ct A2 B den Kreis b9 so ist dieser einer der verlangten
drei Kreise.

Die beiden übrigen gesuchten Kreise a, c werden auf ganz ähnliche AVeise
gefunden. Nemlich die* genannte Tangente Ct A2 B2 berührt nicht allein den
Kreis at, sondern zugleich auch den in das Dreieck AM.C beschriebenen Kreis
bl9 so dafs also der in das Dreieck C1B2A beschriebene Kreis a ebenfalls
einer der gesuchten drei Kreise ist. Auf gleiche Weise kann ferner aus dem
Puncte Bl9 in welchem der Kreis bt die Seite AC berührt, eine Linie gezogen
werden, welche nicht allein die beiden Kreise ax und cl9 sondern auch die bei-
den gesuchten Kreise a und c berührt; und eben so geht eine Linie durch den
Punct , in welchem der Kreis at die Seite B C berührt, welche jeden der vier
Kreise bif cl9 b9 c berührt.

Da die beiden Kreise a und b einander berühren, und jeder derselben die
Linie Ct Az B2 berührt: so ist leicht zu sehen, dafs sie dieselbe in einem und
demselben Puncte berühren. Eben so berühren die beiden Kreise a und c die
durch den Punct Bt gehende genannte Linie in einem und demselben Puncte 5
und gleichermaafsen berühren die beiden Kreise b und c die durch den Punct
At gehende genannte Linie in einem und demselben Puncte. Daher treffen die
drei genannten geraden Linien, welche durch die Puncte Cl9 Bl9 gehen, in
einem und demselben bestimmten Punct zusammen (§. L Nr. 4.).

Die Aufgabe läfst keinesweges blos eine Auflösung zu. Es können vielmehr
die drei gesuchten Kreise auch aufserhalb des gegebenen Dreiecks liegen, und
dessen verlängerte Seiten berühren, also z. B. über der Seite BC im Räume Ml9

oder über der Seite CA im Räume /2, oder über der Seite AB im Räume M9.
Halbirt man nemlich jeden der sechs Winkel (die inneren und die äufseren) des
gegebenen Dreiecks, so schneiden sich von den Theilungslinien vier mal drei in
einem und demselben Puncte. Dieses sind die vier Puncte M9 Ml9 M2, .
Jeder dieser vier Puncte, z. B. der Punct M bildet mit den Eckpuncten des ge-
gebenen Dreiecks ABC die drei Dreiecke AMB9 BMC9 CM A. Die drei
Seiten eines jeden dieser Dreiecke können von vier bestimmten Kreisen berührt
werden, so dafs also zu diesen drei Dreiecken zwölf bestimmte Kreise gehören,

23*
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unter welchen die oben genannten drei Kreise at , bl, ct mit Inbegriffen sind.
Es scheinen, mittelst der genannten zwölf Kreise, nach Art der vorstehenden
Auflösung, wenigstens acht verschiedene Auflösungen möglich zu sein. Und da
ein Gleiches in Bezug auf jeden der drei übrigen Puncte Ml9 M2, M*3 Statt fin-
det: so läfst die Aufgabe wenigstens 32 verschiedene Auflösungen zu, welche
alle der obigen Auflösung ähnlich sind.

Unter diesen 32 Auflösungen sind die speziellen Fälle, wo zwei der drei
gesuchten Kreise eine Seite des gegebenen Dreiecks in einem und demselben
Punct berühren, nicht mitgerechnet; sondern es giebt solcher spezieller Fälle
aufserdem noch 48. So sind z. B. unter den 32 Auflösungen, welche im I. Bande
S. 348. der Annalen der Mathematik von Gergonne , von der obigen Aufgabe
aufgezählt werden, vier und zwanzig, welche zu den hier ausgeschlossenen 48
Fällen gehören.

Die vorliegende Aufgabe kann übrigens auch als ein spezieller Fall von der
folgenden, allgemeineren Aufgabe angesehen werden.

15.

A u f g a b e .
„Drei beliebige Kreise, die in einerlei Ebene liegen, sind der Gröfse und

Lage nach gegeben, man soll drei andere Kreise beschreiben, die einander be-
rühren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise berührt, jedoch sot

dafs auch jeder der drei gegebenen Kreise zwei von den zu suchenden Krei-
sen berührt.1*

Zum Beispiel: Wenn die drei Kreise 9 ^ (Fig. 26.) gegeben sind,
so soll man die drei Kreise mi, m2, finden, welche einander in den Puncten
bi, 03> 63 berühren, und von welchen zugleich der Kreis mi die Kreise M„ und
M^, der Kreis m2 die Kreise Mt und M^, und der Kreis mn die Kreise f

und Mm berührt.
2

A u f I ö s u n g.
1) Man suche die drei äufse rcn Aehl ichke i t spuncte A%9AgL,AlJ

welche zu den drei gegebenen Kreisen Mi, M2, M^, paarweise genommen, ge-
hören (§. II. Nr. 7.), und construire die zu diesen Aehnlichkeitspuncten gehöri-
gen Potenzkreise A^ At^ Ai (§, III. Nr. 11.), deren Radien respective A^ C3,
A C2, At Ct sind, und welche Kreise sich in einem bestimmten Punct D schnei-
den werden.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/29/15 9:40 AM



Steiner, geometrische Betrachtungen. 181

2) Hierauf beschreibe man die drei Kreise ^ , , ^, von denen der erste
die drei Kreise M^, A2, A^, der zweite die drei Kreise , ^, t, und der
dritte die drei Kreise ^ , ^ ^ berührt.

3) Ferner beschreibe man einen Kreis, dessen Peripherie Äf Bi ßt durch
den Berührungspimct Bl der Kreise J\ft und /u4 geht, und welcher die Kreise

29 &, berührt, jedoch so, dafs er den Kreis /t3, welcher von dem kleineren (3/ )
der beiden Kreise M2, , abhängig ist, einschliefsend berührt:

4) So ist endlich derjenige Kreis m2, welchen man so beschreibt, dafs er die
Kreise Mi9 M3 und den Kreis (btBtßi) berührt, einer der drei gesuchten Kreise.

Die beiden übrigen gesuchten Kreise m f , ra3 findet man auf ähnliche
Weise. Z. B. der Kreis ma kann aus der vorstehenden Construction unmittel-
bar gefunden werden, wenn man statt des Kreises m2 (4.) einen Kreis m^ be-
schreibt, welcher die Kreise M^ M2 und den Kreis (b^B^ß^ berührt. Es ist
zu bemerken, dafs die beiden Kreise mz und rn3 den Hülfskreis (/> ^tßt) in

einem und demselben Punct o< berühren.
Die vielen verschiedenen Auflösungen, welche diese Aufgabe zuläfst, sind

in der Hauptsache der vorstehenden ähnlich; selbst wenn die gegebenen Kreise
Mi9M29M3ß anstatt aufser einander zu liegen, wie in (Fig.26), einander schnei-
den oder in einander liegen, bleiben die Auflösungen sich völlig ähnlich.

Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise Mi9M2,]\f3 schnitten einander,
und zwar so, dafs sie mehrere krummlinige Dreiecke bildeten, hält alsdann die Eck-
puncte A9 B, C eines solchen Dreiecks fest, und läfst die Kreise, durch unend-
liche Zunahme, in gerade Linien übergehen: so erhält man aus der vorliegenden
Aufgabe und Auflösung, die Aufgabe und Auflösung (14.); nemlich die gegen-
wärtigen Potenzkreise Ai9A2yA^ gehen dann in die dortigen geraden Linien
AM, JBTVf, CM über, u. s. w., so dafs in dieser Hinsicht die Aufgabe (14.),
wie oben gesagt, als ein spezieller Fall der gegenwärtigen Aufgabe angesehen
werden kann.

Die vorstehende Aufgabe kann aber selbst wieder als ein spezieller Fall der
folgenden angesehen werden.

16.
A u f g a b e .

„Auf einer Kugelfläche sind drei beliebige Kreise Mi9 Mf9 M^ der Gröfse
und Lage nach gegebenen; man soll auf derselben Kugelfläche drei andere Kreise
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> welche einander berühren, und von welchen zugleich der
Kreis m? die Kreise Mi und /£, der Kreis m2 die Kreise Mi und M3, und der
Kreis mt die Kreise M2 und M3 berührt." Oder was dasselbe ist:

„Wenn drei beliebige gerade Kegel, welche einerlei Scheitelpunct haben, der
Gröfse und Lage nach gegeben sind: so soll man aus dem nemlichen Scheitel
drei andere gerade Kegel beschreiben, welche einander berühren , und von de-
nen jeder zwei der gegebenen Kegel berührt."

Die Auflösung dieser Aufgabe ist derjenigen in (15.) völlig ähnlich. Nem-
lieh die in den Paragraphen (I, H, III.) , entwickelten Lehrsätze von Kreisen, die
in einerlei E b e n e liegen, finden auf ähnliche \Veise bei Kreisen, die in einer-
lei Kugel f läch e liegen, Statt, welches an einem anderen Orte bewiesen wer-
den soll. Wir erwähnen z. B. nur: dafs, so wie zu zwei Kreisen, die in einer-
lei Ebene liegen, zwei Aehnlichkeitspunkte gehören, von denen jeder der Mittel-
punct eines Potenzkreises ist: eben so gehören auch zu irgend zwei Kreisen, die
in einerlei Kugelfläche liegen, zwei Aehnlichkeitspuncte (eigentlich vier, denn
jeder ist doppelt vorhanden), von denen jeder der Pol eines bestimmten Krei-
ses ist, welcher in gewisser Hinsicht die Stelle des Potenzkreises vertritt. Und,
wie nun alle jene Hülfssätze von Kreisen, die in einerlei Ebene liegen, welche
bei der Auflösung in (15.) erforderlich waren, auf analoge ^Weise bei Kreisen,
die in einerlei Kugel f l ä che liegen, Statt finden: so ist auch die Auflösung der
vorliegenden Aufgabe derjenigen in (15.) vollkommen ähnlich, so dafs letztere
in der gegenwärtigen enthalten ist.

Läfst man die Kugelfläche, durch unendliche Entfernung ihres Mittelpuncts,
in eine Ebene übergehen, so geht zugleich die gegenwärtige Aufgabe in die
Aufgabe (15.) über, in welcher Hinsicht die letztere, wie in (15.) gesagt, als ein
spezieller Fall der ersteren angesehen werden kann.

Ein anderer spezieller Fall der vorliegenden Aufgabe ist derjenige, wo die
drei gegebenen Kreise auf der Kugelfläche in gröfste Kreise übergehen, d. h.
nachstehende Aufgabe.

17-
A u f g a b e .

„In ein gegebenes sphärisches Dreieck drei Kreise zu beschreiben, welche
einander berühren, und von denen jeder zwei Seiten des Dreiecks berührt."
Oder, was dasselbe ist:
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„In einen gegebenen dreikantigen Körperwinkel drei gerade Kegel zu be-
schreiben, welche einander berühren, und von denen jeder zwei Seitenflachen
des Körperwinkels berührt."

Die Auflösung dieser speziellen Aufgabe ist derjenigen in (14.) ähnlich.
Statt der dortigen Hülfslinien AM, B M, CM, welche die Winkel des gegebe-
nen Dreiecks halbiren, kommen Bogen gröfster Kreise vor, welche die Winkel
des gegebenen fphärischen Dreiecks halbiren, u. s. w.

Eine noch allgemeinere Aufgabe als (16.) ist folgende, welche in gewisser
Art alle bisherigen Aufgaben als spezielle Fälle in sich schliefst.

18.
A u f g a b e .

„ \Yenn auf irgend einer Oberfläche vom zweiten Grade drei beliebige ebene
Curven (zweiten Grades) der Gröfse und Lage nach gegeben sind: so soll man
auf derselben Oberfläche drei andere ebene Curven finden, welche einander be-
rühren, und von denen jede zwei der gegebenen Curven berührt."

Die Auflösung dieser Aufgabe ist der Form nach den Auflösungen der bis-
herigen Aufgaben, besonders (16.) ganz ähnlich. Es finden neinlich die Hülfs-
mittel für die bisherigen Auflösungen, auf ähnliche Weise auch bei ebenen Cur-
ven, die in einerlei Fläche zweiten Grades liegen, Statt, welches an einem an-
deren Orte nachgewiesen werden soll. Z. B. zu irgend zwei ebenen Curven, di«
in einer solchen Fläche liegen, gehören (wie zu zwei Kreisen, die in einer Kugel-
fläche liegen (16)), zwei (eigentlich vier) Aehnlichkeitspuncte, und diese sind
Pole zweier bestimmten ebenen Curven, (welche in derselben Fläche liegen
und) welche in gewisser Art, in Bezug auf die beiden gegebenen Curven, die
Stelle der Potenzkreise bei zwei Kreisen auf der Kugelfläche vertreten. Und
so ist nun auch die Auflösung der vorliegenden Aufgabe derjenigen in (16.)
oder in (15.) vollkommen ähnlich, so dafs letztere in der gegenwärtigen ent-
halten ist.

19,

Endlich ist noch zu bemerken, dafs die in den Annalen der Mathematik von
G e r g o n n e , im I. Bande S. 196. in der Note aufgestellte, dann im II. Bande
S. 287. wiederholte, und endlich im X. Bande S. 298. in der Note wiederum in
Erinnerung gebrachte Aufgabe:
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„In einen gegebeneii' vierflächigen Korper vier Kugeln zu beschreiben,
welche einander berühren, und von denen jede aufserdem drei Seitenflächen des
gegebenen Körpers berührt," mehr als bes t immt ist, wie leicht zu sehen.

Statt dieser Aufgabe, deren Lösung nur in beschränkten speziellen Fällen
möglich ist, kann man folgende Aufgabe aufstellen:

„In einen, von vier ebenen Flächen begrenzten, gegebenen Körper, drei
Kugeln zu beschreiben, welche einander berühren, und von denen jede aufser-
dem drei Seitenflächen des Körpers berührt.*

Diese Aufgabe ist gerade nur b e s t i m m t Sie ist immer zu lösen
möglich.

Berlin, im März 1826.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/29/15 9:40 AM



÷

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/29/15 9:40 AM



Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/29/15 9:40 AM


