
Beitr~ge zu R iemann ' s  Integrat i (msmethc~le f ~  hyperbolische 
Different ia lgleichlmgen,  und  deren  A n w e n d u n g e n  au f  

Schwingu~gsprob]eme.  

Von 

W. WmTINGER ~11 Innsbruck. 

In den Artikeln 8 und 9 der Abhandlung ,,Ueber die For~pflanzung 
ebener Luftwel]en yon endlicher Schwingungsweite" (1860, p. 156---175 
der Ges. Werk% I[. Aufl.) gieb~ R i e m a n n  ein Veffahren zur Inte- 
gra~on hyperboliseher Differentialgleichungen, welches ffir die Zwecke 
der mathematisehen Physik hervorragend geeigne~ is~ da es nich~ nur 
erlaubt sehr allgemeine Anfangsbedmgungen explici~e einzuf~hre~, 
sondern auch das Gebiet ihrer Wirksamkeit sofor~ zu ~bersehen. 

Es ]ieg~ diesem Verfahren der Ged'~nke zu Grunde, die Differen- 
tialgleiehung als ein System linearer Gteichungen zw~sehen den Werthen 
der gesuchten Function an benachbarten Stellen aufzufassen, so dasu 
die Anfangswerthe mit den sp~iteren dutch Ketlen solcher Gleichungen 
zusammenh',ingen. Auf dieses System linearer Gleiehungen l~sst sich 
dann die B6zout'sche Methode in der Weise fibertragen, dass an Stelle 
des unbestimmten Multiplieators der einzel~en Gleichung eine Function 
tier Stelle tritt~ ffir welche die Differentialgleichung gebilde~ ist, und 
an Stelle der Summation eine Integration ausgeffihrt wird. Diese Hfilfs- 
function l~s~ sich dann so bestimmen, class die Integration direct das 
Integral der Differentialgleiehung lieferL 

Das einzehle dieses Verfahrens is~ seither wiederhol~ auseinander- 
gesetzt worden*), insbesondere hat D a r h o u x einen Existenzbeweis ffir die 
EIilfsfunction skizzir~, unter der Vorausse~zung analytiseher Coeffieien~en 
der Differentialgleichung und P i ca  rd hat einen solchen ffir allgemeinere 

*) P. Du Bois -Reymo 'nd ,  S~dien zur Interpret. der ]inearen par~. Diffgl. 
k ~er Ordnung, ferner Crelle 104. D a r b o u x ,  Lemons sur la th6orie ggngrale de8 
surfaces t. H, pug. 71ft. 
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Coefficien~en in der Umgebung einer Stelle gegeben. Les  Roux*) 
har neuerdings die Singalarits der Integrale einer solchen Dif- 
ferentialgleichung untersucht, D e 1 a s s u s**) die Riemann'sche Methode 
auf mehrere Variable ausgedehn~. Die folgenden Zcilen beschiiftigen 
sich nut mit dem speciellen Fall der sogenannten harmonischcn Glei- 
chungen. Zuers~ werdcn zur bessern Uebersicht kurz die Formeln 
fiir die bier benutzte Form der Differentialgleichnng abgelei~et. Es 
kann dann der Existenzbeweis Picard's unmittelbar unter sehr allge- 
mcinen Voraussetzungen auf den ganzen Bereich ausgedehn~ werden. 
Bieraa schliessen sich einige Anwendungen - -  insbesondere auf die 
schwingende Suite yon variabler Dich~e - -  und eine genauere Discussion 
des Riemann'schen Integralausd~ucks. Dann folgt eine ErSrt~rung der 
Beziehung der hier geiib~en Integrationsme~hode zu den Reihenen~- 
wicklungen yon S t u r m  und L iouv i l l e .  Die Frage ob ein Grenzfiber- 
gang zu unendlicher Erstreckung des Gebietes yon diesen Reihen zu 
Integralausdriicken fiihrt, giebt Anlass zur Untersachung der lqormal- 
functionen in einem solchen Fall. Es zeigt sigh, dass ein solcher 
Integralausdruck im allgemeinen nich~ zu erwarten ist~ da die ent- 
sprechende Schwingungsform bei AuflSsung in einfache harmonische 
Schwingungen einem ,,Bandenspectrum" entsprechen wiirde. 

w  

Dia~ifferentialgleichung. 

Wir setzen die Digeren~ialgleichung in der Form voraus 

(1) g(t) ~ ~ --~ O. 

Die Charakteristiken derselben sind dann 

Dabei sind g(t)~ h(x) eindeu~ige, endliehe, s~tige Ftmet~ionen, welehe 
in dem betrachteten Gebie~ durchaus posi~iv sind. Des folgenden 
wegen nehmen wit bier gleich an~ dass sie auch erste und zweite 
Derivirte haben, welche durchaus endlich, und eine endliche Anzahl 
yon Stelhn ausgenommen~ auch s~etige Func~ionen sein sollen. 

Bei Einfiihrung yon ~ und y als neuen Variablen erhlilt man 
zun~chst 

*) Annales de l'~cole normale, set. III, tom XII. 
**) Ibid. Supplemenr 
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(3) 

und 

(4) 

Setzt man bier 

Oz ~ Oz ~z 

3 

�9 x - ~ ~ z  ~ z  

3 
1 , - ~  Oz Oz 

+ - ~  9 ( t ) g ( t  ) (~--~ + ~-~) = 0 

1 1 

(4a) z = ~ h ( x )  4 g ( t ) - - i  

so erhiilt man unter Beriieksiehtigung des Umstandes~ dass x und t 
als Functionen yon ~ und ~/ aufzufassen sind, wo x nut yon ~ -- ~/, t 
nur yon ~ + ~ abh~ngt, eine Gleichung yon tier Form 

(5) ~ - -  [g(~--~)  + v ( ~ §  ~. 

Dabei gehen in die Ausdriicke der /~ und v dutch 9 (t) nnd h (x) auch 
die zweiten Derivirten dieser Functionen ein, und dies ist der Grund 
fiir die obigen Voraussetzungen fiber dieselben. Die obigen Transfor= 
mationen sind bereits yon D a r b o u x  angegeben (1. e. p. 193). Dort 
ist auch die Transformation der allgemeineren Gleiehung 

~2z ~z ~2z Oz 

wo P, Q , / ~  nur yon x, 2PI, Qt, RI nur yon y abh~ngen, in die Form 
(5) gegeben. 

w  

Auseinandorsetzung des Riemaun'schen Verfahrens. 

Wir kniipfen die weitere Auseinandersetzung zuuiichst an die Form 
(5) der Differentialgleichung, wobei wir zur Abkfirzung 

setzen. 
Interprefiren wit in der ursprfinglichea Differentialgleichung (1) 

x als Abseisse und l als Ordinaf~ eines rechtwinkligen Systems, so 
sind dutch die Gleichungen ~---~ C 1, ~ / ~  C2 zwei Curvensysteme ge- 
geben, wobei unter den gemachben u jede Curve des einen 
Systems nut einmal jede des andern Systems trifft. Einem bestimmten 
Werthsystem ~, ~/ mSge so ein Punkt A der Ebene entspreehen. Die 
beiden yon A aasgehenden Charakteristiken theilen die Ebene dann 



in 4 Quadranten. Es sei ferner in der Ebene eine Curve ~ C  derar~ 
gegeben, dass sie jede Charakteristik nur einmal schneide*. L~ngs 

dieser Curve seien nun die Werthe 
'2 

:Fig. I. 

yon z und seiner ersten Derivirten 
vorgesehrieben. Die Curve soil ferne~ 
so beschaffen sein~ dass sie fiberall 
eine besfimmfe Tangente hat;. 

Wi t  stellen uns nun die Auf- 
gabe aus den Werthen yon z,  resp. 
und seiner Derivirten l~ngs B C den 
Wer~h yon z in A zu ermi~teln. 

Sei nun v(~, ~i ~', if) eine ~unc- 
tion yon 4 Argumenten, so ist unter 
den bekannten S~efigkeitsbedinga~ngen 

ffir v und ~', wo ~' den Werth yon ~ an der Sbelle ~'~" bedeutet, 

(6) ~ t ~v ~ d$'d~' 

f (  ~v) (~ ' - -~ '  ~ )  , 
wobei links fiber das Inhere der Flgche ABC~ reeh~s fiber die Be- 
grenzung im positiven Sinne integrirt ist. 

Genfigt nun v ebenso wie ~" der Differentialgleichung 

(7) ~ , 3 f f  

so verschwindet das Integral links, wiihrend das Integral rechts aus 
drei Bestandtheilen, je fiber AB, .BC, CA zusammengesetzg ist. 

Die Integration fiber B C  enth$1t, wenn v bekannt is~, nur mehr 
bekannte Elemente, die Integrale fiber A B  und CA miissen noch 
welter umgeform~ werden. 

Da 
.B B 

f 
A 

A A 

s o  wird schliesslich 

(s) ~(~')~ ~- (~)~ + (v~')~ 
C 
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wenn noeh die Function v folgenden Begingnngen uaterworfen 
wird : 

1) Sial geniigt der Differenfialgleiehung ~ - - ~  ~-~(~'ff)v,  

2) far ~/=-~ ~/" ist ~ - =  0 mad ~ ~ ist ~-~ ~-= 0. 

Ftigt man noch die Bedingung hinzu, dass v(~, */, ~', ~[) far 
~-~', ~ ~ ~/' den Werth 1 haben soll, und beachtet, class damit~ auch 

vB----- vc ~ I wird, so folgt endlich 

1 

B 

Dabei ist zu bemerken~ dass die Formel ke~ne Aenderung erleide~, 
wenn die Curve :BC in einem anderen Quadranten verl~uf't, sobald 
nut immer das Integral in dem Sinne genommen wird, weleher dureh 
die positive Umlaufung der Dreiecke A B C vorgeschrieben ist. 

Fiihrt man hier wieder die Variablen X, t resp. x'~ t" ein, so 
erh~lt man 

+ ar h(x') -~ (~~t' ~, 

aus weleher man nach (4a) auch z bestimmL 

w  

Vervollst~ndigung der vorhergohenden Betrachtung. 

Die vorige Ableitung der Formeln (8)~ (10) un~r|iegt jedoch noch 
zwei Bedenken. Erstens n~mlich steht die Existenz einer Function 
wie v nich~ yon vomherein fes~ und zweitens bleibt es fraglich ob v 
und z diej~nigen Stetigkeitsbedingungen erffillen, welche zur Umwand- 
lung des Doppelintegrals in ein Begrenzungsinte~at hinreichend sin& 

Wir beseitigen diese Bedenken dadurch, dass wir einen directen 
Beweis fiir die Existenz einer Function v ffihren und sodann die 
Formel (9) unmittelbar verificiren. 

Der Existenzbeweis beruht auf einer Methode P i c a r d' s*), die bier 
etwas allgemeiner und einfacher zam Ziele fiihrt, als dessen eigne Ent- 

*) Picard: Bulletin de 1~ socigtd math~matique de Frunce. t. XXIL 1894. 
M a t i l d a , , t i t h e  Aam.a, le'a, XI~N,rIIL r 



wicklungen, welche sieh jedoch ihrerseits auf allgemeinere Differential- 
gleiehungen beziehen. 

Es genfigt ngmlieh in der Differentialgleiehung 

~0 als endlich und integrirbar vorauszusetzen. 
In der That,  bilden wir der Beihe naeh 

uo---- 1, 

(n)  +r u~ ~ d~u~(~, ~;  ~', ~') ~(~_, ~) ,  

so erkenn* man sogleieh, dass die Summe 

(12) v(~, n; ~', ~') = ~ ,  
0 

formell der Differentialgleichung (7) gentlgt, und auch, class 

~v(~,~; ~,~') ~v(~,n; v,~)~---0, 

sowie 
v(L ~; ~, ,2) ---- 1, 

wean gliedweise Differentiation der Beihe (12) und ihrer erstea uncl 
zweiten Derivirten gestatte~ ist. 

Dieses letztere ist aber leieh~ naehzuweisen. Bleiben nilmlieh, 
~, ~', ,/, ~/" in einem Gebiet, in welehem 9(~, ~) < M u n d  [~--~'] < A, 
I*/--~'1 < B ,  so ist, wie man bei snceessiver Substitution der Aus- 
drtieke far u,_~, u . _ , . . ,  etc. in di~e Formel far u~ unmi~telbar sieh~: 

(13) 

Mn A* B~ 
lu.[ < (~,), , 

~,,(~, n} ~', n') ~ "  a~'-L~ " 

t ~ . ( , . ~ ;  ,', 4)[ ~" .a"B"- '  

] ~ %  (~, ~; .~', n') l M" a" - '  B "-~ 
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Hieraus erhellt unmi~e]bar die gleiehm~ssige Convergenz aller in 
Betracht kommenden ~eihen arid damil; auch die Berechi~gung der 
vorgenommenen Operationen. 

Aus der tteihenform yon v erheIlt auch die Riehtigkeit der Glel- 
chung 

so dass also v yon beiden Punkten symmetriseh abh~hag~ 
Aus der Reihe (12) f•r v ergieb$ sich endlich noeh leieht 

~ 2  t �9 

( 1 4 )  (~ ~(~'~ ~ '~ )~ (---~ (~'~J~ ~"'()~ = - -  q , ( ~ ,  ~). 

Hievon werden wir sogleieh Gebrauch maehen. 
Nachdem so die Existenz yon v i'es~gestell~ is~, ver[ficiren wlr die 

Formel (9) direct water der Annahme, dass sowohl die Curve J~C als 
auch die l~ings derselben vorgesehriebenen Werthe yon ~' und seinen 
ersten Derivirten so beschagen sind, dass D~ffereu~iat~on unter dem 
Integral in (9) geshttet isk Dabei is~ zu beaebten~ dass 33 nut yon rt, 
C hingegen nut you ~ abWingig ist. 

Bezeichnen wir noah mit ds  das Bogenelement der Curve 33C, so 
erhalten wir 

) 

~' -,z~ " ds ~-'~" ds lJckd~' lc  

I- i ' ~ ( ~ - ;  a ~ ' -  ~ ' - . z . A  ~ ~ - 

Y 
Nun is~ an der Stelle C: v = 1, ( ~ ' ) o =  0, ferner fiberhaupt 

~" d~' ~" d-- O" d~" 

Damit erh~ilt man schliesslich 
O 

~ erhalten. Eine analoge Formel wiirde man fiir 

Riiekt nun tier Punk~ ~, ~/ auf die gegebene Curve, so f'allt 33 mit 

, [a~ - - 0  O zusammen, das InSegml f~llt weg and da fiir ~/--~ ~/ aueh ~ ' ] a - -  

~ ~md damit aueh ~ auf der Curve die ist, so nehmen sowohl g als ~-~ ~-~ 
vorgesehriebenen Werthe an, 

24 ~ 
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Durch Differentiation naeh y erh~lt man aus (15) 

~ -  d ~ "  ~ 1 +, f ~ ~ 1 [ ~ ( ~ "  ~"  ~-" 

+ ~ ' , , ~ "  d - 7 - - ~ , /  d, _+=,,~-~J~ 

F~--~m~ (~' d~' ~" ~ d~'). . -  

Mit Rficksicht daraaf, dass ffir ~ ~ / ,  ~-~ = 0, ~ ~ 0 ,  ferner dass 

und endlieh unter Beachgung der Gteiehung (14) erh~l~ man so 
ff 

B 

- ~ ( ~ y  d~ - -~d~ ' .~  = re(g, ~)~. 

D/e Formel (9) liefer~ also i~ der That unter den gemachten Yoraus- 
setzungen ein Integral der Differentialgleichung, welches den gestdlten 
~edingungen geniigt. 

Es mSge noeh bemerkt werden, dass fiir 9~(~, ~)~--c die Reihe 
(12) unmittelbar v als die Bessel'sehe Function des Argumentes 

///-( ~ Y) (~ --~ ')  erkennen l~sst. 

{ } 4 .  

Einige Anwendungen. 

Die Formel (9) and die aus ihr dutch Transformation hervor- 
gegangene (10) gestatten bereits eine bemerkenswerthe Anwendung 

o ~ . . 

\ '  

f r  ' 

, ,  , i *  

. - ."  , v i .  ' ...... 

.x 
Pig. ~. 

auch dmun, wenn die Function v 
nieht bereits berechnet ist. Da n~m- 
lich die Formel zeigt, dass der Werth 
des Integrals in A nut yon den 
Werthen yon z und seinen ersten 
Derivirten zwisehen J~ nnd C abh~ngt~ 
so folgt hieraus~ dass wenn l~ings 
einer beliebigen, die Charakterisfiken 
nur einmal schneidenden Curve z 

und ~-~ Null sind, mit Ausnahme 

eines endlichen Stfickes yon 3~' bls 
C'~ d~s  dann auch z nut in dem in der Figur schraffirten, yon den 
Char~kteristiken dutch ~" mad C" begrenzten Bereieh s yon Null 
verschieden sein kann, weft nut in diesen Gebieten Charakteristiken 
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verlaufen, welche/~C" h~effen. Dieses genfig~ z. B. umhei  einer Saite yon 
ver~nderlicher Dichte mi~ dem Dichtigkeitsgesetz ~ (x) und der Spannung 

zu erkennen~ da~s eine anf~nglieh auf ein kurzes Stfick besehr~nkte 
S~rung der Gleichgewichtsl~ge sich nach unr nach rech~ und links 
fiber eine Strecke ausbreite~ deren Endpunkte naeh reehts und links 
mi~ der Geschwindigkei~ ~qQ-1 (x) fortsehreit~n. Dieses Resulta~ war 
hier fibrigens vorauszusehen. 

Um einen etw~s complicirteren Full za behandeln~ betrachten wit 
die kleinen Transversalschwingungen eines biegsamen, schweren, 
homogenen Fadens, der an einem Punkte aufgehiingt und mit einem 
Gewichte am aaderen Ende belasteg ist. 

Die Differentiatgleichung lautet dann 

(17) ~z  1 

(vgl. etwa Kraft,  Sammlung yon Problemer~ der anaiytischen Mechanik, 
II~ pag. 600ff.)~ 

HJer bedeutet M die angeh~.ugCe Masse, m die Liingendichts, 1 die 
Li~nge des Fadens und g die Bes~hleunigung der Schwere. 

Setzt man 
1 

z = ~ (Mg q- rag(l--x)) ~, 
so komm~ 

(Me + 
Die Gleiehungen der Charakterisr werden 

(19) 

__f]/ 
x~ 

Da nun der Z~staud des Fadens zur 7' ' "'"' 
Zei~ t durch das Verha]ten yon ~ auf ".' '":." ":'.' ' 
einer im Abstand t zur Abscissenaxe .\ .~" 
gezogenen Parallelen angegeben wird, ' ' 
so is4 unmi~telbar zu sehen, dass sieh " \  ' ' /  : , '  , / ]  

eine anf'anglich auf ein kleines Gebiet o . . . . . . .  -r -~'9~- . . . . .  .~- 
besehr~nkte StSrung mit der Zeit auf ,' \\ 
ein grSsseres Gebiet at~sbre~ten wird, .,'" ' 
dessert Grenzen mit einer Gesehwindig- .," , 
keit c fort~ehrei~en werden ~ welehe nach ~is. ~. 
oben durch die Gleichung 
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gegeben ist. Hieraus folg~ 

c = - 

I '  

ist M ~ 0, so ist 
= 

de de 9. 
( 2 o )  a-7---- " c = - 

Die Ausbreitung gesehieht also nach oben gleiehf'6rmig beschleunigt, 
trod analog nach unten gleiehf'Srmig verzSgert. Die Beschleunigung 
is~ gleich der halben Fallbeschleunigung. 

Dieses Resultat wurde aus den fertigen Integralen auf complicir~em 
Wege bereits yon P o i s s o n im  Journal de l'6cole polyteehnique tome VII 
gefonden. 

Die Formeln (9) and (10)k5nnen fiberhaupt als VeraIlgemeinerungen 
des Alembert'schen Integrals ftir die homogene, sehwingende Saito an- 
g~sehen werden. Es wird fiir diesen Fall in (10) g ( t ) ~ a  'z, h ( x ) ~  1, 

~s v -~- 1 und man erhi'dt fiir die Anfangsbedingungen z ~ r (x), ~ ~-- r (x) 
ffir t ~ 0 aus (10) genau die bekannte*) Formel 

X ~ a t  

w  

Anwendung auf die schwingende 8aite yon variablBr Dichte und 
begrenzter L~ngo. 

Die Formel (10) gestattet auch die Behandlung solcher Aufgaben, 
welche bisher mit Vorliebe durch Reihenen~wiektungen erledigt wurden. 
Da uns nun die Reihe (12) die Function v unter sehr weiteu Voraus- 
setzungen liefert, und diese Reihe etwa so stark eonvergirt, wie die- 
jenige ffir die Bessel'sche Transeendente Jo(x), so kann dies unter 
Umstiinden auch praetisehen Werth haben, namentlich da auch die 
gewShnlichen Reihenentwicklungen meist Iangwierige [~echnungen 
effordern. 

Wir fiihren dies an dem Beispiel tier Differentialgleichung der 
Transversalschwingungen einer Saite yon variabler Dichte dutch, uater 
den Bedingangen~ dass der Anfangs- und Endpunkt lest ist und die 
Dichte eine solche Function 9(x) der Abscisse ist, dass die Voraus- 

~) Vgl. Riemann, par~ielle Differeatialgleiehungen herausgeg, yon Hattendorf. 
pag. 119~ III. 
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setzungen des w 1 fiber die Beschaffenheit yon h(x)  erffillt werden. 
Ist die Spannung der Saite S, so lautet die Differentialgleichung 

(2~ )  ~ = ~ �9 ~ -  

az 
Es soil ferner ffir t - = 0  und 0 < x < Z  z~--~(x) ,  ~ -=~p(x )  

vorgegeben sein. Die Formel (10) liefert dann fiir x als Function yon 
x mad t: 

Dabei sind x, und x: durch die Gleichungen bestimmi 
act 

(2a) - ] / - ~  dx = t, -~-  
x 

Die Bestimmung yon v, sowie fiberhaupt die Anwendung dieser 
Formel begegnet jedoch der Schwierigkeit, dass Anfangszustand und 
Dichte nut innerha]b eines begrenzten Intervalles gegeben sind. Man 
genfigt jedoch allen Bedingungen der Aufgabe, wenn man die Functionen 
O(x), 9~(x), ~p(x) in der Weise fiber das Intervall 0, l hinaus fortsetzt, 
dass Q(x) eine gerade, r und ~p(x) aber ungerade Functionen mit 
der Periode 2l werden. Wenn man ngmlich v als Function der Co- 
ordinaten x~ t, x', t" mit v ( x ,  t; x', t') bezeichnet, so folgt aus den 
Voraussetzungen fiber die Fortsetzungen yon 0(x) 

v(x,  t; x', t') = v ( - -  x ,  t; ~ x', t ' ) ,  
v(x-{--2l, t; x'-]-21, t') ~ v(x,  t; s  t') 

mad damit auch 

v ( x + l ,  t; x ' + l ,  t') -~ v ( x - - l ,  t; x ' - - l ,  t;) = v(1--x, t; l - x ' ,  t'). 
Nun ist zu zeigen, dass bet den gemachten Annahmen fiber die 
Fortsetzung yon 0, tp~ ~p ffir x ----- 0 und x = 1 immer z ~- 0 ist. 

] / /~(~ immer positiv ist, so kann man das Integral Da aber 

fT /~  eindeutig umkehren. Ftir x = 0 folgt damit aus 
o d r  s 

X l ~--- - -  X 2 �9 
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Damit  aber zeigt Formel (22) sofor~, dass z(0,  t) ~ 0, da (p un- 
gerade ist und das Integral  fiber eine ungerade Function zwisehen 
entgegengesetzten Grenzen genommen ist. 

Fur z ~ ~ folgt ebenso 

x1,~--- 2Z - -  x2 

und nach Einfiihrung der neuen Integrationsvariablen u ~ x ' - - +  ha+ 
man wieder unter Beriieksichtigung der Periodici~iit yon cp, q;, Q die 
n~mIichen Verh~ltnisse wie Tiir x ~-  0. 

In  derselben Weise kann auch das Problem der Transversal- 
schwingungen einer homogenen Saite in einem widerstehenden Mi~tel 
behandelt werden. Die Differen~ialgleichung, welche iibrigens yon der 
sogenannten Telegraphistengleichung*) nicht wesentlich verschieden ist, 
lautet bier 

Naeh Einftihrung der neuen Variablen ~ ~--e-2~ t kommt 

~z  a ~ ~z  
~-~ ~- 4 ~  �9 ~x-- ~- �9 

Setzt man nach Vorschrift des w 1 

a ~(V) ~ X - -  a t ,  

a Z ( v )  - - ~  - -  X - -  a t ,  

so kommt  

~f~n ~ h ~  r 

In  der Reihe (12) wird bier 

% --~ 1, ut -~  u-Vaa~(~--~J ,) (+2 - - ~ ' ) ,  u2 -~ 2+a ---~ ~ " 2 ' 

und daher 

+ n !  n .  ~ 
0 

went+ J die Bessel'sche Transcendent~ do bezeiehneL Ftihrt man 
wiedex die ursprfingliehen Variabeln x and t e i n ,  so erh~l+ man 

+) Vgh Poinca~, Comptes Rendus 1893, II, veto 26. Dec. Pieard ebend~t 
1894 veto 2. Jan. 
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unter dan Bedingungen z == r ~ ,#($) far t== 0 schliesslich 

die fertige Formel: 

1 E 
~-t-at 

-~- 7atm(x ' ) .  V[x--x'-at~(~=~• 

Fiir den Fall einer begTenzten Saite hat man ebenso wie oben ~0 und ~p 
als ungerade periodische Functionen mit der Periode 2l ibrtzusetzen. 

Ftir 7 = 0 geht diese Formel in diejenige Form des d'Alembert'- 
schen Integrales iiber, we]che am Ende des votigen Paragraphen an- 
gefiihrt warden. 

w  

Ueber Riemann's b6stimmtes Integral ffir v. 

Im Artikel 9 der Eingangs erw~ihnten Abhandlung giebt Riemann*) 
fiir die yon ihm behandelte Differentialgleichmlg auch eine Formel, in 
welcher v durch ein bestimmtes Integral ausgedriickr wird. Da seine 
Gleichung aus der Gleichung (21) dutch Transformation erhalten wird, 
so wollen wit zun~chst die Formel entwickeln und dann einer ein- 
gehenderen Discussion unterziehen. 

Setzen wit in der Differentialgleichung 

( 2 1 )  = 

z = y (x ,  X)e ~*a', 

so folgt, dass y der gew5hnlichen Differentialgleichuug gentigen muss: 

~x~ -f- 4 ~  Z~h(x)Y = 0 

wenn z ein Ini~gra| yon (21) sein sell. Wir versuchen nun die Dif- 
ferentialgleichung (21) zu integriren unter den Bedingungen, class Ffir 

x-~--x' und jeden Werth yon t sein soil z~-0 ~ ~-- ~P (t). 

Verstehen wit nan unter y(x, x'~ Z) dasjenige Integral yon (24) 

*) Man sehe hierzu auch die Anmerkung in der zweiten Ausgabe yon Rio- 
ma,un'~ Werken p ~ .  179~181. 
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dy welches ffir x ~ x" verschwindet, w~hrend 3-~ den Wer~h 1 annimmt, 

so kSnnen wir fiir ~ den Ansatz machen 

•j•( z ~)y(z,  x',~) e ~`a~ dZ,  

wo F(Z) eine noch zu bestimmende Function ist. Naeh den Voraus- 
setzungen tiber y und den zu erftillenden Grenzbedingungen ergiebt 
sich zur Bestimmung yon ~'(~t) die Gleiehung 

(t) ---~ f ~'(ir e ~ '~iitda. 

Nach dem Cauchy'schen ReciprocifiiCsgesetz der Fourier'sohen Inte- 
grale*) folgt hieraus 

j,+r 

~(:t) = j  v(r)~---~, dr" 

und damit wird endlich 

(~5) 

Nun liefert abet Formel (10) unter den gemaeh~en Annahmen 

t~ 

f ,  (26) z ~ 4 - -  ( t ' ) . v (x ,  t; x', t') d t ' .  
Vh(x) h(x,) .J 

h 

Dabei sind tl, t~ bestimmt dureh die Formeln 

�9 
t ~  

tj = t - -  I I /h ( '~  d x ,  

(~7) s 

t~ = t + j hV-h-~) d z. 

Um nun dureh Vergleieh yon (25)und (26) v zu ermitteln, ist es 
nothwendig, die verschiedenen Lagen der Stelle x', t" in Bezug auf die 
beiden Charakteristiken durch x ,  t zu anterscheiden. 

*) Vgl. K r o n e e k e r ,  Vorlesungen fiber In~egrale hrsg. v. N e g r o ,  psg. 83. 
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Ist n~imlich x' > x,  so kann man ~p(t') iiberall gleich Null an- 
nehmen ausser ein beliebig kleines Stiick zwischen t~ und t~, wo es 
constant; genommen werden mug. 
Der Vergleich yon (26) uad (27) 
giebt dann fiir x" > x, t, < t" < t: 

(2s) v (~, t; ~', r 

Ist dagegeu x ' <  X, so is~ auch 
t~ < t~, die Integration nach t" in 
(26) ist dann dem Sinne nach 

0 

I 

~ig,  4. 

en~gegengesetzt zur Integration nach t' in (25) and man finder ffir 
t 2 < t ' < t  I mad x ' <  x 

(29) v(x ,  t; z', t ')  ~-- - -  '2~/h(x) h ( x ' ) J d Z y ( x ,  x', X)e~"'~('--"). 
- -  r 

Nimmt man end]ich ~p(t') gteich Null an zwischen t~ and t2, so ergiebt 
sich aus tier G leichstelhmg ,]on (25) und (26) fiir X < x' 

--~- Cr~ $1 

+,w oo 

-[- f d l j ' d t "  ~p(g') y(x, x', X)e,~,'(,-e) -~ O 

wiihrend fiir x > x' in dieser Formel t I and t~ m~ vertauschen sind. 
Se~zt5 man bier wieder ~P(t') ausserhalb eines beliebig klein zu 
nehmenden Intervalles gleieh Null, innerhalb desselben abet coustant~ 
so erhiil~ man schliesslich fiir x" > x, t' > t~ oder < t 1 , ebenso wle 
fiir x' < x, t" < tj ,  oder < t~ die Gleichung 

Z (30) Z y(x, x', ~.) e ~"~(" -")  -~  O. 

Bezeiehne~ mart also die Quadranf~n, in welche die Ebene durch die 
beiden Charakf~ris~iken zerf~llt~ welche sigh in x, t schneiden wie in 
Figar 4 als ersten, zweiten~ dritfea und vierten, so kazan man das 
Ergebniss zusammenfassen in folgender Weise: 

Liegf x', t' im k t~ Quadranten, so gilt die Gleichung 
a o  

( 3 U  ~" " ~ ~ - ' )  [" " ' cos ~-~,(x, t; x ,  ~') = 4 ~ - f f )  h(x  y(x,x, , t )  cos 2 ~ ( t - - ~  ) ~ t .  
u 
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Denn, wie man sieh leieh~ iiberzeug~, is~ y(x, x', ;~) eine gerade Func- 
tion yon ~. 

Im ersten und dritten Quadran~en kann also das bes~imm~e Inte- 
gral zur Ermi~telung yon v nieht verwendet werden. 

Wir kSnnen fibrigens die Formel (31) auch auffassen als Ermittelung 
des bestimmten Integrals~ wenn w i r v  durch die Reihe (12) als gegeben 
ansehen. Die so ent~tehende Relation dfirfte auf directem Wege schwer 
zu beweisen sein. 

Dnroh direete Umformung kann man die bier erhattenen Resul~a~e 
ftir das in (31)auftretende bestimmte Integral in dem am Schlusse des 
w 5 anges Beispiele best~tigen, wenn man vorher noch x und t 
vertauscht; doch gehen wir hierauf nieht niiher ein, da die Rechnnng 
langwierig und ohne besonderes Interesse ist. 

Das in (31) auftretende Integral wird yon R i e m a n n  1. c. nut als 
Durchgangsformel zur Ermi~elung einer analytischen Function flit v 
benutzt. In der That wiirde es z. B. schon bei der wichtigsten Auf- 
gabe s die schwingende Suite versagen, sobald n~imlich als Anfangs- 
bedingungen Lage und Gesehwindigkeit tier einzelnen Punkte ge- 
geben siad. 

Man kann abet auch das Integral a~tf der reehten Seite yon (31) 
als Integral der Differentialgleichung betrachten. Dasselbe stellt dann 
eine Art HauptlSsuug dar, insofern als ffir t-~-~', x == x' eine Unstetig- 
keit auftritt und sons~ nirgends. 

Allein diese HauptlSsung ist nicht brauchbar um allgemeinere 
Integrale in der gewShnlichen Weise dutch Superposition daraus her- 
zuleiten. Im weiteren Yerlauf der Bewegung kommt ni~mlieh zu Folge 
des eben er'6rterten Verhattens yon v ein immer grSsserer Theil der 
Suite zur Ruhe~ w~ihrend eine brauchbare tIauptlSsung gerade um- 
gekehrt die Ausbreitung einer yon einem Pankt ausgehenden StSrang 
darstelIen mQsste. 

Dagegen erweist sich das Integral als brauchbare HanptlGsung f~ir 
die Integration der Differentialgleichung unter den Bedingungen~ das 

etwa ftir x ~--- ~' die GrSssen z und ~-~ als Functionen yon t gegeben sind. 

w  

Uobor die Darstollung yon v flureh Normalfunetionen. 

So wie oben die Infestation der Differentialgleichung mit Hfilfe 
Fourier'scher Integrale die Bestimmung yon v innerhalb eines yon 
0karakteristiken begrenzten Gebietes ermSglichte, ist es auch mSglich 
die Reihenen~wicklungen nach Normalfunctionen unter gewissen Voraus- 
setzungen heranzuziehen~ and zwar auch dann, wenn die Di~rential- 
gleiehung in tier allgemeineren Form 
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(1) g (t) ~-~ ~ 

gegeben ist, wo g(t) und h(x) wenigstens innerhalb gewisser Inter- 
wlle etwa ffir O ~ x < : a ;  O ~ t ~ < b  den Voraussetzungen des w 1 
geniigen. 

Setzt man zuniiehst 

i32) z ---- ~ ( ~ ) .  ~(0, 
so erh~lt man zur Bestimmung yon y and ~ die beiden gewShnlichen 
Differen~ialgleichungen 

(33a) ~Y Z~h(x) O, 

d~ V ~2 
d t - ~  + g (t) ~ ---- 0 (33b) 

wo 42 eine wil]kfirliche Gr5sse bedeutet~ welche wir positiv aanehmen. 
Bezeichnen wir nun mit y(x~ x', 4) dasjenige Integral yon (33a)~ 

dy 
welches an der Stelle x ~ s Null wird, w~hrend h-~ f~ir x ~ den 

Werth 1 annehmen soll, und gebrauchen wir die analoge Bezeichnung 
(t, t'~ 4), so hat nach den bekannt~n Stltzen yon S t u r m  und L i o u v i l l e  

die Gleichung 
y (a ,  0, Z) ~ 0 

unendlich viele reelle Wurzelu fiir X~ unber denen sich keine mehr- 
faehen befinden, und welche im Endlichen keine H~iufungsstelle haben. 
Seien diese Wurzela 21, 2~ 2 a , . . . ,  dann setzen wit der Kiirze halber 

( z ,  o ,  z . )  -~  y~ (~).  

Ebenso bezeichnen wir die Wurzeln yon 

~(b, O, ,~) ~ 0 

mi~ $ t1 . . .  tl. und setzen 

(t, O, ~ )  = ~ (t). 

Ist nun ~p(x) eine im Interva|l 0 . . .  a endliehe und s~etige Function 
mit abtheilungsweise stet~gea erst,en und zweiten Derivirten, welche 
ausserdem fiir x---~ 0 und x ~ a versehwlndet~ so gil~ die Reihen- 
entwiekelung*) 

*) Ffir die Gfiltigkeitsbedingung der Reihenentwickelung vgl. Ra dakovi6, 
Wiener MonatsheiCe fiir Math. und Phys. Jahrg. V, wo aueh ffir die y brauchbare 
Reiheneatwickelungen gegeben sind. Dieselhen ergeben sich zwar aueh aus dem 
yon Fuchs, Annali di Matematica~ ser. II. tom, 4 auiges~ellten allgemeinen Formeln, 
~verden abet yon Radakovi$ au~ der u herge|eitet, class die Suite yon 
variabler Dichte aus einer Saite, -~velche aus einer /~nza~hl homogener Theile be- 
steht, dutch Verraehrung dieser Theile ins Unendliche als Grenzfall hervorgeht. 
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(34) ~ (x) ~- ~ �9 y. (x) 

=1 fv(x') ~(x') ax' 

im Intervall 0 ~ x ~ a,  und es ist 

~(x~). y~ (x')h(x') dx" 

(35) ~(x, ~) = 2 ,  -~ y.(x) ~(~, ~', 4.) 

0 

ein Integral der Differentialgleichung (1) welches fiir t-~-t' verschwindet, 
~z 

wiihrend dann ~ ~ r (x) wird, giiltig, so tange x im Intervalle yon 

0 bis a bleibt. 
Ebenso wiirde man durch die Formel 

b 

| f~p (t'). ~ ( t ' ) .g( t ' )  d$'  

(36) z I (x, t) -~- ~ "~ T 7, (t) y (x ,  x', ~.)  

O 

ein Integral der Differentialgleichung (1) erhalten, giiltig, so Iange t 
zwischen 0 und b bleibt, welches ftir x--~x" verschwindet, and dessen 
erste Derivirte nach x ebenda den Werth q~(t) annimmt. 

Da nun a~ldererseits nach Formel (10) 

.(x, t) - ~ ] / /  ~ (x'). v(x, t; x', ~') ~(~')rd~" h(x) g-~) g(~') 

ist ,  wo x l u n d  x~ aus den Gleichungen 
t '  xL ~" zu  

zu bestimmen sind, so kann man dies mit (35) vergleichen. Unter der 
Voraussetzung, dass in (35) Integration und Summation vertauschl 
werden diirfen (wie es z. B. fiir gewShnliche Fourier'ache Reihen zu- 
trifft) kaun man schreiben 

a~ 

'i/ ' f '  (37) ~ ~(~)~(o~(~') ,l,(x ) ~(~, t; x', ~') h(x')  z �9 dx" 

( . )  ~-~ ~.(~) ~(~).a(~) , ~). 

o f~(~)~(~) ~ 
0 0 
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Hier is~ nun wieder zu unterscheiden ob x I und x~ in das In~ervall 
(0, a) hineinfa!len oder niche, u~d im er~teren Falle ob t :> t" oder 
t ~ t'. Fallen x~ und X2 nich~ beide in das In~er,~rall (0, a), ~o is$ 
fiber die Reihe reehts nichts bekannt. Ist~ im ers~eren Fall t > t', so 
ist auch xe ,~ x , ,  die Integration reeh~s is~ dann dem Sinne nach 
en~egengesetzt zu der links und es ergieb~ sieh 

0 

so Iange x~ < x < x~, dagegen versehwintlet die Summe links fiir ein 
x, welches at~sserhatb dieses Intervalles (x~. .~ x~), abet im Interval] 
(0, a) liegt. Ebenso finde~ man ffir t < t "  x~ < x  < x ~  

( Sb) 
~(t, t', ~) 

dagegen wieder Null fiir die Summe rechts, 
wenn x ausserhalb des Intervalles (xj ,  ~ )  b 
fiegt. 

Die n~mlichen Ueber~eguiigen kann mau 
an Formel (36) kniipfen, 

Um die erlangteu Resultate deuflich 
zu fibersehen~ stellen wir die Formel und 
ihr Giltigkei~sgebiet zusammen. 0 

Sef in Fig. 5 A der Pankt (x, t), 
dana ist 

[ ~ ' '  T ,, w 

:Fig. 5. 

(39) 

F e r n e r  

(40) 

2 hCx) h(X') gCt} 

0 

-~ v ( x t ;  x ' t ' )  im Gebie~ 

-~ ~ v (x t  i x ' t ' )  ira Gebiete 

A B C  
A E F  

0 in deaGebie~en A F G ,  A E H .  

-----= v(x t ;  x ' t ' )  ira Gebie~ 

- - v ( x t ;  x.' t ')  im Gebiet 

A F G  

A E H  

0 in den Gebieten A B C ,  A E.F, 
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wo I~AB und _FAC die beiden dutch A gehenden Charakteristiken ~/, 
resp. ~ sind. Denl~ man sich v(xt;  x't ')  durch die R~ihe (12) er- 
mittelt, so kann man diese Formeln auch als Summation der Reihen 
links in (39) und (40) auffassen. 

Wenn nun die Functionen g (t), h (x) die angefiihrte Beschaffenhei~ 
fiir beliebiges a und b haben, und ferner die Vertauschung yon In~e. 
gration und Differentiation in (37) fiir jedes Oebiet zul~ssig is~, welches 
yon einem Rechteck begrcnzt ist~ dessen Seiten den Coordinatenaxen 
parallel sind, dann kann man auch innerhalb eines vorgegebenen end- 
lichen Gebietes ffir die beiden Punkte (x, t), (x', t') die Function v 
mit Hilfe der Reihen (39) und (40) darstellen. 

Man schliesse n~mlich zun~chst das gegebene Gebiet in ein yon 
Charakteristiken begrenztes Viereck A~BCD ein (Fig. 6). Zieh~ man 
durch A die Parallelen zu den Coordinatenaxen, so schneiden diese die 

:Fig 6. 

J 

beiden Charakteristiken durch 
C resp. in den Punkten AI, A2, 
A( ,  A2". Verf~hrt man nun 
ebenso mit ~ ,  C, 1), so er- 
h~ilt man im Ganzen 16 Punkte. 

Dasjenige Re ehteck OLM17 
nun, welches alle diese Pankte 
im Innern oder auf der Grenze 
enth~lt, kann dann als Bereich 
zu Grunde gelegi werden fiir 

die Entwicklung nach I~ormalfunctionen, und man erkennt unmittelbar 
aus der Figur, dass dann, wenn x~ t; x', t' innerhalb des Charakte- 
ris~ikenvierecks AJBCD liegt, immer eine der Formeln (39)oder (40) 
die Berechnung yon v(xt ,  x ' t ' )gestattet ,  da der Bereich, innerhalb 
dessen unter diesen Umst~nden v(xt ,  x ' t ' )  dargestellt wird, immer 
fiber A JB CD hinausgreift. 

w  

N~here Ausf~rung f~r die I)ifferentialgleichung der schwingenden Saite. 

Die im Vorigen fiir gewisse Gebiete ermit~elten Beziehungen 
zwischen der Function v und nach Normalfunc~ionen fortschrei~enden 
Reihen lassen sich noch etnvas welter ansfiihren ffir die berei~s 5fret 
herangezogene Aufgabe der Integration der Differentialgleichung der 
schwingenden Saite yon variabler Dichte und endlicher L~nge 1. 

In diesem Fall hat man, wie f~her  bemerkt, die Dichte als gerade 
periodische Function run der Periode 21 fortzusetzen, wiihrend Anfangs- 
lage und Geschwindigkei~ dureh nngerade Funetionen yon der niim- 
lichen Periode gegeben sind. In unserer Differenidalgleichung wird 
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#(t) ~ 1 un6l man sieht sogleieh~ dass die im vorigen Paragraphen 
mit y~(x) bezeiehneten Functionen selbst ungerade periodiseh mit der 
Periode 2l werden. 

Die im u mit ~(t, t', 2~) bezeic~hnete Functian wird bier 

sin ~ ( t  - : ' )  
,~(t, t', ~,) = ~. 

Die Gleiehung (37) nimmt daher die Ges~l~ an 

7 dx '  r v(x,~; :~'; ~') (41) h (x) -  4 
zl 

g 

~ f d  ~jo~ ~/" (~g) ~]?~(x') ~(~) 8~n ~'~(~ - ~'') 

0 

Bei Her nunmebr vorausgesetz~en Besehaffenheit yon h(x') ,  ~(x')  
kann man abet jetzt nicht mehr die Coefficienten der willkfirlichen 
Function auf beiden Seiten ohne Weiteres vergleichen, wenn das Inter- 
vall x i . . .  x~ ganz oder theilweise fiber das Intervall 0 . . .  l hinaus- 
greift. Eine willkiirliche knnahme fiber ~p(x') an eiuer Stelle des 
Intervalles bestimmt nKmlich jetzt  bereits auch die Werthe an den 
Stellen 

z2~ ~ X" + 2k l  
und an den Stellen 

(2k + 1)  l - x = z ~ + ~  

innerhalb des Intervalls, xvenn k eine g~nze Zahl bedeutet, and zw~r ist 

Zieht man nun dutch den Punkt, x',  t '  eine Parallele zur Abseissen~xe, 
so schneider diese die Charakteristiken dm'eh x, t in den Pankten x 1 , x 2 
und man hat  alle Punkte z~  auf dieser Strecke positiv, alle Punkte 
z~H-~ dagegen negativ ira t~eehnung zu ziehen, wenn x~ < xz also 
t ~ t ' ist. Ist t < t', so h~t man die Zeichen entgegengesetzt zu 
nehmen. Man erhKlt so ffir t ~ t" 

2 V~ (~) ~(@') ~(~') sm ~(~--~') 

o 

Dabei ist die ers~e Summe iiber all~ z~ ,  die zweite ~ber alte ~-1-~ des 
lntervalles x~ x~ zu erstreeken. Die Summe links ist Null,  wenn kein 

Mathematische Azaaalen. XLV/_}.~ 25 
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Punkr ~ oder z ~  im Iatervall x~, x~ liegt. Ftir t" < t" ist die 
linke Sei~e negativ zu nehmen. Um den Sachverhalt vSl'lig klar zu 
s~ellen, sind in der tm~nsfehenden Figur 7 diejenigen Gebiete f'tir 
x', t '  bezeichner in denen die Summe rechts in (42) dutch die n~mliche 
Formel links dargestellr wird, wema sowohl x als x '  auf das Intervall 
0 . . .  1 besehr~nkt werden~ und A den Punkr x, t bezeichnet. Diese 
Gebiete sind yon Charakteristikeneurven begrenzt und die eingesetzte 

lgig, 7. 

Zahl giebt an, wie viele Glieder iasgesammt links in (42) auf- 
treten. In dem mit -{-1 bezeichneien Bereieh liefert nach Ab- 
sondermag des Factors h ( x ' )  die Summe rech~s in (42) den posit iven,  
in dem mi~ - - 1  bezeichne~en Bereich den negativen Werth yon 

1 ] / h - ( ~ h ( x ' )  v ( x , t ;  x ' t ' ) ,  in den mi~ 0 bezeichne~n Fe!dern ver- g 
sehwinde~ sie. Ausserdem siad noch fiir einen Punkl x', t" die Puuk~e 
z ~  z~r eingezeichne~, wobei x" selbst als z o zu bezeichnen w~re. 
Man bestiitigr dieses Verhalten dutch directe Summation, wenn 
h ( x )  ~-- I ist~ weil dana die Summe reehts in (42) wird 

. nzcx . nz~x" . n ~ ; ( t - - t ' )  
~ ~ sin--T- sm --l-- sm Z 

0 

und in den ungeraden Feldern versehwindet, in den geraden ab- 
1 weehselnd die Werthe -4-~- anaimmt. 
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w  

Ueber di~ Schwingungen einer unendlich langen Saite yon variabler 
Dichte. 

Die vorigen Entwicklnngen zeigen merkwfirdige Beziehimgen 
zwischen der Function ~. und den Normalfunc~ionen passend gew~hlter 
Gebiete, und diese letz~ren k5nnen unter Umsfiinden, die am Ende 
des w 7 besprochen sind, beliebig gross sein~ wean sie nur endtich 
siad. Es w~ire nun zu erwarten~ dass bei Ausdehnung der Gebiete 
in's Unendliche ebenso wie bei der Fourier'sche~ Re,he brauchbare 
In~egraldars~ellungen aus den Reihen hervorgehen. Allein der Darch- 
fiihrung dieser Grenziiberglinge stellen sich mannigfaehe Schwierig- 
keiten entgegen, yon denen wir die wesentlichste nun er'Srtem wollen, 
da das Result~t aueh an und f'tir sich ein gewisses Interesse hat. 

Sell aus der l~eihe beim Grenziibergang ein brauchbares Integral 
werden, so miissen die X~ die ganze Streeke you 0 bis oo immer 
dichter und dichter erfiillen je grSsser 1 wird, und zw~r so, dass in 
jede:n Theft dieses Gebietes bei genfigend grosset, Z beliebig viele ~t 
liegen. Dies ist aber im Allgemeinen durchaus nicht der Fall, sondern 
bei besti~ndiger Ausdehnung des Gebietes l werden ira Allgemeinen 
die ~ nur gewisse nicht zasammenh~ingende Gebiete immer dichter 
erfiillen~ und diese getrennten Gebiete sind in unendlicher Anzahl vor- 
handen. Nut 1rater ganz speeiellen Bedingungen schliessen sieh diese 
getrennte Gebiete zu ejnem zusammen. In der kusdraeksweise der 
Optik wiirde also die Schwingang einer unendfieh langen Saite im 
Allgemeinen einen Bandenspectrum entsprechen. Um diese Behauptungen 
nigher zu begriinden, be~ach~en w~r eine naeh beiden Seiten unbegrenzte 
Saite yon variabler Dichte, deren Dichtigkeitsgesetz eine ger~de 10erio- 
dische Fanction der Abscisse mit der Periode 2] is~- 

Die Differentialgleichung f~ir die Normalfanctionen wird dann 

(43) y" + (x). y o. 
Sei nun yl(x,  Z) dasjenige Integral der Differentialgleichung~ 

welches ffir x - ~ - 0  verschwinde~, w~rend die erste Derivirte den 
Werth 1 annimmt, y.~(x, ,~) dagegen dasjenige Integral, welches ffir 
x ~ 0 den Wer~h 1 annimm~ and (lessen Derivirte versehwindet. Es 
ist dann Yl etne ungerade Function yon x~ y~ aber eine gerade 
Function. Ferner is~ 

fiir jedes x. 
Sind y~ und y~ yon 0 his ~ bekannt, so lassen sich aus diesen 

Werflaen diejenigen Ftir ein beliebiges x zusammense~en. 
Ist n~mlieh Y(x ,  ~.) irgend ein Integral yon (43), so ist aueh 

25* 
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Y ( x  -~- 2l, ~) ein solches~ und beide sind dann nothwendig dutch yj 
und Y2 homogen und linear da~tellbar. Setzt man daher" 

y ( x ,  it) = ,~y~(z, ;t) + ~y~(x,  z) ,  

so bestehen 2 Gleichungen yon der Form 

(44) ay t (x -[- 21, it) + ~Y2 (x + 21, it) = a'y, (x, it) + fl'Y2 (x, ;t), 
,~y,'(x + 2L ~) + ~y~'(x + 2~, x) = ,~'y/(x, it) + ~'y~ (z, z). 

Wit  wollen nun a und /~ so bestimmen, dass a ' ~  Qa, f i ' ~  Qfl 
wird, also 

Y(x + 21, it) = ~ Y (x, x). 

Setzen wir in (44) die angenommenen Werthe flit a ' ,  fl' ein and 
dann x ~ - -  l, so erhalten wit mit Riicksicht darauf, dass Yl, Y2" un- 
gerade Functionen, Y2, YJ' gerade Functionen yon x sind: 

~ y , ' q ,  it) + ~y~'(z, it) - -  Q( ~ , ' ( z ,  z) - ~y~'(z, it)) 

und hieraus zur Bestimmung yon q, a, fl die Gleichungen 

~(1 + q) y, (~, z) + ~(1 - q) y~ (~, it) = o ,  
a(1 - -  q) g , ' ( / ,  ,%) n u ~(1 n u q) y:'(1, it) ~--- O. 

Solten dieso Gleichungen mSglieh sein, so hat man mit Rtieksieht auf 
t den Werth vo,, Y~Yl - -  YlY:" ~ 1 

I ( 1 - ~ 0 )  Y,(~, ;t) ( t - - O )  Y~(1,;t) 1 
(45) (1 - -  q) y,'(1, it) (1 + O) Y2"( l, it) 

= q~ - 2q[y,(~, z) y~'q, z) + y/(~,  it) y~(z, it)] + 1 ~- o. 

Man erh~ilt also zwei Werfihe yon Q 

q.j = y~q, z) y, (~, it) + y,' (b ~) y~(~, it) 

+ 2/y , (Li t )  " ~ ' , ~, ( ,  it) y~ (~, it) ~ q ,  z) 
wo der Ausdruck unter der Quadratwurzel wieder mit l=[ilfe yon 

y~y~ - -  y~ y~ ~ 1  
umgeform% ist. Ferner is~ ~, ~ ~- 1. 

Den beiden Werthen yon ~b, O~ entsprechen dann zwei partl- 
cul~re Integrale Y~(x,~t), Y~(x, it), ffir welche die Gleichungen 
beslehen 

r ~ ( x  + 2 ~ ,  it) = ~?r~(x,  ~), 
(46) Y~(~ + 2~, ~) = q? Y~(x, z),  

w o k  irgend eine posi%ivo oder negative ganze Zahl bedeu%et. 
Aus den In~graten Y~ and Y~ kSnnen wir aber wieder alle andern 

linear zusammensetzen. 
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Soll nun 
a Yl (x, ~) -~ b Ye (x, l) 

eine Normalfunction des Stfickes der Saite sein, welches sich yon - - k l  
bis q - k l  erstreckt, so mtissen die Gleichungen bes~ehea 

a L (-- kl, it) if- bye ( - -  kl, it) = O, 
a L (  kZ, Z) q - b ~ (  k / , Z ) = 0 ,  

uad in Folge der Gleichungen (46) nimmt die zweite die Form an 

a q ? y , ( -  x) + b e ? G ( -  kZ, = 0. 
Da nun a Y1 und b Y'z nicht gleichzeitig Nult sein kSnnen, so folgt 
hieraus ~ ~--- ~2' oder wegen ~ ~e ~ 1 
(47) 0~ ~ = 02 ~ = 1. 

Mit Rticksicht ant die Werthe yon Pl und 02 tblgt hiermit: 
l~s k~nnen, wie immer die ganze Zahl k gewShZt werde~ mag, nu't 

solche Werthe Z auflreten, fi& welche das ~roduct 
y~(l, ;t) y~(1, Z) y~'~l, ;t) y~'(l, ;t) 

einen negativ~ We'rth annimmt oder verschwindet. 
Diejenigen Werthe yon ~, welche das obige Product zu l~ull 

machen~ scheiden daher~ wean sie einfache Wurzeln desse[ben sind, 
das Gebiet der Vaidablen it in Theile, in welchen abwechselnd zu 
Normalfunctionen gehSrige ~ enthalten sein kSnnen oder nicht. 

Es ist abet leicht zu sehen, dass in der N~ihe solcher it Werthe~ 
for welche das obige Product negativ wird in der That sich immer 
mehr and mehr ~, welche zu :Normalfunctionen gehSren, finden miissen. 
Da niimlich ein complexes 01 dem absoluten Betrag nach immer gleich 
Eins ist, so giebt es in jeder NKhe yon 01 Einheitswurzeln, und da 01 
eine stetige Function yon ~ ist, so wird ~1 in einem Intervall ftir it~ 
woes  complex ist, auch beliebig oft einer Einheitswurzel gleich. 

Hat dagegen die Gleichung 
it) o 

lauter Doppelwurze]n, wie es fiir h(x)~---const, tier Fall ist, so hat 
(]as Product links iiberall das n~mliche Zeichen~ und zwar im all- 
gemeinen das negative. Die f~iihe~ getrenntcn I~tervalte flit ;t schliessen 
sich nun lfickenlos aneinander, alas Bandenspectrum wird zum con- 
tinuirlichen Spectrum. 


