
Beitr~ge zur  Theorie  der  a lgebraischen Gleichtmgen. 
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Die l~ra~,e~ wie die Galois ' sche  Theorie zur Untersuchung einer 
(durch ihre Coefiieie~ten) wirklich gegebenen Gleichung benutzt 
werden kann, ist bisher, so viel ich weiss, nieht behandelt worden. 
In w 1. der vorliegenden Arbeit gebe ieh eine Methode an, naeh 
welcher der wiehtigste Punkt dieser Untersuchung, die Aufstellung 
aller verschiedener Gattungen yon Resolventen immer erledigt werden 
kann. Hierauf gestiizt, kann in w 2. ein allgemeines Kriteriam daffir 
angegeben werden, ob eine vorgelegte Gleichang ~theilweise ~ oder 
,vollst~ndig ~ algebraisch ISsbar ist~ zugleich mit einer Methode, die 
diese algebraische LSsung nach einem vSllig bestimmten Algorithmus 
liefert, der allerdings darch ihre La~gwierigkeit beinahe undarehffihr- 
bare Rechnungen verlangt. 

Dass die angewandten Methoden aueh in andern algebraischen 
Fragen gut verwerthet werden k5nnen, zeigt w 3., wo eine Reihe yon 
S.~tzen behandelt wird, die sich aaf Gruppen beziehen, deren Ordnung 
eine Primzahlpotenz ist. Insbesondere wird der Gang der AuflSsung 
f~ir Gleichungen mit solcher Grappe pr~cisirt. 

]m Zusammenhange hiermit steht die Theorie einer Classe alge- 
braisch 15sbarer Gleichungen, welche die Abel ' scheu Gleichungen 
als speciellen Fall enthSlt~ und die am k~irzesten dadurch charakterisirt 
wird, dass die Reihenfolge der zur AuflSsung nothwendigen irrationalen 
Operationen beliebig vertauscht werden kann. 

w  

Die Resolventon eider gegebenen Gleichung. 

Jedes algebraisehe Problem ist als erledigt zu betracbten, wenn 
es gelingt, dassetbe auf die beiden elementaren Fundamentalaufgaben 
zurfiekzuf'tihren. 

1. Bestimmung der symmetriseben Functionen der Wurzeln einer 
Gleich-ung dutch die Coefficienten derse]ben. 
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2. Bes~immung der irreductibeln Factoren einer ganzen Function 
in Bezug auf einen beliebigen Rai~o~alit~tsbereieh*). 

Diese zweite Aufgabe kann noch, wie hinzugefiigt werden mag, 
dem Wesen nach darauf zariiekgeffihrt werden, die ganzzahligeii 
Wurzeln einer Gleichung mit ganzzahligen Coeffieieaten (ira natfir- 
lichen Rationalit~itsbereiche) zu bestimmen. 

Man kann demnach mit l:[iiffe elementarer Algorithmen yon der 
Gleichung f(x)--~0 zu ihrer Galois 'schen Resolvente F(V)---~0 
iibergehen trod so vor al]em die Ordnung der Gleichtmg f(x) ~--- 0 be- 
stimmen; denn bierzu bedarf es nur der Biidung einer Gleiehung yore 
Grade hi, deren Coefficien~en symmetrische Functionen der Wt~rzeln 
yon f(x)-.~ O, und sodann der Aussonderung eines beliebigen irre- 

"ductibeln Factors der letzteren. 
Die Untersuchung einer beliebigen Gleichung kann demnach immer 

zurfickgefiihrt werden auG" diejenige einer Gleichung ~ ' ( F ) ~  0, i~J 
der jede Wurzel rationale Function einer beliebigen Wurzel ist, oder 
- -  was dasselbe ist -- f~ir welehe Grad und Ordaung (N) iiberein- 
stimmen. Diese GleJchungen sollen im Ansehluss aa die yon K l e i a  
eingeffihrten Anschauungsweisen kurz als reguliire Gleichungen be- 
zeichnet werden. 

Oiese reguliiren Gle~chun~,en haben die charakteristische Eigen- 
schaft, dass die rationalen Functionen ihrer Wur~eln nur uneigentlichc 
Gattungen (nach K r o n e c k e r )  bilden, d. h. dass jede derselben~ wenL 
ihre Adjunction die Gruppe der Gleichung erniedrigt, das Gleichungs- 
polynom ~'(V) in Factoren zerlegt. Sei ~ eiue solche Functioa~ 
deren Adjunction aus _/7'(V) den Factor 17'1(V ) aussondert, und 

r,, V , . . . ,  

die der Gleichung -/~'1 ( V ) ~  0 entsprechenden Wurzeln, so gehSren, 
wie mau leicht sieh~, ~b und die allgemeinste symmetrische Function, 
der GrSssen Vt, . - . ,  V~ 

(wo /~ so zu w~hlen, dass die ( N )  Werthe, welche durch s~mmtliche 

Vertauschungen der V erzeugt werden, auch s~immtlich yon einander 
verschieden sind) zur selben Ga~tung. 

Die verschiedenen Gattungen yon Resolventen der Gleichung 
F(V)--~ 0 werden daher durch die den verschiedenen Functionen 
S~. entsprechenden Gleichungeu erschSpft, wobei natiirlich in den S 

*) S. K r o n e c k e r, Grundzfige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
GrSssen. w 4. 
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nicht nur die Zahl der eintretenden Wurzeln~ sondern auch diese 
Wurzeln selbst beliebig gewiihl~ werden kSnnen *). 
" " Soll demgem~s die Frage entschieden werden, ob die Gleiehungen 
f (x)  ~ - 0  und / 7 ' ( V ) ~  0 eine Resolvente r TM Grades besitzen, so wird 
man nur zu beriicksichtigen baben, dass~ wean eine solche existir~, 

die Adjunction einer ihrer Wurzeln einen Factor. veto Grade N 
�9 

aus F ( V )  aussondert. Bilden wit daher die Gleichung -ten Grades 

fiir S~, so muss eine der Wurzeln dieser Gleichung, d. h. eine der 
dutch Ver~auschung der V aus Sx entstehenden Funefionen, mit einer 
Wurzel der Resolvente zur selben Gattung gehSren, also mit andern 
Worten, das Polynom der Glelchung fiir S~ einen irreductibeln Factor 
r ~e~ Grades enthalten. Ist Gin solcher vorhanden, so giebt derselbe 
gleich Null gesetzt, die Resolvente selbst. Sind mehrere Typen yon 
Resolventen r TM Grades vorhanden, so wird das entsprechende Glei- 
chungspolyuom mehrere irreductible Factoren gleichen Grades ent- 
halten. 

Um zu entseheide~ ob die beliebige Gleiehung f ( x ) - ~ - 0  eine (irre- 
ductible) l~esolvente r t~ Grades besitzt, hat man zuerst die Gleichung 
F ( V ) ~ O  yore Grade N (die Galois ' sehe l~esolvente) zu bilden, 
gehe dann ~ur Gle__'~ung fi~r 

i~ber, die yore Grade ( ~ )  ist, und deren Coeff~ienten symmetrische 

�9 'unctionen der V sin& Ist  diese Gleichung 

so wird die Gleichung f ( x ) ~  0 dann und nut dann (irreductible) 
l~esolventen r t~" Grades besitzen, wenn sich aus q)~ ein irreductibler 
Factor r t~ Grades aussondern liis st. Diese Factoren, gleich Null ge- 

" setzt, geben alle verschiedenen Gattungen der _Resolventen r ~ Grades. 
Die Frage kann daher in jedem Fall mi~ Hiilfe eines vollst~i~adig 

durchfiihrbaren Rechaungsalgorithmus gelSst werden. Es mSge nur 
noch bemerkt werden, dass dieselben Algorithmen dariiber entscheiden, 
ob die so erhaltenen Resolventen holoedrisch oder meriedrisch sind, 
da hierzu wieder nur die Bestimmung ihrer Ordnungszahl nothwendig, 
die im ersten Fall gl~ich N ,  im zweiten Fall gleich einem Theiler yon 
N ~ein wird. 

*) S. toeing Abhmadlung ,,Ueber Factorenzerlegung ganzer Ftmctionen etc." 
Diese Annalen Bd. XV. 
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w  

Allgemeine Kriterien der algebraischen LSsbarkeit. 

Um zu entscheiden, ob die Gleiehung f ( x ) ~ - 0  algebrais~h 15sbar 
is~, werden wir vor allem wieder zur ent~prechenden regul~ren Gleichung 

•(r) -~ o 

iibergehen, deren Grad und Ordnung (in Primzahlfactoren zerlegt) 
gleich 

s el. Sell nun die Gleichung algebraisch 15sbar sein, so muss die Auf- 
iSsung mit Hiilfe e[ner A bel'schen G leichung veto Grade Pt,P2,''" 
oder p~ beginnen, and diese G[eichung ist eine Resolvente yon 

~'(V) ~--0, die E(V)  in Factoren veto Grade N IV . .  oder 

_N_ zerlegt. Ob nun eine solche Resolvente exisfirt, wird dutch die 
Pt 

Bildung der Gleichungen 

O N ~ 0 , . - . , O #  ~ 0  
PL Pt 

entschieden, und man erh~ilt fiir die algebraische LSsbarkeit yon 
E(V).-~ 0 die Bedingung, dass wenigstens eine~ dieser Gleichunge). 

~N ~ 0  

einen irreductibelt~ ~'actor p?~ Grades enthalten muss. Boll die so 
erhaltene Resolvente E ( V )  in tier That algebraisch in Factoren zer- 
fallen, so muss tier "entsprechende Factor yon F ( V )  zugleich auch 
yon der Ordnung pl sein. 

Wit haben in dieser Weise die nothwendige und ]dnreidende Bc- 
dingung dafiir erhalten, dass E.( V) dutch Adjunction yon Wurzel- 

gr6ssen in _Factoren veto Grade IV - ~  (p t)rimzahl) r werden kgnne. 

Ist diess der Fall, so wird man diese Untersuehung an einem der so 
erhaltenen Factoren wiederholen, und diess geniigt, da die einzelnen 
Factoren isomorph siud. 

Man sieht unmittelbar ein, dass, wenn es durch eine Kette auf- 
einanderfolgender Ab el'scher Gleichungen gelingt einen Factor veto 

Grade , N . abzusondern, die Coefficienten desselben ~--deutige 
p 1  ax  �9 . . ~ 0 a t  

Functionen sind, und wenn man demnach diese Ooefficienten mit dell 
entsprechenden Wer~hen vertauscht, man alle Factoren erh~l~, derek,. 
Product wieder /P(V) giebt. 

Anf diese Weise gelangt man dazu die Reduction der Gleichunge~ 
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f(~) = 0 oder F ( V )  ~ 0 so weir zu ffihren, als diess fiberhaup~ dureh 
Adjunetion yon Wurzelgrfssea mfglich ist, und gelang~ schliesslieh 
dazu, wenn die Gleichung algebraisch 15sbar ist, nicht nur diess zu 
erkennen, sondern aueh die Lfsung zu bewerkstelligen. Man erh~lt 
n~mlieh f[ir V einen ~r-deufigen Ausdruck, aus welehem dann auch 
die Werthe yon x rational bereehnet werden, 

So langwierig auch die Anwendung dieses Verfahrens fiir eine 
gegebene Gleichung erseheinen mag, so besitzt das angegebene Kri- 
terium doch einen principiellen Werth, indem es die ers~ allgemeine 
Methode angiebt, um die algebraische LfsbarkeR einer Gleichung zu 
untersuchen, und wenn diess mfglich, die Wurzeln in algebraischer 
Form darzustellen. Ob ein Kriterium der algebraischen Lfsbarkeit in 
wesentlich anderer Form*) (die obigen Resultate kfnnen in mannig- 
faltiger Weise ausgedr[ickt werden) ffir Gleichungen yon beliebigem 
Grade aufgestellt werden kann, scheint fiberhaupt sehr fraglich. Dass 
jene Formen ffir die Bedingung der algebraischen Lfsbarkeit, wie sie 
Abe l  und Ga lo i s  /'fir Gleichunge~l, deren Grad eine Primzahl ist, 
aufgestellt haben, so einfaeh sind, finder seinen Grund in Verh~ilt- 
nissen, die bei zusammengesetzter Gradzahl wegfallen. In jenem ein- 
facheren Falle ist n'~mlieh erstens aicht blos Charak~er, sondern auch 
die _~eil~enfolge der erforderliehen Radicirungen yon vorneherein fest- 
gelegt, und es genfigt zweitens schon die Kenntniss der Ordnungszahl 
allein, ohne welter auf die Struetur der Gruppe einzugehen, um fiber 
die algebraische Lfsbarkeit der Gruppe zu entscheiden. Weder das 
eine, noch das andere ist der Fall, sobald der Grad der vorgelegten 
Gleiehung ein beliebiger ist. 

w  

Uobor irroduetibl~ Factoren, d~ron ~rad oino Primzahlpotonz ist. 

Die in w 1. angegebene Methode liefert sehr einfaehe und directe 
Beweise fiir jene algebraisehe S~tze, welche aus dem Cauchy 'sehen 
Fundamentaltheorem fiber Substitutionsgruppen und den yon S y l o w  
gegebenen Verallgemeinerungen desselben folgen. Diese Sfitze selbst 
ergeben sich hierdurch auf einem neuen Wege, da man immer eine 
Gleiehung aufs~ellen kann, welche die beliebig angegebene Gruppe G 
besitzt. 

Ist F ( V ) ~ - 0  eine (irreductible) reguliire Gleichung vo~n Grade 
N ~---p"Q, wo p eine _Primzahl und Q nicht mehr dutch 2 theilbar, so 
kann _F(F) dutch Adjunction einer Grgsse q~ in Factoren yore Grade 
p" ~erf~illt werden, wo q~ selbst Wurzel einer irreductibdn Glvichung 

*) Insbesondere in Form algebraisd~er Relationen zwischen den Wurzeln. 
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Q-ten Grades ist, deren Coefficienten demselben _Rationalitiitsbereiche 
angeh6ren, wie die Coeffieienten der urspriinglichen Gleiehung. 

Um unabh'~ingig yon der Gruppe der Gleichung einen Factor p" re. 
Grades zu bestimmen~ hat man eine Gleichung yore Grade 

zu bilden, deren Coefficienten symmetrische Funetionen der Wurzeln 
yon / 7 ' ( V ) ~  0 stud. Man sieht, dass die Gradzahl dieser Gleichung 
nicht dutch p theiibar ist, denn p ~ Q -  r u n d  p " - - r  sind immer 
durch dieselbe Potenz yon p theilbar. Die so erhaltene Gleichung 
kann noch reductibel seth; ihre irreductibeln Factoren seien yore Grade 
u j, u~, . . . ,  u~. Dann ist 

Keine der Zahlen u kann gleich 1 sein ~ da sonst 2'(V) reductibel 
wiire. Zugleich muss wenigstens eine der Zahlen x, z. B. u 1 dutch p 
nicht theilbar sein; denn w~ren alle Zahlen u dutch p theilbar, so 

miisste es auch ( P p ? ) s e i n .  

Die Gleichung F ( V )  ~ 0 hat demnach eine irreductible l~esolvente 
u l-ten Grades. Set eine der Wurzeln derselben q~. Dann zerlegt die 
Adjunction yon % das Polynom /7'(V) in irreductible Factoren vom 

Grade ~v" ~ wo Q eine ganze Zahl sein muss~ da p~ und x 1 relativ 

prim sin& 
Es kann demnach u, nicht grSsser sein als Q; ebensowenig kann 

aber uj kleiner sein als Q; dean die Adjunclion yon r mfisste dann 

vom Grade p" -~, ~ p~ ergeben, irreductible Factoren im Widerspruche 

damit, dass nach Einbeziehung yon ep in den l~ationalit[itsbereich 
jedenfalls ein rationaler Factor p,t~. Grades sich aussondert. 

Den Wurzeln r r "" ', r der so erhaltenen Resolvente Qty. 
Grades entsprechen in der Gruppe der Gleichung enthaltene Unter- 
gruppen p~to~ Ordnt~ng, die siimmtlich durch Transformation ausein- 
ander entstehen~ und yon denen man ferner naehweisen kann, dass 
jede in der Gleichungsgrup]ye enthaltene Grup)~e, deren Ordnung eine 
t)otenz yon 2 ist, in einer jener Grupren enthalten sein muss. Is~ 
n~mlich /9 eine Gruppe yon der Ordnung p"' und ~b eine Function, 
die nur fiir die Substitufionen diestr Gruppe unge:&ndert bleibt, so 
wird ]~'(V) durch Adjunct ion yon $ in Factoren zerf~llt, deren Grad 
uud Ordnung pa'. In dem so erhaltenen Rationalitiitsbereich ist also 
auch die Ordnung yon F ( V ) - ~ - 0  eine Potenz yon p. Demgem~iss 
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muss auch die Resolvent~ Qt~n Grades in Faetoren zerfallen, deren 
Grad eine Potenz yon p ist. Sind demnach die einzelnen ~actoren 
yore Grade pa~, ~ ,  . . . ,  so hat man 

Q~pa, + ~ + . . . .  
Da aber Q nieht dureh ~ theilbar, is~ diess nur so mSglich, dass 

einer der Exponenten a gleich Null wird, d. h. die Adjunctio~ yon ~P 
bestimmt wenigsten.s eine Wurzel der l~esolvente ( ~  Grades i~ rationaler 
Weise, was mit dem oblgen iibereinstimmt. 

Ohne in das Detail dieser S~tze welter-einzugehen, sei bier nut  
noch der folgende erwghnt: 

Jede (irreductible) Glr ung, deren Grad und Ordnung l~otenz 
derselben t)rimzahl p isr wird dutch Aufl6sung einer Abel'schen 
Gleichung yore Grade p, in. p Factoren gleichen Grades zerftillt. Dass 
diese Gleichungen algebraisch 15sbar sind, hat Herr S y l  o w bewiesen i 
der zu beweisende Satz praeisirt den Gang der AuflSsung. 

Sei Grad der Gleichung l0 * , u m  hieraus einen Factor p,-1 t~. Grades 
a'uszusondern, hat man ffir Sp~-i eine Gleiehung zu bilden, deren 

Coefficienten symmetrische Fanctionen und deren Gradzahl 

yon der Form pQ ist, wo ~o and Q relativ prim sin& D a a b e r  auch 
die Ordnung der vorgelegten Gleichung gleich einer Potenz yon 2o 
ist,  muss die so gebildete Gleichung in mehrere Factoren zerfallen, 
deren Gradzahlen wieder Potenzen yon p sin& Also, wenn die einzelnen 
Factoren yore Grade W~, io~, �9 �9 �9 sind, wird: 

Hieraus folgt, dass nieht alle Exponenten > 1 sein kSnnen, sonst 
mfisste p Q dureh ~2 theilbar sein, was nieht der Fall ist. Es kann 
aber aueh kein a gleich 0 sein. Sonst h~tte die Gleiehung ffir Sp~-~ 
eine rational bekannte Wurzel,  und die untersuchte Gleichung wiire 
nicht irreductibel. Demnaeh muss ein a gleich eins sein. Und man 
erh~lt fiir die Factorenzerlegung eine irreductible l~esolvente p ~  Grades, 
yon der es unmittelbar klar ist, dass sie eine Abel'sche Gleichung, 
d. h. aueh yon der Ordnung p sein muss. Denn ihre Ordnung muss 
einerseits eine Potenz yon p ,  andererseits ein Theiler yon p!  sein, was 
in der That die Zahl lo bestimmt. 
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w  

Uebor eino speciolle Klasso algobraisch 15sbarer Gloichungon. 

Ist f ( x ) ~ - 0  eine algebraisch 15sbare Gleichung, so kann der bet 
der AuflSsung zu befolgende Gang schematisch durch eine Reihe yon 
Frimzahlen charakterisirt werden: 

[ ~ , ] ,  [ p ~ ,  �9 . . ,  [p~.]. 

Man hat n~mlich zuerst eine Abel 'sche Gleichung yore Grade pj 
zu bilden, deren Coefficienten dem ursprfinglichen Rationalitiitsbereich 
angeh5ren, dann adjungirt man eine Wurzel dieser Gleichung u 1. 
Hierauf is( wieder eine Abel ' sche  Gleichung yore Grade P2 zu bilden~ 
deren Coefficienten im Allgemeinen dem durch die Adjunction yon u 1 
erweiterten Rationalit~tsbereiche angehSren. (In speciellen F~llen 
braucht u 1 nicht in den Coefficienten aufzutreten). Hierauf adjungirt 
man wieder eine Wurzel dieser Gleichung u2, und so fort, bis 
schliesslich nach Adjunction yon u~ alle Wurzeln der Gleichung rational 
ausdr~ickbar sind. 

Neben tier Be rechnung rational bekannter GrSssen sind daher 
[p~ u. s. w. die Elementaroperationen, die ffir die AuflSsung yon 
f (x)  ~ 0 verlangt werden. !m  Allgemeinen ist hierbei dic l~eihen- 
folge der Operationen [p] einc /bst bestimmte. Ffir gewisse Gleichungen 
kSnnen die Opera(torten [p] in verschledener Weise geordnet werden, 
wobei aber nat[irlich das Product der Primzahlen p constant bleibt. 

Die einfachste Klasse algebraisch 16sbarer Gleichungen wird durch 
die trorderung bestimmt~ die Qverationen [291 in vi~llig beliebiger Reihen- 
folge ausfiihren zu k6nnen. Die so erhaltene Klasse yon Gleichungen 
is( die allgemeinste, fiir welche die Aufl5sung der Galo is ' schen  
Resolvente noch genau nach den yon Gauss  angegebenen Methoden 
erfolgen kann. Sie enthiilt alle Abel 'schen Gleichungen~ alle Glei- 
chungen, deren Ordnui~g eine Primzahlpotenz is( and viele andere. 

Is( die Ordnung der Gleichung: 

~ T g l a  j ~ga~ . �9 . ~ 3 a a  

so kann die AuflSsung durch eine Kette yon a~. A b el'schen Gleichungen 
~i t~" Grades begonnen werden. Dementsprechend besitzt die Gruppe 

der Gleichung G eine Untergruppe Gi yon der Ordnung ..... ~ .... 
a i  

1)ie nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, class f ( x )  ~ 0 
in die angefiihrte Klasse geh6re, is(, (lass ihre Gruppe G invariante*) 

Untergruppen Gi yon der Ordnung ~ enthalte (i ~ 1, 2, �9 �9 �9 s). 
- v t  i 

�9 ) Der Ausdruck ,,invarian~" start ,,ausgezeichnet" ist nicht nut charak- 
teristischer, sondern empfiehlt sich auch dutch seine internationale Brauehbarkeit. 
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Dass diese Bedingung hinreichend ist, ist unmittelbar einzusehel 
denn der Gruppe G~ entspricht dann eine Resolvente /~. ~---0 yon d 

Ordnung ~ti~i; und die yon einander unabNingige AuflSsang der Gle 
chungen 

~,~0, - - - ,  B~-----0 

l~Sst die Gleichung f ( x ) ~  0 vollstKndig, uud gestattet eine beliebi~, 
Reihenfolge der Operationen [~]. 

Andererseits ist die Bedingung auch nothwendig. Jedenfalls kar 
die AuflSsung der Gleichung dutch eine Kette yon a~ Abel 'sche 
Gleichungen ~t~ t~ Grades begonnen werden, und diese Kette yon Gle 
chungen durch eine einzige Gleichung Ri--~-0 yon der Ordnut 

~tl ~ ersetzt werden. Dann sind aber die Gleichungen 

f ( x ) ~ O  und R1/~ ~ - . -  R ,~ - - 0  

vollstiindig .~qnivalent, und die Wurzeln der einen rational durch d 
der andern ausdriickbar. Demnach sind ihre Gruppen G und 
holoedrisch isomorph. Die Grappe i-besteht  aber aus dem Produ 
yon s Gruppen 7, " �9 " 7~ yon der Ordnung zh~, ~ - .  ~"~, deren je( 
sich auf andere Elemente bezieht. Das Product yon s -- 1 derselbe 
ist also jedenfalls eine invariante Untergruppe yon F, und die en 
sprechende Untergruppe in G muss dann dieselbe Eigenschaft besltze: 

Man bemerkt zugleich, dass 71, 7~, "" ", 7~ invariante Unte 
gruppen yon I- sind, nnd dass daher die entsprechenden Grupp~ 

gt, ' "  ", g~ in G, deren Ordnung ~1 . . . . .  g,"* dieselbe Eigenscha 
besitzen. D a a b e r  sKmmtliche Gruppen dieser Ordnungszahl dur( 
Transformation auseinander entstehen, so kann man die charakteristisci 
Eigenschaft der Gruppe G auch so aussprechen, dass sie nur je ei~ 

Untergru~oe yon der Ordnung ~, . . . . .  zs "~ enth~ilt. 
Dass diese Bedingung nich~ nur nothwendig, sondern auch hii 

reichend ist~ ersieht man leicht. Wenn n~mlich g~ - . .  g~ invarian 
Untergruppen sind, so ist es auch das Product yon s ~ 1 derselbe 
das, wie man aus dem isomorphen Producte der 7 schliesst~ eine Unte 

gruppe der Ordnung ~ ergiebt. 
t t  i 

Aus der Beziehung zur Gruppe F fo lg t  noch, dass wenn d irge~ 
ein Theiler yon N ist, die Gru~e  G immer eine Untergruppe yon d 
Ordnung d besitzt. 

Ist nun F ( V ) ~  0 die der Gleichung f ( x ) ~  0 entsprechem 
regulate Gleichung, so zerlegt die Resolvente /~  ~ 0 das Polyno 

F ( V )  in ~,~ Factoren, deren Grad und Ordnung __N.  zugleich en 
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scheiden wir~ ob eine durch ihre Coefficienten gegebene Gleiehung in 
die betrachtete Klasse gehSrt, indem wir mit Hiilfe symmetrischer 
Functionen die Gleichungen fiir S iv bilden und untersuchen, ob die- 

selben je einen irreductibeln Factor yore Grade und vonder  Ordnung 

~;-i besitzen. (i ~ 1~ 2, �9 �9 s). 
Ist diess der Fall, so 15sen die Resolventen 

/ ~ j - ~ O ,  R : ~ O ,  . . . ~  / ~ - ~ 0  

unsere Gleichung vollstiindig auf. Jede derselben zerlegt alas Polynom 

"i Z7 t~. Grades, so dass F ( V )  in z~i F a c t o r e n - - ~  

/v(V)  = Xt(O X2(O �9 �9 �9 X (o 
~iai 

(i ~ 1, �9 �9 ., s) 
wird. 

Man erkennt dann leicht, dass die s Gleichungen 

X (~) 0, y(,2) ~___ O, X (~) ~ O, 

wo a, fl, - . - ,  ~ beliebige lndices sind, nicht mehr als eine Wurzel 
gemeinsam habeu k5nnen; denn wenn jede dieser Gleichungen die 
Wurzeln V 1 und V. 2 enthielte, so wtirde dies bedeuten, dass nach 
Adjunction jeder einzelnen Gleiehung /~i = 0, also auch nach Ad- 
junction aller dieser Gleichungen die Grul~pe yon F ( V ) =  0 eine 
Substitution enthiilt, die K 1 mit V 2 vertauscht. Daraus fotgt aber, 
dass jedes System yon Gleichungen, wie 

X 0)--~0,  W ( '~)~0,  �9 (*) - -~  � 9  X o ~ O, 
(fine W u r z d  der Gleichung _ F ( V ) ~  O, als einzige gemeinschaftliche 
Wurzel des ganzen Syslems bestimmt, die dann nach der Methode des 

grSssten gemeinschaftlichen Theilers gefunden wird. 
Da niimlich jede Wurzel yon / ~ ( V ) ~  0 als gemeinsehaftliche 

Wurzel eines solchen Systems auftreten muss, und jedes System nur 

eine solche Wurzel giebt, und schliesslich nut ~1 ~ . . . .  z6"~== _N solcher 
Systeme aufgestellt werden kSnnen, muss jedes solche Gleichungs- 
system eine Wurzel eindeutig bestimmen. 

Was schliesslich die AuflSsung der l~esolventen 2~i ~---0 betrifft, 
so geschieht dieselbe nach der am Schlusse des vorhergehenden Para- 
graphen angegebenen Methode. 
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