
Bemerkung zu einem Satz yon Hamburger fiber die 
Funktionalgleiehung der Riemannschen Zetafunktion. 

(Aus einem Briefe an Herrn Hambuxgerl).) 

Von 

Carl Siegel in G6ttingen. 

Sic haben in Ihrer Arbeit: Uber die Riemannsche Funktionalgleichung 
der ~'-Funktion (Ers~e Mitteilung) [Math. Zeitschr. 10 (1921), S. 240 bis 
254] folgenden 8atz bewiesea: 

Es 8ei O ( s ) eine ganze transzendente F~nbt ion endlichen Geschlechte 

G ( s ) ]i~r ~ > 1  dutch con 8 = a ~- t i ,  P ( 8 )  ein Polynom und f ( s )  - -  P(s--'-) 

eine absolut bonvergente Dirivhletsche Reihe 

0o 

(~) f ( ' ) - Z  ~ 
n = l  

daralellbar. I s t  dann 

. 1 _ .  

(2) f(8)r = -~ =g(1 -  ~)r = - T ,  

too g [1 -- ~) .in eine /gr o < -- • < 0 absolut konvergente Dirichletsche 
Reihe 

(8) g(1- ~ ) = Z  b. 
n=l ~1--# 

~ I c e l $  werden kann, eo iet f(8) =at'~'(8 ). 

Ich gebe bier einen Beweis, der wohI kiirzer und einfacher als der 
Ikrige ist. Igr benutzt nut die beidea bekannten Formeln 

9 H~rr Hamburger hat inzwischen in den Math. Ann. 85 den Inhalt oines in 
H~mburg am 5. Oktober 1921 gehaltenea Vortrages publiziert, in welchem er einen 
in wesenttiehen Punkten mit dem hier verSffentliehten iibereinstimmenden Beweis 
gogeben hat. lob betone, da6 Herr Hamburger yon raeinen Untersuehungen vet 
]~apfanE moine~ Briefos keine Kenntnis hatte. (Zusatz bei der Korrektur.) 
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1 + ~  

,f (4) e - ' =  ~-~ y- 'F(s)d8 (y > 0), 
l--col 

fe - a ~ z -  z --_= - ~  V'~r e _ 2 a  b (5) a ( a > 0 ,  b ~ 0 ) .  
V I X 

0 

Die absolute Konvergenz yon (1) braucht dabei nicht fiir o > l, 
nur fiir a > 2 - -  0 (0 > 0) vorausgesetzt zu werden. 

Fiir jedes x > 0 ist nach (1) und (2) 

2 + ~ r  

' f 2 ;  ' '  ~l------ 2~i r. a -~ x i d a  
2 - - ~ i  n = l  

f i + ~ t :  l-a # i f  (1 _.) = ~  g ( 1 - 8 ) r  :~ ~ z a s = s , .  

o~ xlo.i Hier ist links wegen der Beschriinktheit yon ~, fiir o = 2 Vertau- 
n----1 

schung von Integration und Summation gestattet;  nach (4) ist daher 

- - 8  -'I (6) $1--- ~ a.~--~2 (nn~x) F(s)d8 = 2 X~ a, e --'-'n'~: 
n = l  1 - ~ i  •=1  

Aus den Voraussetzungen fiber f(s)und (2) folgt die Existenz zweier 
Zahlen T > 0 ,  ? > 0 ,  so dal~ im Gebiet - a - l K a K 2 ,  I t l ~ T  die 
Yun~ion g(1 --  s) regul~ir und O(eltl r) ist. Ferner ist sie wegen (3) auf 

der Geraden z = -- a -- 1 beschriinkt ; fib o = 2 ist sie O ( It! !), wegen 
(1), (2) und der dort giiltigen Relation 

= o ( t l ~ ) .  

Folglich gilt 9(1 -- 8 ) =  O([t[  ;i) fiir I t ! _  T, -- a -- 1 ~ a ~ 2; und es is~ 

- - a - l + ~ t  

(7) S ,  --  ~-~ g(1 -- 8) Y' ~ ' 
- - a - - l - - ~ i  

we R a , . . . , / ~  die Residua des Integranden bei 
- -  a - -  1 < a < 2 g e l e g e n e n  P o l e n  s ~ , . . . ,  % bedeu~et .  

~,  R,= ~x--~O, , ( logx)=O(x) ,  
' v - - - 1  ~ ' ~  I 

sondern 

seinen im Gebiet 
Aus (2) folg~ 
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wo Q,. ein Polynom in log x bedeutet, und 

(8) ~s~__<2-  0 ( v = I ,  . . . .  m). 

Wegen (3) liefert (7) 

a + 2 + ~ i  

f 2  ( ; )  ' 
1 b,, -'~ - ~ - d s + Q ( x )  (9) &,=  ~ ~ r ~ x 
a+2--~oi n=l 

~ n 2 

- �9 
n-----1 

Aus (6) und (9) folgt 

ov r z r n 2  

2~,  a,=e-:,~',=.-;~.~b,,e �9 +Q(x)  (x > O). 
~,=1 u n = l  

Diese Gleiehung multipliziere ieh ffir festes t > 0 mit e -  =~s und integriere 
naeh x yon 0 bis oc; da die Reihe der Integrsle fiber die absoluten Be- 
triige der Glieder konvergiert, gliedweise Integration also erlaubt ist, so 
folg~ naeh (5) 

~ Qo 

. = t  , t ' 2 - n s ,  n = l  o 

Hierin dad das Integral auf der rechten Seite gliedweise ausgeffihrt 

werden, denn nach (8) ist in Q(x) jeder Term O(x-l+~) ffir x ,, 0; es 
ist  also 

(11)  - t H,(logt) H (t), Q ( x ) e  " * = ~ d x = : l ~  Q -~ e ---- = 
0 O ~=I 

wo H,  ein Polynom iu log t bedeutet. 

(10) und (11) ergeben 

( 1 2 )  
OD 0o 

#=I n=l 

In  ( 1 2 )  ist 

1. die Reihe auf der linken Seite in jedem endliohen Gebiet der 
t-Ebene exkl. t ~  •  ( k = l ,  2, . . . )  gleichm~Big konvergent; sie ist 
also die Par~imlbruchzerlegung einer meromorphen Funktion mit Polen 
erster Ordnung in t = + l~i yore Residuum a~, 



Funktionalgleiohung der Riemannschen Zetafunktion. 279 

2. H (t~ eine in dervon 0 naoh --cx~ aufgesohnittenen t-Ebene ein- 
deutige /i~r t =~ 0 regul~ire Funktion vor~ t, 

3. die reehte Seite fiir ~ t  > 0 eine Teriodi~che F u l l ,  ion yon t mi t  
der Pedode i .  

Folglich sind die Residua in den Punkten k i  und (k ~ 1 ) i  gleich, 
d. h. ak=-ak+ 1 ( k = l ,  2, . . . ) ,  a~=-a l, 

f (8 )  = a1 (8), 
q, e. d. 

GStt ingen,  30. September 1921. 

(Eingegangen am 2. 10. 1921.) 


