
22. Minding > über die Biegung Krummer Flächen. 365

lieber die Biegung krummer Flächen.
(Yoü dem Verfasser des Aufsatzes No. 20. in diesem Heft.)

JLfie bisher betrachteten Biegungen der Flächen, welche durch gerade
Linien erzeugt werden, sind keinesweges die einzig möglichen; nur die
Biegungen der Ebene lassen sich immer durch gerade Linien erzeugen.
Dagegen stellen folgende Gleichungen eine Biegung der Schraubenfläche
dar, welche keine geraden Linien enthält (wie leicht zu beweisen ist),
nemlich:

SB — f(n* -J- <f) cos«/?, y = — ^(ri* ·{- q1) sinap,

z = —
a ist eine willkürliche Constante, Diese Formeln geben

wie oben bei der Schraubenfläche; was hinreicht zu beweisen, dafs sie
eine Biegung derselben ausdrücken, die übrigens eine Umdrehungsfläche
ist, wie offenbar folgt, wenn man q constant setzt. Für q = o erhält
man /{o?2 + y1) = = —\ die Axe der Schraubenfläche (welche dem Wer-
the Null von q entspricht) ist demnach hier in einen Kreis vom Halbmesser
— gebogen, in welchem sie sich unzählige Male herumwindet. Die Dre-
hungsaxe (#) geht durch den Mittelpunct dieses Kreises und steht senk-
recht auf der Ebene desselben; die erzeugende Curve, den geraden Linien
der Schraubenfläche entsprechend, geht vom Umringe dieses Kreises, in
welchem sie ihren Scheitel hat, nach beiden Seiten symmetrisch fort·
Ihre Grund-Eigenschaft wird durch die Gleichung Ö2r2 = w2 + y2 gegebenf
wenn man bemerkt, dafs q den Bogen der Curve, vom Scheitel bis zu dem
Puncte dessen Abscisse r (= ^(a?2+ y2)), bedeutet. Für = l ist die Curve
die Kettenlinie, die Fläche selbst aber ist diejenige sehr bekannte, welche
eben so wie die Schraubenfläche, die Eigenschaft des kleinsten Inhaltes
zwischen gegebenen Grenzen besitzt. Nimmt man #<1, so wird die
Fläche imaginär, wenn 9^>y-(^ ' a \ ? alsdann gilt die Biegung nur für einen
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366 22* M in ding, ber die Biegung krummer Fl chen.

Theil der Schraubenflache; wenn aber a= l oder >1, gut sie f r das
Ganze derselben.

Ueberhaupt ist es eine sehr anziehende, zugleich aber aufserst schwie-
rige Aufgabe: alle m glichen Biegungen einer gegebenen Fl che darzustel-
len. Einige lassen sich in gewissen F llen auf folgende Art finden:

In dem Ausdrucke des Linear -Elementes kann man immer jF= 0 an-
nehmen, und mithin setzen: ds*^ E dp- -\-Gdq*. Dazu wird nur erfor-
dert, dafs alle Curven auf der Fl che, f r welche p allein sich ndert,
diejenigen, f r welche q allein ver nderlich ist, unter rechten Winkeln
schneiden. Dieses vorausgesetzt, nehme man f r z eine unbestimmte Func-
tion von p oder von q; es sei z. B. ite = Qdq, und Q blofs von q ab-
h ngig. Aledann erh lt man dxi^rdyl = Edpl + (G—Q^dq\ Multi-
plicirt man mit der Gleichung l = cos ø2 -f- sin ø2 und setzt zur Abk rzung

~Q2) — v, so folgt dx* + dy*z=z(uco*4;dp + V8m'^d</y
øÝß^)2. Man setze demnach
dx a» u cos ø dp -f- v sin ø dq
dy =5 — Ì&éçøÜñ + t?cos\My,

so lassen sich zuweilen die Functionen Q und ø so bestimmen, dafs die
Werthe von d& und dy integrabel werden. Zu diesem Ende mufe sein:

du , é d'W dv-.ïï8ø — «8·çø.-^= ^
d u . f t é dty d vééïïâø. = —-. .

oder einfacher, was auf dasselbe hinauskommt:
Ë du dty i dv ËË dtyA. — = t? -— und 3- = — W -r-»dq dp dp dq

Soll nun die Bestimmung von ø m glich sein, so mufs der Bedin-

ling — LJL L = ^LJi£L durch die Wahl der Funotiou Q (infe dq dp
V = /"(i?—(?2)) gen gt werden k nnen. Diese Gleichung giebt

9 ' dq* ' M * dpa """" v* ' dq ' dq u* * dp* dp*
oder weil

dp dp * </£ c/5 ci g
^t; â t d a G 1_ / tfg\2 J8t
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<*2G __
dq2 " u ^dp2 4t;2 Wp

l duldG dQ , l du

oder wenn man für t?2 seinen Werth G — Q1 setzt und entwickelt:

wo
d2w 4 <*1(? l d« dG

4u\d_
rvw vy

ist. Wenn nun die Ausdrücke ~— und —— blofs noch g, nicht aber pdu du '* r

dq dq
enthalten, so kann hieraus Q und dann gefunden werden.

Unter den Anwendungen, welche vorstehende Bemerkung gestattet,
will ich nur diejenige auf Umdrehungsflächen hervorheben. Für solche
kann man setzen:

= y.cos^ —
mithin

w-
eier sind die Griifseo u = (py, #= ($' tf + (f (ff unabhängig von p,
wodurch der obigen Bedingung genügt wird. In der That erhält man
aus den Gleichungen (-4.), weil — = 0,

woraus folgt: ;p = -jp G~ 02 = «2(<P'?)?. (a ist eine willkürliche Con-
stante.) Hieraus ergeben sich die Gleichungen:

x = ( ( ). (-£.), r = e(p(9).cos(-J-),

welche wieder eine Umdrehungsfläche darstellen , die für a = l mit der
vorigen zusammenfällt, für andere Werthe von a aber eine Biegung der«
selben darstellt. Für die Kugel kann man z.B. setzen (p</ = cos^ /V =
sin £, woraus erhalten wird:
o? = acosf/. sin (^-) , = ÄCOS y .cos (-2.) , z =y \̂ (1 — *2 »i« y7)· < <7·
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368 22. Minding) über die Biegung 7crummer Flächen,

Diese Gleichungen geben für a = l eine Kugel vom Halbmesser = l; für
andere Werthe von a hingegen Biegungen derselben»

Um Mifsverständnissen vorzubeugen, bemerke ich noch, dafs be-
kanntlich eine in sich geschlossene convexe Fläche als unversehrtes Gan-
zes, unbiegsam ist· Man mufs sich daher, wenn von ihrer Biegung ge-
sprochen wird, den Zusammenhang in einer gewissen Ausdehnung unter-
brochen denken. Liifst man z. B. in den hier zunächst vorhergehenden
Formeln a einen ächten Bruch bedeuten, so zeigt sich, dafs in der gebo-
genen Flache einige Theile der ursprünglichen Kugelfläche auf einander
fallen. Denn um die ganze gebogene Fläche zu erhalten, braucht man,
was p betrifft, nur Werthe von 0 bis 2 anzunehmen, während für die
Kugel p von 0 bis 2»· fortgeht; der übrige von p —2 bis /? = 2sr
reichende Kugelstreifen deckt mithin, nach der Biegung, den zwischen
/?=0 und /?=25T (l — ä) enthaltenen Streifen der gebogenen Fläche.
DI'PS ergiebt sich, wie man sieht, aus den Formeln von selbst, wenn man
nur festhält, dafs zu demselben Puncte der Flüche, vor und nach der
Biegung, dieselben Werthe von p und q geboren.
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