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| 22.
Ueber die Biegung krummer F'léchen.

(Vou dem Verfasser des Anfsatzes No.20. in diesem Heft.)

Die bisher betrachteten Biegungen der Flichen, welche durch gerade
Linien erzeugt werden, sind keinesweges die einzig moglichen; nur die
Biegungen der Kbene lassen sich immer durch gerade Linien erzeugen.
Dagegen stellen folgende Gleichungen eine Biegung der Sckraubenfliche
dar, welche keine geraden Linien enthiilt (wie leicht zu beweisen ist),
nemlich:

T = "'1; f(m + q'z) cOSap, y = 71.'_ {(n'z +q2) Sinap’
1 [9.(a?n24(a®—1)¢?
2= a./(:"/( ni+q2 )dq-

a ist eine willkiirliche Constante. Diese Formeln geben

ds* = (W' +¢) dp*+dg’,
wie oben bei der Schraubenfliche; was hinreicht zu beweisen, dafs sie
eine Biegung derselben ausdriicken, die iibrigens eine Umdrehungsfliche
ist, wie offenbar folgt, wenn man ¢ constant setzt. Fiir ¢ = 0 erhiilt
man y (' y)=r= —Z—; die Axe der Schraubenfliiche (welche dem Wer-
the Null von ¢ entspricht) ist demnach hier in einen Kreis vom Halbmesser

—;i gebogen, in welchem sie sich unziihlige Male herumwindet. Die Dre-
bungsaxe (2) geht durch den Mittelpunct dicses Kreises und steht senke
recht auf der Ebene desselben; die erzeugende Curve, den geraden Linien
der Schraubenfliche entsprechend, geht vom Umringe dieses Kreises, in
welchem sie ihren Scheitel hat, nach beiden Seiten symmetrisch fort,
Ihre Grund -Eigenschaft wird durch die Gleichung a*7* =n"+ ¢* gegeben,
wenn man bemerkt, dals ¢ den Bogen der Curve, vom Scheitel bis zu dem
Puncte dessen Abscisse 7 (= y (©*+ y?)), bedeutet. Fiir @ = 1 ist die Curve
die Kettenlinie, die Fliche selbst aber ist diejenige sehr bekannte, welche
eben so wie die Schraubenfliiche, die Eigenschaft des kleinsten Inhaltes
zwischen gegebenen Grenzen besitzt. Nimmt man a<C1, so wird die

Fliche imaginiir, wenn ¢> W;':——;—,;, alsdann gilt die Biegung nur fiir einen
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Theil der Schraubenfliche; wenn aber @ =1 oder >>1, gilt sie fiir das
Ganze derselben.

Ueberhaupt ist es eine sebr anziehende, zugleich aber iulserst schwie-
rige Aufgabe: alle miglichen Biegungen einer gegebenen Fliiche darzustel-
len. Einige lassen sich in gewissen Fillen auf folgende Art finden:

In dem Ausdrucke des Linear - Elementes kann man immer # = O an-
nehmen, und mithin setzen: ds*= Edp*+ Gdq¢’. Dazu wird nur erfor-
dert, dafs alle Curven auf der Fliche, fiir welche p allein sich iindert,
diejenigen, fiir welche ¢ allein veriinderlich ist, unter rechten Winkeln
schneiden. Dieses vorausgesetzt, nehme man fiir 2 eine unbestimmte Funce
tion von p oder von ¢; es sei z. B, dz2= Qdg, und Q blofs von ¢ ab-
hiingig. Alsdann erhilt man daz*+4-dy*'=Edp’+4 (6— 0*dg¢’. Multi-
plicirt man mit der Gleichung 1 = cos+{*+-sin* und setzt zur Abkiirzung
VE=u, y(6— Q) =v, so folgt dz*+ dy* = (ucosydp +vsinydg)
+ (usiny dp—vcosydq)’. Man setze demnach

dr = ucosydp +vsinydg
dy = — usinydp 4 vcosddg,
go lassen sich zuweilen die Functionen Q und ¢ so bestimmen, dals die

Werthe von do und dy integrabel werden. Zu diesem Ende muls sein:

du . dy __ dv . dy
dq.coqu usm\,b.dq = dp.snnxp+vcos4/.dp,

du . dy _ __ dv .y, du
E;I.smt,b+ucosxp.dq = dp.cosw,b-[-vsmx,b.dp ,

oder einfacher, was auf dasselbe hinauskommt:
4 9v — ,dY dv __ dy

ﬁ-—-v-a—r)- und dp.._—u—d—q.
Soll nun die Bestimmung von Y miglich sein, so muls der Bedin-
1 du 1 dv
a(57) (%) : , ,
gung  —— o = — = durch die Wahl der Fuunction Q (in
v = y(G— () geniigt werden kionnen. Diese Gleichung giebt
14wt v 1 dvodu 1 du dv
v dg* ' u 'dp? ~ v?® 'dq°dg " w* “dp dp’
oder weil
dv dG dv dG d0
v & v 127 %Y
dp %dp’ dq %2dg Qd wad
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d*u 1[1d26’ 1 (dG 2]
b —a (%)
1 duf,dG dQ 1 du ,dG
= o7 dg (qu—ng)‘FF'dp-fE;’
oder wenn man fiir v*> seinen Werth G— (* setzt und entwickelt:
du ,dQ __ 2
wo .
d?u 1 a*G du dG
M= et —2dga
1 /dG\?2 ,du dG
N = H.(;;) +ig, g —6M

und

ist. Wenn nun die Ausdriicke -dﬂd;- und _;_\Tl:_ blofs noch ¢, nicht aber p

dg dq
enthalten, 8o kann hieraus Q und dann ' gefunden werden.
Unter den Anwendungen, welche vorstehende Bemerkung gestattet,
will ich nur diejenige auf Umdrehungsflichen hervorheben. Fiir solche
kann man setzen:

z = Q(g).cosp, y = Q(g).sinp, =2 = f(g)3
9s* = (Pgyop*+ (@' 9’ +(f' 9 0 ¢
Hier sind die Grifsen v = Qg¢, G = (Q'¢)*4(f'¢)* unabhiingig von p,
wodurch der obigen Bedingung geniigt wird. In der That erbiilt man

mithin

. g d
aus den Gleichungen (4.), weil # =0,

d d
=0 oVE—0) =0y
woraus folgt: g—pu—' =%, G—0*=a*(@'q)’ (a ist eine willkiirliche Con~

stante.) Hieraus ergeben sich die Gleichungen:
T = a@(q).sin(%), y = a@(‘])~005(-ap-):
s = (A= @ gP)-dg,

welche wieder eine Umdrehungsfliche darstellen, die fiir ¢=1 mit der
vorigen zusammenfiillt, fiir andere Werthe von & aber eine Biegung der-
selben darstellt. Fiir die Kugel kann man z. B, setzen Q¢ =cosg, fg=
g8ing, woraus erhalten wird:

Z = acosg.sin (%), y=acosq.cos(p), z:::‘/o‘q\f(i—-a’sinq’).dq.

a
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Diese Gleichungen geben fiir a=1 cine Kugel vom Halbmesser =1; fir
andere Werthe von a hingegen Biegungen derselben.

Um Mifsverstiindnissen vorzubeugen, bemerke ich noch, dals be-
kauntlich eine in sich geschlossene convexe Fliche als unversehrtes Gan-
zes, unbiegsam ist. Man muls sich daher, wenn von ihrer Biegung ge-
gprochen wird, den Zusammenhang in einer gewissen Ausdehnung unter-
brochen denken. Liilst man z. B. in den hier zundchst vorhergehenden
Formeln a einen iichten Bruch bedeuten, so zeigt sich, dals in der gebo-
genen Fliche einige Theéile der urspriinglichen Kugelfliiche auf einander
fallen. Denn um die ganze gebogene Fliche zu erhalten, braucht man,
was p betrifft, nur Werthe von O bis 2a7 anzunehmen, wihrend fiir die
Kugel p von O bis 27 fortgeht; der iibrige von p=2awx bis p =27
veichende Kugelstreifen deckt mithin, nach der Biegung, den zwischen
p =0 und p =27 (1—a) enthialtenen Streifen der gebogenen Fliiche.
Dies ergiebt sich, wie man sicht, aus den Formeln von selbst, wenn man
nur festhiilt, dafs zu dewmselben Puncte der Fliche, vor und nach der
Biegung, dieselben Werthe von p und ¢ gehiren.




