94 5. Kummer, iiber wiederholte Integrationen rationaler Formeln.

3.

Ueber die Transcendenten, welche aus -Wiedei'holten

Integrationen rationaler Formeln entstehen.
(Vom Heirn Prof. E. E. Kummer, Dr. phil. zn Lieguitz. )

Die Reihen der reciproken Potenzzahlen von' der Form 1+ -23,; + 31; + ....

konnen, wie bekannt, wenn der Potepz-Exponent s eine gerade Ziahl
ist, durch die Potenzen der Zahl 7z summirt werden. Fir ungerade Potenz-
Exponenten aber hat man bis jetzt vergeblich versucht, dieselben durch be-
kannte Grofsen auszudriicken. Es war mir nicht unwahrscheinlich, dafs
sich aach diese Reihen durch die Zahl 7 und durch Logarithmen wiir-
den summiren lassen. Ich unternahm deshalb, zunichst nur auf den an-
gegebenen besonderen Zweck ausgehend, eine Untersuchung der Reihe

% + ‘g; + g; + .... Da diese Reihe durch das dreifache Integral

/ixf / —df 9% ausgedriickt wird, und da die Methoden, welche ich zur

1—=x
Untersuchung desselben anwendete, auch fiir bei weitem allgemeinere viel-
fache Integrale ausreichten, so stellle ich den hesonderen Zweck als-
bald bei Seite, und ging an die allgemeine Untersuchung der Transcen-
denten, welche aus wiederholten Integrationen rationaler Formeln ent-
stehen. Die erste Integration einer rationalen Formel JPdz lilst sich
bekanntlich immer vermittelst Logarithmen und Kreishogen ausfilhren. Multi-
plicirt man aber ein solches Integral wieder mit einer rationalen Function Q
und integrirt Zum zweitenmale, so erhilt man die Form f Qf Pdz.dr. Die
in dieser allgemeinen Form enthaltenen Transcendenten nenne ich loga-
rithmische Integrale zweiter Ordnung. Wird die allgemeine Form dieser
Integrale wieder mit einer rationalen Formel R multiplicirt und integrirt,
so erhilt man f R f Qf Pdx.dz.dx, und ich nenne die in dieser all-
gemeinen Form enthaltenen Transcendenten logarithmische Integrale drit-
ter Ordoung. Multiplicirt man immer wieder mit einer rationalen For-
mel und integrirt, so erhilt man eben so die allgemeinen Formen der lo-
garithmischen Integrale vierter, finfter u. s. w. Orduung. Die logarith-
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mischen Integrale erster Ordamng, welche nur Logarithmen und Kreis-
bogen sind, werden, als bekannt, iibergangen. Ueber die logarithmischen
Integrale zweiter Ordnung. finden sich in Legendre Exercices de Calcul
intégral nur einzelne Resultate, und. erst in neuerer Zeit hat Hill die~
selben zu einem besonderen .Gegenstande von Untersuchungen gemacht.
Dieser - scharfsinnige Analytiker, angereizt durch die glinzenden Erfolge,
welche die Theotié der elliptischen Functionen, oder allgemeiner die Theorie
der in ‘der Formi )/ Py Qda enthaltenen Transcendenten gehabt hat, hat
eine ihnliche Untersuchung der durch die allgemeinen Formen JP logQd.x
und /' P.Arc t;%u)g Q.dx ausgedrickten Transcendenten angestellt und hieriiber
zwei Aﬁbﬁandl’ui)gen' héfau'sgegeben; Die erste derselben ist in dem gegenw.
Journale der Mathematik Bd. 1T abgedruckt, die zweite aber, unter dem Titel
Specimen exercitii analytici functionem integralem / i]f log (14 2x cosa + x?)
tum quoad amplitudinem tum quoad modulum comparandi modum exhi-
bentis, Londini Gothorum 1830, scheint, als akademische Gelegenheits-
schrift, nur wenig bekannt zu sein. Eine neue Behandlung dieser logarith-
mischen Integrale zweiter Ordoung wird den ersten Theil der gegenwiir-
tigen Abhandlung ausmachen. Obgleich nimlich H:ll in seiner zweiten
Abhandlung die eine dieser Transcendenten so vollsiindig behandelt hat,
dals y?zig auf die {viezééantlichsten Eigenschéftenﬁderselben uns beschrinkend,
fir dieselbeé nur wenig neues hinzufiigen konnen, so erschien uns dennoch
auch diese einer neuen Behandlung werth, weil die von Hill gefundenen
Resultate sich alle noch aufserordentlich vereinfachen lassen, und weil nach
der Methode, welche wir zum Grunde legen, die Resultate, die bei Hill
vereinzelt ‘dastehen und fast alle nicht sowohl entwickelt, als vielmehr
nur aufgestellt und mit besonderen Beweisen versehen werden, aus einer
gemeinschaftlichen Quelle abgeleitet werden konnen. Aufserdem wird eine
neue Behandlung dieser Transcendenten durch die Wichtigkeit des Gegen-
standes gerechtfertigt. Denn weun wir gleich nicht so weit gehen wie
Hill, welcher diese Theorie fiir wichtiger und niitzlicher hilt als die Theo-
rie der elliptischen Functionen, so glauben wir doch, dafs aus derselben
der Analysis eine schone Bereicherung erwachse. Der zweite Theil der
gegenwirtigen Abhandlung wird die Theorie der logarithmischen Integrale
dritter Ordnung enthalten. Fir diese ist bisher noch fast gar nichis ge-

than worden, so dafs, mit Ausnahme geringer Einzelheiten, alles was wir
16
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iiber dieselben sagen werden, fir neu zu erachten ist. Fir die logarith«
mischen Integrale hoherer Ordnungen lassen wir die Allgemeinheit. der
Untersuchung fallen, da eine nur einigermafven vollstindige Theorie der-
selben uns zu weit fihren wiirde, und da.auch die Formeh ;- welche die
Eigenschaflien dieser logarithmischen Integrale auvsdriicken, :fir :jede ho-
here Ordnung bedeutend weitliuftiger werden. - Deshalb beschrirken wir
uns hier darauf, fir die logarithmischen' Integrale "vierter und fanfter
Ordnung nur die Grundeigenschaften der -einfachsten .in ihnen enthalte~

nen Transcendenten zu entwwkeln, dre mit der Be:hg Y +Z o +§: .‘|"

in emem “solchen Znsammenhange stehen, dafs die geﬁmdenen Exgquschaf-

ten derselben sich auch als Exgenschaften dxeser merkwurd:gen Relbe dar-
stellen Jassen. .

- Erster Theil. U SR SR
Ucher die loganthmlschen Integnale zwelter Or«inung '

§ 1 SRR ST TP TR

Loganthmlsche Integrale zwelter Ordnung smd nacﬁ ﬂnse_rer Er—
klafung die in der allgememen Form ] Q/P.dx. dx, .WQ,,P und Q
ralionale Funcuonen von & smd enthalteneq Transcendenten, mit Aus-
schlufs der Logarxthmen und Krelsbogen Darum haben wir zunachqt diese
a]lgememe Form in ihre einfachsten Bestandthellg Zu zerlegen und S0
die einfachsten Formen der logarithmischen Integnale zwelter Ordnung zu
suchen. Es kann zunichst angenommen Werden, dafs P und Q rationale ge-
brochene Functlonen von z sind, von der Art dals sie keine ganzen Theile
enthalten, oder, ‘was dasselbe ist, dafs in den Nennern derselben héhere
Potenzeu von & vorkommen als in den Zablem denn ist dies nicht der Fall,
so kann man die ganzen Theile davon absondern und g+ Q stalt @ und
‘p+P statt P nehmen, wo ¢ und p ganze rationale Functionen von &
sind; dadurch zerfallt dann das ohige Integral in folgende vier:

[q[pdz.dz, [q[Piz.dz, fopdw dz, [OfPdz.dz
Da nun' das integral einer ganzen rationalen’ Function von z wieder eine
solche Function ist, so ‘ist klar, dals das ersie Integral nur eine ganze
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Function giebt, und dafs das zweite und dritte 1riur Logarithmen und Kreis-
bogen enthalten. * Es bleibt daber mur das vierte Integral iibrig, in wel-
chem P und Q keine ganzen Theilg mehr enthalten. Werden nun P und Q

in Partialbriche von der Form (b—fl-ac—x? zerlegt, wo @, b, ¢ auch imagi-

nir sein konnen und m eine ganze positive Ziahl ist, so zerfillt das all-’
gemeine Integral von selbst in eine Summe mehrerer einzelner Integrale
von der Form | ' '

a.dx edx

Dieses Integral kann aber, wenn m und n nicht heide zugleich der Ein-
heit gleich sind, immer rational oder durch Logarithmen und Kreishogen
integrirt werden, so dafls wieder nur der Fall m=1 und #=1 zu be-
trachten idbrig bleibt. Fir diesen Fall aber erhilt man durch Ausfibrung
der ersten Integration folgende Form:

fl(f+gw)dx
btcx °

Selzt man jetzt, um zu vereinfachen,

f+gz = k=, Ic=bg—;f—?,

(4
i’f(_‘é‘_*‘_‘_), und das Integral geht in folgende zwei

a lzdz | al(k) dz
© 1+z+ c /1+z'

Da das zweite dieser Integrale nur einen Logarithmus giebt, so ist day

so wird dFc.x =
iber:

Integral / %_l{lf im Grunde das einzige in der obigen allgemeinen Form

- enthaltene. Da aber 2 auch imaginir sein kann, so zerfallt dasselbe, wie
wir alshald zeigen werden, durch die Sonderung des realen und imaginiiren
Theiles, in zwei verschiedene. Es ist zweckmifsig, fiir dieses Integral
ein hesonderes Functionszeichen einzufihren, welches demselben namentlicli
dann zukommt, wenn 2 real ist; wo dann der Buchstabe = dafir gesetzt
werden soll. Da ferner !z nur fiir positive Werthe des 2 real sein wiirde,
so wollen wir dafiir /(+x) setzen, unter der Bedingung, dafls +2 immer
positiv zu nehmen sei; denn die Bedingung, dals @ nur positiv sein darf,
wiirde den bald zu entwickelnden Formeln eine storende Beschrinkung
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auferlegen*),  Als Funotionszeichen fiir disses’ lnte’gral wihle' ich den
Buclistaben 4, utd nehme  das lntegral 80, da!'s es zuglewk mit 2 ver-
schwindet, also 8o, dafs. 1(+
. x da:
(@) = f 1+; ,
Wenn aber & imagindr ist, so nehme 1ch g =ax¢", wo = und a real sind
und i=y"—1 ist. Hierdurch wird dieses Integral
((Fx)Fai)e*dax
1+ o eod ’
oder, durch Trennung der realen und imaginiren Theile,
(x - cose) I(+a) — e sine +i /‘smal(+ ) 4 o (x4 cosa) do.
14-2x cose -} x? 14 2x cosa 4 a2
Sondert man hiervon wieder diejenigen Theile ab, welche durch Loganthmen
und Kreishogen sich integriren lassen, so bleihen nur die beiden Integrale
1(+ x) (x4cose) dxe und I(+x).sine.de
14-2x cosa - x? 1422 cos o2
als die einzigen realen Integrale iibrig, welche in der ohen aufgestellten all-
gemeinen Form enthalten sind; denn das Integral /() ist nur ein specieller
Fall des ersteren von diesen, welchen man erhilt, wenn man o =0 nimmt.
Wir nehmen auch diese Integrale so, dals sie zugleich mit x verschwinden
und hezeichuen dieselben, als Functionen zweier verinderlichen Grofsen,
durch D(z, @) und E(z, a), so dals

) U Etx)(xFcosa)dx
Dz, o) —/; 142xcosa+4 x? ’

x +x).sine.dx
E(z, a) —/; 14+2xcosax2’

Die imaginire Function 4(xe”) wird nun durch die Functionen D(z, a)
und E(x, o) auf folgende Art ausgedruckt

a sing

A(ze*') = D(z, )—a Arclang " +iE(z, o) + wl(l+2:vcosa+.1:’)
Es hat jetzt durchaus keine Schwierigkeiten, irgend ein gegebenes Inte-
gral von der Form /P [ Q dx dx, unter welche Form auch die von Hill ge-

#) Ueberall wo Logarithmen aus der Integration rationaler Formeln entstehen,
wie es hier durchgehends der Fall ist, kann man unter dem Logarithmenzeichen mit
gleichem Rechte beide Vorzeichen -4 und — gelten Jassen, und diese sind dann, wo
es sich um reale Grofsen handelt, 8o zu bestimmen, dafs die Quantitit, deren Loga-
rithmus zu nehmen ist, immer positiv sei. Deshalb ersuchen wir den Leser, zu den
sammtlichen Logarithmenzeichen, welche in dieser Abhandlung vorkommen werden,
sich immer das Zeichen + hinzuzudenken und es- so zu bestrmmen, dafs dadurch
die Grifse, vor welcher es steht, positiv werde.
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wihlien Formen /'Plog Q d= und /P Arctang Q d= gehoren, durch ratio-
nale Functionen, durch Logarithmen und durch die beiden Funetionen D (z, «)
und E(x, «) zu integriren. Zu diesem Zwecke darf man nur, wie wir
es gezeigt haben, durch Zerlegung in Partialbriiche das Integral in Theile
zerlegen, welche sich rational oder nur durch Logarithmen und durch
die Function 4 integriren lassen. Die Functionen 4, welche unmogliche
Grofsen enthalten, zerlegt man alsdann nach der hier gegebenen Formel
in Functionen D und E und Logarithmen und Kreisbogen; und eben so
zerlegt man, nach bekannten Formeln, die unmiglichen Logarithmen in
Logarithmen und Kreishogen: alsdann verschwinden die unmoglichen Gro-
fsen von selbst und man hat die verlangte Integration ausgefiihrt.

Die beiden Integrale D(z, a) und E (z, o) nehmen noch eine ein-
fachere Form an, wenn statt « eine andere verinderliche Grofse » ein-
gefiihrt wird, welche durch die Gleichung

~—x sine ——sinu
'ijm oder r = W
bestimmt ist. Hierdurch wird nimlich

(81;:x$z“)’ ) = — ‘/o (s :(:':;_u )cotangu du,

B, o) = —/a(E5e) i

Diese Substitution zeigt auch, da(s das Integral E (z, o) sich in einfaclere,
nur von einem Elemente abhingige Integrale von der Form /I(+ sinu)du
zerlegen lifst. Diese Integrale aber lassen sich wieder durch die specielle
Function K (—1, «) ausdriicken, so dals die allgemzine Function E (z, «)
sich immer durch Functionen derselben Art ausdriicken lifst, in welchen
das erste Element den bestimmien Werth —1 hat. Um dies zu zeigen
differenziire man E (z, a) in Beziechung auf o, welches

dE(x, o) __ a(x4cosa)l(+x)

tangu =

P = I¥2wcosat ot — (14 2z cosa -+ x?)
giebt. Hieraus folgt fir 2 =—1
AE(=L @) — _ 112 —2cosa) = —I(2sin}a),

, do
also, durch Integration,
E(—1, «) = — fl(sin}a).de— al2 -} const.,
und, wenn o =2u gesetzt wird,
Si(sinu)du = — } E(—1, 2u) — ul2 + const.
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Da aber =~ = R, SEAETEA O
E(z, a,) = - fl(sinu) du+ flsm(u—l—a.) du,
so hat man : ,
E(z, a) = IE(—-i u)--lE(-1 Qu-l-?a)-l—eonst.
und endlich, wenn die Constante durch u_O, und aucb = O, bestimmt
wird, so hat man

E, o) = +E(—1, 2u) + IE(——I Qa,)—fE(——l 2u+2a)

— sinu
| wemn & = o ,
Da die Integrale D(z, ) und E(x, o) die einfachste Gestalt erhalten,

—sinu . o ) .
1 =-———1— geselzt
wenn x =l 86 etzt wird, so werden wir in der Folge einfacher

D(ﬁ%, a) durch D(u, )
E(Gtsy o) duch E( o)

bezeichnen. Da jedoch einige der zu entwickelnden Formeln sich leich-
ter ausdriicken lassen, wenn dem z sein urspriinglicher Werth gelassen
wird, so werden wir auch ferner von den Functionen D (x, ) und E (z, o)
Gebrauch machen. Zu erinuern ist, dafs man nicht meinen miisse, D (z, o)

und D (u, o) seien einander gleich fir @ =wu: sie sind vielmehr einan-

. __ —sinu . . .
der gleich, wenn x= _ T genommen wird. - Eben so ist es mit

E(x, o) und E(u, a). Diese Function ist zwar durch die einfachere, nur
von einem Elemente abhingige Function K (—1, a) uberflissig gemacht;
da sie aber viele einfache Eigenschaften hat, welche denen der Function
D (u, o) analog sind, so werden wir auch sie beibehalten.

Die hier gegebene Zerlegung der allgemeinen Form des Integrales
[P/ Qdxdz in seine einfachsten Bestandtheile enthalt ungefihr die Resul-
tate der ersten Abhandlung von Hill; denn die daselbst untersuchten all-
gemeinen Formen fPlQdz und /P Arctang Qdz sind beide in der ohi-
gen Form enthalten. Den einfachsten Functionen aber, welche in dieser
Form enthalten sind, haben wir etwas andere Gestalten geben miissen,
nicht nur weil so die Eigenschaften derselben einfachere Ausdriicke anneh-
men, sondern auch um die Analogie mit den spater zu entwickelnden loga-
rithmischen Integralen von hoheren Ordnungen zu erhalten.
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s 2.
Wir entwickeln nun zuerst die Grundformeln fir die Function 4(x);

denn wenn gleich dieselbe nur ein specieller Fall von D(xz, o) ist, so
dient sie doch der ganzen Theorie der logarithmischen Integrale zweiter
Ordoung zur Grundlage, da die Grunformeln der Functionen D(x, o) und
E (x, «) sich leicht aus denen der Function .4(x) entwickeln lassen. Die
im §. 1. gezeigte Zerlegung des Integrals /P /Q dx dx in seine einfach-
sten Bestandtheile giebt hier sogleich eine Methode, welche hinreicht, eine
unendliche Zahl von Formeln fiicr die Function 4(x) zu finden. Setzt

man namlich statt = irgend eine rationale Function 5— von der Art, dafs

p; ¢ und p+ g nur reale Factoren ersten Grades enthalten, so hat man

f (qap—paq)
- = q(g+p) ’

Zierlegt man nun dieses Integral nach der oben gezeigten Methode in seine
einfachen Bestandtheile, so erhilt man A(ﬂ) ausgedriickt durch ein Aggre-
gat derselben Functionen ./ und durch Logarithmen, welche alle real sind,
indem wir vorausgesetzt haben, dafs p, ¢ und p- ¢ nur reale Factoren
ersten Grades enthalten sollen. Die einfachsten Formeln dieser Art wird
man unstreitig erhalten, wenn man fir p und ¢ ganze rationale Functionen
ersten Grades nimmt. Es sei deshalb p=a+-bx, g=c+dzx, so wird

-I-b:c /‘ a+bav (bc—ad)dx
c+d = c+dx/ (¢4 dx)(atc+(b4d)x)?
und da
be—ad b4-d d

CFtdd)(atot@Ftd» — atet@Fdo ™ ocfda’
so wird dieses Integral in folgende vier zerlegt:
A(a+bm) — l(atbx).(b+d)0x l{ctdx)(b4-d)dx

ctda atct(bFd)x at-oc+(GFd)x
llad-bx).d.0x i(cfdx). d. 6.1:
cdx ctdx

Driickt man diese vier Integrale einzeln durch die Function ./ und durch
Logarithmen aus, so erhilt man, nach einigen leichten Reductionen des loga-
rithmischen Theiles,
4 b+ d)(adbx) G4 d(ct+dx)
A(c+ ) A( bc—ad ) ( bc—ad )

‘—A(M) +.£_(l fl_(c_-l_-_d_aﬁ )’+ Const.

bc—ad bc—ad
Crelle’s Journal d, M. Bd. XXI. Hft. 1. 11
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Die grofse Allgemeinheit dieser Formel, welche finf von einander unab-
hingige, nach Belichen zu bestimmende Grofsen enthilt, ist nur scheinbar,
da die Anzahl dieser Grofsen durch passende Substitutionen sich auf zwei
dlat-bx) _ b4-d
d

einschrinken lifst. Setzt man nimlich d(a —z,

“bc—ad ad
hilt die Formel die einfachere Gestalt:

A=) = s(—yzm)— 4 (y“_y) A(— z)+%(l~1;'~z) + Const.

Nimmt man Const. = — 4(—y)—C und verwandelt wieder z in x, so
kann man die Formel auch so darstellen:

A—ay) = s(—x) 4 4(—y) +4(Z=2) 4 A(Z‘T‘_:‘;“—)) —3(t 1:_1;)’1- C.
Die Constante C in dieser Formel ist von' & unabhingig. Da man aber =
und y mit einander vertauschen kann, ohne dafs die Formel sich inderte,
so mufs diese Constante auch von y unabhingig sein, und deshalb ist sie
rein numerisch. Ehe wir diese Constante allgemein bestimmen, wollen wir
den speciellen Fall betrachten, wo y =& ist. Fiir diesen geht die Glei-
chung iber in

=y, S0 er-

A(—2%) = 24(—x)+24(x) + C.
Setzt man zur Bestimmung der Constante z ==0, so erhilt man C=0; und
dieser Werth mufs in dem ganzen Intervalle von & =—oco bis 2= 4
gilltig sein, weil in demselben keine Discontinuitit eintritt. Man hat daher
1. A(—a%) = 24(—x) + 24(2).

Um nun die Constante der allgemeineren Formel zu bestimmen, mufs
man zundchst hemerken, dafls die Continuitit der darin vorkommenden
Functionen unterbrochen wird, sobald 1—a oder 1—y aus dem Positiven
in’'s Negative ibergeht, und umgekehrt; sobald aber die Continuitit unter-
brochen wird, kann auch die Constante der Integration plotzlich ihren
Werth dindern. Deshalb sind hier vier Fille zu unterscheiden, fiir welche
die Constante besonders zu bestimmen ist; 1) wenn 1—x positiv und
1—y positiv, 2) wenn 1—a posiliv und 1—y negativ, 3) weun 1—z
negativ und 1—y positiv, 4) wenn 1—x negativ und 1—y negativ ist.
In dem ersten Falle findet man, indem man 2 =0 und y = O setzt, auch
C=0. In dem zweiten Falle setze man =0 und y=2, so wird

= —2.(—2), und man findet denselben Werth der Constante fiir den dritten
Fall, wenn man # =2 und y = 0 selzt. Um endlich die Constante fiir den
vierten Fall zu bestimmen setze man x==2 und y =2, wodurch man erhalt



5. Kummer, uber wiederholte Integrationen rationaler Formein, 83

A(—4) =2 A(—2)+ 2 4(2) + C. Dieser Werth der Constante wird vermoge
Formel (1.) zu C=0. Die Constante der allgemeinen Formel hat also nur
die beiden verschiedenen Werthe C =0 und €= —2.4(—2), und zwar
den ersten, wenn 1—z und 1—y gleiche Vorzeichen haben, den zweiten,
wenn die Vorzeichen dieser Grofsen verschieden sind, oder, was dasselbe

ist: erist C=0 wenn :

gativ ist. Selzt man in der allgemeinen Formel fir den zweiten dieser
Fille 1—z=<w und 1—y = —w und nimmt w unendlich klein, so
erhilt man C=—3 4(—1). Es ist daher 2 4(—2)=3 4(—1), und da
A=) =1 +21, +;—,- +.... =§61, so ist C= — %—2 Wir hahen daher
folgende Grundformel fiir die Function 4:

= positiv und C= —2.4(—2) wenn i "; ne-

= A(—a) + A~y + 4 (SE=2) + 4=D) — 1 (=)’
wo C'=0 wenn :; positiv und C—--—%ﬁ wenn 1:‘; negahv ist.

Diese Formel stimmt mit derjenigen iberein, welche H¢ll in seiner zweiten
Abbhandlung aufgestellt und durch Differenziiren bewiesen hat. Da aber
nach der von Hill gewihlten Definition der Function Z(z) dieselbe imaginir
wird, sobald 1—x negativ ist, so konnte er nur den einen Fall betrach-
ten, wo 1—z und 1—y beide positiv sind. In dieser Formel sind alle
bisher bekannten Eigenschaften der Function 4(x) als specielle Fille ent-
halten; welche wir jetzt aus derselben ableiten wollen.

Setzt man y=% und verwandelt sodann @ in —a, so erhilt man

3. A@+4(3) = tUtar+ K;

2 2 . e
wo K ..—-_-% wenn z positiv und K= %— wenn  negativ ist.

Setzt man y = 0, so erhilt man
4. A—2)+4(Z) = 10A—x)+K;

2
wo K=0 wenn 1—= posiliv und K =7 wenn 1—a negativ ist.

Verwandelt man hierin « in 1—x, addirt die so erhaliene Formel zu je-

ner und verwandelt die Summe der beiden Functionen ./ (l—f;—c) + 4 (1-:5)
nach Formel (8), so erhilt man
5 A(—x)+Ax—1) = Iz l(l—-x)-l— 5
1=
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Subtrahirt man ferner (4) und (5) von einander und verwandelt x in 1—u,
so hat man

6. A—x)—a(=%) = lxl(l-—-x)-—-%(lx)’-{-lf'

T o e
wo K = - wenn x positiv und K=— -3;- wenn x negativ ist.

Verwandelt man endlich hierin wieder x in 1= 1 {— %o hat man

7. M=) —a(T) =l Wi—=)— 40U + K
wo K= --—-b«z- wenn 1—ax positiv und K= + wenn 1—x negativ ist.

Diese Gleichungen (3 bis 7), welche wir aus der allgemeinen Formel (2)
abgeleitet haben, enthalien die einfachsten Eigenschaften der Function A4(x)s
indem sie nur zwei solche Functionen mit einander verbinden, deren Summe
oder Differenz sich durch Logarithmen ausdriicken ki(st. Durch dieselben
kann man aus dem einen bekannten Werthe der Function 4(—1) = %:
noch mehrere andere Werthe dieser Function ableiten. Setzt man in For-

mel (1) 2 =1, so hat man 24(+1)+4(—1) =0, also A(+1)=—T7.

Setzt man weiter in der Formel (5) x=2, so hat man A(—2) =
’%—/t(—}-l), also 4 (-——2):—:3‘5. Setzt man endlich x = § in Formel (5),

so ist 4(—%) =,}(/12)2+’1122~, Aulser diesen lassen sich nech einige an-
dere besondere Werthe der Function 4(x) durch Logarithmen und durch

die Zahl 7 ausdriicken. Nimmt man nimlich x =-__f_5::f, welchen Werth

2
ich kurz durch » bezeichne, so ist 7= 1—u, 1—'5—5 =7: also erhilt man
durchr Formel (1) und (5)
A(—1) = 2A(—71) + 24
A(—1) - A(—1?) = 20r)+ %’ .,
woraus durch Elimination des .£(—2%) folgt:
3A(—r)+24(r) = 2lr)+ T
Ferner giebt Formel (6), wenn x = r gesetzt wird,
A
A(—r)— A(r) = $Ar) + 55
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und aus diesen beiden Gleichungen erhilt man sogleich die Werthe von
A(—r) und A(+47), nimlich:

AOFY = Y5 () = (VY

Hieraus aber kann man durch Anwendung der Formeln (3 bis 7) leicht fol-
gende ableiten =

(D) = (Y3, (255 = ()b

A(V'52+1 (1 V—."’2-_1) ll%, A (:‘%5_':1) _ ?( V5= 1) N 73,51

Einige andere Formeln, welche als specielle Fille in der Formel (2)
enthalten sind, in denen aber mehr als zwei Functionen 4 vorkommen,
sind folgende :

8. A(—bx(1—=x)) = 2A(—2a) +24Qz—)— .
0. A(—ax(l—a)) = A(TZ)— M)~ U l(1—2) + 401—)}+ K;

wo K =0 wenn 1—ux positiv und K =—--z-2- wenn 1-—ax negativ ist.
10. 4(;25) = 24(50) + 24(-52) — $((1—=) + K;

wo K = 0 wenn 1—ax positiv und K==-—-n§ wenn 1—x negativ ist.

. A@)—pA(—a?) = A(ZFED) (=20 xi"”)) — 3 (1352 + K

wo K=0 wemn E‘i positiv und K=—72

_2—
Die Formel (8) ist aus (2) entstanden, indem x in 2 verwandelt und
y = 2—2x geselzt worden ist, und die Formel (9) durch den besonderen
Werth y = 1—a, mit Zuziehung der Formeln (3) und (5). Ferner ist (10)

m 12 negativ ist
wenn = negativ ist.

aus (2) enislander, indem x in 32’— verwandelt und y = 2_":".% geselzt

worden ist, und Formel (11) durch den besonderen Werth y = —z, mit
Anwendung von Formel (1). Uebrigens ist klar, dals sich diese Formeln
aufserordentlich vervielfiltigen lassen, da dem y in der allgemeinen For-
mel alle beliebigen Werthe gegeben werden konnen. Man kann aber auch
die in diesen Formeln vorkommenden Functionen 4 mit Hilfe der obigen
fanf einfachen Gleichungen umformen, und diese Verwandlungen lassen
sich auch mit der allgemeinen Formel (2) selbst vornehmen, so dals sie
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viele verschiedene Gestalten annimmt. Verwandelt man z. B. die vierte
und fiinfte Function ./ dieser Formel nach Formel (4), so erhilt man

12. A(—xy) =
A A= A2 — a(FLD) 41(EE) ({EL)+ K,

wo immer K = 0, mit Ausnahme des Falles, dafs 1—ax und 1—y gleiche
Vorzeichen haben und 1—xy das entgegengesetzte von dem wenn K =172 ist.

Besonders merkwiirdig ist folgende Umgestaltung der Formel (2), bei
welcher der logarithmische Theil ganz verschwindet. Um dieselbe zu erhalten

verwandle man in der Formel (2) zunichst y in -;7 Dieses gieht

4(=3) =

A A= 2) (= UED) (D) (2

y(1—x)
Ferner verwandle man in dieser Formel wieder x in —T—i% und y in
_—_z_(_l_—_a_c), so erhilt man
=y x(1—y):
A= Fa=ap) =
(1—2) x(1—y) 1-—J’
A(x )+A(y(1-—x))+/l( y(l—x)) +A( ) (ly> +C.

Addirt man jetzt diese beiden Formeln und die ursprunghche (2) und
fibrt die Vereinfachungen aus, welche die Formel (3) gewihrt, so er-
hilt man

3. A(—zy) +4(—3)+ A(—=24=20) =

y(1—ax)?
x(1—y) x(1—y)
24(—=x)+ 2/1(_ y(l—-x)) + 2”4(—1—_—;‘) +C,
und es ist €' = 0, mit Ausnahme des Falles, wenn y und 1—x heide ne-

gativ sind, fir welchen Fall C'= —27" ist. Setzt man in dieser Formel

__tange . . .
—gg’ 5° nimmt sie folgende Gestalt an:

14.  A(tang’a) -+ A(tang’f) + A (tang*(a+ ) =
2 A(—tangatang3) 421 (—tang atang (a-3)) +-2.4(—tangBtangla+3))+C,
wo C=0 ist, mit Ausnahme des Falles, dafs tango und tang(3 gleiche
Vorzeichen haben und tang(a--[3) das entgegengesetzte von dem wenn
C=—27" ist. Einen einfachen speciellen Fall der Formel (13) erhil¢
man, wenn man y = —1 setzt, nimlich

x = tanga .tang3, y=
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15. A(Hé—%—) = 44(25) + 24(—2)—24(x) + C;

— X

wo C=0 wenn 1—ux positiv und C = — 27 wenn 1—x negativ ist.

Alle hisher gefundenen Formeln haben wir dadurch abgeleitet, dafs
wir in dem Integrale, welches die Function 4(x) darstellt, statt a eine
rationale gebrochene Function ersten Grades substituirt und das Inte-
gral sodann nach der allgemeinen Methode der Zerlegung in mehrere an-
dere zerfillet haben. Wir haben ferner bemerkt, dafs die Methode mit
demselben Erfolge auch angewendet werden kann, wenn fir « irgend eine
rationale Function von hoherem Grade gesetzt wird. Waihlt man hierzu
die allgemeine Form einer rationalen gebrochenen Function zweiten Gra-
des, so erhilt man eine andere noch allgemeinere Formel als die For-
mel (), in welcher, wenn die iberflissige, nur scheinbare Allgemeinheit,
welche die vielen von einander unabhingigen Grofsenzeichen anzeigen,
durch passende Substitutionen aufgehoben wird, noch vier von einander
unabhingige Quantitilen iibrig bleiben, die aber nicht weniger als 25 be-
sondere Functionen ./ enthilt. Beschrinkt man sich hierbei auf speciellere
Fille, so vermindert sich zwar bei passender Bestimmung einer oder meh-
rerer der unabhingigen Grofsen die Anzahl der in der Formel enthalte-
nen Functionen £ beirichtlich: aber die einfachsten speciellen Fille sind
immer nur diejenigen, fir welche die rationale Function zweiten Grades
in eine ersten Grades ibergeht; welche Fille also schon in den hier ge-
fundenen Formeln enthalten sein missen. Wir wollen deshalb diese For-
mel, welche eine rationale Function zweiten Grades giebt, und um so mehr
die hoheren Graden eutsprechenden iibergehen und es bei den oben gefun-
denen Formeln, welche die einfachsten Eigenschaften der Function 1(x)
ausdriicken, bewenden lassen.

s. 3.

Wir haben nun noch zu zeigen, auf welche Weise die Werthe der
Function 4(x) zu berechnen sind, und wollen deshalb zunichst den Gang

dieser Function genauer untersuchen. Da der erste Differenzialquotient

derselben, 11<_:::_32 von x == -—oo bis x = -1 negativ ist, von r == -1 bis

a == 4 oo aber pesitiv, so nimmt' die Function 4(x) in dem ganzen ersten
Intervalle continuirlich ab; in dem zweiten Intervalle aber nimmt sie con-
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tinuirlich zu, und fiir x =1 hat sie ihr Minimum 4(1) =-—% erreicht.

Da ferner .1(0) =0 ist, so folgt, dals 4(x) fiir alle negativen Werthe des =
positiv, fiir positive Werthe des x aber (x) anfinglich negativ ist, bis es,
weunn x wichst, wieder positiv wird und dann mit x zugleich ins unendliche
wichst. Fir sehr grofse positive Werthe des = ist pimlich ./(x) selr

nahe gleich (I x)i-—-%f, und fiir sehr grofse negative Werthe des x sehr

nahe gleich }(l—ax)' 4 7—?;; wie unmittelbar aus der Formel (3) hervorgeht.

Damit man sich von dem Gange dieser Function eine genauere Vorstellung
bilden konne, haben wir folgende Werthe derselben berechnet.
A(0) =  0,00000000000. A(— 1) = 1,64493406685.
A(1) = —0,82246703342. A(— 2) = 2,46740110027.

A(2) = — 0,67524635647.
A(3) = — 0,41637539993.
A(4) = —0,13878509442.
A(5) = 4 0,13444649368.

A(— 3) = 3,08168043373.
A(— 4) = 3,58430948761.
A(— 5) = 4,01487386385.
A(— 6) = 4,39421319291.

A(6) = 4 0,39666088475. A(— 7) = 4,73487611794.
A(T) = + 0,64624435589. A(— 8) = 5,04509611128.
A(8) = + 0,88332406176. A(— 9) = 5,33061006760.

A(9) = + 1,10863277949. A(—10) = 5,59559784509.
A(10) = + 1,32308002285. A(—11) = 5,84321195371.
Der zweite Werth des x, fiir welchen 4(x) =0 wird, liegt, wie man aus
dieser Tabelle sieht, zwischen 4 und 5: derselbe ist, wie wir durch ge-

naue Rechnung gefunden haben, 4(x)=0 fir x=4,50374185563.

Die Berechnung der numerischen Werthe der Function 4(x) wird
durch die oben gefundenen Formeln aufserordentlich erleichtert. Zunéichst
zeigen dieselben, wie alle diese Functionen sich auf andere reduciren las-
sen, fir welche x in dem Intervalle # =0 bis x =—1, oder auch in
dem Intervalle x = —1 bis x = —1 liegt. Durch die Formel (3) kaun man
zunichst jede Function 4(x), in welcher x, vom Vorzeichen abgesehen,
grofser als 1 ist, in eine andere verwandeln, in welcher « kleiner als 1
ist; es bleibt also nur das Intervall x = —1 bis x = -1. Durch die For-
mel (4) wird ferner jede Function 4(x), in welcher » in den Grenzen
x= 41 bis x = 0 liegt, in eine andere verwandelt, in welcher x in den
Grenzen x = —1 bis £ =0 liegt; und dieses Intervall wird endlich durch
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die Formel (5) auf die Hilfte reducirt, so dafs man also die Function ./ (x)
nur fiir diejenigen Werthe des x besonders zu berechnen hat, welche in
den Grenzen x =—1} bis x =0 liegen. Das Intervall —} bis 0 lifst
sich vermitielst der gefundenen Formeln weiter einschrinken, auf —3 bis 0,
dieses wieder auf —} bis O und dieses wieder auf —1 bis O und so fort
in’s unendliche: oder es lifst sich jede Function 4(x) durch andere solche
Functionen ausdriicken, deren Elemente negativ sind und von O so wenig
verschieden, als man nur will. Um dies zu zeigen, nehme ich die For-
mel A(—x*) =24(—x)+424(x) und verwandele in derselben 1(—ux)
nach der Formel (4), wodurch ich erhalte
16.  A@) = A(:2) + 1 A(—2) —} (AA—2),

wenn 1—a posiliv ist. Mit Hilfe dieser Formel wird jede Function .1(x),
deren Element « in den Grenzen —3} und —7} liegt, durch zwei andere
ausgedriickt, deren Elemente in den Grenzen —3 und O liegen. Ferner
wird durch dieselbe Formel jede Function .4(x), deren Element a in den
Grenzen — 3} und —} liegt, durch zwei andere ausgedriickt, deren Ele-
mente in den Grenzen —} und O liegen. Von diesem Intervalle wird
wieder der Theil zwischen —} und —23 durch den anderen Theil be-
stimmt, und es werden so nach einander noch von dem Intervalle — 1 bis 0
die einzelnen Intervalle —3 bis —}, —3 bis —1 u. s. w. abgesondert,

so dafs nur das Intervall -———71; bis O bleibt, in welchem man n so grofs

machen kann, als man will. Es liefse sich, wie man leicht sieht, hierauf
eine Methode der niherungsweisen Berechnung der Function ./(x) griin-
den, welche jedoch von keinem practischen Nutzen sein wirde, da die
Anniherung an den Grenzwerth £(0) viel zu langsam ist. Kine oder
zwei solche Reductionen aber, welche das Element x der zu berechnenden
Function kleiner als —3 oder kleiner als — } machen, werden in vielen
Fillen forderlich sein, da die Function 4(x) am leichiesten durch eine
einfache, nach Potenzen von x geordnete Reihe berechnet wird.

Um die Reihen-Entwickelungen des Integrals ./(x) zu erhalten, ver-
wandle ich dasselbe durch theilweise Integration in

A@) = lxl(l+2)— [ 11+ ).
Wird nun I(14 ) in eine Reihe entwickelt und die Integration ausgefiihrt,

g0 erhilt man
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 1. 12
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x? a3

17. A@) = i+ —(E—5+5 —...)
in den Grenzen x = —1 bis x = +4-1. Aus dieser Reihen-Entwickelung
erhilt man sogleich nech finf andere, indem man mit Hilfe der fiinf ein-
fachen Gleichungen (3 bis 7, §. ) die Function 4(x) umformt und als-

dann durch eine passende Substitution fir x, 4(x) wieder herstellt. Diese
Reihen sind

18. Ax) = K4 lal(ltx) — 1) + (o —gs + gos — - )

wo K = —%2— ist, in den Grenzen x = 41 bis x = 4 oo,
und K = +%—2- in den Grenzen x = —oo bis x = —1;
19. A@) =% —(1F2p 0 L Ao )
in den Grenzen x = —2 bis x =0;
20. @) = K+ 100+o) + (5 + magap H a0 )

2 - .
wo K = -—-%— ist, in den Grenzen x = 0 his xr = oo,

n? . .
umd K = +-5 in den Grenzen x = —oo his x = —2;

1.  A(x) =

te 114 2)— F Q1+ =) — (2 +m+2,(11Lx)2+32(1+w),+ .\)
in den Grenzen x = —} his * = + oo;

22 A(x) = %—’+%<l——x>*+(“;”+“2‘t L4GEr L)

in den Grenzen r = — o bhis x = —}.
Diese Reihen-Entwickelungen dienen zur unmittelbaren Berechnung der
Function 4(x) fir alle moglichen Werthe des , und zwar dienen die Reihen -
(17) und (21) vorziiglich fir den Fall, wenn « dem Werthe O nahe liegt;
die Reihen (19) und (22) fir den Fall, wenn x dem Werthe —1 nahe
liegt, und die Reihen (18) und (20) fiir grofse positlive und negative

Werthe des x.
(Die Fortsetzung folgt im niichsten Hefte.).




