
74 . Kummer, über wiederhotte Integrationen rationaler Formeln.

Ueber die JTranscenclenten, welche aus wiederholten
Integrationen rationaler Formeln entstehen.

(Vom Herrn Prof. E. E. Kummer, Dr. phil. zu Liegoitz. )

Die Reihe» der reciproken Potenzzalilen i?on der Form l+^ + ̂ r
können, wie bekannt, wenn der Pötepz-Exponent n eine gerade Zahl
ist, durch die Potenzen der Zahl summirt werden. Für ungerade Potenz-
Expoftenten aber hat man bis jetzt vergeblich versucht, dieselben durch be-
kannte Gröfsen auszudrücken. Es war mir nicht unwahrscheinlich, dafs
sich auch diese Reihen durch die Zahl 7t und durch Logarithmen wur-
den suramireii lassen. Ich unternahm deshalb, zunächst nur auf den an-
gegebenen besonderen Zweck ausgehend, eine Untersuchung der Reihe
~ + -^ + fr + * · · · Da diese Reihe durch das dreifache Integral

/ — / — A—— ausgedruckt wird, und da die Methoden, welche ich zurOC *S X */ M.—· 2C
Untersuchung desselben anwendete, auch für bei weitem allgemeinere viel-
fache Integrale ausreichten, so stellte ich den besonderen Zweck als-
bald bei Seite, und ging an die allgemeine Untersuchung der Transcen-
denten, welche aus wiederholten Integrationen rationaler Formeln ent-
stehen. Die erste Integration einer rationalen Formel J Pdx läfst sich
bekanntlich immer vermittelst Logarithmen und Kreisbogen ausführen. Multi-
plicirt man aber ein solches Integral wieder mit einer rationalen Function Q
und integrirt zum zweitenmale, so erhält man dieFormjQjPd&.dx. Die
in dieser allgemeinen Form enthaltenen Transcendenten nenne ich loga-
rithmische Integrale zweiter Ordnung. Wird die allgemeine Form dieser
Integrale wieder mit einer rationalen Formel R multiplicirt und integrirt,
so erhält m^nfRJQjPdx.dx.dXj und ich nenne die in dieser all-
gemeinen Form enthaltenen Transcendenten logarithmische Integrale drit-
ter Ordnung. Multiplicirt man immer wieder mit einer rationalen For-
mel und integrirt, so erhält man eben so die allgemeinen Formen der lo-
garithmischen Integrale vierter, fünfter u. s. w. Ordnung. Die logarith-
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5. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 75

mischen Integrale erster Ordnung, welche nur Logarithmen und Kreis-
bogen sind , werden, als bekannt /übergangen* lieber die logarithmischen
Integrale zweiter Ordnung finden sich in Legendre Exeryices de Calcul
integral nur einzelne Resultate, und; erst in neuerer Zeit hat HUI die*
selben aji einem besonderen Gegenstände von Untersuchungen gemacht.
Dieser scharfsinnige A nalytikef, angereizt durch die glänzenden Erfolge,
welche die Theorfe'dei· elliptistebeii Functionen, oder allgemeiner die Theorie
der in der Form fp^Qd® enthaltenen Transcendenten gehabt hat, hat
eine ähnliche Untersuchung der durch die allgemeinen Formen fPlogQd.x
und jP. Are täng Q.dx ausgedrückten Transcendenten angestellt und hierüber
zwei Abhandlupgen i^ausgegehen. Die erste derselben ist in dem gegenw.
Journale der Mathematik Bd. III. abgedruckt, die zweite aber, unter dem Titel

/

,
— log (l+2# cosa+or2)oc

turn quoad amplitudinem turn quoad modulum comparandi modum exhi-
bentis, Londini Gothorum 1830, scheint, als akademische Gelegenheits-
schrift, nur wenig bekannt zu sein. Eine neue Behandlung dieser logarith-
mischen Integrale zweiter Ordnung wird den ersten Theil der gegenwär-
tigen Abhandlung ausmachen. Obgleich nämlich Hill in seiner zweiten
Abhandlung die eine, dieser Transcendenten so vollständig behandelt hat,
dafs wir^ auf die wesentlichsten Eigenschaften derselben uns beschränkend,
fiär dieselbe nur wenig neues hinzufügen können, so erschien uns dennoch
auch diese einer neuen Behandlung werth, weil die von Hill gefundenen
Besultate sich alle noch aufserordentlich vereinfachen lassen, und weil nach
der Methode, welche wir zum Grunde legen, die Resultate, die bei Hill
vereinzelt dastehen und fast alle nicht sowohl entwickelt, als vielmehr
nur aufgestellt und mit besonderen Beweisen versehen werden, aus einer
gemeinschaftlichen Quelle abgeleitet werden können. Aufserdem wird'eine
neue Behandlung dieser Transcendenten durch die Wichtigkeit des Gegen-
standes gerechtfertigt. Denn wenn wir gleich nicht so weit gehen wie
Hill, welcher diese Theorie für wichtiger und nützlicher hält als die Theo-
rie der elliptischen Functionen, so glauben wir doch, dafs aus derselben
der Analysis eine schöne Bereicherung erwachse. Der zweite Theil der
gegenwärtigen Abhandlung wird die Theorie der logarithmischen Integrale
dritter Ordnung enthalten. Für diese ist bisher noch fast gar nichts ge~
than worden, so dafs, mit Ausnahme geriuger Einzelheiten, alles was wir

10*
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76 4. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln.

über dieselben sagen werden, für neu zu erächten ist. Für die logärith*
mischen Integrale höherer Ordnungen lassen wir die Allgemeinheit, der
Untersuchung fallen, da eiue nur einigermaßen vollständige Theorie der-
selben uns zu weit führen würde, und da auch die iFormöin$. wdah$ die
Eigenschaften dieser logarithmischen Integrale abdrucke« v, für jede hö-
here Ordnung bedeutend weitläufiger wenden* iDeshalb beschränken wir
uns hier darauf, für die logariIhmisebeu! Integrale vierter und fünfter
Ordnung nur die Grundeigenschaften der einfachsten in ihnen euthaUe^
nen Transeehdenteü zu entwickeln, die init der Beihe ̂  + ^+%rH"«···
*,·**.- : i. ,. . : - - 3 , ' , -4i- , ~ iij,jb;; fL. ., . » . ' > , ' " v ; ,r/5 - M / : . \ !«; . :* ·
in einem solchen JZnsammenhange stehen, cjafs die genindenen Eigejischaf-

> , , ' ' , >, . ' \ i ' " ' · ' , ? ; ̂ 11 ' " ·' * "> * l l . l " '5 " '

ten derselben sich auch als Eigenschaften dieser mertwürdigen ßeihp, dar-
stellen lassen.

t ' , » · ! " · * ·· · r * ·$ - i f " *'/ II " l "" ' "* *Ueber die logarithmisciien Integrale zweiter Öi%auung.

, , ,

Logarithmische Integrale zweiter .Ordnung sin^ , ^nacti'., nnserer Er-
klärung die in der allgeineinen Form ]^QfP. $$.. dx, wo 1 und Q
rationale Functionen von sind, enthaltene^ TTrapscendenten ; mit Aus-
schluß* der Logarithmen und Kreisbogen. Darum haj^en wir zunächst diese
allgemeine Form in ihre einfachsten Bestandteil^ zu zerlegen und §o
die einfachsten Formen der logarithmischen Integrale zweiter Ordnung zu
suchen. Es kann zunächst angenommen werden, dafs P und Q rationale ge-
brochene Functionen von sind, von der Art, dafs sie keine ganzen Theile
enthalten, oder, was dasselbe ist, dafs in den Nennern derselben höhere
Potenzeja von vorkommen als in den Zählern; denn ist dies nicht der Fall,
so kann man die ganzen Theile davon absondern und y+(? statt Q und
p-^P statt P nehmen, wo q und p ganze rationale Functionen von
sind? dadurch zerfällt dann das obige Integral in folgende vier:

fqfpäx.Ax, fqfPdx.dx, fQfpdx.dx, fQfPdx.dx
Da nun da» integral etoer ganzen rationalen" Funetion von wieder eine
solche Function isty so Ist klar, dafs das erste Integral nur eine ganze
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5. Kummer 9 über wiederholte Integrationen rationaler Formeini 77

Function giebt, und dafs das zweite und dritte nur Logarithmen und Kreis-
bogen enthalten. Es bleibt daher nur das vierte Integral übrig, in wel-
chem P und Q keine ganzen Theile mehr enthalten. Werden nun P und Q
in Partialbrüche von der Form , * ^ zerlegt^ wo a, l, c auch imagi-

när sein könnet! und m eine ganze positive Zahl ist, so verfällt aas all-
gemeine Integral von selbst in eine Summe mehrerer einzelner Integrale
von der Form

a.dx edx

Dieses Integral kann aber, wenn m und n nicht beide zugleich der Ein-
heit gleich sind, immer rational oder durch Logarithmen und Kreisbogen
integrirt werden , so dafs wieder nur der Fall m = l und n = l zu be-
trachten übrig bleibt. Für diesen Fall aber erhält man durch Ausführung
der ersten Integration folgende Form:

r
J b+cx

Setzt man jetzt, um zu vereinfachen,

so wird b ·}-€.& = - ^ » und das Integral geht in folgende zwei
über:

JL flzdz JL. al(k\ J
c«/ 1 + * " ^ c J i.·

dz

Da das zweite dieser Integrale nur einen Logarithmus giebt, so ist das

Integral J yfrj im Grunde das einzige in der obigen allgemeinen Form
enthaltene. Da aber % auch imaginär sein kann, so zerfällt dasselbe, wie
wir alsbald zeigen werden, durch die Sonderung des realen und imaginäre»
Theiles, in zwei verschiedene. Es ist zweckmäfsig, für dieses Integral
ein besonderes Functionszeichen einzuführen, welches demselben namentlich
dann zukommt, wenn z real ist; wo dann der Buchstabe dafür gesetzt
werden soll. Da ferner Ix nur für positive Werthe des real sein wurde,
so wollen wir dafür /(+#) setzen, unter der Bedingung, dafs ±x immer
positiv zu nehmen sei; denn die Bedingung, dafs nur positiv sein darf,
würde den bald zu entwickelnden Formeln eine störende Beschränkung
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Als Fitoetion^eiebe» fifr diese« lötegröl wälde teh dmi
Buchsi*6en > uöd nehme das Integral iöv dafs es zugleich mit ver-
schwindet,

Wenn äbef £ imsiginar ist, so nehme ich # = o?tf*f, wo uöd real sind
und t =3 /*·— l ist Hierdurch wird dieses Integral ,

(+ a?) + 01) g«»' da?

oder, durch Trennung der realen und imaginären Theile,

/
(a? + cosa) 7(+ a) — a sin a . . />sina/(+

l+2arcos(» + ̂  "«" J l
Sondert man hiervon wieder diejenigen Theile ab, welche durch Logarithmen
und Kreisbogen sich integriren lassen $ so bleiben nur die beiden Integrale

/
*(±3C)Qg+cos«)c**; j /**(+a?).sin«. da
l + 2*cosa 07a n° J l

als die einzigen realen Integrale übrig, welche in der oben aufgestellten all-
gemeinen Form enthalten sind; denn das integral A(x) ist nur ein specieller
Fall des ersteren von diesen, welchen man erhält, wenn man = 0 nimmt.
Wir nehmen auch diese Integrale so, dafs sie zugleich mit verschwinden
und bezeichnen dieselben , als Functiouen zweier veränderlichen Gröfsen,
durch D(x9 a) und K(x9 a), so dafs

Die imaginäre Function A(xeai} wird nun durch die Functionen D(x} a)
und E(x, a) auf folgende Art ausgedrückt:

tECa?, a) +
Es hat jetzt durchaus keine Schwierigkeiten, irgend ein gegebenes inte-

gral von der Form fPfQ dx dx, unier welche Form auch die von HUI ge-

*) Ueberall wo Logarithmen aus der Integration rationaler Formeln entstehen,
wie es hier durchgehende der Fall ist, kann man unter dem Logarithmenzeichen mit
gleichem Rechte beide Vorzeichen + und — gelten lassen, und diese sind dann, wo
es sich um reale Gröfseu handelt, so zu bestimmen, dafs die Quantität, deren Loga-
rithmus zu nehmen ist, immer positiv sei. Deshalb ersuchen wir den Leser, zu den
sämmtlichen Logarithmenzeichen, welche in dieser Abhandlung vorkommen werden,
sich immer das Zeichen ±_ hinzuzudenken und es so zu bestimmen, dafs dadurch
die Gröfse, vor welcher es steht, positiv werde.
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5. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 79

wählten Formen fP log Q dx undy*PArctang()<ia? gehören, durch ratio-
nale Functionen, durch Logarithmen und durch die beiden Functionen -D (o?, et)
und E(x9 a) zu integriren. Zu diesem Zwecke darf man nur, wie wir
es gezeigt haben, durch Zerlegung in Partialbrüche das Integral in Theile
zerlegen, welche sich rational oder nur durch Logarithmen und durch
die Function A integriren lassen. Die Functionen , welche unmögliche
Gröfsen enthalten, zerlegt mau alsdann nach der hier gegebenen Formel
in Functionen D und E und Logarithmen und Kreisbogen; und eben so
zerlegt man, nach bekannten Formeln, die unmöglichen Logarithmen in
Logarithmen und Kreisbogen: alsdann verschwinden die unmöglichen Grö-
fsen von selbst und man hat die verlangte Integration ausgeführt.

Die beiden Integrale D(x, a) und E(x, a) nehmen noch eine ein-
fachere Form an, wenn statt eine andere veränderliche Gröfse n ein-
geführt wird, welche durch die Gleichung

, — sin a , — sin utangtt SB j—. -- oder =8 VUÜ1 ·*
bestimmt ist. Hierdurch wird nämlich

^ / — sin M \ ( "f-sina \ , »//i - / I N » aj = — / 11-7=7 — j — r ) cotangti. aw>\sm (u + c*) / J o Vsin (u +«)' & '
™f --sinw \ _ f*f<±sinu \ ,£^ i -_ — — ^1 -s ^»,/ /!-,== — — r) «W.

\sm(M4-«) ' « /o >sm(w + a)/
Diese Substitution zeigt auch, dafs das Integral JE (a?, a) sich in einfachere,
nur von einem Elemente abhängige Integrale von der Form /V(+ sin u) du
zerlegen läfst. Diese Integrale aber lassen sich wieder durch die specielle
Function E( — l, a) ausdrücken, so dafs die allgemeine Function E(x, et)
sich immer durch Functiouen derselben Art ausdrücken läfst, in welchen
das erste Element den bestimmten Werth — l hat. Um dies zu zeigen
diflerenziire man E(#,a) in Beziehung auf a, welches

da 1+ 2 cos a -f- a?2

giebt Hieraus folgt für o? = — l

also, durch Integration,

und, wenn a = 2w gesetzt wird,
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Da· aber '' ' * ' ' ^ v * ^ - '· '«- \ . · :"· ' ' . ' · ' - '

so hat mau
E(x, a) = 'iJE(— l

und endlich, wenn die Constante flurch ti = 0, und auch ^===0, bestimmt
wird, so hat man

(x, a) iJB(— l, 2w) + lß(~l, 2 ) — j-Ä(— l,
wenn

Da die Integrale /)(#, a) und JE7(^ a) die einfachste Gestalt erhalten,
wenn a?= .~ !°M . gesetzt wird, so werden wir in der Folge einfacher

Slll \U " ™ Cfy

^iibci^]' a) durch *>&> ^
^~~^ a) durch E (u, a)(w -f- a) / v

bezeichnen. Da jedoch einige der zu entwickelnden Formeln sich leich-
ter ausdrücken lassen, wenn dem sein ursprünglicher Werth gelassen
wird, so werden wir auch ferijer von den Functionen D(x, a) und E (a?, a)
Gebrauch machen. Zu erinnern ist, dafs man nicht meinen müsse, D(xßa)
und D (u, a) seien einander gleich für x = u: sie sind vielmehr einan-
der gleich, wenn = ̂ ^" ^) genommen wird. Eben so ist es mit
JE (a?, a) und JE(ti, a). Diese Function ist zwar durch die einfachere, nur
von einem Elemente abhängige Function E(—l, a) überflüssig gemacht;
da sie aber viele einfache Eigenschaften hat, welche denen der Function
D (u, a) analog sind, so werden wir auch sie beibehalten.

Die hier gegebene Zerlegung der allgemeinen Form des Integrales
fPfQdxdx in seine einfachsten Bestandtheile enthält ungefähr die Resul-
tate der ersten Abhandlung von HUI; denn die daselbst untersuchten all-
gemeinen Formen fPIQdx und fPArctaugQdx sind beide ia der obi-
gen Form enthalten. Den einfachsten Functionen aber, welche in dieser
Form enthalten sind, haben wir etwas andere Gestalten geben müssen,
nicht nur weil so die Eigenschaften derselben einfachere Ausdrucke anneh-
men, sondern auch um die Analogie mit den später zu entwickelnden loga-
rithmischen Integralen von höheren Ordnungen zu erhalten.
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50 Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. g|

§. ».
Wir entwickeln nun zuerst die Grundformeln für die Function ( ) .

denn wenn gleich dieselbe nur ein specieller Fall von D(x, a) ist, so
dient sie doch der ganzen Theorie der logarithmischen Integrale zweiter
Ordnung zur Grundlage, da die Grunformeln der Functionen D(x, a) und
E(XI a) sich leicht aus denen der Function A(x) entwickeln lassen. Die
im §. 1. gezeigte Zerlegung des Integrals fP/Q dx dx in seine einfach-
sten Bestandteile giebt hier sogleich eine Methode, welche hinreicht, eine
unendliche Zahl von Formeln für die Function A(x) zu finden. Setzt
man nämlich statt irgend eine rationale Function — von der Art^ dafe
p, q und p-\~q nur reale Factoren ersten Grades enthalten, so hat man

(± q(q+p)
Zerlegt man nun dieses Integral nach der oben gezeigten Methode in seine
einfachen Bestandteile, so erhält man A\~-) ausgedrückt durch ein Aggre^·
gat derselben Functionen A und durch Logarithmen, welche alle real sind,
indem wir vorausgesetzt haben , dafs p , q und p + q nur reale Factoren
ersten Grades enthalten sollen. Die einfachsten Formeln dieser Art wird
man unstreitig erhalten, wenn man für p und g ganze rationale Functionen
ersten Grades nimmt. Es sei deshalb p = a-\-l>Xj q = c-\-dx, so wird

\ (bc—ad}dx

und da
bc — ad

eo wird dieses Integral in folgende vier zerlegt:
ba:\ _ fl(a + bx}.(b + d) dx _ f
doc/ ~ J a + c + (b+d)a: J

_ ri(a + bx).d.dx t ri
J c d x *J

Drückt man diese vier Integrale einzeln durch die Function A und durch
Logarithmen aus, so erhält man, nach einigen leichten Beductionen des loga-
rithmischen Theiles,

)(a + bx)\ ,f^(b + d)
bc—ad / A \ bc-ad

CreUe^s Journal d. M, Bd. . Bit L
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83 5. Kummer) über wiederholte Integralionen rationaler Formeln.

Die grofse Aligeineinheit dieser Formel, welche fünf von einander unab-
hängige, nach Belieben zu bestimmende Gröfsen enthält, ist nur scheinbar,
da die Anzahl dieser Gröfsen durch passende Substitutionen sich auf zwei
einschränken läfst. Setzt man nämlich (q+ )_. —
hält die Formel die einfachere Gestalt : —

— ̂  so er-

Nimmt man Const. = — A( — y) — C und verwandelt wieder z in #, so
kann man die Formel auch so darstellen:

Die Constante C in dieser Formel ist von unabhängig. Da man aber
und y mit einander vertauschen kann, ohne dafs die Formel sich änderte,
so mufs diese Constante auch von y unabhängig sein, und deshalb ist sie
rein numerisch. Ehe wir diese Constante allgemein bestimmen, wollen wir
den speciellen Fall betrachten, wo y = # ist. Für diesen geht die Glei-
chung über in

(— *) = 1 (— ) + 2 (#) + C.
Setzt man zur Bestimmung der Coustante a? = 0, so erhält man (7=0; und
dieser Werth mufs in dem ganzen Intervalle von = — bis = + oo
gültig sein, weil in demselben keine Discontinuität eintritt. Man hat daher

Um nun die Constante der allgemeineren Formel zu bestimmen, mufs
man zunächst bemerken, dafs die Continuität der darin vorkommenden
Functionen unterbrochen wird, sobald l — oder l — y aus dem Positiven
in's Negative übergeht, und umgekehrt'; sobald aber die Continuität unter-
brochen wird, kann auch die Constante der Integration plötzlich ihren
Werth ändern. Deshalb sind hier vier Fälle zu unterscheiden, für welche
die Constante besonders zu bestimmen ist; 1) wenn l — positiv und
l — y positiv, 2) wenn l — positiv und l — >y negativ, 3} wenn l —
negativ und l — y positiv, 4) wenn l — negativ und l — y negativ ist
In dem ersten Falle findet man, indem man # = 0 und y = 0 setzt, auch
C = 0. In dem zweiten Falle setze man = 0 und y = 2 , so wird
C = — 1A(— 2), und man findet denselben Werth der Constante für den dritten
Fall, wenn man = 2 und y = 0 setzt. Um endlich die Constante für den
vierten Fall zu bestimmen setze man =3= 2 und y = 2, wodurch man erhält
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5. Kummer, ber wiederhotte Integrationen rationaler Formen. $$

Λ (—4) ss 2 Λ(— 2) + 2 Λ(2) + C. Dieser Werth der Comtmte wird verm ge
Formel (1.) zu (7 = 0. Die Constante der allgemeinen Formel hat also nur
die beiden verschiedenen Wertfrei C = 0 und G= — 2,/f( — 2), und zwar
den ersten, wenn l — χ und l — y gleiche Vorzeichen haben, den zweiten,
wenn die Vorzeichen dieser Gr fsen verschieden sind, oder, was dasselbe
ist: er ist Cf=0 wenn 4 * positiv und C= — 2Λ( — 2) wenn ~^ ne-1 - y f ^ ' ± - y

gativ ist. Setzt man in der allgemeinen Formel f r den zweiten dieser
F lle t — χ = 4- w und l — y = — w und nimmt w unendlich klein, so
erh lt man C = — 3Λ(— 1). Es ist daher 2Λ(— 2) = 3Λ(— 1), und da
Λ(— l) = l + ̂  + ̂  + ....==:^p so ist £=:-^. Wir iiaben daher
folgende Grundformel f r die Function A ι

2.

wo <7 = 0 wenn i~a? positiv und (?== — ̂  wenn j~^ negativ ist.
Diese Formel stimmt mit derjenigen berein, welche Hill in seiner zweiten
Abhandlung aufgestellt und durch Differenziiren bewiesen hat. Da aber
nach der von Hill gew hlten Definition der Function Λ(χ) dieselbe imagin r
wird, sobald l — χ negativ ist, so konnte er nur den einen Fall betrach-
ten, wo l — χ und l — γ beide positiv sind. In dieser Formel sind alle
bisher bekannten Eigenschaften der Function A(x) als specielle F lle ent-
halten; welche wir jetzt aus derselben ableiten wollen.

Setzt man y = — und verwandelt sodann o? in — x, so erh lt man
*

3. ,
wo K = — ̂ - wenn χ positiv and K = ̂ - wenn a? uegativ ist.

Setzt man y =· 0, so erh lt man
4. ^__

wo = 0 wenn l — a? positiv und ==^ wenn l — Λ? negativ isi.
Verwandelt man hierin χ in l — #, addirt die so erhaltene Formel zu je-
ner und verwandelt die Summe der beiden Functionen -^(j^^) + ̂ ( - ~)
nach Formel (3), so erh lt man

δ. Λ(—χ)+Λ(χ— 1) = /#!(!—#)+ -f-
11*
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g4 5. Kummer^ ber wiederholte Integrationen rationaler Formeln.

Subtrahirt man ferner (4) und (5) von einander und verwandelt # in l—xy

so hat man
6. Λ (—*) - A (i=S) a Ix 1(1—*) - i (l*)» + K,

wo K == ^- wenn a? positiv und JE sss — ~ wenn a; negativ ist

Verwandelt man endlich hierin wieder a? in ^ , so hat man

7.

wo K = — ~- wenn l — a? positiv und JRC= + ^- wenn l — a? negativ ist

Diese Gleichungen (3 bis 7), welche wir aus der allgemeinen Formel (2)
abgeleitet haben, enthalten die einfachsten Eigenschaften der Function Λ(χ)>
indem sie nur zwei solche Functionen mit einander verbinden, deren Summe
oder Differenz sich durch Logarithmen ausdr cken l fst. Durch dieselben

kann man au» dem einen bekannten Werthe der Function Λ( — 1) = ~
noch mehrere andere Werthe dieser Function ableiten» Setzt man in For-

mel (i) # = 1, so hat man 2Λ(+1)+Λ(— 1) = 0, also Λ(+1)==— ~.

Setzt man weiter in der Formel (5) a? = 2, so hat man Λ( — 2) =s

"L _ Λ(+1), also -4 (—2) = γ. Setzt man endlich « = i in Formel (5),

so ist A(— -l) =1(^2)2 + ^- Aufser diesen lassen sich noch einige an-
dere besondere Werthe der Function Λ(χ) durch Logarithmen und durch

die Zahl π ausdrucken. Nimmt man n mlich a?=s — ̂ -, welchen Werth

ich kurz durch r bezeichne, so ist rT=l — #, ~^^=r: s^sa erh lt
durch Formel (1) und (S)

Λ(—Γ*) === 2^(— r) -f 2^f(r)

y/(_ ^) + ^(— r») ̂  2 (/r)2 + 5-%

woraus durch Eliminatibn des J( — r2) folgt:

3^(—r) + 2^'(r) =±= 2(ir)2+ ~*
Ferner glebt Formel (6), wenn Λ: = Γ gesetzt wirdr
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5. Kummer, ber wiederholte Integrationen rationaler Formen. §5

und aus diesen beiden Gleichungen erh lt man sogleich die Werthe von
A( — r) und yf(+r), n mlich:

Hieraus aber kaim man dnrch Anwendung der Formeln (3 bis 7) leicht fol-
gende ableiten :·

— 3\ / /V5— l y . j i * (-y*>— 3\ / V~5 — 1 Λ « , 4«*
-

2
Einige andere Formeln, welche als specielle F lle in der Formel (2)

enthalten sind, in denen aber mehr als zwei Functionen Λ vorkommen,
sind folgende :

8. J(— 4 x(i — #)) == 1J(— 2 a?) + 2 >i(2 a:— 2) — ~ .·

9. Λ (_*(!_*)) e^^^-^j^^afalCt-itJ+^l-^^+JSri

wo JK=0 wenn l — ar positiv und JfiT = -- 5- wenn l — χ negativ ist

wo J5C=0 wenn l — a? positiv und JRC=. — -^ wenn l— -a? negativ ist.
.. A f ON11. ^(^)

wo K = 0 wenn j^~ positiv und JK = — ~ wenn j^^ negativ ist,

Die Formel (8) ist aus (2) entstanden, indem χ in 2 o? verwandelt und
y = 2 — 2 χ gesetzt worden ist, und die Formel (9) durch den besonderen
Werth y = l — #> mit Zuziehung der Formeln (3) und (5). Ferner ist (10)
aus (2) entstanden, indem χ in ^~ verwandelt und γ = jZT^r gesetzt
worden ist, und Formel (11) durch den besonderen Werth yc=s — o?, mit
Anwendung von Formel (t). Uebrigens ist klar, dafs sich diese Formeln
aufserordentlich vervielf ltigen lassen, da dem γ in der allgemeinen For-
mel alle beliebigen Werthe gegeben werden k nnen. Man kann aber auch
die in diesen Formeln vorkommenden Functionen A mit H lfe der obigeu
f nf einfachen Gleichungen umformen, und diese Verwandlungen lassen

auch mit der allgemeinen Formel (2) selbst vornehmen, so dafo sie
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g(J 5. Kummer, ber wiederholte Integrationen rationaler Formeln.

viele verschiedene Gestalten annimmt. Verwandelt man z. B. die vierte
und f nfte Funetion A dieser Formel nach Formel (4), so erh lt man

18. Α(—χγ) =:

Λ(^}+Λ(^γ^Λ(^κ ' ' v ·" \ l — xy l \ 1—xy J * \1— ίκγΐ M^xyJ » *
wo immer K = 0, mit Ausnahme des Falles, dafs l — χ und l — y gleiche
Vorzeichen haben und l — xy das entgegengesetzte von dem wenn Α=τ2 ist.

Besonders merkw rdig ist folgende Umgestaltung der Formel (2), bei
welcher der logarithmische Theil ganz verschwindet. Um dieselbe fcu erhalten
verwandte man iti der Formel (2) zun chst γ in — . Dieses giebt

Ferner verwandle man in dieser Formel wieder χ in ~T ~ · und r in
l — 3C

/ so erh lt many~y

Addirt man jetzt diese beiden Formeln und die ursprungliche (2) und
fuhrt die Vereinfachungen aus, welche die Formel (3) gew hrt, so er-
h lt man

13.

und es ist C = 0, mit Ausnahme des Falles, wenn γ und l — >x beide ne-
gativ sind, f r welchen Fall (7 = — 2?r2 ist. Setzt man in dieser Formel
x = tanga.tang , y = — r~-™L so nimmt sie folgende Gestalt an:tangp

14. ^(tang2 a)
2J(— tangatang ) +2Λ(— tangatang(a+/3)) +2^(— t
wo (7=0 ist, mit Ausnahme des Falles, dafs tanga und tang gleiche
Vorzeichen haben und tang(a + j3) das entgegengesetzte von dem wenn
(7 = — 2zra ist. Einen einfachen speciellen Fall der Formel (13) erh lt
man, wenn man y = — l setzt, n mlich
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5, Kumme r , über wiederholte Integrationen rationaler Formeln* 87

C;
wo (7=0 wenn l— ? positiv und C== —2 2 wenn l—ar negativ ist.

Alle bisher gefundenen Formeln haben wir dadurch abgeleitet, dafs
wir in dem Integrale, welches die Function A(x] darstellt, statt eine
rationale gebrochene Function ersten Grades substituirt und das Inte-
gral sodann nach der allgemeinen Methode der Zerlegung in mehrere an-
dere zerfället haben. Wir haben ferner bemerkt, dafs die Methode mit
demselben Erfolge auch angewendet werden kann, wenn für irgend eine
rationale Function von höherem Grade gesetzt wird. Wählt man hierzu
die allgemeine Form einer rationalen gebrochenen Function zweiten Gra-
des, so erhält man eine andere noch allgemeinere Formel als die For-
mel (S), in welcher, wenn die überflüssige, nur scheinbare Allgemeinheit,
welche die vielen von einander unabhängigen Gröfsenzeichen anzeigen,
durch passende Substitutionen aufgehoben wird, noch vier von einander
unabhängige Quantitäten übrig bleiben, die aber nicht weniger als 25 be-
sondere Functionen A enthält. Beschränkt man sich hierbei auf speciellere
Fälle, so vermindert sich zwar bei passender Bestimmung einer oder meh-
rerer der unabhängigen Gröfsen die Anzahl der in der Formel enthalte-
nen Fuucüonen A beträchtlich: aber die einfachsten speciellen Fälle sind
immer nur diejenigen, für welche die rationale Function zweiten Grades
in eine ersten Grades übergeht; welche Fälle also schon in den hier ge-
fundenen Formeln enthalten sein müssen. Wir wollen deshalb diese For-
mel, welche eine rationale Function zweiten Grades giebt, und um so mehr
die höheren Graden entsprechenden übergehen und es bei den oben gefun-
denen Formeln, welche die einfachsten Eigenschaffen der Function A(x)
ausdrücken, bewenden lassen.

i? OS· a«

Wir haben nun noch zu zeigen, auf welche Weise die Werthe der
Function A(x) zu berechnen sind, und wollen deshalb zunächst den Gaug
dieser Funclion genauer untersuchen. Da der erste Diflferenzialquotient

derselbe«, ^~ * von #s=3*»-<x> bis #=35 r|-1 negativ ist, vona?=»-f4 bis

3?=z=-{-oc aber positiv, so nimmt die Function A(x} in dem ganzen ersten
Intervalle conlinuirlich ab; in dem zweiten Intervalle aber nimmt sie con-
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5* Kummer > ber wiederholte Integrationen rationaltr Formeln.

tinuirlich zu, und f r χ = l hat sie ihr Minimum y i ( l ) = ~ . weicht.
Da ferner .//(O) = 0 ist, so folgt, dafs A(x) f r alle negativen Werthe des χ
positiv, f r positive Werthe des χ aber A(x) anf nglich negativ ist, bis es,
wenn χ w chst, wieder positiv wird und dann mit χ zugleich ins unendliche
w chst. F r sehr grofse positive Werthe des χ ist n mlich A(x) sehr
nahe gleich !(ί#)2-~^-> und f r sehr grofse negative Werthe des χ sehr

nahe gleich %(l — ̂ Ο' + ̂ ϊ wie unmittelbar aus der Formel (3) hervorgeht.
Damit man sieh von dem Gange dieser Function eine genauere Vorstellung
bilden k nne, haben wir folgende Werthe derselben berechnet

Λ(0) = 0,00000000000. A(~ 1) = 1,64493406685.
A(l} = —0,82246703342, Λ(— 2) = 2,46740110027.
J(2) = —0,67524635647, Λ(— 3) = 3,08168043373.
Λ(3) = —0,41637539993. Λ(— 4) = 3,58430948761.
Λ(4) = —0,13878509442. Λ(— 5) = 4,01487386385.
Λ(5) = +0,13444649368- Α(— 6) = 4,39421319291.
Λ(6) = +0,39666088475. .//(— 7) = 4,73487611794.
^(7) = +0,64624435589. ^ί(— 8) = 5,04509611128.
.^(8) 5= +0,88332406176. ^(^- 9) — 5,33061006760.
^(9) = + 1,10863277949. Λ(— 10) = 5,59559784509.
^(10) =χ + 1,32308002285. Λ(— 11) = 5,84321195371.

Der zweite Werth des o?, f r welchen J(^) = 0 wird, liegt, wie man aus
dieser Tabelle sieht, zwischen 4 und 5: derselbe ist, wie wir durch ge-
naue Rechnung gefunden haben, Λ(α?) = 0 f r χ = 4,50374185563.

Die Berechnung der numerischen Werthe der Function A(x) wird
durch die oben gefundenen Formeln aufserordentlich erleichtert. Zun chst
zeigen dieselben, wie alle diese Functionen sich auf andere reduciren las-
sen, f r welche χ in dem Intervalle # = 0 bis a? = — £, oder auch in
dem Intervalle χ = — | bis χ = —l liegt. Durch die Formel (3) kann man
zun chst jede Function A(x)> in welcher #, vom Vorzeichen abgesehen,
gr fser als l ist, in eine andere verwandeln, in welcher χ kleiner als l
ist; es bleibt also nur das Intervall # = — l bis #= +1. Durch die For-
mel (4) wird ferner jede Function A (a?), in welcher χ in den Grenzen
ar +1 bis Λ? = 0 liegt, in eine andere verwandelt, in welcher χ in den
Grenzen ar = — l bis # = 0 liegt; und dieses Intervall wird endlich durch
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5. Kummer, über wiederholte Integrationen rationaler Formeln. 89

die Formel (5) auf die Hälfte reducirt, so dafs man also die Function A (x)
nur für diejenigen Werthe des besonders zu berechnen hat, welche in
den Grenzen x = — \ bis # = 0 liegen. Das Intervall — £ bis 0 läfst
sich vermittelst der gefundenen Formeln weiter einschränken, auf — £ bis 0,
dieses wieder auf — i bis 0 und dieses wieder auf — £ bis 0 und so fort
in's unendliche: oder es läfst sich jede Function A(x) durch andere solche
Functionen ausdrücken, deren Elemente negativ sind und von 0 so wenig
verschieden, als man nur will. Um dies zu zeigen, nehme ich die For-
mel A( — ·2) = 2^/( — x}-\-2A(x) und verwandele in derselben A( — )
nach der Formel (4), wodurch ich erhalte

IG. A(x) =
wenn l — positiv ist. Mit Hülfe dieser Formel wird jede Function A(x\
deren Element in den Grenzen — £ und — £ liegt, durch zwei andere
ausgedrückt, deren Elemente in den Grenzen — £ und 0 liegen. Ferner
wird durch dieselbe Formel jede Function .//(#), deren Element in den
Grenzen — J und — \ liegt, durch zwei andere ausgedrückt, deren Ele-
mente in den Grenzen — £ und 0 liegen. Von diesem Intervalle wird
wieder der Theil zwischen — £ und — £ durch den anderen Theil be-
stimmt, und es werden so nach einander noch von dem Intervalle — J bis Q
die einzelnen Intervalle — \ bis — £, — \ bis — \ u. s. w. abgesondert,

so dafs nur das Intervall -- bis 0 bleibt, in welchem man n so grofs

machen kann, als man will. Es liefse sich, wie man leicht sieht, hierauf
eine Methode der näherungsweisen Berechnung der Function A(x) grün-
den, welche jedoch von keinem practischen Nutzen sein würde, da die
Annäherung an den Grenzwerth A(U) viel zu langsam ist. Eine oder
zwei solche Reductionen aber, welche das Element der zu berechnenden
Function kleiner als — -£ oder kleiner als — \ machen, werden in vielen
Fällen förderlich sein, da die Function A(x) am leichtesten durch eine
einfache, nach Potenzen von & geordnete Reihe berechnet wird.

Um die Reihen -Entwickelungen des Integrals A(x) zu erhallen, ver-
wandle ich dasselbe durch theilweise Integration in

Wird nun 1(1 + x) in eine Reihe entwickelt und die Integration ausgeführt,
so erhält man
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5* Kummer, ber wiederholte Integrationen rationaler Forme/n.

17. Λ(χ) =
in den Grenzen χ = — l bis o? = +l. Aus dieser Reihen- Entwicklung
erh lt man sogleich noch f nf andere, indem man mit H lfe der f nf ein-
fachen Gleichungen (3 bis 7, §. 2.) die Function A(x) umformt und als-
dann durch eine passende Substitution f r a?, A(x) wieder herstellt. Diese
Eeihen sind
18.

wo K — -- g- ist, in den Grenzen χ == + 1 bis χ = + oof

und = + -7Γ- in den Grenzen a? = — oo bis χ = « — 1;-7
\

— 7
in den Grenzen # = — 2 bis # = 0;

£0. Λ(*)

wo = — ̂ r- ist, in den Grenzen a? = 0 bis a? = oo ,

und K = +^- ω den Grenzen a? = — σο bis χ = — 2;
21. Ax —

in den Grenzen Λ? «s — ̂  bis Λ? = +005
oo Λ/ ^ 7i2 _j28. J(^) =

in den Grenzen χ ~ — oo bis χ t= — i»
Diese Reihen -Entwickelungen dienen zur unmittelbaren Berechnung Jder
Function A(x) f r alle m glichen Werthe des a?, und zwar dienen die Reihen
(17) und (21) vorz glich f r den Fall, wenn χ dem Werthe 0 nahe liegt;
die Reihen (19) und (22) f r den Fall, wenn χ dem Werthe — l nahe
liegt, und die Reihen (18) und (20) f r grofse positive und negative
Werthe des x.

(Die Fortsetzung folgt im n chsten Hefte.),
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