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SOPRA UN PROBLEMA AL CONTORNO. 

Memoria di k u i 0 i  A m o r o s o  (Roma). 

A d u n a n z a  de1 2 3 l u g l i o  *9 H. 

[ N T R O D U Z I O N E .  

111 molte questioni di Analisi si presenta il problema di ricercare quali elementi 
occorre dare, per individuare una funzione di due variabili complesse. 

II Prof. T. LVvI-CIVlTA '), ponendosi daI punto di vista di CAOCHV, ha risoluto 
il problema locale, dimostrando the, se nello spazio a quattro dimensioni, di cui x ,  
x ,  x3, x 4 rappresentano un sistema di coordinate cartesiane, ~ data una varietA a due 
dimensioni non caratteristica (tale cio~ che non risulti determinata da un legame ana- 
litico fra due funzioni delle due variabili complesse x + i x ,  x 3 + i x4) , e se sopra 
una porzione % di una tale varietl si danno ad arbitrio due fimzioni reali analitiche 
e regolari f , ,  f , ,  esiste u n a - - e d  a meno di una inessenziale costante addi t iva--una 
sola funzione deile due variabili complesse x + i x ,  x +ix4, regolare in un intorno 
sufficientemente piccolo di %, la cui parte reale prende sopra % i valori di f , ,  e la 
parte reale della derivata normale prende sopra % i valori di./2. 

In questa memoria ci poniamo dal punto di vista di RIF~tA~N-DIRICm.E'r. Se U + i  V 
una funzione delle due variabili complesse x + ix~, x 3 + ix4, allora U e V sono 

integrali del sistema differenziale 

(I)  
0x ~ + b x ~ - - ~  0x ~ + 0 x ' = ~  

" I J 4 

0"U 02U c)~U 0~U 
Ox, Ox-- - -  + Ox, Ox - -  o, Ox, Ox, c3x, Ox~ - -  o. 

Data una variet~t chiusa a tre dimensioni , ,  racchiudente nel suo interno uno spazio S 
a quattro dimensioni, il problema analogo al problema di DIRICI-tLET consiste nel ricer- 
care quali elementi occorre dare al contorno ,, perch~ sia determinato nell'interno S 

uno ed un solo integrale del sistema (I). Diciamo Uo, U i valori che U e la derivata 

' )  T. LEvI-CIVlTA, SuUe funzioni di due o pi~ variabili complessi [Rendiconti della R. Accademia 

dei Lincei, vol. XIV, 2 ~ semestre I9o 5, pp. 492-499]. 
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c?U 
normale interna ~ assumono al contorno ~; U ~ ed U sono funzioni finite e con- 

tinue sopra v, colle derivate prime e seconde finite e continue. Dimostreremo che esse 

sono legate da tre equazioni differenziali lineari 

= o 

del secondo ordine rispetto alle derivate parziali 

ad individuare i punti di a; alle quali equazioni 
di GREEN I 

d 7 I 
(3) H - - U ~  ~' U~ dn 

t /  

(i = :, 2, 3) 

di Uo, U secondo tre parametri atti 
si pub aggiungere l'equazione integrale 

I )  
r, U, d a z o~ 

r essendo la distanza fra due punti generici di ~. Le equazioni (2) e (3) hanno inte- 

resse in quanto che esse sono caratteristiche. E infatti, dimostreremo che, se U e U 

sono due funzioni finite e continue sopra ~, derivabiii colle derivate prime e seconde 

finite e continue, che verificano il sistema 

(4) E* = o, H = o (i = :, ~, 3), 

esiste sempre entro S uno ed un solo integrale del sistema (I), finito e continuo, con 

U finite e continue, che prende sopra ~ i valori di U o la cui deri- tutte le derivate O x, 

vata normale prende sopra ~ i valori di U .  

t~ possibile eliminare dal sistema (4) la funzione U ? Si presenta a quesm punto 

un fatto notevole, sul quale ha gi,'t richiamato l'attenzione il Prof. E. E. LEVI ~). Le 

condizioni a cui debbono soddisfire i valori di un integrale del sistema ( I ) a l  contorno 

, ,  portano non solo sui valori della funzione, ma anche sulla natura dd  contorno. La 
possibilit,~ di eliminare o meno dal sistema (4) i valori di U dipende appunto dalla 

natura del contorno ~. 
II Prof. E. E. LEvi ha introdotto la nozione di variet~ caratteristiche--cio6 di va- 

riet~t che contengono infinite superficie caratteristiche di LEvt-CIvm~.-  Egli ha dimo- 
strato a) che, se ? - - o  ~ l'equazione di una variet',i caratteristica, ? verifica identica- 

mente l'equazione 

+[(<) +(s 
(5) -2.a ax, \ax ax, ax, axj  

( O q~ 8o? c97 c9 c? O ~ ,:3 ~ 
2 ~-X" 03X4 C) X~O~X3) (OBx,Ox 4 '  

2) E. E. LEvi: a) Studil sui punti singolari essen:iali delle fun:ioni analitiche di due o piit variabili 
complessi [Annali di Ma'~ematica pura ed applicata, serie III, tomo XVII (I9iO), pp. 6r-87] ; b) SuUe 
ipersuperficie dello spazio a 4 dimensioni the possono essere frontiera del campo di esistenza eli una fun:lone 
analitica di due variabili complesse [Ibid., serie III, tomo XVIII ( i9 : I ) ,  pp. 69-79 ]. 

~) C#. tor cit. 2), a, n i xI, I2. 
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L'eliminazione di U dal sistema (4) 6 possibile, se la variet~ ? - - o  ~ tale, che nei 
suoi punti l'espressione E ( ? )  conservi un segno costante, senza mai annullarsi. Mostre- 
remo infatti che sopra una tale varietzl, che diremo regolare, ~ possibile dalle (2) rica- 
rare algebricamente i valori di U in funzione dei valori di U o e delle derivate prime 
e seconde di Uo, onde, sostituendo helle (4), si ha per U o un sistema integro diffe- 

renziale del tipo 
F, - -  F~ := o, 

1 d - r~ i- 
I I ( g o )  d = o, Uo Uo dn r 

F ,  F , ,  F essendo combinazioni lineari delle derivate prime, seconde e terze di U o. 
Questo sistema ~ caratterisfico: cio6, data sopra a una funzione Uo, finita e continua, 
colle derivate prime, seconde e terze finite e continue, esiste uno ed un solo integrale 
del sistema (I) ,  regolare entro S, che prende sopra ,z i valori di U o. I1 risultato che 
cosl si ottiene, risolve completamente il problema analogo al problema di D~RmHLET 
per le funzioni di pifl variabili complesse *). 

Nel Capitolo I diamo la trasformazione del sistema ( i ) i n  coordinate curvilinee 
generali. Nel Capitolo II stabiliamo il sistema (4), che lega al contorno ~ i valori di 
U o e di U. ,  e finahnente nel Capito[o III eseguiamo l'eliminazione dei valori di U .  

I. 

I. Sia q,, q~, q~, qt un sistema di coordinate curvilinee generaii, tall the nella 
regione che si considera il determinante funzionale 

d(xl, x2,, X,,  X4) 
(6) v = d(q., q~, q,, q4) 

sia sempre finito e sempre diverso da zero. 
Sia U un integrale del sistema (I) ,  introduciamo la funzione coniugata V, definita, 

a meno di una inessenziale costante additiva, dalle condizioni di monogeneit~l 

OU O V  OU O V  
d x  - -  Ox 2' Ox2 Ox ' 

OU O V  OU O V  

Ox 3 - -  Ox 4' Ox, - -  Ox 3 ' 

da cui segue l ' identM differenziale 

c) U e) U O U d x O U (7) d V = - - = - d x  + ~ - d x  

4) La presente Memoria dev'essere sostitulta ai nostri lavori precedenti: Dell'estensione del problema 

di DIRICHLET per le funzioni di pid~ variabili complesse [Giornale di Matematiche di Battaglini, vol. XLVII 
(I9o9) , pp. I-2o]; Sur la tbdorie des fonctions de plusieurs variables [Comptes rendus de l'Association 
Fran~aise pour l'Avancement des Sciences, Congr~s de Lille (19o9) , pp. 2Ol-2O4]. 
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Si ottiene il sistema trasformato di ( I ) i n  coordinate curvilinee trasformando la forma 
(7), ed imponendo alla forma trasformata la condizione di essere differenziale esatto. 

Nelle coordinate q,, q,, q3' q4 la (7) diventa 
I . , ,  4 

(8) d f , =  27. P, ae,, 
s 

ove 
.... 4 . OU 

(9) P= ~ A.~ 
e 

C3qrOXa Jl Oq~o~X ~ O3q OX3 Oq OX 4 
(xo) A - -  O.%c)q, Ox. Oq, Ox40q ,+Ox ,  O ~" 

La (8) risulta ma differenziale esatto, se 

c) P, c3 P, 
8q, ~ Oq, 

ovvero 

(s, t =  I, 2, 5, 4). 

Queste equazioni, in numero di sei, delle quali perb solamente quattro sono algebricamente 
imtipendenti, rappresentano il sistema trasformato del sistema (I).  

2. Come conseguenza del sistema (I1)  si ricava che U soddisfa alia ordinaria 

equazione di LAPLACE 
A~ U - -  o. 

Per mostrar ci6, occorre premettere alcune propriet,t dei coefficienti A .  Introduciamo 

i coeflicienti coniugati 
c3q, Oq, Oq, c3q, c3q, Oq, Sq, Oq, 

( i2)  B , , -  a x  Ox. -Jr- c)x. Ox. c)x 3 c)x 4 nt- c)x c3x; 

ed i parametri di BEr-TnAMI 

(~q,C) qs+Oq,  Oq, jr OqrC)f, O q, O q,'~ 
(13) Qr~ = X 0.%" 7 ~X 2 0.%" 2 023 I~X 3 + (~X 4 [~X4]" 

Si riconosce immediatamente the si ha 

B. + B,, = o, 
I . . .  4 

Z . 4 . B , ,  = Q..  
$ 

Segue con calcoli facili: 

06) 

Ci6 premesso, ricaviamo dalle (I I) 

( I4)  

0 s )  

da cui 

. . . .  4 ~ , u  .... 4 ~ , u  + y ~ ~ ~ , J ~  

~r ~rS(~qr~qt ~ A'oq~Oq~, - -  ---  O~ 
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e tenendo presenti le ( I 5 )  , (16) otteniamo 
, . . . 4  .... , .... 4 cg~ U .c .~,  , O U 

(17) --~ __~Q,,Oq,.~q, + 2r~ a k q J ~ , .  - - o ,  

equazione che rappresenta appunto, secondo la formula di BZLTRAM b la trasformata 
della a ' U - - o  in coordinate curvilinee generali. 

Come equazioni indipendenti del sistema ( I I )  possiamo prendere [a ( I7 )  e le tre 
delle ( i1 )  the si ottengono limitando i valori di s, t ai numeri I, 2, 3. Otteniamo 
cosl il sistema 

~X" U ----- o 

( I 8 )  Hi= c~qt ~ rSaqr ) eqs ~'7" r t ~ ]  -'-- 0 (,, ' ~ - I ,  2, 3), 

i, s, t essendo una permutazione di classe pari dei numeri 1, 2, 3. II sistema (18) 
perfettamente equivalente al sistema (I I) e quindi al sistema (1). 

II. 

8. Consideriamo nello spazio a quattro dimensioni x ,  x, ,  x ,  x una varietY. 

chiusa a tre dimensioni, che indichiamo con ,,  sulla quale facciamo le ipotesi seguenti: 
I ~ Ammetta in ogni punto un iperpiano tangente unico e ben determinato. 
2 ~ Sia rappresentabile da una unica equazione fra le coordinate x ,  x ,  13, x ,  

(x  , x~, x~, x4) - - -o ,  

~? essendo una funzione finita e continua di x ,  x : x 3, x colle derivate prime e seconde 
finite e continue, in tutti i punti dello spazio S racchiuso da ~ (il contorno compreso). 

3 ~ Posto ~ :~-q4' sia possibile associare a q~ tre parametri q,, q. ,  q~ tall che 
q,, q,, q~, q4 costituiscano entro S e sul contorno ~ un sistema di coordinate curvilinee, 
il determinante v, definito dalla formula (6), essendo sempre finito e diverso da zero. 
Supporremo per semplicit:i che sia possibile scegliere le coordinate q,, q=, q3' q4 orto- 
gonali. 

Ci6 posto, ~ ben noto che esiste sempre uno ed un solo integrale dell'equazione 
,~ = o ,  regolare entro S, che prende al contorno ~. una successione assegnata di valori. 
Occorre ricercare quali condizioni debbono essere soddisfatte, perch~ l'integrale della 
•  o, individuato entro S, verifichi ancora al sistema ( i8) ,  e quindi al sistema (1). 

4. LEMMA I. ~ & Un integrale della • U = o, regolare entro S (cio~ uniforme, 
finito e continuo, con tutte le derivate uniformi, finite e continue), verifica al contorno 

~r al sistema differenziale ( I ) ,  esso ve,'ifica al sistema (~) in tutto S. 
E infatti, posto 

cg* U cT U 82 U c~' U 

o ' g  O'U 02U O'U 
V3 - -  O.c c3.v + c3x, c3.,q ' g - -  Ox Ox Ox, Ox ' 
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V ,  ~ ,  V3, V sono integrali della .x=U--o,  regolari in S, che si annullano al con- 
torno ~ di S, quindi si annullano identicamente in tutto S. 

LEMMA I I . -  La condizjone necessaria ~ su~ciente perchb un integrale U della 

' -V 'U= o, regolare nello spazio S interno a ~, verifichi ancora al sistema ( i )  entro 
tutto 5, ~ cbe al contorno ~ sia verificato il sistema differenziaIe: 

0 Ar OU~ 0 .... 4 
09)  e , _  aq, - A '?7 = o  3), 

i, s, t essendo ,na permutazjone di classe pari dei numeri I, 2, .3. 
La condizione ~ evidentemente necessaria. Per dimostrare che 6 su~ciente, osscr- 

viamo che, se per ipotesi ~ A=U = o in tutto S, per continuit.5. 6 ancora . X ' U - - o  
sopra v, onde sopra q la funzione U verifica a[ sistema (I8)  e quindi al sistema (I). 

Segue per il Lemma precedente che U verifica al sistema (I )  in tutto S. 
O U  

5. Diciamo Uo, U i valori che U e la derivata normale interna ~ assumono 

sulla varlet.5. ,. Siccome le coordinate q,, q=, q3, eli s o n o  per ipotesi ortogonali, ne 
OU 

viene cosl che U coincide con c9q4 a meno di un fattore, e precisamente 

~ O U  

u , = T O e 4 ,  
ove 

, = 1 / 2  4 
' p \a q g ]  ' 

il segno del radicale csscndo scelto convenientemente. 
Posto 

(20) )'t, = 14A4~, 

il sistema precedente (-'9) assume la forma 

( 2 1 )  

(22) 

(b = ~, 2, 3, 4),  

Ma d'altra parte per la formula che esprime il Lemma di GREEN si ha 

d -r-- r- I I 
H = U  o =~ U ~  r ~ U d ~ = o ,  

t. 

essendo r la distanza di due punti generici di ~, onde sopra ~, U o ed U sono legatc 

dal sistema integrodifferenziale 

(23) E* = o, H = o ( i =  i, 2, 3). 

e concludiamo: Se Uo, U rappresentano i valori cbe un integrale U dcl sistema (i) ,  

regolare entro S, e la sua clerivata normale interna 0 U 07[ assumono sopra ~, Uo ed U 

verificano sopra ~ al sistema integrodifferenziale (23). 
Viceversa, dimostriamo immediatamente che: date sulla varieti~ ,s due fl~nzione Uo, 

U ,  finite e continue, colle derivate prime e seconde finite e continue, cbe verificano al 
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sistema (23) , esiste uno ed ml solo inte(ral~: del sistema (x), regolare nello spazjo S, 
cbe assume sopra ~ i valori di Uo, la cui derivata normale assmne sopra ~ i valori 
di U,. 

Infatti, sappiamo the esiste uno ed un solo integrale della _VU = o, regolare 
entro 5, the assume sopra ~ i valori di Uo. Detto U tale integrale, si ha nei punti 

di 

d r~ 
I Uo I 03 d ~ = o .  

U~ ~ dn r ~ 0 

Confrontando questa equazione colla H = o, the per ipotesi 6 soddisfatta, ricaviamo 

f ~  I ( o~U 1 7i- U bn d ~ = o  

e siccome il nucleo ! & chiuso sopra ~ s), cosl concludiamo che nei punti di ~ si ha r 2 

a u  

u = a n  

Sostituendo questo valore nelle equazioni E~' - - o ,  si trova che U verifica, sopra , ,  al 
sistema (19) , e quindi, pei Lemma II, al sistema (I).  

Dimostrata cosl l'esistenza di un integrale del sistema (I),  per le proprietA ben 
note deli'equazione di LAPLACE, risuha the esso ~ unico, onde il sistema (23) caratte- 
rizxa eff_ettiv,z:nente sopra ~ gl'integrali del sistema ( I )  regolari in S. 

III. 

6. Riprendiamo le equazioni E* - - o .  Esse possono scriversi: 

04) E,=~,acr  OU, ~0~ a~,~ , , a q - - 7 - ; , , - o ~ + \ ~ q l  ~ f  or, + M, = o  
ove si sia posto 

~f- 0 (,~ ~vo~ 0 (s OVoV] 
(~5) M , = - -  Lo~,\ "?qqS! . . . .  " - - - -  aq, \ aq ]J  

( i =  i, 2, 3), 

( i~z ,  2, 3). 

Se si considerano queste equazioni come equazioni lineari in O__,U, a__,u c) u , ,  si 
Oq, Oq2 Oq~ 

8) Int:atti se '.~ 6 una funzlone tale the nei punti di ~r sia 

~ '  d q ~ o ,  
,r 2 

--jr-'~r2 d 6" ~ tula funzione armonica regolare ne[lo spazio interno e hello spazio esterno [a funzione 

a 7, si annulla sopra a e si annulIa aU'infinito, onde ~ identicammte nulla in tutto lo spazio interno a 
6" ed in tutto lo spazio infinito esterno a ~. Da ci6, per le propricth fondamentali della funzione poten- 
ziale, segue identicamente ,~ ~--- o. 

Rend. Circ. Matem. PMermo, t. XXXIII  0 ~ ~em. 1912). - -  Stampato il ~o gennaio 1912. I t  
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riconosce inunediatamente che il determinante del sistema 

;~3 o - -  ), 

identicamente nullo. Ci6 porta che, se fra le equazioni precedcnti si eliminano 

03U, 
risulta eliminata anche ~ ( .  

(26) 
ove 6 

(27) 

e 

ovvero 

(28) 

OU, 03U 

) k=X L 0~,, x 03~ (03x 
q~ 03 + ) ' 2  + 7 , ,  

P(Uo) - -  - -  (k M, + ) , ~ M ,  + ~.M3) 

ovvero 

essendo sempre i, s, t u n a  permutazione di classe pari dei numeri I, 2, 3. 
7. Ha importanza ricercare, se esistono variet~t ~, a tre dimensioni, nei cui punti 

si abbia identicamente k ~ o. 
Supposto sopra ~, k ~ o, l'espressione 

X d q , + ) , ~ d q 2 + X d q 3  
nei punti di , ,  ~ proporzionale ad un differenziale esatto. Ricordando che 6, per la 
formula (2@ 

),t, ~ 14 A4t, 
e d'altra parte siccome le coordinate q,, q~, q~, q4 per ipotesi (cfr. n ~ 3) sono orto- 
gonali e quindi 

03q403x 2c. 03q403X~ 03q403.': I Oq, 03x, 
A~4 - -  - -  03 x~ 03 q 4 03 x 03 q4 - -  O x4 03 q4 "Jl- o T--r3 03 q4 

__ I I 03x~ 03x: + 03x 03x~ 
- - 1 4  - -  03 q4 03 q4 03 q4 03 q4 

ricaviamo che nei punti di 
I . . .  4 

Y__. A41, dql, 
h 

03x 03x 03x O x )  
03 q~ 03 q4 -[- 03 q4 c) q,i ~ o, 

O q 4 0 x  ' Oq, Ox 2 Oq4 0 x  ~ c)q, Ox,'~ 
OX 20qh + 0.~" I Oqj --ax[~qJj + OX-~ Oq;~ dqJJ 

03 q4 d 03 q* 03 q4 03 q4 
03x x + ax,-037;fx 

6 proporzionale ad un differenziale esatto. Dette quindi I~, '~ due funzioni di q,, q2, q; 
sussiste nei punti d i r  una relazione della forma 

0 q~ 0 q~ o~ q, �9 0 q, 
(29) - - t " = d ' ~ ' - J T F ' O x ,  d x 2 - - v "  " Ox 4 3 -{-~--dx4-=d'iox 3 

c)q, ' 03q2 ' 

I1 risultato della elinlinazione 6 una relazione della forma 

k U -= P ( U ) ,  
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da cui seguono le seguenti relazioni 

c) q 4 c)t~ o) q 4 c~+ 
'U'Ox~ - -  Ox, ' Y 'Ox, , - -  Ox~ 

a< o+ o< a+ 
~"Ox 4 - -  c)x ' ~'Ox~ - -  Ox 4 

relazioni valide nei punti di ~. Ne deriva che il determinante 

D __ 

Oq4 Oq, O+ O+ 
O x  Ox~ c )x  Ox~ 

Of ,  Oq, O+ 0.} 
c)x~ c )x  Ox, c3x 

Oq4 O f ,  O+ c9+ 
c) x 3 O x O x 3 c) x 4 

c) q4 c) q, c~+ c~+ 

O x 4 cg x 3 O x 4 O x 3 

identicamente nullo nei punti di r 1~ ci6 prova 6) che le variet2l a due dimensioni 

q4 ~ O, ']? - - "  c o s t .  

sono superficie caratteristiche di LEvt-CtvITA, cio~ definite da una relazione analitica fra 

le due variabili c01nplesse x + i x=, x 3 + ix  4. 

Osserviamo che ~ escluso il caso che sulla variet',t r (q4 - 0 ) ,  sia identicamente 
d+ ~ o, percM dall'ipotesi opposta risulterebbe, per la (29), che nei punti d i r  si ha 
l'identifft differenziale 

__ ~Oq4dx  nt_ o -~ dq4 ~ Ox~ ' 
da cui segue 

O~ q4 O~ q4 O~ q4 O~ q4 
Ox - -  8"c)x~ ' Ox~ - -  ~'c)x ' 

0 q4 C~ q4 0~ q4 O q4 
O X j 8"0X4 ON 4 - -  ~'~ (2~ X I 

e quindi 

sopra tutto ~, il che non ~ possibile. 

Oq, dq,  dx  3 + Oq, 
P ' ~ I d X 2  - -  ' t d ~ 4  ~L~x3dX  4 

a x J  - -  o 

Sulla variet~t ~ esistono quindi infinite superficie caratteristiche 

q4 - -  O, ~ - -  cost. 

e la ~ ~ allora una variet~ caratteristica secondo E. E. LEVI. 

Come verifica dimostriamo c h e l a  funzione q4 verifica nei punti di ~ alla equazione 
delle variet~ caratteristiche, che abbiamo indicata nella formula (5). 

6) Cir. LEvI-CIvITA, Ior tit. ~), ~ 2, 3" 



8 4 L U I G I  A M O R O S O .  

Si ha infatti 

( 0 ),~ 

da cui: 

Ma 6 

b~l + )'' \c)q~ 

)'t, - -  14 A4~,, 

Oq 4 C) X 
A ~ , -  c)x, c)q~ 

e quindi, eseguendo i calcoli: 

Oq, Oq, ) 

o q, \ 

o3q 4 c ) x  2 

[" Ox Oq~, 
Oq 4 0x 3 c)q 4 0x  4 
Ox 40q~ -~- Ox 3 0q~, 

( c)x, c)x, c)x 
c)f, c)q, Oq, Oq, ! \ c)x; # ~ }  + \ Oq, c)q, 8q, \ 

(Ox Ox 4 Ox28x , Ox Ox Ox4Ox, ( O'q  
+ \b-q[q, Of, c)q, c)q, -[ Of] c)q, Oq, 8 ~ / , c ) x  Ox 3 

( c) x O._ x, c) x c) x c) x c).,q c) x4 O x ] ( O' q4 c), q4 
+ \c)q, c)q, Oq Oq-~ -[ c)q,c)q,+ Oq, Oq-~l _c)x,c).'q c)x~OxJ 

e conseguentemente, ricordando che le coordinate q,, q., q~, q, sono ortogonali, 

k = - -  11 v E(q4), 

E(q4) essendo l'espressione di E. E. LF.vr, definita dalla formula (5)- Questa relazione 
prova the k E sopra a identicamente nullo, solo se q4 verifica identicamente l'equazione 

E(q4) = o, 

e quindi la variet?t q E caratteristica. 
8. Diciamo per contro che una variet~i a tre dimensioni ~ ~ una variet',i regolare, 

alIorquando, nei suoi punti, E(q4) e quindi k conservano un segno costante senza mai 
annullarsi; concludiamo the per una varietl regolare si ha 

0o)  U = ~P(Vo)k " 

It sistema (24) b cos[ equivalente al seguente: 

I 
U = ~ P ( U o )  , 

ov ,= .  ov (sL o;.,) 

c3 U O U ( 0 ;~, e3 ?, ) U _~_ M . 

L'equazione (3 o) mostra quale differenza essenziale interceda Ira le ordinarie fun- 
zioni armoniche in due variabili (che sono le pard reali di una funzione di una varia- 

bile complessa) e gl'integrali del sistema ( I )  (che sono le parti reali di una funzione 
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di due variabili complesse). Se si considerano i valori di una funzione armonica lungo 
un ciclo lineare chiuso, la derivata normale della funzione in ogni punto del ciclo 
legata ai valori della funzione mediante una relazione integrale, mentre nel caso pre- 
sente di un integrale del s istema (~), la (30) mostra cbela derivata normale nei pumi 
di una varieti~ a tre dimensioni chiusa regolare (nel senso precedente) ~ Iegata ai valori 
della fun~ione sopra ~ da una relaz~ione differenzjale. 

Dal sistema (3I), tenuto conto dell'ordinario Lemma di GREEN, deduciamo per la 
funzione U oil  seguente sistema integrodifferenziale 

i ffi 0 7 P(Uo) 
U~ ~ U~ c)n kr ~ 

I 

(32) IX O T  [P(U~ c) k [P(U~ I (OX~ 

( I U i 
O ~ - [ P (  o)] O T [ P ( U o ) ]  i (o~),, 

dr -.--o, 

0 
X )\ P(Uo ) _  M~, 

0),~) 
c)~ P ( U ~  M ,  

M ,  M 2 essendo definite dalle (25), P dalla (28). Le considerazioni svolte mostrano 
che, se U bun integrale del sistema (I), regolare entro S, e U o rappresenta i valori cbe 
U assume al contorno % U o verifica sopra ~ al sistema (3I). 

Viceversa, se U o ~ una funzione data al contorno ~, finita e continua, colle deri- 
vate prime, seconde e terze finite e continue, che verifica al sistema (31), detto U 
l'integrale delia .12U = o, che prende sopra ~, i valori Uo, e detta U la sua derivata 

0 U  
normale interna O n '  si ha per il Lemma di GREEN 

f( o I ) C) r~- I I 

U~ ~ On r~ U d ~ = o .  

Questa equazione confrontata coll'ultima delle (31) ci d~t: 

P(Uo) 
U , - -  k 

Sostituendo neUe ultime due delle (3I), si riconosce che Uo, U verificano al sistema 
E~ - -  o, e quindi U ~ un integrale del sistema (I).  

Cib prova che: il sistema (3I)  rappresenta la condi~ione necessaria e su~ciente, a 
cui deve soddisfare una run,lone data sopra una variet~ regolare ~, percb~ esista un in- 
tegrale del sistema (I)  regolare hello spazio S interno a ~, che prenda sopra ~ i valori 

ai Vo. 

Roma, I8 luglio I9II. 

LUIGI AMOROSO. 


