Ueber die totalen algebraischen Differentialansdricke.

Von

M. Noerrer in Erlangen.

Herr E. Picard hat vor einiger Zeit fiir algebraische Flachen
F(z,y,2) =0

ein neues Forschungsgebiet betreten, indem er die Integrale von zu F
gehbrigen totalen Differentialen, ndmlich von integrablen Ausdriicken

der Form
Pdz + @dy,

in welchen P und @ rationale Functioner der Grossen z, y, £ sind,
zwischen denen die Gleichung F(z, y, 2) = O besteht, der Unter-
suchung unterwarf¥). Seine unten angefithrte Abbandlung beschiftigt
sich in ihren beiden ersten Theilen mit der Bedingung der Infegrabilitit
dieses Ausdrucks und mit den Bedingungen, dass das Integral fir alle
Punkte der Fliche endliche Werthe habe. Diese Bedingungen kdnnen
fiir nicht-specielle Flichen F = O nicht erfillt werden**), aber sie ge-
statten, fiir eine speciell vorgelegte Fliche die Frage nach der Existenz
solcher Integrale erster Gattung zu entscheiden.

Die schwierige Frage nach allen Flichenclassen, welche Integrale
erster Gattung zulassen, wird in der genannten Abhandlung nicht be-
rihrt. Indessen kann man sehr leicht hierher gehdrige Flachen an-
fihren, welche ein solches Integral besitzen***); und ferner gehdrt
hierher die interessante Classe von Flichen, deren Coordinaten sich

%) In den C. R. der Pariser Acad. vom 1. und 29. Dec. 1884, und eingehend
in der Abhandlung: ,Sur les intégrales de différenticlles totales algébriques de
premidre espéce”, Liouv. Journ. de Mathem., Sér. IV, t. I, 1885

*%) Dieser Umstand war mir, wie zn bemerken erlaubt sei, schon seit 1863
bekaont und wurde damals fiir mich die Veranlassung, diese Art von Integralen
fallen zu lassen und mich den einer algebraischen Fliche F =0 zugehdrigen
Doppelintegralen zuzowenden.

**%) Vgl z B. Poincaré in den C. R. vom 29. Dec. 1884,
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eindentig, und — bis auf Periodenvielfache — eindeutig umkehrbar, als
vierfach periodische Functionen gzweier Parameter ansdriicken la,ssen*),
Flichen, fiir welche diese bejden Parameter von einander unabhingige
endliche Tntegrale sind. Diése Classe zeigt schon die Wichtigkeit der
Untersuchung des Herrn Picard; seine Abhandlung beschiiftigt sich
daher im 3w» Theile eingehend mit solcken Flichen, welche (in dem
von mir in diesen Annalen Bde. II und VIII*¥) definirten Sinne) das
,, Flichengeschlecht* 1 haben und zwei endliche Integrale besitzen,
und welche, wie das Umkehrproblem der zugehérigen Differentialans-
driicke zeigt, auf jene Flichenclasse zuriickfiihren.

Avch fiir weitere Anwendungen, insbesondere Differentialglei-
chungen — von denen der 4 Theil jener Abbandlung ein Beispiel
giebt — kann die nene Theorie von Bedeutung werden. —

Indessen ist die von Hrn. Picard gegebene Grundlegung dafiir
noch nicht geniigend allgemein. Er fihrt fiir die Singularititen der
Flichen F eine Reihe von Annahmen ein, welche das Gebiet der hier
zu bebandelnden Flichen allzusebr einschrinken, und welche auch fiir
die von ihm benutzte Methode der Reihementwicklung nicht durchaus
erforderlich sind. Am einfachsten sieht man dies durch Anwendung
einer anderen Methode, der auch sonst von mir vielfach benutzten
Methode der rational -eindeutigen Transformation der Fliche F, durch
welche sich unmittelbar der volle Grad der Allgemeinheit ergiebt,
welchen man der auf F beziiglichen Theorie ertheilen darf. Dies riihrt
nach meiner Auffassung daher, dass die Reihenentwicklungen selbst
erst, offen oder verdeckt, als aus rationaler Transformation hervor-
gegangen anzusehen sind — wovon auch die Beispiele in der Schluss-
nummer 26, meines vorliegenden Aufsatzes wieder zeugen —, und dass
gerade der erste Theil dieses doppelten Processes, die Transformation,
schon die Resultate liefert.

Die Transformationsmethode hat noch den weiteren Vortheil, die
Untersuchung theilweise auf schon bekannte Resultate zurfickzufiihren,
indem sie den Zusammenhang der Picard’schen Betrachtungen im
3ten Theil seiner Arbeit mit den Betrachtungen klarlegt, weiche ich
in dem o. c¢. Aufsatze im VIII. Bd. dieser Aunalen iiber die zu F
»adjungirten Flichen gr“ und die ,ausgezeichneten Curven” von F
angestellt habe.

Aus ‘diesen Griinden halte ich es fiir angezeigt, im Folgenden die

¥) Fir diese Flichen vgl. Schleiermacher, ,,Ueber Thetafunctionen mit zwei
Variabeln*, Ber. der Erlanger Soc. v. 15, Febr. 1886,

¥¥) In meinen Abhandlangen: ,Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens
algebraischer Gebilde von beliebig vielen Dimensionen*, Math. Ann, II, und ,,Zur
Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde, 2¢r Aufsatz*, Math.
Avp, VIIL
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Resultate der drei ersten Theile der Picard’schen Abhandlung, aber
in der allgemeinst zulassigen Form und nach der Transformations-
methode, von Neuem abzuleiten®). Der vorliegende Aufsatz soll also
nur eine Art von Commentar zu jener Abbandlung sein, wesshalb ich
es auch hier unterlasse, auf die einzelnen Abweichungen hinzuweisen.
Ich will nur erwihnen, dass ich die Untersuchung fiir die Fliche und
ihre Differentiale meistens in der homogenen Form der Ausdriicke
fithre¥¥); dass ich die Integrale 1'* Gattung von den iibrigen nicht
getrennt behandle; und dags ich die Bedingungen der Endlichkeit der
Integrale in den mehrfachen Elementen der Wiache nicht, wie es in
der Abhandlung geschieht, aus der Existenzbedingung ((3), Nr. 1 dieses
Aufsatzes) entwickle, sondern diese beiden Arten von Bedingungen
moglichst trenne (vgl auch Nr. 17 dieses Aufsatzes). Im § 8 zeige
ich von allen Flichen vom Flichengeschlecht 1, welche zwei unab-
bingige endliche Integrale u, #' besitzen, nur die Eigenschaft, dass
ihre Coordinaten sich als eindeutige Functionen der u, «, mit rationalem
Charakter fiir alle endlichen Werthe dieser Grossen, darstellen lassen,
ohne auf die einfache Folgerung (fir welche ich auf Hrn. Picard’s
Abhandlung verweisen kann) einzugehen, dass diese Aunsdriicke 4-fach
periodisch werden. § 8, Nr. 26 enthilt einige Beispiele zu den Singu-
larititen, welche bei solchen eindentigen Functionen von zwei Variablen
vorkommen kbnnen.

§1
Form der Differentialausdriicke.

1. Die Gleichung einer Fliche n*r Ordnung
M F(z,y,2)=0
werde zunichst in nicht-homogenen Coordinaten zn Grunde gelegt.
Um keine der Variablen auszuzeichnen, werde ein zugebbriger totaler
Differentialausdruck sogleich in der Form angenommen:
du = Kdzx + Ldy -+ Mdz,
unter der Bedingung
2) Fldz+ F/dy+ F;/ds =0,
wo » »
., 8F g2 . __ GF
Ff=gg Bi=7 F=-
und wobei K, L, M rationale Functionen von x, y, 2z bedeuten.

*) Einen kurzen Ausgng davon habe ich in den Berichten der Erlanger Soc.
vom 15, Febr. 1886 mitgetheilt.

**) Ueber diesen Punkt ist auch eine kurze Note von Hrn. Cayley in dem
Bull. des sciences math. vom Mirz 1886 erschienen.
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Die allgemeinste Form fiir du ergiebt sich dann zu

du=(K+ AF,)dz+ (L+ AF,))dy + (M + AF,)de,
wo A noch ganz beliebig angenommen werden kann. Wir setzen,
unter Einfilhrung von drei beliebigen Grdssen k, I, m:

kX+ 1L+ nM

A= BF, S +mF,?

und erhalten, mit den Bezeichnungen
(8 LF/— MF/=4, MF, —KF/=B', KF/— LF = ("
fiir du die Form:
|k A dz
! B dy
m ¢ dz )| .
kP 1F, FmF,
Far 4, B', €’ folgt aus (3), da K, L, M noch keiner Bedingung
unterworfen waren, nur die Bedingung:
A’Fz' + B’Fy/ + C,F,’ — O,
welche nur mit Hiilfe von (1) erfullt zu sein braucht.

Setzt man aus 4', B, C’ einen gemeinsamen Nenner N heraus,
so hat man

du =

k A dz|
! B dy
m Cdzj
NGEF, +1F/ +nF])

4)

=

wo die ganzen Functionen 4, B, C so zu bestimmen sind, dass mit
Hitlfe von F = 0 wird

) AF; 4 BF/ 4 CF; = 0.
Insbesondere kann man schreiben :

A = Bdz— Cdy _ Cdz— 4dz Ady— Bdx |

NF/  — T NF T TONFT

und vmgekehrt folgt die Relation (5) aus dem Umstande, dass sich
du nothwendig in solche drei Formen muss schreiben lassen, die ver-
mbge (2) aus einander hervorgeben. Weitere Bestimmungen fir 4,
B, C werden in Nr. 3 gegeben werden.

2. Auch fiir die homogene Gleichungsform einer Fliche n*r Ordnung
(6) f(2y, @, %3, %) = 0
soll die Form eines totalen Differentialausdrucks zungichst unabhingig
von der vorhergehenden Entwicklung hergestellt werden. Schreibt

man wieder, unter den X; rationale Functionen von Ly, Zyy Ty, Xy
verstanden,
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1.4
du= D K.z,
unter der Bedingung ’
0 Zfdx._.o wo f=.5;.,

und unter der weiter zwischen den Differentialen der homogenen
Variablen beliebig anzunehmenden linearen Relation

> wdm=0,
so wird die allgemeinste Form fiir du zu:
du= D (Eit 4 fitp- o) da,
wobei 1 und g noch beliebig sind. Wir setzen:
2 R,z (B + pei)

Ao e

S STP S

wobei die %,, . .., k, beliehige Grossen vorstellen; so wird

>k
Qi (k3% — kzd%)

A4
2 ;%" 2 ki f; ’
wobei gesetzt ist:

Qu= L K; — (1. K;)- 2 0% — (fa0: — frgh) - ‘9 Kz,
Aber fiir diese Ausdriicke hat man, vermbge = — Z fi%i = 0:

Qua, + Qi35 -+ Quuz,y =0, Qi + Qs + %y =0,
Qs 2y + €2, + @52, =0, Quz, + Qu% + Q43 %5 == 03
d. h. es miissen vier Functionen 4, 4,, Ay, A, existiren, fir
welche wird:
@®) {Qm:Aa:%—‘A{xa: Q= ‘44:”2 - A'z:'"u Qu"Ac:za"As:xz:
Qu=A,z,— A7, Qu=4d5z—A %, Gu=4,z,—4, %
Hiermit geht du iiber in

du =

‘;’ik Ay mydz,

Q,x Zm

du
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Zwischen den vier Functionen 4. selbst herrscht noch eine Be.
ziechung. Denn damit der vorstehende Ausdruck von dw von den will-
kiirlichen Grossen k; nur formell abbingig wird, muss neben

2;‘;9:.-=O, Zﬁ-dx,---—-o

nothwendig noch die Relation

D fai=0

bestehen. In der That folgt aus drei der Gleichungen (8):

z, 2 Alfi= 4] Zfixi + (Qusfy + @z + Grofs),

end neben 2 fiz; == 0 wird auch das zweite Glied der rechten Seite

nach den obigen Werthen der §,, zu .
Bringt man noch die 4, auf gemeinsamen Nenner und vereinigt

diesen mit 2@ z;, so nimmt der Differentialausdrock die Form an:

2 o PN EA
du =

N-Zkifi ’

wo N, 4,,..., A, rationale ganze Functionen der z,,..., 2, sind,
fiir welche, mit Hiilfe von /== 0, die Relation zu erfilllen ist:

(10) D 4ifi=0.

Da der Ausdruck du nur von den Verhiltnissen der homogenen
Coordinaten abhingen kann, so werden, wenn N eine ganze Funetion
voun &,...,z, vom Grade » ist, die 4,,... 4, ganze Functionen
von z;,... %, vom Grade n -+ v — 3.

3. Die Entwickelung von Nr. 2 liefert noch weitere Bestimmungen
fir die Formen der ganzen Functionen 4, B, C von z, ¥y, # in
Nr. 1, (4).

Setzt man in Nr. 2:

©

z Zy 2,
;f-mx, rA A —a—:i_=z’ @y, .. om)=21r Fz,y, 2),

fi =z " F, f,=ua""'F/, f;~=zF),
fi=ar ¥ —zF, — yF, —sF)),
so geht, indem man in der Determinante 2 + % 4,z,dz, von den

drei ersten Horizontalrethen die vierte, bez. mit z, ¥, & multiplicirt,
abzieht, der Ausdruck (9) in (4) tber, wenn man noch k, I, m fir
k — xk,, k, — yk,, ky — 2k, schreibt. Dabei werden, wenn man
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4i(z), 2,5 25, 2)) = 23 A2, y, 2),

N(z,, 2, 23, 2,) = 27 N(z, y, )
setzt, A, B, C von der Form:
(1) A=zA,—A, B=yA — A, C=:zA —A,
d. h. wenn das N in (4) vom Grade v ist, so steigen 4, B, C auf
den Grad » 4 » — 2, aber die Glieder (n 4 v — 2)t= Dimension sind
beziiglich von den Formen

zhAg, YA, #A,

Auch (10) geht bierdurch in (5) iiber. —

Es wire auch leicht, die Formen (11) von A4, B, C direct 2u
ermitteln, ohne erst auf Nr. 2 Bezug zu pebmen; wonach sich dann
umgekehrt die Entwicklungen von Nr. 2 einfach ergiben.

Nimmt man zn diesem Zwecke an, dass 4, B, C vom Grade
n + v+ 0 — 3 selen und setzt x=%, y=%, z=% in (4),
4

4
so nimmt dieser Ausdruck die Form an
ik A adzy—zxdz, |
1 B z,dz—zd, ]
C' xidxy — zydz, |
12 du = 2 4Ty — Tyd Ly |
(12) a® NE&f,+ Uy +mwfy
wo N eine ganze Function e, die A", B', ¢’ solche (ntv+4 o—3)
Grades von z,, ..., z, werden. Setzt man, was erlaubt, dz, =0, g0
sieht man, da der Schnitt von z, = 0 mit f = 0 nicht ausgezeichnet
ist, also z, sich aus du herausheben muss, dass

e=1 ,
ist. Setzt man weiter z, =0, dz, =0, so dass sich du auf die
Schuitteurve von f = 0 mit z, = 0 beziehen soll, so weiss man, dass
du von der Form wird
1k oz dz
4,11 zy dz
m Ty dZs |
= Faf+itFmh’
wo A, vom Grade n 4 v —3. D. b. fir z, =0 werden 4, B’, ('
beziiglich zu A,x,, 4,%,, 4,%;, oder sie sind von der Form
A=Az — Az, B =4z — 4,7, O = Az, — A7,
was die Formeln (11) sind.
Alsdann geht die Belation (5) vermdge (11) unmittelbar in die

Relation (10)
S an=o
dber, und du schreibt sich




was vermoge

D ta=0, X fan=0, D fidi=0

den Ausdruck (9) liefert.
4. Nach dem Ausdruck (9) konnen die Functionen 4; iiberhaupt
nur bis auf Grossen der Form

le’ sz: st; x—iQ;
wo @ eine beliebige ganze Function (n -} » — 4) Grades ist, be-
stimmt werden, da diese Grossen sich aus (9) wieder wegheben.
Aus diesem Grande kann in der mit Hiilfe von f= 0 zu erfiillenden
Relation (10), d. h. in der Relation

Dl 4fi=R-f,
der Factor B von f, auf der rechten Seite, zu einer ganz beliebigen

ganzen Function (# + » — 4)* Grades gemacht werden; denn ersetzt
man die 4; durch die

O; = 4; + 20,
so wird
D 0ifi= (R +nQf.
Insbesondere kann man, was auch R sei, Q= — %-R setzen,
wonach

Ze,-f.-so

wird, obne Hilfe von f = 0. Der nichste Paragraph wird eine nihere
Beziehung des Factors R zu den entsprechenden Grossen A; liefern.

§ 2.
Bedingung der Integrabilitiit.
5. Nach Nr. 1 war
%) du= ARz
wenn A, B, C drei ganze Functionen (1 4 » — 2= Grades von
%, ¥, £, von der Form (11), Nr. 3, vorstellen, fiir welche vermbge
F(z,y,2) =0 die Relation (5), d. h. fiir welche die eine Identitit
@ AF, 4+ BF/ 4+ CF/=S8-F
besteht, wo § eine ganze Function (n - » — 3)t» Grades [nimlich,
vermdge (11) — nA, 4 einer ganzen Function (n + v — 4)%= Grades
vor %, y, #] wird.
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Wir fihren jetzt die Bedingung der Integrabilitit des totalen
Differentials du ein:

A A B B
T ¢~ 0 5%+ ']
NF; NF, az) ( NF: NF,‘ Vi
(3) (—3‘,5 + 3z ° oz + ay + 85 N 3y
T

= wr B

in der T irgend eine ganze Function (2% 4 2v» — 5)t= Grades werden

kann, Fiihrt man fir 9z 0z thre Werthe auns

Pz By

F,+ F,

2z oz
32—07 E+F:‘a‘y‘=0

ein, so schreibt sich (3) aueh so:

24 & :
j_-{-l_i[ﬂz‘”f'{]_ T
oz oy oz NF; LR A

aber aus der Identitit (2) folgt auch

. F;

.~ C a__‘S:E_
s 4F, -+ BF, N NF/

7: T ONES = T e T T

c S
o — 0 S
N , S8 NEF,
2o twt—m - F

so dass die Bedingung der Integrabilitit vermdge (2) ibergeht in

oA 2 58
N N N _ 8 r
oz + oy + 2z N + NTF, % L

wo auch 7’ eine ganze Function (2% + 2v — 5)«» Grades von z, y, ¢
werden soll. Da die ubrigen Glieder ausser dem letzten nur N? zum
Nenner haben, so muss 77 durch F,? theilbar sein, und die Be-
dingung wird

A B 4
N %, °w

] T

) 7z T oy T 7 ="‘N_+—ﬂ""F’
wo T eine ganze Function (2v — 3)'® Grades von z,y, z werden soll.

Sei nun zundchst » = 0, N = 1; so verschwindet T wegen seines
Grades, und es folgt fiir den Factor S in der Identitat (2) die Be-
stimmung :

24 , 2B , C.

©) S=%towTa

Mathematische Annalen. XXIX. 23
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Far ™ belichiges v geht aus der ausfihrlicher geschriebenen
Bedingung (4)

(6) 49 +B 3“ + ¢
80
+ 8y 0z
hervor, dass eine Identitit existiren rouss der Form:
N AN N _ . 7
Q) A-ag-}-B%—;-!-C—aT—G N4 H.F,

wo G und H ganze Functionen von z, y, 2, bez. vom Grade n4v—3
und 27 — 3 werden sollen; und alsdann ergiebt sich fir S in (2) ein
Ausdruck der Form:

8) S—a_x ¥ + ——G—G’-F,

wo G die in (7) stehende ganze Function (n + » — 3)t= Grades,
G’ eine ganze Function (v — 3)0 Grades von z,y, # werden soll.

Man kann offenbar G° = O annehmen, indem man G’ F sowohl
in (7) als in (8) in G eingehen lasst. )

Im Ganzen hat man so fir 4, B, C, N zwei ldentititen zu er-
filllen; ndmlich fiir 4, B, C eine Relation der Form (2), und mit
dem nach (8) daracs hervorgehenden @G fiir N, 4, B, C eine Relation
der Form (7). Fiir v = 0 hat man nur (2) und (5) zu erfiillen.

6. Es sollen jetzt fiir die homogene Darstellung f(z,, 2, z;, 2,) = 0
der Fliche die Bedingungen der vorigen Nummer entwickelt werden.

Schreibt man die (2) entsprechende Gleichung wie in Nr. 4:

) Dl 4fi=R.f,

so wird durch den Vergleich mit (2), vermbge der Substitutionen von

Nr. 3:
B = 2= S

Z,

Hiermit geht die Bedingungsgleichung (6), indem man N durch _ﬁ_
xr

T durch ———2—;7 ersetzt, (11), Nr. 3 benutzt, und oN 5z~ = N: schreibt

itber in:
(4,2, — 4,2,) N, + (4,2, — A,z) N, + (4,2, — A;z) Ny
J 0
= {‘3}: Az, — 4,2,) + 3—1; (Agzy — Ay2) + e A2y — 4;32,)

—nd, + R%} N—-T-f,
oder, ausgefihrt, in:
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1.4 1...4
04, T
3 am~(3 ) e Lo

Diese Relation zeigt zunichst, dass T' durch z, theilbar sein muss;
dass also T in (4) oder (6), Nr. 5, nur vom Grade 29 — 4 in 2,y, s

war. Setzt man —}— = T,, so hat man als Bedingung der Integra-
bilitdt hier:

(10) > AN~ (2 2% _R).-N4T,-f

In (9) und (10) kinnen R und 7, irgend welche ganze Funec-
tionen, bez, (n4»— 4)t*" und (2v— 4)** Grades, von z,, z,, 7y, 2, sein,

Die Bedingungen (9) und (10) lassen sich noch vereinfachen, wenn
man, wie in Nr. 4, die Grossen 4; durch die Grdssen

6, ='Al+ xl'Q)

wo @ eine willkiirliche ganze Function (n 4 v — 4)'® Grades von
Ty, .. %, ist, ersetzt. Dann wird aus (9) und (10)

99 Dl ef =EB+1Q -,

ay  Sen-= (2

Setzt man also o
1 o9y
Q= (2 oz, ) ?

so ergeben sich die beiden zu erfillenden Identitsten fir Nund ©,,...,0,
in der Form

o
) 29.}'} =f'2%, oder 2%—5‘—=0,
26;M=f'T|.

Setzt man aber

2~ 0Q)- N+ Iif.

1
¢=-—1EB,
so folgt statt dessen einfacher:

2 elfr ;07 o

(11 , , 0
e N T, .
z O N; = NZ gz‘ + T,f, oder E e = T N /-

230
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Hat man die den Bedingungen (11) oder den Bedingungen (11%)
identisch geniigenden Grossen ©; gefunden, wobei 7 eine beliebige
ganze Function (2v — 4)*» Grades werden darf, so werden die all-
gemeinsten Werthe der 4;:
A4 == ei + &; '¢’)

wenn far ¢ eine willkiirliche ganze Function (n 4 » — 4)*» Grades
yon z; ..., gesetzt wird.

Insbesondere hat man fir » =0, N =1 nach (9) und (10) nur
die eine Identitat

24,
@ S aner- 3 2
zu erfillen, die sich nach (11’) auch durch die beiden

D afi=0,

00 _,

9z,

(12

ersetzen lisst. Die Summen 2 sind #berall iiber 1 =1,2,3,4 zu
erstrecken.

§ 3.
Umformung des Differentialansdrncks.

7. Man nehme drei ganze Functionen 7t Grades von z,,%,, 3,2, an:

P 9, ¥,
und setze im Ausdruck (9), Nr. 2, von du die willkfirlichen Gréssen
ki, k,, ky, k, den beziigl. 3-reihigen Determinanten aus den Differential-
quotienten dieser drei Functionen gleich, nimlich

2 hﬂ:zifaq’zq’a,'/’r

IZ-A-'%‘ ¢ dg
r- 2«:1;%' 9 a¢
24;% ¥ dtpl

du = P,

N- 2:‘:’;%9’3”4’4

Fihrt man nun zwei Parameter 4 und g ein mittels

Dann wird

’

L3 N
?=1, T=y’
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so geht der Ausdruck von du, indem man die Zahlerdeterminante
desselben nach der ersten Verticalreihe ordnet, iber in:

= N 2'*'&9’29’3'& {(@24‘% - q’ZAw,) dai
_ (4’2 Agi— 9 D) A‘w‘_) d“}
ST e S A B ),

wobei noch (9) und (10) von Nr. 6 zu erfillen sind, —
Fiihrt man ebenso direct in (4), Nr. 1 zwei gebrochene Fune-
tionen @ und ¥ von z, y, # als neue Variable ein, so wird du, indem

man Zihler und Nenner mit 2 =+ Z‘f aa—: % multiplicirt, zu

g g 2y
Z’A Z'A 24-—
NZL Zi%—%—%ﬁ ’

wo 2 k< BF fiix L +Z + m ?;f’ etc., steht. Wenn man
also %, I, m so wa.hlt da.ss

Zk%—;o, 2’°-§-‘5~=0'

so folgt
du-( S +BS+c 22Yav ~ (4 St +82-+c S )a0
= 7F 30 oV '
Nziax Ty 0z

unter den Bedingungen (2) und (6) von Nr. 5

§ 4.
Findeutige Transformation des Differentialansdrucks.

8. In Erweiterung von Nr. 7 soll das Verhalten des Differential-
ausdrucks bei der allzemeinsten rationalen Transformation von f unter-
sucht werden.

Vermdge einer rationalen Substitution
L zi = %Y1, Y2, Y50 Yo (=1, 2,3,4),
wo die g rationale ganze Functionen 7' Grades von vier neuen
homogenen Variablen y,, ¥,, Y3, ¥, vorstellen, werde die Fliche £,
mit der Gleichung
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2) f(:c“ Zyy Tyy By) = 0,
in die Fliche F, mit der Gleichung
(3) F(yn Yar Yz ¥} =0

transformirt, nimlich
4 s Wy W3y ¥)) = MYy, Y5 435 Ys) - F Y15 U2s Y5 Ys)s

oder

f=M.F.
Sei auch -
oy, =
gesetzt. Aus (4) wird, vermbge F = O:
- . dY;
®) D figge=MF,
also
(6) M Z 5'th L fza

wenn man zwischen den willkiirlichen Grossen %; und den eben so
willkiirlichen Grbssen ¢, die Beziehungen herstellt

™ = a ?p, G=1,...4).
A

Seien ebenso vier neue ganze rationale Functionen C, C,, G;, C, der
Y, - ..y, eingefilhrt, welche mit den vier Functionen 4, 4,, 4,, 4,

der z, ...z, aus Nr. 2 vermdge der Beziehungen zusammenhingen:
®) A_Zo,, % =1, ... 4,
wobel
9 — 0%y 0v: 8%y 0%,
(). A Ziayl Y. 0Ys Gy.’
80 wird
(10) 2 + kb dyzyda, = 2 + ¢,Coys dy,

Somit erhilt man

d v

() o D thdwda D't alyidy, .

NZ'kf - M-N-ZchFh

Diese Form von du muss noch eine Vereinfachung zulassen; denn
mn den, von der Transformation abhingenden, Punkten von F=0,
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in welchen M =0 wird, wird u npicht unendlich, da % in den ent
sprechenden Punkten von f =0 nicht unendlich wird. Nach der be-
kannten Theorie der Abel'schen Integrale bei eimer Variablen wird in
der That, wenn man fiir die neuen Variablen y,, ..., y, nichi-homogene
£, 7, ¢ einfihrt und das iransformirte du also in der Form schreibt:
dt— Pd
S
et
vermbge F =0 die Grosse P fiir jedes gegebene £ und die Grosse @
fiir jedes gegebene n durch M theilbar, d. h. es werden vermbge F =0
beide Grossen P und ¢ fir alle Werthe von § und y durch M theilbar,
Fir die homogene Form (11) von du beisst diess: es miissen alle
Grissen Cyys— Catgs vermige F=0 durch M theilbar und dic Quoticnten
wieder auf die analoge Form zu bringen sein.
Man hat also identische Relationen der Form:
(12) Ciyr — Ciyy = (Bags — Bawp) - M + Ly, - F,
in welchen die B, wieder ganze Functionen der y,, ...y, werden;
ehenso die Ly, Da ferner aus (12) Relationen der Art folgen:
Loy, + Ly y, + Ly, =0, ete,,
so werden auch die L,; von der Form:
(129 Ly = RBuyr — Rivas
wo man fiir die R, ganze Functionen der y setzen kann. Man kann
also (12) auch so schreiben:
?/1;(0/, — .B/,M —_ R;‘F) = yA(Ck — BLM —_ R};F),
d. h. es wird
(13) Ck=.B/“ﬂl+R1,'F+yA'¢)
wenn ¥ eine ganze Function der y ist.
Setzt man noch

(14) G —wmy=0C, Nz, 25,25, 2,) =Ny, Y25 5, ¥2)s
so wird mit Hilfe von F == 0:

2 + ¢ Caysdy, Zicx Cy'1s3dys
M-N-S o F, M-N-Se,F,
) >

Eine weitere Umformung des letcten Ausdrucks wird in Nr. 11
gegeben werden. '
9. Fir die transformirten Grossen F, B, und N sind patiirhch
die den Identititen (9) und (10), Nr. 6, d. h.
A,

3

w  Sar-rs SS-for
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entsprechenden Identititen erfiillt, sobald dies fir die f, 4; und N
der Fall ist. Es ist indess nicht ohne Interesse, dies auch durch die
Rechnung nachzuweisen.

Zunzchst hat man aus (4) statt (5) die Identitat:

0
't L’ —F M+ M,
daher aus (8):

%Zﬁiﬂ=§0fafi%=ﬂza.ﬁ+ FZC’,‘MM

und nach (18) vnd (4):

C, M,
1" ZCAFA=(%~AR-~2—71;—h)F=P-F.
A

Sei ferner

A=t o 2% 0Y: 0%y 0Ys .
A — Pxy Bz, Oy Oy’

1 04, A a0, oy, ox; o%x; 6y,,
rs - o%; =4 g oy, ox; oY, + & ,2 G 559 0y, 0y, o=,

o o%;
+ 2 Akl Ck a L

z, 0z, oy, °
btk 0 yb

wo Ap, die Unterdeterminante von A’ nach dem Element Zx bedeutet.
(4

Benutzt man nun die Relationen

0y 0%; 1 . .
7{% S =0 je nachdem h =% oder verschieden von %,

und die durch Differentiation nach z; daraus hervorgehende, so wird
das dritte Glied der rechten Seite gleich und entgegengesetzt dem
zweiten, und es folgt:

04, _ » 726,

iz, A - Y

Ebenso:

? :T a_é_'
.2 oz, _2 8yk
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also nach (16) und (17):

2 S2 ZG‘M*
N 1 A A M
(18) 2'—317.““? Pt —— )% F

Fiir die B, liefert dann (13) zunschst aus (17):
(19) BF,=—(P— > RF—#9) - F=S8.F,
I mnmi(r-Zmn-s

wenn 7 die Ordnung von F bedeutet; und dann aus (18) und (19):

2
— MN 1
Z oYn 2 ’o‘m T oy, = MN 2 & Fy

— @+ 4 5w
Cs
72
e S (o +ZR‘F»+(9+4N)}
-.-2 0!/5

- %{S+(n’~9——4)¢ﬂ}“{f & +2 o }

I

wo ¢ die Dimension von T:IPW ist. Nun wird, wenn M von der Ord-
nung g ist, #’ = nr — g, ferner ¢ von der Ordnung (n -+ v} r — 4,
also die Ordnung von 'Jf?ﬂ' 71 ge=(n42)r—4—p—vre=n—4

Somit hat man eine Relation:

il

N s T
(20) s NN B
A

und in (19) und (20) die (16) genau entsprechenden Identititen ffir
F, N und die B;.

§ 5.

Endlichkeitsbedingungen der Differentislansdriicke in den mehrfachen
Elementen der Fliche,

10. Die Integrale u unserer Differentialansdriicke (4), Nr. 1 oder
(9), Nr. 2, werden einmal in den Punkten der Fliche unendlich, in
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welchen N verschwindet; und kdunten auck dort unendlich werden, wo

der Nenner 2];; f; Null wird. Dieses Letztere kann, wegen der Un-
abhiingigkeit der Integralwerthe yon den Grossen %;, nur da einireten,
wo alle f; zugleich verschwinden, also in den mekrfachen Elementen
der Fliche. Wie nun die Differentialausdriicke, d. h. die Grossen 4,
von Nr. 2, (oder die Grossen A, B, C von Nr. 1), zu normiren sind,

damit die Integrale nicht wegen des Nenners 21:,« fi in den mehrfachen
Elementen von f zu unendlich werden, kann man aus den Formeln
der eindeutigen Transformation in Nr. 8 erschliessen.

Dies kann nach folgendem Gesichtspunkte geschehen:

Sei die anf die Fliche F(y)= 0, also auf die Grossen B, vou
(15), Nr. 8, beziigliche Normirung gesucht. Durch die Transformation
(1) von Nr. 8 gehen alle auf f(x} = 0 beziiglichen Integrale in solche
fiber, die znr Fliche F(y) = O gehdren; und ist, wie wir nun annehmen
wollen, die Transformation (1) mit Hiilfe von F(y) = O eine eindeutig
umkehrbare, so gehen auch alle zu F(y) = 0 gehbrigen Integrale in
zu f (2) = O gehorige Integrale Gber. Bei einer Transformation (1)
bleiben die Werthe der Integrale erhalten; sind dieselben insbesondere
in einem Punkte von f(x) == O endlich, so tritt dasselbe fiir die trans-
formirten Integrale in dem entsprechenden Punkte von F(y) == 0 ein.

Nun nehmen wir die bei gegebener Fliche F(y) = 0 noch
willkiirlichen Substitutionsformen ;(y) von (1), Nr. 8, die auch von
beliebig hohem Grade # sind, so an, dass die Fliehen v;(y) = O durch
alle vielfachen Elemente von F(y) = O einfack hindurchgehen, aber
gegeneinander und gegen F(y) == O keine weitere Specialitit haben.
Alsdann werden einer vielfachen Curve oder einem isclirten vielfachen
Punkt X von F(y) = 0 auf f(z) = O Curven S entsprechen, in welchen
f(z) = O eine einfachere Singularitit hat, als es bei F(y) = 0 in den
entsprechenden Gebilden X der Fall war*). Kennt man also die zur
Endlichkeit in den Gebilden S nithige Normirung der auf f(2) =0
beziiglichen Integrale, oder der A, so kann man daraus mittels der
Formeln (1) — (13) von Nr. 8 die in den Gebilden X erforderliche
Normirung fiir die B, ermitteln.

In dem Falle, dass die Gebilde 2 gewdhnliche mehrfache Elemente
von F (y) = 0, ohne weitere Singularitat, sind, werden die entsprechen-
den Curven § einfache, nicht-specielle Curven von f(z) = 0. Lings
dieser Curven haben aber die A4; Gberhaupt keine besondere Bedingung
fiir die Endlichkeit der u zu erfiillen; so dass unsere einfache Trans-

*) Vergl. meine in der Einleitang citirte Abhandlung aus Math. Ann, II,
farner meine Note, Gott, Nachr, 1871, Nr. 9, und den Avfsatz Gber die singuliren
Werthsysteme, Math, Aunn. IX.
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formation unmittelbar das Verbalten der B, in jenen Gebilden X
liefert. Dieser Fall wird in Nummer 11 — 14 behandelt werden. —
Bei hoberer Singularitit der X ist die Flache f(2) =0 erst noch
apalog weiter zu transformiren, bis man X entsprechende, nicht
singuldre, Curven erbilt.

11. F (y) = O besitze eine gewihnliche j-fache Curve X.

Die Flachen #,(y) = 0, von der Ordnung r, sollen = zur einfachen
Curve haben. Die entsprechende Curve S von f(z) = O wird eine
einfache Curve fiir f.

Die Ordnung von F sei %', n die von f, p die vou M; so ist
n = nr — g. Fiir die f(v,, ... 9,) wird =; eine n-fache Curve; daher
ergiebt die Identitdt f== M F (Nr. 8), dass % fir M (y) cur (n—j)-
fachen Curve wird. fir N(¢,...y,) wird Z; zur v-fachen Curve;
fiir die 4; (¢) zur (» + v — 3)-fachen Curve; fir die A9 — Aad
also zur (n 4 v — 2)fachen Curve.

Ferner ist bekannt®), dass A(y) die Curve Z, lings deren alle
¥; einfach verschwinden, zur 3-fachen Curve hat, wikrend die Unter-
determinanten A;; von A dieselbe nur zur 1-fachen Curve haben. Nach
den aus (8) folgenden Ausdriicken féir die (j.

G = S 4,4,

wird also die Curve X fiir die C, mindestens zur (n + v — 2)-fachen
Curve.

Eine genanere Betrachtung zeigt non, dass der Grad der Viel-
fachkeit von X fir die Cyy — Ciy, noch hoher steigt. Zu dem
Zwecke betrachte man die Gleichuugen (10} und (7):

a%;
24 ¢Cydy, = E4k Az da,, ki=2ia T
Aendert man in der ersten Gleichung nar y,, so folgt
(cCyh = Zt Ky Aoy 5%
wo (cCy), den Factor von dy, in Z - ¢, C,y,dy, bedeutet; und die
Vergleichung der Coefficienten der willkiirlichen Grdssen ¢, liefert
Beziehungen der Form:

2z, ox;

Csy, — Cyy, = KA; Li 39 09
~ i (i=1,23,4),
oz, &z,

Cs.’/;‘oa!/s:IAi T Tur 0w’

wo rechts Determinanten stehen, deren Horizontalreihen aus der hin-

*) S. den §5 memes in der Einleitung citirten Aufsatzes, Math, Ann. Bd. II.
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geschricbenen fiir ¢ == 1, 2, 3, 4 bervorgehen. Nun sei fiir einen Punkt
P der Corve 2
Yy=0,9,=0, ay; — by, =0,
und die Tangente der Curve Z; an dieser Stelle sei
Y =9, =0;
dann bat man in der Nihe von P:

¥ =9, P; + 4, Q; -+ Terme hoherer Dimension,

also
29; 2,
A=|P+y 33/ +yz Ty ? Q+y, ayz +?/2 AR
oP; 20; P, 2Q;
Y e + % P’ Yy ¥R + ¥ ¥

(¢=1,2,34),

In P verschwinden daher auch alle zweifen Unterdeterminanten von A,
ansgenoromen die der Art

o0%; Y, oY; 3'1’15_

oy o4, 0ur 0y’
d. h. alle Ausdriicke Cyyz — Ciys, ausgenommen Cyy, — C,y,, miissen
P zum (n+-v—1)-fachen Punkt haben. Aber auch C,y, — C,y, ver-
halt sich so; denn es wird dieser Ausdruck zu

ox; Bz
{Aw %iy 0 B =4, 4y Pi 499, P, Q|+ T=T

wo 7' in P einen (n- v —1)-fachen Punki hat.

Sei jetzt fiir P etwa y, = y, =y, = 0. Aus dem Umstande, dass
P fiir die C, mindestens ein (n-+v— 2)-facher Punkt, fiir die C,y,—C,y,,
Coyy — Cyy, Cyy, — Cyy; ein (n-f- v — 1)-facher Punkt ist, folgt
weiter, dass P fir C,, C,, C; ein (n-}»— 1)-facher Punkt, nur fiir
C, ein (n-+ v —2)-facher Punkt wird. Und hierans folgt wieder, dass
die drei Ausdriicke

Gy, — Gy, Cys —Cy,, Gy — Cpy,

den Punkt P zum (n+ v)-fachen, die iibrigen drei P zum (n4»—1)
fachen Punkt haben.
Wegen (12), Nr. 8, und weil M in X; eine (n—j)-fache Curve
bat, ergiebt sich daher fiir die Ausdriicke B,y; — B, y; von (15), Nr. 8:
Die Flichen By — Biys treffen F =0 in der j-fachen Curve
Z; von F wie Flichen mit [(n+v—1) — (n—j)} = (v-+j— 1)-facher
Curve =
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12. Diese Eigenschaft erlaubt nun, den Differentialausdruck (15)
von Nr. 8 fiir F(y) = O noch einfacher zu schreiben. Denn

Ny, ...9,) =N@y) =0

mbge die Fliche F(y) = O ausser in den vielfachen Carven Z; von F
noch in der einfachen Curve X° von F schneiden; so sei N'(y) =0
die Gleichung irgend einer Fliche, welche nur der einen Eigenschaft
zn geniigen hat, durch XY zu gehen. Man bat alsdann eine Identitit:

N - (Bitp—Biy) = N (Bb'yk‘“l‘?k'!h) + K- F,

da sich die linke Seite in jeder j-fachen Curve von F, die eine v-fache
Curve von N ist, nach dem Obigen wie eine Fliche mit (n-4j—1)-
facher Curve verhalt.*) Der Ausdruck (15) geht mit Hilfe von F == Q
iiber in

Z+e By dy, .

AU =
“ PN

Dabei werden die By y; — Bi'ys = 0 Flichen, welche sich lings Z,
wie Flichen mit (¢—+j - 1)-facher Curve verhalten, wenn N == 0 diese
Curve zur @-fachen Curve hatte; insbesondere wird Z; fibr die

By — Biys =0
nur eine (j— 1)-fache Curve, d. h. diese Flichen sind in den Z; eu F
adjungirt, wenn, was miglich ist, die Fliche N’ =0 durch die viel-
fachen Curven =; von F gar nicht hindurchgelegt wird.

Das entsprechende Verhalten der B, soll ebenfulls erwahnt werden.
Ordnet man in einem Punkte P von X%, welcher die Coordinaten
4y, =y, = y; = O habe, die By nach absteigenden Dimensionen von
¥,, und fihrt die Bedingungen ein, dass die drei Ausdriicke

By, — By, B/y.— By, By, — s Yss
nach y, entwickelt, mit Gliedern (j— 1) Dimension in y,, %, y3 be-
ginnen, so ergeben sich fitr die B,' Ausdriicke der Art:
B =y, L+ G, B =y, L+ G2, By =y L+ G,
B/ =y, L+ G;—s-

wo G{%, G;_; Ausdriicke sind, die mit Gliedern (j — 1), bez. (j—2)
Dimension in y,, y,, ¥s beginnen, wihrend L willkirlich ist. Man
sieht, dass alsdann die drei Ausdricke

By, — By,, B/ys — Byy B,ys — By'y»,

*) Vergl. meinen ,,Satz ans der Theorie der algebraischen Fanctionen®,
Math. Ann. Bd. VI.
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nach aufsteigenden Dimensionen in ¥, ¥,, ¥, entwickelt, von selbst
mit Gliedern der Dimension j anfangen.

Die fiir die B; einzufthrenden, fiir die Endlichkeit der Integrale
in den vielfachen Curven Z;, fiir welche N” nicht verschwindet, noth-
wendigen und hinreichenden Bedingungen sind also eben die, dass die
Flichen By, — By, die Curven Z; bez. zu (j— 1)-fachen Curven
baben, —

Alsdann wird der Integralwerth auch in keinem Punkte dieser
Curven wunmbestimmi. Dend in den entsprechenden einfachen Punkten
von f(z) = O sind diese Werthe bestimmte.

Indessen bedarf diese Aussage noch einer niheren Erklirung. Die
in Nr. (11) und (12) gegebenen Entwicklungen beziehen sich auf alle
die Fille, in welchen einer mehrfachen Curve X; von F durch eine
einfache Transformation der Art (1), Nr. 8, eine einfache Curve von
f entspricht. Dieses findet zunichst dann statt, wenn lings X; die j
Tangentenebenen eines jeden Punktes, einzelne Punkte ausgenommen,
endlich getrennte sind. Den j getrennten Blittern an einer solchen
Stelle von JF' entsprechen dann j endlich verschiedene Punkte von
f; so dass das Integral an dieser Stelle im Allgemeinen j verschie-
dene bestimmte Werthe annimmt, bez. den j Elementen von F zu-
gehbrig,

Wenn dann, wie es im Allgemeinen geschieht, die Tangenten-
ebenen von F lings X; von Punkt zu Punkb variiren, so wird es
immer eine endliche Zahl von Stellen von X; geben, an welchen zwei
oder mehr der j Tangentenebenen consecutive werden. An einer
solchen Stelle werden nur die entsprechenden der j; Werthe von u
einander gleich.

Aber die Transformation in die einfache Curve von f findet auch
dann statt, wenn die j Tangentenebenen an jeder Stelle von X; con-
secutive werden, vorausgesetzt nur, dass keine weitere Singularitit
hinzutritt. Also z. B. im Fall einer gewdhnlichen Riickkehr-(Cuspidal-)
corve X, von F; denn einer solchen Curve X, entspricht auf f eine
einfache Curve S, und zwar den zwei Elementen von F an einer Stelle
TT von Z, zwei benachbarte Flichenelemente von f, von denen eines
an einer Stelle P von S, das andere in einer festen, im Allgemeinen
nicht mit der von S zusammenfallenden, Richtung dem Punkt P be-
nachbart liegt. Dann hat das Integral an jeder Stelle vop X nur
einen bestimmten Werth.

13. F(y) = 0 besitze einen j-fachen conischen Knotenpunkt K;.

Indem man auch hier, wie in Nr. 11, die Flichen #¢ Ordnung,
%: =0, durch K; einfach hindurchlegt, folgt, wie dort, dass K;
fiir M ein (n— j)-facher, fir die A;(%) ein (m~v— 3)-facher, fiir
die 4;y» — 4;9; ein (n+ v — 2)-facher, fir N ein v-facher Punkt wird.
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Giebt man dem Punkt K; die Coordinaten
Y1=0, =0, y;=0

so wird:
also vi=y, B+ 9.0+ yR,
a| LI
Pty ‘ay+2oy +y30y &+ y ayl+ 'oy,+ ‘ay.
5Q.  OR, 9P,  2Q, 2R,
R+yxay +”°8y+33y; yi'a_y"'*' 'dy+’0y

Daher wird K; fiir A ein Doppelpunkt, fir die Ay (i==1,2,3,4) ein
(-facher Punkt, fiir die A;;, Az, A;s ein einfacher Punkt; woraus achon
folgt, dass derselbe fiir C, zum (n -} v —3)-fachen, fir C,, C,;, € zum
(n+v—2)-fachen Punkt, fir die Ciyz — Ciya also zum (n4v—2)-
fachen oder hdheren Punkt wird. Betrachtet man aber noch, nach
Nr. 11, die Formel

| ZI‘.
Cy— Coyy=\4;, y P+ y,Q+y, B, R4ty "'+ LA
0.‘/

-by

or, oQ,
yl ay + 2 oy + Joy
; Ly 12,3 1.2,3
'y &P @, Y OR,
=IA (?/12, 7 y‘+y12 ;Eyri'ys;’myk)»
a9 ¢R,

Bty ay +23y+aay

s0 sieht man, dass

Ciy, — Gy, Cys— Gy Cys — Coyy
den Pupnkt K; zum (n-+ v)-fachen Punkt haben. Hieraus folgt:

Die Byyr — Biys treffen Fin K im Allgememen wie Flichen mst
(v+j—2)-fachem Punkte; By, — B,y,, B,ys — Byy,, B,ys — B3y,
wie Flichen mit (v-4j)-fachem Punkte.

Fihrt man dann weiter, wie in Nr. 12, N’ statt N ein, wo die
Fliche N die Fliche F in K; pur wie eine Fliche mit a-fachem
Puukte trifft, so werden die entsprechenden Flichen B,y — DBi'ya
sich in K; auch nur wie Flichen mit (¢--j-—2)-fachems Punkte,

By, — B)y,, B/y;— Byy,, By, — By,
wie Flichen mit (¢ j)-fachem Punkte verhalten, wobei a = 0 wird,
sobald N’ durch K, nicht hindurchzngehen braucht.

Ordnet man die B, wieder nach absteigenden Potenzen von y,
und fihrt, im Falle « == O ist, erst die Bedingungen ein, dass die
By, — By, etc. den Punkt zam (j —2)-fachen Punkt, dann die,
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dass die B,'y, — B,v, ete. denselben zum j-fachen Punkt haben, so
ergiebt sich fiir die By

-B =ylL+ f(—)ly le:'.'/zL"I"Gf@li Bs y3L+ J(i)lx

B/ =y, L+ Gy
wo G, G,_s niedrigstens mit Gliedern (j — 1)**, bez. (§ — 3)er
Dimension in ¥,, ¥,, ¥; beginnen und L willkiirlich ist.

Daher werden, wenn « = 0 ist, die Glieder (j— 2) Dimension
W Yy, Y Yy OB

By, — B/y,, By, — B4, Bi'y,— By,
beziiglich von der Form:
N X5 %X, 9%,
wo X;_s fur die dres Ausdriicke dasselbe ist, nimlich das Glied niedrigster
Dimension aus — G;_s.

Im Fall eines Doppelpunktes, j =2, werden in K,: B/ =0,
B, =0, By = 0, also alle Ausdriicke B)'y: — By, in K, ver-
schwinden.

14. Was den Werth des Integrals « in dem j-fachen Punkt K;
betrifft, so wird derselbe im Allgemeinen unbestimmt, d. h. er variirt
von Element zu Element in den unendlich vielen, zu K; gehorigen,
Elementen der Fliche F. Denn diese Werthe sind diejenigen, welche
das Integral % in den unendlich vielen Elementen der Curve j*» Grades,
S, hat, welche dem Punkt K; auf f entspricht; in dieser Curve 8 wird
aber  nach dem Vorhergehenden zu einem gewdhnlichen allenthalben
endlichen Abel'schen Integral, das von Punkt zu Punkt variiren wird.
Im Falle des Doppelpunkis, j =2, wird S eine Curve 2t Grades®),
bei der kein von einer Constanten verschiedenes endliches Integral u
existirt; so dass alsdann % in K; nur einen Werth hat,

Dasselbe ergiebt sich anch unmittelbar aus den obigen Formeln
fitr die By. Denn hiernach wird, indem N’ constant wird:

€ G}‘_’l Y1 4y,
o G2 g dy
s G_;QI Y5 4y,

& G_s ¥ 4y, — X;_g- T csyady
du=— 11-..4 = z 1.3 s+dq,

2 c; F, Eci T,

i

wo dQ in K; einwerthig und der erste Theil ein gewGhnliches Abel’-
sches Curvendifferential ist, das sich auf den Tangentenkegel 7 =0
in K, bezieht und das = 0 wird fiir j = 2.

*) Vergl. meine o. ¢. Abh. in Math, Ann, Bd.II, § 1.
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Zugleich erkennt man die fir die Endlichkeit nothwendige Modi-
fication, wenn der Tangentenkegel T’ von F in K; mehrfache Kanten
enthalten sollte. Dem entsprechen Punkte von derselben Vielfachheit
in der Curve S von f (da nach unserer Annahme iiber die ¢, sich die
Transformation des Kegels in S wie eine lineare verhilt), in welchen
also der Zihler des Differentialausdrucks sich adjungirt verhalten muss;
d. h. X;_s muss zum Tangentenkegel T von K, adjungirt sein. Ist
insbesondere dieser Kegel in K; vom Geschlecht 0, so wird « in K,
nur einen Werth haben.

§ 6.
Andere Methoden zur Untersuchung der Endlichkeitsbedingungen des § 5.

15. An Stelle der Untersuchung Nr. 11-12 tber die Eudlich-
keitsbedingungen der Integrale lings einer vielfachen Curve der Fliche
lasst sich eine wesentlich einfachere Betrachtung setzen, nimlich die
Zuoriickfihrung auf die bekanute Normiraung der Abel'schen Carven-
integrale.

Soll %, wo, wie in Nr. 1:

Ady — Bdzx
du =-—z ¥
sei, in allen Punkten einer j-fachen Curve Z; einer Fliche F(x,¢,2)=0,
fiir welche N nicht verschwinde, endlich sein, so ist jedenfalls noth-
wendige Bedingung, dass die Fliche 4 = 0 von der Ebene z = a in
einer Corve geschnitten werde, welche die Schnittpunkte von X; mit
z = g zu (j— 1)-fachen Punkten hat, was auch a sei; d. h. aber, dass
A die Curve X; zur (j— 1)-fachen Curve habe. Dasselbe folgt fir B
wenn man die Scbmtte mit x = b, bei beliebigem b, betrachtet.

Somit ergeben sich die Bedmglmaen von Nr. 12 fur 4, B, C. Dass
dieselben zur Endlichkeit auch hinreichend sind, ersieht man daraus,
dass an einem Punkt von X die Richtung z = a, in welcher die KEnd-
lichkeit stattfindet, bei dem willkiirlichen Coordinatensystem jede be-
liebige Richtung in diesem Punkte vorstellt.

Zugleich aber erledigt sich auf diesem Wege der kall einer gauz
beliebig singuliren vielfachen Curve von

F(z,y,8)=0 oder f(z,,%, 25, z)=0.
Betrachtet man auch hier die Schnittcurven der Fliche F mit dem
Ebenenbiischel z = a, bez. y = b, s0 ergiebt sich:

Zur Endlichkeit der Integrale Lings einer Curve X von F oder f,
in der N nicht verschwindet, ist nothwendig und hinreichend, dass dic
Flichen A, B, C zu F, oder die Flichen Aixy — Az 21 [, lings %
adjungirt smd

16. Auch die am Schlusse vou Nr. 13 gewonneuen Resultate, die
Bedingungen fir die in einem Knotenpunkte K; endlichen Integrale,

Matbhematische Annalen. XXIX. 24
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lassen sich durch eine, der von Nr. 14 analoge, Betrachtung nun un-
mittelbar einsehen. Geht man von dem anf f(z,, z,, 2;, 2,) = 0 be-
zitglichen Ausdruck (12), Nr. 3, aus, in dem man dx; =0 sefzen darf:
IL Az — Az, dxg
1 Az — Ay, dz,
du — m A,xy— Ay, dzy
' N.Gkfi+ifetmfy)
und betrachtet denselben, wenn ein j-facher Knotenpunkt X; von [ die
Coordinaten x, = 2, = 2; = 0 hat, fiir kleine Werthe von z,, x,, z,,
so muss sich «, wie schon in Nr. 14 gesagt ist, wenn es in K; nicht
unendlich werden soll, in der Nihe von z, = 2, = z, == O verhalten
wie ein auf den Tangentenkegel 7 von f in K; beziigliches gewdhn-
liches Abel'sches Integral v. Der Nenner des Differentials dieses
Integrals v wird, weng N =0 den Punkt K; zum «-fachen Punkt
hat, also

N = x"'—“_Na + .-
N.(kT,+1T,+mTy),

ist, zu

der Zahler also zu

ik oz dx,
Xipas il 2z, daz, |,

I

im oz, day

wo ’;v'““s ein Ausdruck der Dimension j—3 in z,, 2,, z, ist, welcher

sich zu T = O adjungirt verbalten muss, wenn das Integral v in den
vielfachen Kanten von T — O endlich bleiben soll. Damit sich aber
du fir kleine Werthe vor z,, z,, 2, auf dieses Differential von v fiir
jeden Werth von %, I, m reducirt, wird nothwendig bis auf Glieder
hiherer Dimension in %, z,, z,, mit Hilfe von f = 0:
Ay — A2, =2, Xji0s, 4,7 — 45, =2, X5, s,
Ay — Ay, = 23 X0 s,

was fir den Fall « =0 die am Schlusse von Nr. 13 angegebene
Form ist.

Sollte aber f = 0 in K eine hohere, etwa uniplanare, Singularitat
besitzen, so reicht die Betrachtung dieser Nummer nicht aus, man
muss dieselbe vielmehr auf dem Wege von Nr. 13 weiter verfolgen.

17. Auch die in Nr. 4 gegebene Forderung, dass sich vier solche
ganze Functionen (nwv—3)** Grades in z,, z,, 2, 2,:

G; = 4, + Z;Q
bestimmen lassen, fuar welche

29./’.5 0,
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ohne Hiilfe von f== 0, liefert eine Reihe von Eigenschaften fiir die
Ausdriicke ©; oder die 4,z; — A,z;, darunter auch Bedingungen der
Endlichkeit der Integrale.

So folgt zuerst, dass in einem Punkt der Flache f, welcher

&z + a2, + 632 + 6,2, =0
zur Tangentenebene hat, auch
a A+ a4, + a4+ a4,
verschwindet. Denn sei der Punkt etwa 2, =z, = 2y = 0 mit der
Tangentenebene z, = 0, so wird in diesem Punkte /, =0, f; =0,
fi=0, also 8, =0 und 4,=0; hieraus weiter auck 4,z, — 4,z,=0
oder 4 =0.

Sei ferner K, ein konischer Doppelpunkt von f, ohne Doppel-
kante, mit den Coordinaten z, = z, = z; = 0. Eutwickelt man den
Ansdruck X 0;f; nach absteigenden Dimensionen von z,, so folgt schon
aus dem Gliede 1 Dimension in z,, z,, z;, dass 6,, 6,, O,, also auck
A,, 4,, 4; und alle 4,2, — A;z; im Doppelpunkt XK, verschwinden
miissen.

Hat aber K, eine Doppelkante, so dass der Kegel in K, etwa zu
z,z, wird, so ergeben die Glieder erster Dimension von X©.f; nur
das Verschwinden von @, 0, in K,; die Glieder 2! Dimension dann,
sobald in der Entwicklung von /:

f=22 22, + 27 Y + 279+ -
die Grosse ¥, nmicht fiir z, = 2, ==0 verschwindet, auch das Ver-
schwinden von @, in K,, und ferner fiir die Glieder erster Dimeusion
von ©, ©, die Formen
6 =z, ©,=a,2,.

In diesem Falle verschwinden also ebenfalls alle A;z; — 4z2; im
Doppelpunkt und 4,2, — 4,%,, 4,2, — 4,%,, d. h. 4 und B, haben
daselbst bez. z;, und z, zur Tangentenebene.

Auch fiir den conischen j-fachen Punkt ergeben sich auf diese
Weise die in Nr. 13 gefundenen Bedingungen.

Wie man sieht, zeigt dieser Weg zwar, dass die im Fritheren als
solche gefundenen Endlichkeitsbedingungen der Integrale in den viel-
fachen Elementen der Flache nicht unabhingig sind von deu Ezistenz-
bedingungen der Integrale selbst; aber auf der einen Seite trenut
derselbe die beiden Classen von Bedingungen nicht von einander, auf
der andern Seite kann er auch nicht in allen Fallen alle Endlichkeits-
bedingungen liefern.

Das letztere tritt zum Beispiel bei einer mehrfachen Corve auf.
Ist f etwa eine Kegelfiiche mit mehrfachen Kanten:

f(#y) @y, 23) =0,
24*
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wo [ kein x, enthilt, so wird die obige Identitit bei belickigem @,
befriedigt durch @, = 0, ©, = 0, 85 = 0; und selbst die Hinzunahme
. 30,- .
der Bedingung der Integrabilitit 2 B, = 0, wenn N =1 ist, ver-
langt nur, dass ©, von z, unabhingig genommen werde. Aber das
daraus hervorgehende Differential
_ 9.2t kamda,
du =—"FEF o

liefert nur dann ein endliches Integral, wenn O, ausserdem noch die
Bedingung erfiillt, in den vielfachen Kanten von f=0 zu f adjungirt
zu sein.

§7
Beziehungen zwischen verschisdenen Differentialausdriicken.
18. Zwei zu einer Fliche F, bez. f, gehorige Differentialansdriicke
ddy— Bdx  EZ Atk Az da,

du=—"gF = N-Zk f,
. A'dy—B'ax __ Ttk Az da,
% =TNCEFT T N -ZEf

und deren Integrale u, o/, sollen dann von einander unabhingig heissen,
wenn die Functionaldeterminante von u, «':

ou gw | ou 9w
ox oy oy ¢z’
also auch
AR — B4,

nicht fiir alle Punkte von F verschwindet. Da aus
AF,+BF/ 4+ CF/ =0,
AF, +BF 4+ CF/ =0
BC'—CB _ CA—AC _ AR - BA&

T Fyl - F

z k3

folgt:

?
so hat man dann auch

BC — CB =0, CA" — AC +=0.
Nach § 1, (11) wird

4, A z,
zi V-8 (AR —BA)=i4, A, ..,
l A4 A4’ 234 i

so dass sich die Bedingung auch schreibt: es soll
ZAk 4,47z,

bei irgend einem Werthsystem der % nicht fiir alle Punkte von f ver-
schwinden.
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19. Es soll nun bewiesen werden, dass der von den k; unabhingige

Ausdruck
21"‘1‘4:‘4:‘14 . Q
557 3 A
eine ganze Function der Coordinaten wird (mit Hilfe von f = 0) und
dass —FQEW sich zu f adjungirt verhilt.

Zunichst mdge [ wieder nur gewdhnliche vielfache Curven ent-
halten. Eine solehe j-fache Curve von f, X;, wird fir X%k, f; eine
(j — 1)-fache Curve, fir X4-k 4,4z, aber, wie A5 — B4’ zeigt,
wie [2(j—1)+a+a']-faehe Curve sein, wenn N und N° bez & und
«'-fach hindurchgeben. Folglich wird, nach meinem in Nr. 12 citirten
Satze aus Math. Ann, Bd. VL

E4+ kA, Aje =@ Zhi+ L-f,
wobei @ eine gamze Function ist, welche nock (j—1+4 &+ a')-fach
durch X geht. “17%'7 wird also ein rationaler Ausdruck, der (n — 4)'*
Dimension, der sich in 3} adjungirt verhilt,
Nach Nr. 13 verhilt sich in einem isolirten j-fuchen Punkte von f

der Ausdruck 2+1{", 4420 e eine Fliche mit (2 — 3)-tachem
Punkte, _JVQN" also wie eive Fliche mit (j—2)-fachem Puukte, d. h.
zu f adjungirt; und verschwindet noch ausserdem in einem Doppel-
punkt von f,

Zur Erledigung einer singuliren vielfachen Curve schlagen wir
wieder den Weg von Nr. 10 ein, indem wir eine solche Curve 2, auf
einer Fliche F(y) untersuchen, der auf f eine nicht-singulire Curve
S entspricht.

Nup wird mit den Bezeichnungeu der Nr. 8:

24k A, 4z,

. eV ST , €W 1 oy, .
=2, =y x >(A"— 2, == - z;ﬂk o
‘ preal €y, by, T e €Y |

U ey’ )
(i=12234)
= 2_‘ X+ Cly, = % M X4 ¢ B, Byy,,
also
_—_f_lil 4_:_%‘__ rM  Eie BBy,
N-N. fl A N-N"-Z¢ F, 7
vermdge
F=0,
wobet

Nw) - N'(@®) =Ny N

ist.
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PFur die Fliche f diirfer wir annehmen, dass
PR - Y- Q
TUERf,
vermbge f==0 eine ganze Function wird, und dass WQNT, ein Aus-
druck (n—4)' Dimension, zu [ adjungirt sei. Nun ist aber, nach
meinem in der Einleitung citirten Aufsatz, Math. Ann. Bd. VIII, § 9:
Q(‘»’/‘n"”/’a)'A:M' Q,

wo ¢ vermdge F =0 eine ganze Function der Coordinaten y wirq,

@

und wo N?N' sich zu F' adjungirt verhilt, wenn —*5 sich zu f so
verhilt; zugleich wird N?N’ von der (n'—4)te® Dimension, wenn F
vom Grade %’ ist. Dies sagt also aus, dass
rEZt BBy, o
Ze¢, B, -

¢
NN
langten Eigenschaften besitzen.

Man erkennt bierdurch zugleich das sehr specielle Verhalten der
Ausdriicke AB — A'B oder X4k 4,4, x, lings einer singuliren
Curve von f. So haben dieselbe eine Riickkehrcurve von £, in der N
und N” nicht verschwinden mogen, nicht nur zur Doppelcurve, son-
dern berithren noch an jeder Stelle dieser Curve mit einem Blatt das
Element der Fliche f.

20. Als unmittelbare Anwendung von Nr. 19 folgt, dass eine
Fliche 4*r Ordnung, f=0, nicht zwei von einander unabhingige
endliche Integrale (Integrale erster Gattung) besitzen kann. Denn fiir
diese wire N = 1, N =1 zu setzen und

E4 kA 4z = sziﬁ';

eine Gleichung, welche okne Hiilfe von f = O erfiillt sein miisste, da
das Ganze nur von der 3'* Dimension in den Coordinaten ist; und in
welcher weiter die Constante @ nicht — O sein darf, da die Integrale
von einander unabhingig sein sollen. Setzt man aber die willkiirlichen
Grossen £, = z;, so geht dieselbe iiber in

=0 fiir alle Werthsysteme der z;.

21. In meinem o. c. Aufsatze, Math. Aun. Bd. VIII, habe ich
das Flichengeschlecht p einer Fliche £, mr Ordnung definirt durch die
Anzahl p der linear-unabhiingigen, zu f adjungirten Flichen (n—4)
Ordnung, ;. Zu diesen Flichen ¢, gehtren die in Nr. 19 gefundenen

Flichen @, fir den Fall zweier unabhingiger endlicher Integrale, also
fir N=1, N' = 1.

und ldngs der singuliren Curve Z; von F(y) die im Satze ver-
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Hat eine Fliche mehr als zwei unabhingige endliche Integrale,
so sind, im Sinne voun Nr. 18, die dbrigen natiirlich von diesen zwei,
u, u', abhingig, kdnuen aber lincar-unabhingig von denselben ssin,
Lineare homogene Verbindunger von # und «' sollen nicht als neue
Integrale bezeichnet werden. Dann hat man den Satz:

Eine Fliche vom Flichengeschlecht 1 kann hichstens swei endliche
Integrale besitzen.

Denn im Falle p = 1 existirt nur eine Flache ¢, = Q. Fir drei
Integrale «, w, ¥’ muss also sein:

AB —BA"=aQ-F/, B~ B'A=4dQ.F,,
AF — BA' =a"Q-F,,
wo die «, «, ¢ Constanten werden; und hieraus:
L eAdA4od +oA"=0, eB+aB+a"'B =0,
au 4 &'u 4 o'u =0,

§ 8.

Die Flichen vom Flichengeschlecht 1 mit zwei unabhingigen
endlichen Integralen.

22, In vorhergehender Nummer ist bewiesen worden, dass eine
Fliche F vom Flichengeschlecht 1 bachstens zwei unabhingige totale
Differentiale du, du' erster Gattung besitzen kanu, indem alle Ubrigen
zu F gehorigen Differentiale dieser Art lineare homogene Functionen
von du, dw werden missen.

Jetzt soll gezeigt werden, dass, im Falle eine Fliche F vom
Flichengeschlecht 1 zwei unabhingige totale Differentialousdricke erster
Gattung du, du besitst, die Coordinaten der Flicke sich als eindeutige
Functionen der beiden Imtegrale w, w ausdriicken lassen, welche fir
alle endlichen Werthe der u, w den Charakter von rationalen Funclionen
haben.

Selen
1 du = AP gy A4S D BLE
die beiden zu ’ )
@ Flo 9, 2) =0

gehorigen Differentialausdriicke erster Gattung, deren Integrale u,
fiir alle Punkte von F' = O endliche und bestimmte Werthe haben (in
dem in Nr. 12 und Nr. 14 n3her bezeichneten Sinz); dabei soll, wegen
der Unabhingigkeit von %, u,

3) AB —BA =@ - F/

nicht fiir alle Punkte von F = 0 verschwinden.
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Die Umkebrung der beiden Ausdriicke schreibt sich

Adu—Adw __ Bdu~— Bdu
(4) dm Eaad ""‘—_Q‘“""*—"’ d — Q 2

oder allgemeiner, wenn y(z,y,#) irgend eine Function von z, y, 2
vorstellt:

, 0 0 ;0
() Qdy—(4 E+ B0
o o1 oz ,

Gebht man von irgend einem Werthsystem w = u,, ' = u, aus,
fir welches die wzugehbrigen Werthe der Coordinaten 2z =a, y =3,
z = ¢ endlich sind, ohne dass darin die ganze Function @ der Coordi-
naten %, y, # verschwindet, so wird nach (4), (5) fir dieses Werth-
system auch keiner der hdheren Differentialquotienten der Coordinaten
nach , u’ zu unendlich. Somit sind — nach Cauchy — z, y an dieser
Stelle holomorphe Functionen von u, «'; namlich solehe, die daselbst
den Charakter von ganzen rationalen Functionen habeu, also sich nach
ganzen Potenzen von u — u, und o — u, entwickeln lassen. Zur
Fortsetzung dieser Functionen bleiben also nur die Werthsysteme u, '
zu betrachten, fiir welche eine der augehdrigen z, y, z zu oo wird
oder der Punkt (%, y, #) auf die Fliche @ = 0 zu liegen kommt,

23. Beide Fille sollen mittels rational-eindeutiger Transformation
der Flache ¥ nach Nr. 10 behandelt werden Eine rationale Sub-
stitution

(6) 3 =¢t(za Y, 3)7 n ="p2(x; Y 3), §=¢3(xi Y, Z),
die vermbge F(z, y, £) = 0 eindeutig umkehrbar sei in eine ebensolche

M z=1 5108, ¥=1E £, #=1y3(8, 7, £),
fihre F = O iiber in eine Fliche

(8) fEn,9=0.
So erhalte man nach Nr. 10:

C) du=ﬁ_"_’ﬂ_&:,£‘i§_, du’:i\_'é;'i_%_sj_é’
(10) AB — BA = @Q'fy,

(11) dE = i’é‘i&ﬁ’i’_, dn — B'dugBdu' ‘

Vermoge dieser Transformation erledigt sich der erste Fall un-
mittelbar, Denn wird #, y oder z = unendlich, so filhre man, etwa
nach (5), Nr. 22, statt z, y, z solche drei Grossen, etwa

X Y H
E———’;’ 71=;) =':,£;
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ein, welche im betreffenden Werthsystem 1, , w,” endlich, also, nach Nr.22,
holomorphe Functionen von # — u,, ¢ — u, werden. Die Grdssen

1
L = —g— R y = i, & = vg-
haben also an dieser Stelle den Charakter von rationalen Functionen

+

von u, u.

24.- Wir betrachten nun die Punkte von F = 0, in welchen die
ganze Function @ verschwindet.

@ =0 ist die Gleichung der einen existirenden Fliche (»—4)=
Ordnung, welche zur Fliche n' Ordoung, F =0, adjungirt ist.
@ == 0 geht in unserem Falle (Nr. 19) auch noch durch etwaige isolirte
Doppelpunkte von F = O hindurch und wird noch, ausser den viel-
fachen Curven von F, in einer Reihe von einfachen Curven vou F,
f,, 2. .., schoeiden konuen.

Eiver mehrfacher Curve X von F lassen wir auf f=0 (Nr, 23, (8))
eine einfache Curve S entsprechen, durch welche — nach unseren
fritheren Betrachtungen (Nr.11—12), oder auch nach der schon in
Nr. 19 citirten, In meinem Aufsatze Math. Ann. Bd. VIII ausgefiihrten,
Transformation von @ in @ — die Flache ¢’ von (10), Nr. 23 gar
nicht hindurchgeht. Folglich werden liugs der Curve S die Grdssen
£, 4, £ den Charakter von rationalen Functionen von %, %' haben;
also auch ebenso z, y, z, die selbst rationale Functionen von §, %,
sind, lings X; d. h. sie werden sich an jeder Stelle von X als
Quotienten zweier Potenzreihen nach w—wu,, «'—u, darstellen lassen.

Genau dasselbe gilt fiir die isolirten k-fachen Punkte Fi von
F (k>2). Auch sind diejenigen Elemente von Z; oder Richtungen
eines X-fachen Punktes P;, in welchen eine der Curven [, [, ..
eintrifft, in die Betrachtung eingeschlossen.

Dagegen scheinen zunidchst solche einzelne Punkte von 25 oder
Richtungen von P; ausgeschlossen, welchen auf f = 0 wieder in viel-
fache Elemente von f fallende Punkie entsprechen; in welchen also
fi =0, AB'— BA'=0 wiirden. Da man aber diese Punkte von Z;
oder Richtungen von P, auf diesen Gebilden ganz beliebig variiren
lassen kann, indem man die willkiirliche Transformation von Nr. 23
andert, bilden sie in Wirklichkeit keine Ausnahme.

25. Um endlich die Curven I, I, . .. von Nr. 24, und die isolirten
Doppelpunkte von F, welche auf diesen Curven liegen miissen, zu
erledigen, sind nur Transformationsbetrachtungen anzustellen, welche
ich schon in meinem wiederholt citirten Aufsatze in Math. Ann. Bd. VII,
§8§ Y—12, eingehend dargelegt habe. Daselbst habe ich diejenigen
einfachen Curven einer Fliche F, n'< Ordnung, von beliebigem Flichen-
geschlecht p, untersucht, durch welche alle zu F adjungirten Flichen
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@r vermbge der Adjunctionsbedingungen noch von selbst hindarch-
gehen, Curven, welche ich als ,,ausgezeichnete® Curven von F bezeichnet
habe. Ich babe gezeigt, dass diese Curven die einzigen sind, welchen
bei einer rational-eindeutigen Transformation von F in eine Fliche f
einfache Punkte von f als Fundamentalpunkte der Transformation ent-
sprechen konnen.

Zu den ,,ausgezeichneten® Curven gehoren nun die Curven I, T,,...
auf der hier zu betrachtenden Fliche F. Denn da p = 1 ist, existirt
tiberhaupt hier nur ¢ine zu F adjungirte Fliche ¢r, die Fliche Q =0,
und diese durch die Adjunctionsbedingung bestimmte Fliche geht als-
dann noch duorch eine Reihe von einfachen Curven von F, welche eben
mit Iy, [, ... bezeichnet sind.

Nimmt man auf f einen nicht-speciellen einfachen Punkt T, an
— d. h, einen solchen, durch welchen die zu f gehébrige Flache @7,
¢ = 0, nicht hindurchgeht — und lisst in diesem Punkt den Nenner
und die Zabler der drei Ausdriicke g, %., %3 in (7), Nr. 23 einfach
verschwinden, so entspricht diesem Punkte, nach meinem Aufsatze
iber eindentiges Entsprechen in Math. Ann, Bd. II, eine Gerade T,
von F, und zwar den Richtungen von f in TI, einzeln die Punkte der
Gerade [,. Giebt man iiberbanpt dem Nenner und den Zihlern der
Ausdriicke y,, 1., zs in TI, eiven g-fachen Punkt, so erhilt man aof
F eine rationale Raumcurve T, der pt*e Ordnung, deren Punkte wiederum
eindeutig den Richtungen von f in TT, entsprechen.

Die Coordinaten £, 7, ¢ sind aber an der nicht-singuliren Stelle
TT;, oder w = u,, # ==w,, holomorphe Functionen von u, «'; also
behalten fiir u = u,, ¥ = u; die Grdssen z, y, 2, als rationale Func-
tionen von §, 7, ¢, den Charakter als rationale Functionen von u, «/,
obwohl sie daselbst unbestimmt werden.

Solcher einfacher getrennter Punkte TT,, TT,, . . . kann man beliebig
viele auf f als Fundamentalpunkte einer Transformation (7), Nr.23
nehmen, und erhilt dann eine Fliche F' mit beliebig vielen rationalen
Curven ', I, . .., die ausgezeichnete einfache Curven von F werden,
in denen @ zu Null wird. Diese Curven I, [",,... werden einander
nicht schneiden, ausser in k-fachen Punkten P, (5>2) von F, durch
welche die Fliache ¢, als zu F adjungirt, von selbst hindurchgeht,
Denn schneiden sich £, und [, in einem Punkt P, der isolirter Doppel-
punkt oder einfacher Punkt von F ist, so ist dieser Punkt zunichst,
da ibm jedenfalls swei getrennte Punkte TT,, TT, entsprechen, auch
Fundamentalpunkt von F fiir die Substitutionsformeln (6), Nr. 23, so
dass thm eine Curve @ auf f entspricht, welche durch TT, und T, hin-
durchgeht; durch diese Curve G muss dann die Fliche ¢, oder ¢,
einfach oder doppelt gehen, je nachdem P ein Doppelpunkt oder
ein einfacher Punkt von F ist, weil ¢, = @ durch P einfach geht,
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bez. dort F' bertihrt*) — entgegen der Vorausseteung, dass die Punkte
,, T, nicht anf ¢ == 0 angenommen sind, Aus demselben Grunde
kann auch die Curve [, sich nicht selbst in einem Punkte P von ¥
schneiden, welcher von den k-fachen Punkten (k>>2) verschieden ist;
denn auch diesem Punkte P miisste eine ansgezeichnete Curve von [
entsprechen, welche durch TT; sogar mit zwei Zweigen geht.

Ein anderes Verhalten der Carven I, T,,... von F kann also
nur eintreten:

«) wenn zwei Fundamentalpunkte TT1,, TT, von f unendlich nahe
zusammenriicken, d. h. wenn fir die Transformationsformeln y vou
() eine Fundamentalrichtung existirt; in diesem Falle riicken auch
die entsprechenden Curven IM,, [, von F einander unendlich nahe, 4. h.
die Fliche @ beriihrt F lings Ty;

8) wenn der einfache Punkt 1T, von f selbst auf einer ausgezeich-
neten Curve G von f liegt; in diesem Falle aber zeigen wiederum die
§ 19 citirten Formeln des § 9 meines eben genannten Aufsatzes fiir die
Transformation von ¢, dass @ == 0 durch die entsprechende Curve I,
doppelt hindurchgeht, d. h. F lings [, berihrt. Auch hier kann man
dann — indem man [ weiter in eine Fliche f* iberfitbrt, auf welcher
der Curve G von [ ein einfacher Punkt entspricht — F so in eine
Flache f* transformiren, dass [, zwei benachbarte Fundamentalpunkie
von f* entsprechen; so dass der Fall 8) auf den Fall «) zuriickfiihrt.

Da nun die benachbarten Punkte TT,, TI, von f an einer nicht-
speciellen Stelle von f liegen, so sind £, n, { auch hier holomorph
als Functionen von u, %, und fir z, y, # bleibt wiederum der rationale
Charakter als Functionen von u, ' erhalten, so singulir auch die Zu-
ordoung der unendlich viclen Werthsysteme der z, y, ¢ zu dem einen
entsprechenden Werthsystem u = u, 4’ == 4, wird.

Durch Nr. 23, 24, 25 ist aber der Salz von Nr. 22 fir alle
Punkie von F = 0 bewiesen.

26. Dass in dem in Nr. 25 uynter «) betrachteten Falle ein
Schneiden von Curven [, I",, und zway in einem einfachen oder Doppel-
punkte von F, eintreten kann, aber nur, wenn ¢ wenigstens lings
einer der beiden Curven Iy, I, die Fliche ¥ bertbrt, will ich an den
einfachsten Killen entwickeln. Diese Darlegung ist tbrigens nichis
weiter als eine Fortsetzung der Entwicklungen meines in der Ein-
leitung citirten Aufsatzes, Math. Ann. Bd. II. Ich werde die Darstellung
so halten, dass sie zngleich einen Einblick giebt in die einfachsten
Arten der Unbestimmtheit, welche bei den eindeutigen Functionen von
2wel Variablen u, & eintreten kbnnen, obne den rationalen Charakter
dieser Functionen zu stfren.

*) Vergl. meinen Aufsatz, Math, Ann, Bd. VI, §9.
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Der Einfachheit halber lege ich in der Transformation von Nr. 23
den Fundamentalpunkt auf f(£, 5, {) =0 in den Punkt TT mit den
Coordinaten

g=0) "]=O) §=O;

und schreibe
(12) O=/En)=t+Ah+H+---
wo f; eine homogene Function it Ordnung von £, 5, § vorstellt. Die
Substitutionsformeln (7) zwischen f = 0 und F{(z, %, 5) = O seien hier
geschrieben:

\ &mn 8 2s(E. 7,
N i

wEnd’ T Gy’
wo die y; ganze nicht-homogene Functionen von &, %, § bedeuten.
Durch Entwicklung von (12) ergebe sich

(14) g=L,+ L+ -,

wo die L; ganze homogene Functionen st Ordnung von £,  sind,

und zwar
(14') {L?‘. ==y §2 + “1’377 + a’27)2:
L, = b5 + b, 82y 4 b En® + 8,93, ete.
Ferner sei, indem man zunichst die von £=0 verschiedenen Richtungen
an 1T behandelt, zuerst gesetazt:

(15) n=pub 4+ u B4 g, 8B+
also

(16) =28 0B 4 -

wo

(16) vy =a,+ a\p + ayp?, v, =au, + 2a,pu, + b, 4 bp
+ by + by, ete.

Indem man die Richtung § = 0 als eine fiir die Transformation
nicht-ansgezeichnete annimmt, braucht man sie nicht besonders zu
untersuchen, was andernfalls durch gleichzeitige Entwicklung von &
und % nach ganzen Potenzen eines Parameters { geschehen wiirde.
Weiterhin werden wir iibrigens auch fiir die von £ = O verschiedenen
Richtungen diese allgemeineren Entwicklungen in besonderen Fillen
anzuwenden haben.

Fir die Integrale u, « hat man im Punkt TT eine Entwicklung

a foom e
wo W— ) =@EHF)+ M+
af — feo =i= 0,
oder
) AR
wo— ) = (& +F i + 5 (§),
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wobei z(£), 7 (§) holomorph in £ sind; und ans (17) ergiebt die Um-
kehrung fiir §, 5 Potenareihen in u — u,, & — u,’, welche mit linearen
Gliedern beginnen.

a) Die z; von (13) mdgen in TT in erster Ordnung verschwinden,
ohne Fundamentalrichtung auf £

Schreibt man

L=kE+ln+ mi+ x5,
wo z/ von hoherer als 1'r Dimension in §, %, £, so wird vermdge
(15), (16):

1) = e, y=pint e,

s= pERE L),
wo die 4;(£) holomorphe Functionen von & (Reihen, die nach ganzen
positiven Potenzen von £ fortschreiten) vorstellen. Dem Punkt TT eut-
spricht also die Gerade I von F:

— kthe o Ftbe — Bthe.
(19) r= Byl y= Eytlp k+ip’
gehort zur Richtung g == g, der Punkt 2 =1z, y=1y,, 2= 4, 80
liefert (18) an dieser Stelle genauer:

& — 2y = (e, + By m)E + £*6,{8),
(20) y — y, = (¢&a+B,0,)§ + E*0,(8),
2 — 2, = (a3 +Bpn )i + %0, (£),

wo die 6;(£) holomorph in £ sind; Entwicklungen nach ganzen Potenzen
von § und g, §, wo

gy = lim Lo (£=0, lim L = ),

wihrend die Coefficienten von p, abhingen. Die Umkehrungen der-
selben ergeben £ und p,E als Potenzreihen in z—zy, Y— Y, die
mit linearen Gliedern, 5 — @& als Potenzreihe, die mit quadratischem
Gliede anfingt. )

Fir die Infegrale u, « sind die zugehorigen Entwicklungen in
(17) und (20) gegeben, wenn man in jenen @ == fi, setzt. Setzt msn
die obengenannten Reihen von £ und 7 pach Potenzen von z — ,,
¥ — 4y, in (17) ein, so wird

u— uy = o E B (oo —2) — B —90)] + Un

£+ B0 (o, (z—20) — Baly—9)] + Uz,

’ !
U —w, =
o “1& — aaffy
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wo U,, U, Potenzreihen in z — z,, y — ¥, sind, welche mit Gliedern
quadratischer Dimension anfangen. Umgekehrt lassen sich hierans
z — z, und y - y, als Potenzreihen in

u — U,
und
(0 — Uy — 2o (1% — )
% — %y
darstellen, wo L
e o 2
0 a—+ Buo

Fiir den Fall, dass die g; in TT alle einen g-fachen Punkt haben,
bleibt das. Gesagte wesentlich erhalten; nur dass die Ausdriicke (19)
g bis zur gt Ordnung hin enthalten, also eine rationale Curve T,
o' Ordoung, auf F liefern.

B) Die y; von (13) mbgen zwei benachbarte einfache Punkte von
f, T und TT;, als einfache Fundamentalpunkte besitzen; d. h. die g
sollen durch TT gehen und die Richtung TTTI; von f alle zur Tangente
haben.

Fiir diese Richtung, welche eine Fundamentalrichtung der Trans-
formation von f in ¥ sein wird, nehmen wir

§=05 ’l]=0,

und schreiben — was vermbge linearer Transformation moglich ist —

u=8+kEE+LEntm 4=, b L u+m e EHE L, (E),
= EE+LEgtmy+-=E L 4-mph) - £, (5),

5= kB LEytmyn’ o= (kL ptmyp?)E24-£32,(8),
u=n+kE+LEntmn’+ - =pE+4 (o, +F,A-Lutmp)E L)

B) Bei g von O verschieden. Dann wird:

l
o ERBALIRE 4 20,0,

y = l&+zt!;+ma!"2 §+§262(§),

7= iiii";;t”_‘ﬂ_’i £+ £26,(8),

(Ausdriicke, die sich auch als ganze Functionen von

A
oder als ganze Functionen von
2
£ 1
n und £

schreiben lassen).
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Hieraus folgt zunichst, dass diesen verschiedenen Richtungen w in
T hier die Richtungen in dem einen Punkt P von F mit den Coordi-
naten z, =0, y, =0, 2, =0 entsprechen. Da fiir kleine Werthe
von £ die Grdssen z, y, 2 quadratische Functionen des Parameters g
werden, so folgt weiter, dass die entsprechenden Tangentenrichtungen
in P einen Kegel zweiter Ordnung bilden, dass also F in P einen
Doppelpunkt erbilt, und zwar einen isolirten Doppelpunkt mit im
Allgemeinen nicht-zerfallendem Tangentenkegel. Denn wenn

v+ kL om,
k, L, myl=A
ks L my |

und die Unterdeterminanten von A mit A,; bezeichnet werden, so hat
man

A.?f_ =8z + Dyy+Bys+ -,
A8 =ApZ+ Bpy+ Bzt
Ap=0-pE+ - =8, T+ By + Byz+ -y

also als Gleichung des Tangentenkegels von F in P:
(81224 By Y+ By 2l — (B 2+ By y+ Byy2) (By3%+ Bygly -+ Byy#) ==O0.
Der Richtung @ in TT entspricht die eine bewegliche Richtung, in
welcher dieser Kegel von
(B34 Do g+ Bys8) — (B 2+ Bpy+ By 8) = 0
geschnitten wird.
Fiir die Integrale wird:

u Yy == %‘ {wBotBL)Z+ (2 by +8 By)y
+ (e &+ 8 Azs)z} + -

w— =5 {@ Bt BBy)z + (€ By t-B D)y
+ (""Au"*‘ﬁAss)’} + -
Im Besonderen kann auch A = O werden, wonach dann der Tan-

gentenkegel in eine doppelte Ebene iibergeht.
£’) Sei nun g =0 betrachtet, also die Richtung { =0, 5==0

von TI. Dann wird

M B B, b= aB 4 (@R
2 = (ag+ k)8 + [{a +Wu, +HIE+ -

I = k8% o4 (b +fE4 -

Iz = k82 + (b +6L)E8+--

L= +E)E + Gps+fi e+ -
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also, wepn man setzt
n= P T EER T i
z— gy = (— Tt M) g+ s
y—yo=(_!‘zyo+m2)?_§*_‘§;+'“,
fm ity = ) e

wo die Grossen m,, m,, m, einfach von y, abhingen. Hieraus folgt,
dass der einen Richtung lim % == g = 0 vor TT unendlich viele Punkte
von F entsprechen, welche eine Gerade [ bilden. Deren Punkte
(%o, Yo, #,) entsprechen den verschiedenen Werthen von lim%_—_ -
In einem solchen Punkte von F), also bei festem w,, liefern die letaten
Formeln die Entwicklung der Coordinaten nach Potenzen von £ und
#,£; und die Umkehrung liefert £ und g,£, also auch £ und %, als

ganze Potenzreihen in z — z, und y — y,. Nir die Integrale hat
man zugleich bei festem g, Entwicklungen der Form:

v—t =af+ @ u+p)E+ But+)8+ -
w—u =t + (Fu+p)E + Fu. 468+,
wo «, f, &, ' die Grossen von (17), die g, B,/, f, ... von g, unab-
hingig sind. Da
ou _ gu ouw  Bu ¢ ’ ,
B WD T GE Gld o F OB
mit Gliedern zweiter Dimension anfingt, kann man dasselbe in Bezug
auf die Entwicklung von
ou du ou ou ’ , dF\2
Ss by — 9y 55 = 4B —4B): (57
nach Potenzen von z — z,, y — y, schliessen — was sich durch Fort-
setzung der Rechnung auch direct ergibe —; d. h. die Fliche
AB — BA =0

beriihot die Fliche F in jedem Punkte der Geraden I

) Die Flichen 4; von (13) mdgen den einfachen Punkti TT von f
zum Doppelpunkt besitzen und zugleich die Richtung TITI, von f ge-
meinsam haben, so dass dieselbe Fundamentalrichtung der Transfor-
mation wird.

Sei wieder diese Richtung im Punkt T oder (§ — 4 = { = 0) als
§==0, y =0 genommen; so wird

b= (ki L) + EmiE+pin+qif) + 8 4 - - -
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) Sei zuerst die Richtung lim%-—-: z von O verschieden.
Dann wird

=P 484, y—pERE 50,0, o= pERE 1500

woraus gepnau dieselben Schlisse, wie in «) folgen, nimlich dass den
verschiedenen Richtungen g (u =j=0) durch ¥T die Punkte einer Geraden
I, entsprechen, ldngs deren AB — B A’ zu 0 wird, ete.

7") Sei nun g = 0; und % und § wie in ).

Dann hat man

t= (@ ktam+r)g 4+,

poky 4 (@ -bry) £
ks o+ (@omgtry) +£e, (g)’

und analog y und 2. Dies liefert, den verschiedenen Werthen von g,
entsprechend, eine zweite Gerade I', von F, welche mit der ersten
Geraden [, den Punkt P mit g ==0, g, == 00, d. h. mit

also
Z ==

Ty = ':‘:‘» Yo —"‘%» Gy = %’9
gemeinsam hat, einen Punkt, den wir in 3™) weiter betrachten werden.
Fiir einen von g, = oo verschiedenen Punkt dieser Geraden I, gelten
genau dieselben Schliisse, wie in §°).
¥") g =0, p, == oc. Zur Untersnchung des ip ") genannten

Punktes P:
k 3 3
f‘o=7;:"; yom%; 5@“'%
kann, wegen m, = oo, nicht mehr eine Entwicklung von 7 nach
ganzen Potenzen von § dienen; vielmehr tritt hier der, schon oben zu
(16) bemerkie Fall ein, dass man fiir £ und 9 Reihen setzen muss,
die nach ganzen Potenzen eines Parameters ¢ fortlaufen. Es geniigt

—g{ = 00, zu setzen:

E=0, g=ef + o'+ -,
= a4 oo, -+ - -
Ferner wird * ¢
6= okit* + (eki+ @*litaym+ri)ts -+ - - -

hier, wo limé’-— =0, lim

wonach

also

t
L&y == ”j;i‘:’ {k4 & @ aym 1) — k(e + “omt"i"’;)} r] -+ .-
und analog y — y, und z — z,. Diese Entwicklungen gehen also fort
nach ganzen Potenzen von ¢f und -z-, oder auch nach solchen von

a and _q.’

[ B

Mathematische Annalen. XXIX. %5
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und fangen mit linearen Gliedern in beiden Grissen an, so dass der
Punkt P im Allgemeinen ein einfacher Punkt von f wird.

Diese Grbssen lassen sich also auch umgekehrt in Reihen nach
ganzen Potenzen von z — z, und y — y, entwickeln, welche mit linearen
Gliedern anfangen, von der Form:

% =4 @—2)+ 4 G—Y%)+ -
Lt o)+ 2~ +
so dass man erhilt:
E= {l,(m——x@—l—%(g—%)} : {l,'(x—xo)+12'(y—yo)} + -
n= {l, (—z)+ 4, (y—0)}* - {11'(1”_5”0)'*'12'(?/_?/0}} +---
Fiir die Integrale hat man, wenn man noch

ot=1¢,

T4

setat:
u —uy =al+Bolf 4 - =atit, + ¢+,
Wt =B fof =ty + Bl A

demnach

ow W puw ¥ __ 1 (Du dw _ ou D
Ot 0% ot 04 | A —i% \oz oy Oy oz
1 , , ,
=g (4B — BA)=(d f—af)t 4

Wt — 47k
=(a’ﬁ—aﬁ’)9t3+.-.’

d. h. die Fliche @ — O trifftt = 0 im einfachen Punkt P wie eine
Fliche mit 3-fachem Punkt.

Nimmt man 2. B. die direct, ohne Hiilfe von f= 0, eindeutig
umkehrbare Substitution

=1 —71 & _—m2 Lt
x_‘g) 3/ l§+”?z m£+§7
woraus
E=z(y—lz), n=2*(y—1z), {¢=z(y—1z) (z—mx),
deren Determinante

D= — B (y—12)?,
so geht eine Fliche

O=7/&n=l+L+ i+
nach Weglassung des Factors

M==z(y—Ilz)

0=F(x,g,s}5(z—-mz)+F2+Fs+ -
wo die F; homogen von der i Dimension in z,y,# sind und den

iiber in
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Factor z(y —1z) besitzen. Ist dann @' (%, %, {) = O die zu f gehdrige
Flache @, so wird @ fir £ =0, =0, { = 0 nicht verschwinden;

sei also
Q‘(gv s g) bt K(.’L‘, Y ’)}
so wird auch K fiir die beiden entsprechenden Geraden von F':

Mh:s—mz=0, y—lz=90
und
lbiz=0, z=0

nicht verschwinden. Die zu F gehorige Fliche @7 wird dann:
K.
Az, 9, 8) = Zyf = — Kty —la) = 0;

diese Flache geht also in der That durch I, und berhrt F lings [,
in erster Ordnung, im Schoittpunkte (z==0,y=0, 2==0) von I, und [,
in zweiter Ordnung.

Erlangen, 1886.



