
Ueber die totalen algebraischen Differentialausdrilcke. 

gon 

M. NOP.TRF-~ in Erlangen. 

Her r  E.  P i c a r d  ha t  vor  e in iger  Zeit  filr algebraische Flgchen 

F(x, y,  ~) ~ 0 

ein neues gorsehungsgeb ie t  be t re ten ,  indem er die Integrale yon zu ~" 
gehSrigen totalen Differentialen~ n'gmlich yon integrablen Ausdrilcken 
der Form 

Pdx + Qdy, 

in welchen ~ und Q rationale Funetionen der GrSssen x, y, �9 aind, 
zwischen denen die Gleichtmg F(z, y, z)~-0 besteht, der Unter- 
suchung unterwarf*). Seine unten angefilhrte Abhandlung bescl~ftigt 
sieh in ihren beiden ersten Theilen mit der Bedingung der Integra~/t~ 
dieses Ausdrucks und mit den Bedingungen, dass das Integral filr age 
Punk~ der Flgche endZw/~ Werthe habe. Diese Bedingungen kSnnen 
fiir ~ic]zt-sp~e1~ FIRchen I'-~-0 nicht erfi111t werden**)~ aber sie ge- 
statten~ ffir eine speciell vorgelegte Flgche die Frage nach der Exislenz 
solcher Integrale ers~er Gattung zu entscheiden. 

Die schwierige Frage nach a~ Flgchenclasaen, welehe Integrale 
erster Gattung zulassen, wird in der genaunten Abhandlang nicht be- 
rtlhrt. Indessen kann man sehr leicht hierher gehSrige Flgchen an- 
f~hren, welche e/n solches Integral besitzen1**); und ferner gehSrt 
hierher die interessante Classe yon Flgchen, deren Coordinaten sich 

*) In den C. R. der Pariser Acad. yore 1. mad ~ Dec. 1884, and eiagokend 
in tier Xhhandluag: ,,Bur les mt~gralea do diff6renth~Lles totalr atg6briquea de 
premi&e esp~ce", Liour Journ. de MMhem., S~r. IV, t~ I, 188~ 

**) Dieser Umstand war mir, wie zu bemerken erlaubt ~ei, ichou seit 1868 
bekannt und wurde damals f~r reich die Veranla~u~g, die.Be Art yon Int~gralon 
fallen zu lasseu und reich den einer algebrai~r Flgche g ~ ,0  zugeh~rigon 
DoppelmtegraLen zuzuwenden. 

~ )  YgL z. B. Poine.~6 in den C. IL yore 29. Dec. 1884. 



eindeutig, und - -  bis auf Periodenvielfache - -  eindeutig umkehrbar, als 
vierfach periodisehe Fanctionen zweier Parameter ausdriicken lassen*), 
Fl~chen, ffir welche diese beiden Parameter yon einander unabh~ngige 
endliche Integrale sind. Diese Classe zeigt schon die Wichtigkeit der 
Untersuchung des Herrn Picard; seine Abhandlung beseh~ftigt sieh 
daher im 3 te~ Thefle eingehend mit solcben FJ~chen, welche (in dem 
yon mir in diesen Annalen Bde. II und VIII ~*) definirten Sinne) das 
,,Fi~chengesehlecht" l haben und zwei endliche Integrale besitzen, 
and welche, wie das Umkehrproblem der zugehSrigen Difterent~alaus- 
drficke zei~,  auf jene Fl~chenelasse zurfickffihren. 

Aueh for weitere Anwendungen, insbesondere Differentialglei- 
chungen - -  yon denen der 4 t~ Theil jener Abhandlung ein Beispiel 
giebt - -  kann die neue Theorie yon Bedeutung werden. --  

Indessen ist die yon Hrn. Picard gegebene Grundlegung dafiir 
noch nieht geniigend aUgemein. Er fiihrt fiir die Singularit~ten der 
Ft~ehen /~' eine Reibe yon Annahmen ein, weIehe das Gebiet der hier 
zu behandelnden Fl~chen allzusehr einschr~nken, und welehe auch f(ir 
die yon ibm benutzte Methode der lr nicht darchaus 
efforderlich sind. Am einfachsten sieht man dies durch An~endung 
einer anderen Methode, der auch sonst yon mir vielfach benu~zten 
Methode der ragonal-einde~igen Transformation der Fl~che _F dutch 
welche sich unmittelbar der volle Grad der Allgemeinheit er~ebt~ 
welchen man der auf _F beziigliehen Theorie ertheilen daft. Dies rEihrt 
nach meiner Auffassung daher, dass die Reihenentwicklungen selbs~ 
erst~ often oder verdeckt~ als aus rationaler Transformation hervor- 
gegangen anzusehen sind ~ wovon aueh die Beispiele in der Sehluss- 
numraer 26. meines vorliegenden Aufsatzes wieder zeugen ~ und dass 
gerade der erste Theft dieses doppelten Processes, die Transformation, 
sehon die Resultate liefert. 

Die Transformationsmethode hat noch den weiteren u die 
Untersuchung theitweise auf schon bekannte Resuttate zurfickzuffihren, 
indem sie den Zusammenhang der Picard'schen Betrachmngea im 
3 t~ Theil seiner Arbeit mit den Betrachtungen klarle~,  welche ich 
in dem o. c. Auhatze im VIII. Bd. dieser Annalen fiber die zu 
,adjungi~ten Fl~ichen ~ "  und die ,,ausgezeichneten Curven" yon 
angestellt babe. 

Aus diesen Griinden halte i ches  f~ir angezeigt, im Folgenden die 

*) F~r diese Ft~h~n vgl. Sch]eierma~her, ,,Ueber Thetafunctionen mit zwei 
Varlabeln", Ber. der Erlanger Soc. v. 15. Febr. 1886. 

~)  In meiaen Abhandlungen: ,,Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens 
algebraischer Gebfide yon beliebig vielen Dimensionen", Math. Ann. II, und ,,Zur 
Theorie de~ eindeutigen Eamprechens algebraischer Gebflde, 2 ~r Aufsatz", Math. 
Ann. VIII. 
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Resultate der drei ersten Theile der Picard%chen Abhandlung, abet 
in der aBgemeinst zul~ssigen Form und nach der Transformations- 
methode, yon Neuem abzuteiten*). Der vorliegende Aufsatz soll also 
nur eine Art yon Commentar zu jener Abhandlung sein~ wesshalb ieh 
es auch hier unterlasse, auf die einzeinen Abweiehungen hinzuwe'men. 
Ich will nut erw~hnen, dass ich die Untersuchung ftlr die Fl~r uad 
ihre Differentiale meist~ns in der homogenen Form der Ausdr~lcke 
ffihre~*); dass ich die ]_ntegzale 1 t~r Gattung yon den fibrigen nicht 
getrennt behandle; und dass icb die Bedingungen der Endlichkeit der 
Integrale in den mehrfachen Elemeziten der |:'lRch~ nicht, wie es in 
der Abhaudlung geschieht, aus der Existenzbedmgung ((5), Nr. 1 dieses 
Aufsatzes) entwickle, sondern diese beiden Arten yon Bedingungen 
mSglichst trenne (vgl. auch Nr. 17 dieses Aufsatzes). I m w  8 zeige 
ich yon a//en Ft~chen yore FIRchengeschlecht 1, welche zwei unab- 
h'~ngige endliche Int~grale u, u" hesitzen, nur die Eigenschaft, dass 
ihre Coordinaten sich als e i ~ i g e  Functionen der u,  d,  mit rationalem 
Charakter ffir alle endlichen Werthe dieser Gr'dssen, darstellen lassen, 
ohne auf die einfache Folgerung (ffir welche ich auf Hrn. Picard's 
Abhaadlung verweisen kann) eir~zugehen, dass diese Ausdrflcke 4-fach 
periodisch werden. w 8, Nr. 26 enth~t einige Beispiele zu den Singu- 
larit~ten, welche bei solchen eindeut~gen Fnnctionen yon zwei Variablen 
vorkommen kSnnen. 

w 

Form d0r DiJferentialausdrficke. 

I. Die Gleichung einer FIRche n t~' Ordnung 

(1) -~'(x, y, ~) = O 
werde zun'~chst in nicht-homogenen Coordinaten za Grunde gelegt. 
Um keine der Variablen auszuzeichnen, werdr ein zugeh5riger totaler 
Differontialausdruck sogleich in der Form augenommen: 

du ~-- K d x  --~ L d y  -~- Mdz ,  
unter der Bedingung 
(2) Fx" dx + F~" d~ + _~; de = O, 
w o  

~ ,  ~F , ~F ~F 

und wobei ~:, Z,  M rationale Functionen yon x, y, r bedeuten. 

*) Einen kurzen Auszug davon babe ich in den Berichten dor Erlanger Soc. 
yore 15. Febr. 1886 mitgetheilt. 

"*) Uober diesen Paukt ist auch else kur~ Note voa Hm. Cayloy in dem 
BulL des sciences math. yore M~a-z 1886 erschienen- 
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Die allgemeinste Form flit du  ergiebt sich dann zu 

du = (g  + ~Ff) dz + (I, + X~f) dy + (M + XF;) dz, 
Wir setzen, wo ~ noeh ganz beliebJg angenommen werden kann. 

mater Einffihrung yon drei beliebigen Gr5ssen /~, Z, m: 

k K  + ZL + m M  
~" = - -  ~ F ~ ' +  I F j  + , . ~ , -  

und erha|ten, mit den Bezeichnungen 

(3) L F," - -  M ~'~ = A', M F ~  - -  X F," = B ", 

ffir du  die Form: 
Ilc A" d x [  

I t B ' d y  
mC"  dz l  

Ffir A', .B', C" iblgt aus (3), da K ,  L ,  M noch keiner Bedlngung 
unterworfen waren, nut die Bedingung: 

A'F=" + B'F; + c'F: = o, 

welehe nut mit Hfilfe yon (1) erffillt zu sein braucht. 
Setzt man aus A', .B', C' einen gemeinsamen Nenner N heraus, 

so hat man 
k A d z  

(4) Z .B dy 
d ~  m C dz 

~(~F~' + ZF~' + ~ '  ) ' 

wo die ganzen Functionen A ,  B ,  U so zu bestimmen sind, dass mit 
Hillfe yon 2'  = 0 wird 

(5) +~F=' + ~' + GF=' = O. 
Iusbesondere kann man schreiben: 

du  ~ Bdz  -- Gdy Cdz  -- Adz  A d y  -- .Bdx 
�9 - - - ~ : ' - -  = N . z ?  v'  - ~ - -  N .F~'  ; 

und umgekehrt folg~ die Relation (5) aus dem Umstande, dass sich 
du  nofl~wendig in solche drei Formen muss schreiben lassen, die ver- 
mSge (2) aus einander hervorgehen. Weitere Bestimmungen filr A, 
~ ,  C werden in Nr. 3 gegeben werden. 

2. Auch flit die homogene Gleichungsform einer Plgche n 'r Ordnung 

(6) f (z , ,  x~, x~, z4) = o 
soil die F o r e  eines totalen Differentialausdrucks z ~ s t  unabhgngig 
yon der vorhergeheaden Entwicklung hergestellt werden. Schreibt 
man wieder, unter den ~'~ rationale Funct~onen yon xi ,  x2, x~, x4 
vers~nden, 
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I _ 4  

d~ 
i 

nnter der Bedingung 
1 . . 4 [  

i 

und unter der welter zwischen den Differentialen der homogenen 
Vaxiablen beliebig anzunehmenden linearen Relation 

~ dx~ ~-- O, 

so wird die allgemeinste Form fiir du zu: 

du 

wobei ~t und F noch beliebig sind. Wit setzen: 

wobei die k ~ , . . . ,  k 4 beliebige GrSssen vorstellen; so wird 

. ~  ~,~(~,,z~, -- ~,~,) 

d u  ~ ~.t 

2 , , , o  , 
wobei gesetzt ist: 

Abet ffir diese Ausdrficke hat man, vermbge f .~ . -~  I/~x~ == O: 

Q~x~ + Q, sxs + Q,4x, =-- o, 
Qs~z~ -I- Q=x2 + Qs~x, ---- o, 

d.h. es miissen vler Functionen 
welche wird: 

Q2,x, + Q~x~ + Q~x, - -  0, 

�9 I t A l, A:, ,A s, A4' existiren, fttr 

]~iermit geht du fiber in 

Ai x.z~A2 xt. 
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Zwischen den vier Funcfionen ~-' selbst herrscht noch eine Be- 
ziehung. Denn damit der vorstehende Ausdruck yon du  yon den will- 
kiirliehen GrSssen ki nur formell abh~ngig wird~ muss neben 

~---~ f~x~ ~ O, , ~  f~ dx~ -.~ O 

nothwendig noch die Relation 

bestehen. In der That fo l~  aus drei der Gleichungen (8): 

und neben ~ ~x~ ~ 0 wird auch das zweite Glied tier rechten Seite 

naeh den obigen Wer~hen der Qa~ zu 0. 
Bringt man noeh die Ai" auf gemeinsamen Nenner und vereinigt 

diesea mit ~ @~x~, so nimmt der Differentialausdruck die Form a n ;  

(9) du = 2s" 
• k,. ,~x3dx4 

~T. ~ k~f~ ' 

wo 2~, A I , . . . ,  A 4 rationale g~nze Funet ionen der z 1 , . .  ., z 4 sind, 
fiir welche) mit Hiilfe yon f =  o, die Relation zu erf'dlten ist: 

(10) ~ a  A, ~ = O. 

Da der Ausdruck du nut yon den Verh~Itnissen der homogenen 
Coordinaten abh~ngen kann, so werden, wena N eine ganze Function 
yon x l , . . . ,  x 4 yore Grade v ist, die A ~ . . . ,  A~ ganze Functionen 
yon x , , . . . , x ~  vom Grade n - - ] - ~ - - 3 .  

3. Die Entwickelung yon Nr. 2 liefert noch weitere Bestimmungen 
fiir die Formen tier ganzen Functionen .A, .B~ C yon x ,  y, z in 
Nr. 1, (4). 

Setz~ man in Nr. 2: 

-~=x,z' ~,=Y'~ x,x~ = z ,  f (x~ ,  . . ., x4) = x~" �9 F ( x ,  y ,  z) ,  

h = z , " - ~ . F x  ', f 2 = x 4 ~ - ~ F y  ', f a = x ~ " - ~ F ; ,  

f .  = ~ , . ' - - ~ ( , ~ ' - -  xF~" - y F ;  - -  ~ F ; ) ,  

so geht, indem man in der Determinante ~ ~ kl .A2xadx 4 yon den 

drei erste.u Horizontalreihen die vierte, bez. mit x ,  y ,  z. multiplicirt, 
ahzleht, tier Ausdruck (9) in (4) fiber, wenn man noch k, l~ m ffir 
kl - -  xk.i, k. z - -  yk , ,  k. a - -  zk  4 schreibt. Dabei werden, wenn man 
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~( : r~ ,  x~,, x3, z4) ~ z4" N I z ,  y, ,~) 
setzt ,  A ,  .B, C yon der Form: 

(11) A ~ - x A 4  - - A t ,  B ~ - y A ~  - -  A,, C==~A 4 ~ A 3 ,  

d. h. wenn das N in (4) yore Grade v ist, so steigen A,  ~ ,  U auf 
den Grad n -~ v - -  2,  abex die Glieder (n -4- v - -  2) re, Dimension sind 
beziiglich yon den Formen 

xA~ yA~ .~A~. 
Aueh (10) geht hierdurch in (5) tiber. - -  

Es w~xe aueh leicht, die Formen (11) ~on A ,  B~ C direct zu 
ermitteln, ohne erst auf Nr. 2 Bezug zu ~ehmen; wonach sich dann 
umgekehrt die Entwicklungen Yon Nr. 2 eiafach erg'~ben. 

Nimmt man zu diesem Zwecke an, dass A, .B, C yore Grade 

-{-v-~-p--3 seien und setzt x~-~-, y~--~ z-~-~ in (4), 
X4 ~ ~4 

so nimmt dieser Ausdruck die Form an 

k, A" x ~ d x ~  x tdx  ~ 
l B" x ~ d x t ~  x,sdx~ 
~. U" x~dxs--x tdx4 

02) ,~ = 

x4e. tq(k f~ -4- Zs + r~s ' 

wo N eine ganze Function v ~~ die A',  .B'~ C," solehe ( r~auv-4-#~3)  TM 

Grades yon x~ , . . .~  x~ werden. Setzt man,  was er|aubt, dx~ ~ O, so 
sieht man,  da der Schnitt yon x~ ~ 0 mit [~---0 nicht ausgezeichnet 
ist~ also x~ sich aus d u  herausheben mua% dass 

@~--1 

ist. Setzt man weiter x~ ~---O, dx~-~-O,  so dass sich d u  auf die 
Schnittcurve yon / ~ 0 mit x~ -~- 0 beziehen sell, so weiss man, dass 
du  yon der Form wird 

i Iz x,~ dx, 
A~.t l xt dx~ 

dt t  ~ I m xs dx~ __ 
N ( k f ~ . ~ l f t + m A )  ' 

WO A~ yore GraAe n - ~ - v ~ 3 .  D . h .  ffir x ~ = 0  werden A ' , ~ ' , C '  
bezfiglich zu Aax~, ~ x = ,  A~x s, oder sie siad yon der Form 

A "  = .~ tXl  - -  A I x 4 ,  B '  = A 4 z  2 - -  ~ 2 X 4 ,  C '  = A a x  3 - -  ~ X  4, 

was die Formeln (11) sind. 
Alsdann geht die Relation (5) vermbge (11) unmittelbar in die 

Relation (10) 

fiber, und du  schreibt sich 
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Y a ,~ax ,  
d u  = " - -  N.fi  

was vermSge 

den Ausdruck (9) lieferr 
4. Nach dem Ausdruck (9) kSnnen die Func~ionen A~ iiberhaupt 

nur his auf GrSssen der Form 

z~q, x~Q, x30,, x,q, 
wo Q cine beliebige ganze Function (n Jr-v ~ 4 )  tea Grades ist~ be- 
stimmt werden, da diese GrSssen sieh aus (9) wieder wegheben. 

Aus diesem Grunde kann in dermit  Hiflfe yon f-~. 0 zu efftlllendea 
Relation (10)~ d. h. in der Relation 

der Factor /~ yon f, auf der reehten Sei~e~ zu einer ganz beliebigen 
ganzen Function (n q - v -  4) re" Grades gemacht werden; denn ersetzt 
man die A~- dureh die 

O~ = A, + x , q ,  
so wird 

~__, 0~I~ = (1~ + nO) f. 
I /~ se~zen, Insbesondere kann man, was auch /~ sei, Q-m-- n 

wonach 

wird~ ohne H~Ife yon f ~ 0. Der n~ehs~e Paragraph wird eine n:d~aere 
Beziehung des Factors /~ zu den en~sprechenden GrSssen A~ lieferm 

w  

Bedingung iter ~tegrabilit~t.  
5. Nach Nr. 1 war 

(1) du ~ .aay-.Bax 

wean A, ~ ,  C drei ganze Functionen (n -]- v - -  2) t~* Grades yon 
x,  y~ ~ yon der Form (11), Nr. 3~ vorsf~llen~ fiir wclche verm5ge 
�9 '(x, y~ g ) ~  0 die Relation (5)~ d. h. ffir welche die eine Identifii~ 
(2)  ~tF. '  + ~ ' , "  + c ~ :  = s .  F 
besteht, wo S e i n e  ganze Function (n -1- v - -  3) t~ Grades [n~mlich~ 
verm5ge (11) ~ nA 4 q- einer ganzen Fun&ion (n -1 t- v - -  4) t~n Grades 
yon x~ y~ g] wird. 
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Wir f~hren jetzt  die Bedingung der Iategrsbilit~t des totslen 
Differentials du  ein: 

(3) 
2 

in der T irgend eine ganze Function (2n n u 2~, - -  5) 'o. Grades werden 

kaun. F~hrt man far @z 3z. ihre Werthe aus 

F .  -{~ F, ~ : O, F,+F,-~=O 

ein, so sehreibt sieh (3) auch so: 

A 
o-g ~-~ ~ [.aF2 + ~ F ;  ] r 

aber aus der IdentitAt (2) folg~ auch 

0 AFx'-J-'BF/, o--ft. N F  2 

~-Z- N~'- s" ' ' = Oz § OZ 

c s 

-- ~ ~-K+-- ~-~--" F, 

so dass die Bedingung der ].utegrabilit~% vermiSgo (2) ilbergeht in 

~ ~ N S / "  ~ +~+--~-=~-+m--A~j, "F, 

wo auch T" eine gauze Function (2n + 2~, - -  5) t"  Grades van z,  y, 
werden soil Da die abrigen Glieder ausser dem letz~n nat  N 2 zum 
Nenner haben, so muss T" durch F, '~ thdlbar sein, und die Be- 
dingung wird 

a ~ e 

(4) ~z by -}- ~ : -ff ~- -N--'-" F, 

wo T eine gauze Function (2v - -3 )  te" Grades yon z ,  y ,  ~ werden soil. 
Sei nun zun~chst ~, ---- 0, N = i ;  so verschwindet T wegen seines 

Grades, und es folgt far den Factor S in der IdentitAt (2) die Be- 
stimmtmg: 

(5) s = - ~ + W +  ~ .  
]~f luaaAtiv.~ * -~-h, : .  ~ '23 
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Far ~ beliebiges v geht aus der ausf6hrlicher geschriebenen 
Bedingung (4) 

~N ~3N C ~N (6) .a ~ + B -G- + ~ 

~B ~0 

hervor~ class eine Identit~t existiren muss der Form: 

(7) A ~N _{...B ~N ~ ~3N --%- -~--- + TE----  G .  N + E . . F ,  

wo G mad /7 ganze Funetionen von x~ y~'z, bez. vom Grade n - I - v - - 3  
und 2 v -  3 werden sollen; und alsdann ergiebt sieh fiir S in (2) ein 
Ausdruck der Form: 

(8) s = - ~ -  + - - ~  + ~ - G - -  �9 F ,  

wo O die in (7) stehende ganze Functioa (n + v - -  3) '~~ Grades, 
G '  eine gauze Function ( v -  3) t~ Grades yon x,  y, z werden sot]. 

Man kann offenbar G ' =  0 annehmen, indem man G ' 2 '  sowohl 
in (7) als in (8) in G eingehen l~sst. 

Im Ganzen hat man so fiir A, 23, C, N zwei Identi't~ten zu er- 
fiillen; n~mlicb ffir A 7 23, C eine Relation der Form (2)~ und mit 
dem nach (8) daraus hervorgehenden G fiir N, A, B ,  C eine Relation 
der Form (7). Fiir v ~ - 0  hat man nut (2) und (5) zu erf[illen. 

6. Es sollen jetzt fiir die homogene Darstellung [(xl, xe, xa~ x4) ~ 0 
der Pliiche die Bedingungen der vorigea Nammer entwickelt werden. 

Sehreibt man die (2) entsprechende Gleiehmag wie in 1Nr. 4: 

. ~  A,/, = / t .  f, (9) 

so wird dutch den Vergleich mit (2)~ vermbge der Substitutionen yon 
Nr. 3: 

R ---- n2t, - =4 "-~-3 . 5' 

Hiermit geht die Bedingungsgleiehung (6), indem man N dutch 

~N T dutch ~:2,_sT-----~' ersetzt, (11) , Nr. 3 benutzt, und ~ ~ N~ sehreibt 

fiber in: 

(A~x 1 - -  A,%) N l + (a+x 2 - -  A2x+) N., + (A+% -- A.~x+) "~a 

- -  nA~ + Rx~} N - -  T" �9 f, 
oder~ ausgeftihrt~ in: 
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) �9 ~, i~ . ~ + - ~ 7 .  f. 

Diese Relation zeigt zun~chst, dass T' durch x~ theilbar sein muss; 
dass also T in (4) oder (6), Nr. 5~ nur yore Grade 2v  - -  4 ia x, y~ 

T" ~ TI so hat man als Bedmgung der Integra- war. Setzt man ~ 

bilit~t hier : 

(10) , ~  A, N, ~ ( Z  a~. It). lg -{- T, . f. 

In (9) und (I0) kSnnen R und T~ irgend welche gmaze Fune- 
tionen, bez. (n-at- v-- 4) t~" und (2v-- 4) t~ Grades, yon xl, x2, x~ xa sein. 

Die Bedingungen (9) und (10) lassen sieh noch vereinfachen, wenn 
man, wie in Nr. 4, die GrSssen A~ durch die GrSssen 

O, = A, q- x ,q ,  

wo Q eine willkiirliehe ganze Function (n -[- v - -  4) ~* Grades yon 
x l , . . . ,  x 4 ist, ersetzt. Dann wird aus (9) und (10) 

(9') 2 O, f ---- (_R -k n Q) �9 f ,  

Z (Z ( I0 ' )  O, N, = ~z, 

Setzt man also 
,) ~,  

so ergeben sich die beiden zu efffillenden Identit~tea ffir IV und O;,...0 4 
in der Form 

(11) Z e,f, 

Z O, N, 
Setzt man aber 

~o~ 
f .  ~x, , 

= f . T , .  

odor Z -~x-~- ~ O, 

so folgt start dessen e inf~her :  

(11 ") ~;o, 
O,N, ~ N~_ I ~ + T,f, 

0 e 

T, 
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Hat man die den Bedingungen (ii) oder den Bedlngungen (II') 
identisch geniigenden GrSssen O~ gefunden, wobel T l eine beliebige 
ganze Function ( 2 v -  4) ~ Grades werden darf, so werden die all- 
gemeinsten Werthe der A~: 

wenn ~ ~# eine willkilrliche ganze Function (~ -~- v -- 4) t'~ Grades 
yon x~ ... ~4 gesetzt wird. 

Insbesondere hat man f'dr v ~ 0, ~N" ~ I nach (9) und (10) nut 
die eise Identit~t 

zu effBllen, die sich nach (II') auch dutch die beiden {~ o,/~ = o, 
(12") ae, 

Die Summen ~-~ sind ~berall fiber ~ ~-- 1, ~, 3, 4 ZU ersetzen l~isst. 
erstrecken. 

w  

Umformung des Diffsrentialausdrucks. 

7. Man nehme drei gauze Functionen r ten Grades yon x ,  x2, x3 ,z  4 an: 

und setze im Ausdruck (9), Nr. 2, yon du die willkfirlichen GrSssen 
]~1,/~2, k3, k4 den beziigl. 3-reihigen Determinanten aus den Differential- 
quotienten dieser drei Functionen gleich, n~.mlich 

~f, : ~ t  • f,~2~3'~4- 
Dana wird 

dg~-- 

Filhrt man nun zwei Parameter it und F ein mittels 
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so geht der Ausdruck yon du~ indem man die Z~hlerdeteru~ina~te 
desse]ben nach der ersten Verticalreihe ordnet, fiber in: 

- - 0 w  ' 

wobei noch (9) und (10) yon Nr. 6 zu efffi]len sind. - -  
Ft~hrt man ebenso direct in (4), Nr. 1 zwei gebrocheae Func- 

tionen ~ und ~ yon x, y, ~ aIs neue VariaMe ei~, so wird d u ,  iadem 

man Z~ le r  and Nenner mit -4- ~z ~y @J mulfiplicirt, zu 

oF a| , ~ k  0v l 

du ~ o dO d~/ 

wo k ~ flit ~ -  -[- l -~-  -~- m--~-, etc., steht. Wean mau 

also 1o, l, m so w~hlt, dass 

so folgt 

du~- .  
~ -  -~-+ --~-/dr- -~-E +B -~-+ C 

N- -'J" ~ x  @y C9# 

unter den Bedingu~gen (2) u~d (6) yon Nr. 5. 

w 
Eindeu~ge Transformation des Differentialausdrucks. 

8. In Erweiterung yon Nr. 7 sou das Verhalten des Diiferential- 
ausdrucks bei der allgemeinsten rationalen Transformation von f unter- 
sucht werden. 

Verm5ge einer rationalen Substitution 
(1) x, -~. g,,(y,,  y~, y~, y,), (i ~ 1, 2, 3, 4), 
wo die ~ rationale ganze Functionea ~ Grades yon vier neuen 
homogenen V ~ b l e n  Yl, Y2, Y~, Y~ vorstellen, werde die Fl~che f ,  
mit der Gleichung 
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gesetzt, 

(5) 

also 

(6) 

(2) f@,,  z,,, ~,3, x,) = o, 
in die F1Kehe /~, mit der Gleichung 

(3) ~v(y,, y~, ,v.  y,) --- o 
t ransformirt ,  n~mlich 

(4) f (O, ,  V2, V3, V,) = M(Yl,  y~; Ya, Y,) " F (y , ,  Y2, Y'~, Y.), 
oder 

f = ~ . . F .  
Sei auch 

~y~ 

Aus (4) wird, vermSge F = 0: 

i 

1, .  4 1 . . . 4  

h i 

wenn man zwischen den willktirlichen GrSssen k; und den eben so 
~l lki i r l ichen GrSssen e~ die Beziehungen herstellg 

o~, (i = l ,  4). (7) k, = c, T ~ j , '  . . . .  
h 

Seien ebenso vier neue gauze rationale Funetionen 01, C2, Ca, C4 der 
y~ . . . y~ eingefiihrt, welehe mit den vier Functionen A t ,  A 2 ,  A 3 ,  A 4 

der x l . . .  x 4 au~ N r .  2 vermSge der Beziehungen zusammenh~ngen: 

Ar  " A, ~--- C, -~-~-, (i = 1, . . . ,  4),  
h 

(s) 

wobei 

(9) 

so wird 

Somit  erh~lt man 

Diese Form yon du muss noch eine Vereinfachung zulassen; denn 
in den, yon der Transformation abh~ngenden, Punkf~n yon F ~ O, 
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ia welchen M~---O wird, wird u aicht unendlichj da u in den eat- 
sl~rechenden pnn~ten yon f ~--0 nicht unendlich wird. Nach der be. 
kannten Theorie der Abel'schen Integrale bei r  Vafiablen wird in 
der That, wenn man f5r die neuen Variablen Yl . . . .  , Y4 nicht-homogene 
~, ~, ~ einf~hrt und das transformirte du also in der Form schreibt: 

"oF ' 

vermSge F ~ 0 die GrSsse P Nr  j ed~  gegebe~e ~ und die Gr5sse O 
N r  jedes gegebene ~t (lurch M theilbar, d. h. es werden veralbge F ~ 0  
beide GrSssen xP und Q ffir alle Werthe yon ~ und ~/ dnrch M theilbar. 
Fiir die homogene Form (l l)  yon du heisst diess: ~s m//~en a/de 
Gr6ssen C~ y~- -  Ct y~ vermSge, z v ~  O (lurch M flail]oar und die Quo2ie~ten 
wieder au f  die analoge Form zu bringen sein. 

Man hat also identische Relationen der Form: 

(12) C~y~ - -  C~y, = (B,y~ - -  B~y,) . 3 f  + L ,k  . ~', 

in welchen die Ba wieder ganze Functionen der Y l , . . . ,  Y~ werdea; 
ebenso die L,~. Da ferner aus (12) Relationen der Art folgea: 

L~3y t ~ L31 y: -~- Ll~y ~ ~ O, etc., 

so werden aach die Lk~ yon der Form: 

(t2') Lj,~: -.~ .Bi, y~ ~ RkY~, 
wo man fiir die B~ ganze Funcfionen der y setzen kann. Man kann 
also (12) auch so schreiben: 

y~(C, - -  ~ M  - -  B , F )  = y,(C~ --  ~ M  --  ~ F ) ,  
d. h. es wird 
(13)  c ,  = B,, . M + R,,.  F + yj, .  O, 

wema ~p eine ganze Function der y ist. 
Setzt man noch 

(14) C~ - -  V~ v/---- C; ,  N ( x , ,  x2, xa, x 4) --~ N (y , ,  Y:, Ya, Y,), 
so wird mit Hfitfe yon F ~ - 0 :  

. ~  ~ c,C,,j, dy, , ~ - t - c ~  C,'y, dy, . ~  -t- c,B,y, dy, 
( t s )  d u =  - -  . . . . . . .  ~ .  

/ ,  

Eine weitere Umformung des letzten Ausdrucks wird in Nr. 1 1 
gegeben werden. 

9. Ffir die transformirten GrSssen F, .B~, und N sind natiirlich 
die den Identit~ten (9) und (10), Nr. 6, d. h. 

o -N- /r T~ 

i i 



entspreehenden Iden~it~ten erfliUt, sobald dies Far die f, & mad 1~ 
der Fall ~s~. Es ist indess n~cht ohne Interease~ dies auch dureh die 
Rechnung nachzuweisem 

Zun~ehst hat man aus (4) s~att (5) die Iden~t~:  

i 
daher aus (8): 

~y~ 

und naeh (16) uad (4): 

(17) ~ c ~ . ~ =  zx~-- . .F - - - -  e.~.  
h 

Sei ferner 

h 

~y~ ~xi 
h~i~k 

so wird 

l•d ~Ai ~x i ~2x~ Oy~ 

i h#,~: 

+ 
h,i,~.,l 

, ay~ 
wo A~ die Unterdeterminante yon A' nach dem Element ~ bedeuteL 

Benutzt man nun die Relationen 

~ J  ~Yk axl I 
~x~ ~ ~ 0 '  je nachdem h ~ k oder verschieden yon ~, 

( 

und die dutch Differentiation naeh x~ daraus hervorgehende, so wird 
das dritte Glied der reehten Seite gleich und entgegengesetzt dem 
zweiten~ und es folgt: 

~ aA~ r 0C~ 

i h 

Ebenso: 
A s C~, 

- - 

-V~,= -W;-~ ' 
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also nach (16) und (17): 

355 

08) ~ ----~- P +  -~ - - - - ; - .  ~ . F .  
l 

F~r die B~ liefert d ~ n  (13) z u ~ h s t  aus (17): 

wenn ~' die 0rdnung yon F bedeutet; and dann aus (18) und (19): 

--(Q + 4 )  ~ ,s ,  

-~ ~- t  ~ N 

- - Z  a~-W 

/t A 
' -  { 

w o e  die Dimension yon ~-ff ist. Nun wird, wenn ~ yon der 0td- 

nung p ist, W ~ n~" --  p,  ferner ~ yon clef 0rdnung (~ -~- ~) r -- 4, 

also die 0rdnung yon - ~ -  zu #ffi= ( n + ~ ) ~ - - 4 - - p - - ~ , - - n ' - - 4 .  

Somit hat man eine Relation: 

Z ~-W- S r, (20) ~ = -~ -- ~ .  F, 

und in (19) und (20) die (16) genau entsprechenden ]dentit~ten ffLr 
F, N und die J~. 

w  

Endlichkeitsbedingangen tier Di~eren~!~usdrficl~ in den mekrfachon 
Elementen der Fl~ke. 

10. Die Integrale ~ unserer D~erentialau~r~cke (4), Nr. 1 oder 
(9), Nr. 2,  werden e~nmal in den Punl~n der Fl~che unendlich, in 
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welchen N versehwindet; und k5nn~en auch dolt unendlich werden, wo 

der Nenner ~_;kdi Null wird. Dieses Leiz~ere kann, wegen der Un- 
abhi~ngigkeit der Integralwerthe yon den GrSssen kl, nur da eintreten, 
wo alle f~ zugleich verschwinden, also in den mehrfachen Elementeu 
der Fliiche. Wie nun die Differentialausdriicke, d. h. die Gr5ssen A; 
yon Nr. 2, (oder die GrSssen A, B, C you Nr. 1), zu normiren sind, 

damit die Integrale nicht wegen des Nenners ~k,t~ in den mehffachen 

Elementen you f zu unendlich werden, kann man acts den Formdn 
der eindeutigen Transformation in Nr. 8 erschliessen. 

Dies kann nach fblgendem Gesichtspunkte geschehen: 

Sei die auf die Fl~iche F ( y ) ~  O, also auf die Gr~issen ~ yon 
(15), Nr. 8, beziigliche Normirung gesucht. Dutch die Transformation 
(1) yon Nr. 8 gehen alle auf f ( x ) ~  0 beziiglichen Iategrale in solche 
fiber, die zur Flfiche ~'(y) ~--- 0 gehSren; und ist~ wie wir nun annehmen 
wollen, die Transformation (1) mit Hiilfe yon iT'(y) ~ 0 eine eindeutlg 
umkehrbare, so gehen auch alle zu F ( y ) ~  0 gehSrigen Integrale in 
zu f ( x ) ~ - - 0  gehSrige Inte~ale fiber. Bei einer Transformation (1) 
bleiben die Werthe der Integrale erhalten; sind dieselben insbesondere 
in einem Punkte von f (x)  ~ 0 endlich, so tritt dasselbe fiir die trans- 
formirten Integrale in dem entsprechenden Punkte yon E ( y ) ~ - 0  ein. 

Nun nehmen wix die bei gegebener Fl~che F ( y ) ~ - 0  noch 
willkiixlichen Substitutionsformen ~p~(y) yon (1), Nr. 8, die auch yon 
beliebig hohem Grade r sind, so an, dass die Fl~ichen ~ ( y ) - ~ - 0  dutch 
alle vielfachen Elemente yon F ( y ) ~ - 0  einfach hindurchgehen, aber 
gegeneinander und gegen ~ ( y ) ~  0 keine weitere SpecialiSt haben. 
Alsdann werden einer vielfachen Curve oder einem isolirten vietfaehen 
Pankt 2: yon F(y)  ~ 0 auf f (x)  ~ 0 Curven S entsprechen, in wclchen 
f(x) ~---0 eine einfachere Singularit~t hat, als es bei E ( y ) ~  0 in den 
entsprechenden Gebilden 2: der Rail war*). Kennt man also die zur 
Endlichkeit in den Gebilden S nSthige Normirtmg der auf f(x)~-. 0 
bezfiglichen Integrale, oder der A~., so kann man daraus mittels der 
Formeln ( 1 ) -  (13) yon Nr. S die in den Gebilden ~ erforderliche 
Normirung ffir die Ba ermitteln. 

In dem Falle, dass die Gebilde 2~ gewShnliche mehffache Elemente 
yon F (y) ~-- 0, ohne weitere Singularit~, sind, werden die entsprechen- 
den Curven S einfache, nicht-specielle Curven yon f (x)  -~ O. L~gs  
dieser Curven haben aber die A~ fiberhaupt keine besondere Bedingqlng 
fiir die Endiiohkeit der u zu erftiiien; so dass unsere einfache Trans- 

~) Verg|. meine in der Einleitung citirte Abhandlung aus Math. Ann. II, 
faraer meiae Note, GGtt. Naehr. 1871~ Nr. 9, and den Aui~atz fiber die singu|~ren 
Werthayst~me, Math. Ann. IX. 
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formation unmiRelbar das Verhalten der 2~A in je~aea Gebilden X 
]iefert. Dieser Fall wird in Nummer l l  - -  14 behaudeit werden. - -  
Be; hSherer Singularit~t der ~ is~ die Fl~ehe f (x ) -~ .  0 erst noeh 
analog welter zu ixansformiren, bis man ~ ent~prechende, nichi- 
singulgre, Curven erh~lt. 

I I .  F ( y ) ~  0 besitze eine gewShnlivhe j - f a e h e  C u r v e  2~.  

Die Fl~ehen ~,,(y) ~- O, yon der Ordnung r, solleu ..~ zur einfachen 
Curve haben. Die entsprechende Curve 8 yon f ( x )  ~ 0 wird eine 
einfache Curve F~r f, 

Die Ordnung yon F s e i n ' ,  n die yon f ,  t~ die you M~ so ;st 
~f ~- n r  - -  p. Fftr die f ( r  ~P4) wird _~ eme n-faehe Curve~ daher 
er~ebt  die Identit~t f ~ MAP (Nr. 8), dass X/ ffir M (y) gut (n -- j ) -  
fachen Curve wird. b'fir N(g2~... ~Pi) wird -~ zur v-faehen Curve; 
fiir die Ai (~P) zur (n + v ~ 3)-fachen Curve; fflr die AtoP, - -  A~Pi 
also zur (n + v - -  2)-faehen Curve. 

Ferner ist bekannt*), dass A(y) die Curve -~ 1Rngs deren alle 
IPi einfach verschwinden, zur 3-faehen Curve hat, w~hrend die Unter- 
determinanten A,~ yon A dieselbe nur zur 1-faehen Curve hubert. N~ch 
den aus (8) folgenden Ausdrficken ffir die C~. 

1 C~, = 7 -~,AiA..  

wird also die Curve ~ ffir die Ca mindestens zur (n + v -  2)-fachen 
Curve. 

Eine genauere Betrachtung zei~ nun, dass der Grad der Viel- 
fachkeit yon ~ flit die C ~ y ~ -  C~y~ nook hSher steigt. Zu dem 
Zweeke betrachte man die Gleichu-gen (10) und (7): 

Z - t - c t C : y . ~ d y  ~ ~= Z ~ k~A~x.~dx~, k ~  X,c~ ~ - .  

Aendert man in der ersten Gleiehung nut y~, so folgt 

wo (cCy)a den Factor yon dy~ in Z-]-c~C~yady~ bedeutet; and die 
Vergleichung der Coefficienten der willktirliehen GrSasen ca iiefert 
Beziehungen der Form: 

~x i gxi [ 
C I y : - - C ~ y I ~  A,  xl ~y, ~y, , 

C~y ,  - -  C , y ~  = A ,  x ,  . - - . - -  

( i ~  1.2, 3, 4), 

wo reehts DetermLnanten st~hen, deren Horizontalreihen aus der h/n- 

~ S. den w 5 memes in der Einleituag cit/rten Auf~atzet, Math. Ann, I~L IL 



geschriebenen f f r  i ~ 1, 2, 3, 4 hervorgehen. Nun sei fiir einen Punkt 
P der Curve 2b: 

y~O,  y~=O~ ayz~by~=O, 
und die Tangeate der Curve ~.  an dieser Stelle sei 

y~ ~ y~ ~- 0; 

dann ha~ man ha der N~ihe yon .P: 

also 
~p~ = ya zP~ Jr- y~ Q~ -}- Terme hSherer Dimension, 

(i - ~ -  1, 2, 3, 4), 

In 2 o verschwinden daher aueh alle e w ~  Un~erdeterminanten yon Z~, 
ausgenommen die tier Art 

ay~ by~ ay~ ay~ 

& h. alle Ausdrfieke C~y~- C~y~, ausgenommen C~y~-  Cay s, miissen 
P zam (n+v- -1 ) - f aehen  Punkt haben. Aber auch Czy~ --C~yz ver- 
h~ilt sich so; denn es wird dieser Ausdruek zu 

a,, :~,, ~ , ~v, =IA,, y , l~ ,+y~g , ,  P,, q , t + T = r  

wo T in ~ eiaen (nq-v--1)- faehen Punkt h~ .  
Sei jetzt ffir /> etwa y~ = y~ -~- y~ ~-- O. Aus dem Umstunde, dazs 

/)  ffir die C~ mindestens ein (n-l-v--2)-facher Punkt, ffir die C' l y~--Clyt, 
Czy ~ -- C~y:, C~ya ~ 6'~y~ ein (n-F v ~ 1)-faeher Punkt ist, folgt 
weiter, class P ftir C~, 0~, Ca ein (n+v--1)-faeher Punkt, nut far 
C~ ein (n.4-v--2)-facher Punkt wird. Und hieraus folgt wieder~ dass 
die drei Ausdrfieke 

den Punkt P zum (n-~-v)-fachen, die iibrigen drei ~ z u m  (n-~-v--1)- 
fachen Punk~ haben. 

Wegen (12), Nr. 8, und weil M in ~ eine (n--3~-faehe Curve 
l~t, er~ebt sich daher w die Ausdr~cke ~y~--B~yz yon (15), ~r. 8: 

Die Flg, chen .B~,y~- 2~yh treffen F =  0 in der j-far, hen Cm've 
2 b yon F w@ ~ m~ [ ( n - l - v - - l )  --  (n-- j ) ] -  = (v.+-j--1)-faclwr 
0 ~ - 3 .  
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12. Diese Eigenschaft erlaubt nan, den Differentialausdruck (15) 
yon Nr. 8 rtir i v ( y ) =  0 noch einfacher zu schreil~n. Dean 

N ( V ~ , . . .  V~) = N(y) = 0 

m5ge die FlRche F ( y ) - ~ - 0  ausser in den vielfachen Curven ~ von F 
noch in der einfachen Curve 2:0 yon F schneiden; so sei N'(y)ffi= 0 
die Gleichung irgend einer FlY, he, welche nur der e / ~  F, igenschaft 
zu geniigen hat, dutch 2: U zu gehen. Man hat alsdann eine Identit~t: 

da sich die linke Seite in jeder j-fachea Curve yon 1 P, die eine v-fache 
Curve yon N ist, nach dem Obigen wie eine Fl~cbe mit (s-]- j - -1)-  
facher Carve verh~lt.*) Der Ausdruck (15) geht mit Hiilfe yon F •ffi 0 
~ber in 

. E •  c~ B;  ys dy~ 
d u :  

Dabei werden die ~ ' Y k -  ~m'ya : 0 Fl~chen~ welche sich l~ngs 
wie Fl~chen mit (=-~-j--l~faeher Curve verhalten, wenn N' ::- 0 diese 
Curve zur ~.facho~ Curve hatte; imsbesondere wird ~ f//m" d~ 

~ y ~  - -  B ~ y ,  ~ o 

~ur eine (j--1)-fache Curve, d. h. diese _~'liichen sind in den X, i ~u .F 
adjungirt, wean, was mSglich ist, die Fliiche N' ~ - 0  dutch die vid- 
fachen Curven X~ yon .F gar nicht hindurehge.legt wird. 

Das entsprechende Verhalten der 1~" soil ebenfa]ls erw~hnt werden. 
Ordaet man in einem Punkte 2 von -~% welcher die Coordinaten 
Y~ = Y~ = Ys-~-0 babe, die ~ '  nach absteigenden Dimensionen yon 
y~, und f{lhrt die Bedingungen ein, dass die drei Ausdrfleke 

nach Y4 entwiekelt, mit Gliedern ( j - - l )  ~ Dimension in Yt, 9,, Y: be- 
ginnen, so ergeben sich fill" die .~ '  Aasdr~cke der Art: 

~," : V,L + ~2,,  ~ ;  := WL + ~ , ,  ~ ;  "= WZ, + ~,%, 
.B,' = v , L +  6~s-,. 

we G)~x, Gj_2 Ansdriicke sind, die mit Gliedern ( j  -- 1) ~ ,  bez. ( j - -  2) ~ 
Dimension in Yt, Y~, Y$ beginnen, w~hrend L willkilrlich ist. Man 
sieht, dass aLsdann die drei Ausdrt~cke 

~ , ' w  - ~ ; m ,  ~ , ' w  - ~ ; m ,  J~;w --.e;v:, 

*) VergL meinen .Satz a~  der Theorie der algebra~c~n Func~o~e:"~ 
Mat~. Ann. ~ l .  YI. 



nach aufsteigenden Dimensionen in Yl, Y2, Ys ent.wickelt, yon selbb2 
mit Gliedem der Dimension j anfangen. 

Die fill" die B~' einzufflarenden, fiir die ~u~r//chke/t der Integrale 
in den vielfachen Curven ~ ,  fiir welche N" nicht versehwindet, noth- 
wendigea und hinreiehenden Bedingtmgen sind also eben die, dass die 
Fl~hen .B~'yk- B~'y~ die Curven ~. bez. zu ( j --1)-fachen Curven 
haben. - -  

Alsdann wird der Integralwerth aueh in keinem Punkte dieser 
Curven unbestimmt. Denff in den entsprechenden einfachen Punkten 
yon f ( x ) ~  0 sind diese Werthe bestimmte. 

Indessen bedarf diese Aussage noch einer n~herea Er]d~rung. Die 
in Nr. (11) und (12) gegebenen Entwicklungen beziehen sieh auf alle 
die F~lle, in welchen einer mehrfachen Curve 2~ yon F durch eine 
einfache Transformation der Art (1), Nr. 8, eine einfache Curve yon 
f entspricht. Dieses finder zun~chst dann start, wenn l~ings 2:~ die j 
Tangentenebenen eines jeden Punktes, einzelne Punkte ausgenommen, 
endlich getrennte sin& Den j getxennten Bl~ittern an einer solchen 
Stelle yon ~' entsprechen dann j endlich verschiedene Punkte yon 
f;  so dass das Integral an dieser SteUe im Allgemeinea j verschie- 
dene bestimmte Werthe annimmt, bez. den j Elementen yon F zu- 
gehSrig. 

Wenn dann~ wie es im Allgemeinea geschieht~ die Ta~genten- 
ebenen yon ~' li~gs 2~ yon Punkt zu Punkt vaxiirenj so wird es 
immer eine endliche Zahl yon Stellen yon 2~ geben, an welchen zwei 
oder mehr der j Tangentenebenen consecutive werden. An einer 
solchen Stelle werden nur die entsprechenden der j Werthe yon u 
einander gleich. 

Aber die Transformation in die einfache Carve yon f finder aueh 
dann start, wean die j Tangenteuebenen an jeder Stelle yon 2~ con- 
secutive werden~ vorausgesetzt nur, dass keine weitere Singularit~t 
hinzutritt. Also z. B. im Fall einer gewShnlichen R~ickkehr-(Cuspidal-) 
curve 2~ 2 yon F ;  denn einer solchen Curve 2~ entspricht auf f eine 
einfaehe Curve S, und zwar den zwei Elementen yon F an einer Stelle 
H yon 22~ zwei benaehbarte Fl~chenelemente yon f~ yon denen eines 
an einer Stelle /)  yon S, das andere in einer festen, im hllgemeinen 
nieht mit der yon ~ zusammenfallenden, Richtung dem Punkt P be- 
naehbart liegt. Dann hat das Integral an jeder Stelle yon 2~j nut 
dnen bestimmten Werth. 

13. 2 ' ( y ) ~  0 besitze einen j-fachen conischen .Knotentmnkt J~. 
Indem man auch bier, wie in Nr. 11, die Fl~ichen r t~ 0rdnung, 

~,,=~ 0, dutch J~ einfach h indarehle~ f o ~ ,  wie dor~, dass K~ 
flir M ein (n--j)-faeher,  ffir die A~-(~b) ein (n-~-v--3)-faeher, fiir 
die A~ r --  As lp~ ein (n-l-v--2)-facher ,  ffir 2V ein v-facher Puakt wird. 
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Giebt man dem Pfinkt K~ die Coordinaten 

y l = 0 ,  y 2 ~ 0 ,  ysffi=0 
so wird: 

~, = y, P, + y: Q, + y~ R, , 
also 

Daher wird ~ f~ir A ein Doppelpuakr filr die ~ 4  (i~--1, 2, 3,4) ein 
0-facher Punk't, fiir die A~,  Ai.,, Ais eia einfa~her Punkt; woraus schon 
folgt, dzss derselbe far C~ zum (n q - v -  3)-faehea, ~ r  C t , C:, Ca zum 
(n~,v--2)-fachen Punkt, filr die Cayi -- C~yA also zum (n -~- v - -  2)- 
fachen oder hSheren Punkt wird. Betrachtet man aber noch, naeh 
Nr. 11, die Formel 

C,y_.-- C.2yt=lA: , y, P,+y,.,Q,+y.~R,, R,+y ,  b-y, +Y'-'~;+Y~ oy~' 

i / 1. ~r ,'1 ~ l,i:S 1.~3 

= A,. ky. 4 ) 
gP~ , bQ, , ~Ri ] 

1 

so sieht man, dass 

den Punkt K~. zum (n-~-u)-fachen Punkt haben. Hieraus folgt: 

( u + j - - 2 ) . f ~ h ~  P u ~ ;  ~,y~ - -B~y, ,  ~,Ys --B~y~, l l ~ y ~ -  I3ay~ 
wie Fl~hen mit O,+~3-faehem Pun~e. 

Ffihrt man dana weiter, wie in Nr. 12, N' statt ~V eia, wo die 
Flgche N' die Flgche F in K~ nut wie eine FL~he mit a-fachem 
Puak't,e trifft, so werden die entsprechenden Flgchen .B~'y~- .B~'y,~ 
sieh in K~ auch nat wie FIgchen mit (~-~t-j--2)-fachem Ptmkte, 

~ ' ~ :  - ~ ' ~ ,  B, '~  - ~ ' ~ , ,  ~,'y~ - ~'y~ 
wie Flgchen mit (a-{-j)-fa~hem Punkte verhalten, wobei a - ~  0 wird, 
soh~ld N' dutch ~y aicht hlndurchzugehen braucht. 

Ordnet man die ~ "  wieder nach absteigenden Potenzen yon y~ 
und fflhrt, im Fatle , , -~-0 i~t, emt die Bedinguagen ein, dasa die 
B t ' Y ~ - / ~ ' Y t  etc. den PLmkt zum (j --  2)-fachen Pankt, dann die, 
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class die B1'y ~ -- 9~'y, etc. denselben zum j-faehen Punkt haben, so 
ergiebt sich filr die ~A" 

, ~ (2 ) .  .~(s}  

A" = y4 L + Gj4 

wo G ~ , ,  G~-s niedrigstens mit Gliedern ( j - - l )  *~, bez. ( j - - 3 ) t -  
Dimension in Yl, Y~, Ya beginnen und L wiliktlrlich ist. 

Daher werden, wenn a-~-0 i,W, die Glieder ( j - - 2 )  ~ Dimension 
in y,, y~, y.~ yon 

beziiglieh yon der _Form: 
Yl X:-s, y~ Xj_~, y~ X~-s, 

wo X~_s fdr die drei lusdriic~e dass~e ist, ~mlieh das Glied niedrigster 
Dimension aus - -  Gi_s. 

Im Fall eines DWl~dPun~es, j ~ 2 ,  werden in K~: B 1' ~ 0 ,  
. B 2 ' =  0, ~Bs '~-0,  also a//e Ausdrficke . B ~ ' y t -  .B~'yn in K~ ver- 
schwinden. 

14. Was den Werth des Integrals u in dem j-faehen Punkt K,. 
betrifft, so wird derselbe im Allgemeinen unbest/mmt, d. h. er variirt 
yon Element zu Element in den unendlieh vielen, zu Ks gehSrigen, 
Elementen der Fl~ehe F.  Denn diese Werthe sind diejenigen, welehe 
alas Integral u in den unendlich vielen Elementen der Curvej  '~ Grades, 
~, hat, welche dem Punkt Kj auf f entsprieht; in dieser Curve S wird 
aber ~ nach dem Vorhergehenden zu einem gewShnliehen allenthalben 
endlichen Abel'sehen Integral, das yon Punkt zu Punkt vaxiiren wird. 
Im FaUe des Doppdtmnkts, j ~ 2, wird S eine Curve 2 te~ Grades*), 
bei der kein yon einer Constanten verschiedenes endliehes Integral u 
existirt i so dass alsdann u in ~ .  nut dnen Werth hat. 

Dasselbe ergiebt sich aueh unmittelbar aus den obigen Formeln 
ftir die B~'. Denn hierns~h wird, indem N" constant wird: 

d , ~ =  1~, a ; ~  ~,, a~,, I -x~_~.Z+e~,eu, ~-dq,, 
1 . - - 4  = 1- - -3  Zo:, Zo:. 

wo d Q in K~ einwerthig und tier erste Theft ein gewghnliehes Abel'- 
sehes Curvendifferential ist, das sieh auf den Tangentenkegel T ~ 0 
in K~ bezieht und d ~  ~ 0 wird f~r j ~ 2. 

*) Vergh meine o. e. /kbh. in Math. A,,, Bd. II, w 1. 
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Zugleieh erkennt man die f~r die Eadliehkeit nothwendige Modi- 
fication, wenn der Tangentenkegel T voa F in ~ mehrfaehe Kanten 
enthalten sollte. Dem entspreehen Punkte yon derselbeu Vielfaehheit 
in der Carve S yon f (da naeh unserer Annahme fiber die Tp~ sich die 
Transformation des Kegels in S wie eine lineare verh'~lt), in welehea 
also der Z-7~hler des Differentialausdrucks sieh adjungirt verhalten muss; 
d. h. Xi--s muss zum Tangentenkegel T yon ~ adjungirt sein. Ist 
insbesondere dieser Kegel in Kj yore Geschleeht 0, so wird u in K~ 
nur e/nen Werth haben. 

w  

AndBre Methoden zur Untersuchung der EndlLehkeit~bed~gungen des w 5. 
15. An Stelle der Untersuchung Nr. 11 -12  tiber die Eudlich- 

keitsbedingungen der Integrale l '~gs einer vielfachen Carve det Fl'~che 
l~sst sich else wesentlich eiufachere Betrachtung setzen, niimlieh die 
Zur~ckffihrung auf die b e k a m ~  Normirung der Abel'schen Carvea- 
integrale. 

Soll u, wo, wie in Nr. 1 : 
du-~- Ady -- Bdx 

N.~:" 
sei, in allen Punkten einer j-fachen Curve X~ eider Fl~ehe ~'(x,y,z)~-O, 
fiir welche N nieht versehwinde, endlich sein, so ist jedenfalls noth- 
wendige Bedingung, dass die Fl~ehe A ~ 0 yon der Ebene x ,=~ a in 
einer Carve gesehnitten werde, welche die Schnittpunkte yon ~. mit 
x ~ a zu ( j - -1)-faehen Punkten hat, was auch a sei; d. h. abet, da~s 
A die Curve 2:i zar ( j ~  1)-facheu Curve habe. Dasselbe folgt f~r /~ 
wenn man die Sehnitte mit x ~---b, bei beliebigem b ~, betruchtet. 

Somit ergeben sich die Bedin~mgen van Nr. 12 far ~4, B, C. Dass 
dieselben zur Endlichkeit aaeh hinreichend sind, ersieht man daraus, 
dass an einem Puakt yon 2:j die Richtung x ~ a ,  in welcher die End- 
liehkeit stattfindet, bei dem willkfirlichen Coordfl~tensystem jede be- 
liebige Richtung in diesem Punkte vorstellt. 

Zugleich aber erledigt sieh auf diesem Wege der }'all einer ga,,z 
beliebig singul~iren vielfachen Curve yon 

~(x ,  y, $) ~ 0 oder f(xl , x2, x3, x4) == O. 
Betrachtet man aueh hier die Sehnittcurveu der FiChe ~ mit dem 
Ebenenbiischei x ~ a, bez. y ~  b, ~o ergiebt sich: 

Zur Emdlich'~t d~r Integrale liings einer Curve 2: yon J? oder f, 
in der N nivht verschwinde2, ist nothwerMig u~ul hinreiehoul, dass die 
.FlSzhen A, B, C zu .F, oder d~ Fl~l ,  en A , x ~ -  A~x, zu f,  l~i~s 2: 
adjungirt sind. 

16. Aueh die am Sehlusse yon Nr. 13 gewaaueaea Resultatr die 
Bedingungen fill" die in einem Kaotenpaakte / ~  eadlichen I~.tegrale, 

~ h e  ~Lmaal~ zg.x.~, 24 
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]assen sich dutch eine, der yon Nr. 14 analoge, Betrachtung nun un- 
mittelbar einsehen. Geht man yon dem auf f(xl, x2, x~, x4) -~- 0 be- 
ziiglichen Ausdruck (12)~ Nr. 3, aus, in dem man dx 4 ~0 setzen daft: 

A4X t ~ ASX 4 

-~. (kfi+Zf,+mfi) ' 
und betraehtet denselben~ wenn ein j-father Knotenptmkt K 3. yon f die 

Coordinaten x i ~-- x 2 ~ xa ~ 0 hat~ ffir kleine Werthe yon xt~ x2, x 3, 
so muss sich u, wie schon in Nr. 14 gesagt ist, wenn es in ~ nicht 
unendlich werden soll~ in der N~ihe yon x I -~- x~ ~ x 3 ~ 0 verhalten 

wie ein auf den Tangentenkegel T yon f in ~ bez~igliches gewShn- 
liches Abel'sches Integral v. Der Nenner des Differentials dieses 
Integrals v wird, wenn N~-0 den Punkt ~. zum a-fachen Punkt 
hat, also 

iV=- x4"-~N. + . . .  
ist, zu 

der Z~hler also zu 
~ik x, dx, [ 

X~+~-3" l x~ dx.z t' 
I m x a d x 3 

XJ'~'-s ein Ausdruck der Dimension j - -  3 in x I , x2, x 3 ist~ welcher wo 

sich zu T ~ 0 adjungirt verhalten muss, wenn das Integral v in den 
vielfachen Kanten yon T ~ 0 endlich bleiben soil. Damit sich" abet 
d u  ftir kleine Werthe yon xl ,  x2, x 3 auf dieses Differential yon v ffir 
jeden Werth yon k, l, m reducirt, wird nothwendig bis auf Glieder 
hSherer Dimension in xl, x2, xa, mit Hiilfe yon f-~- O: 

A 4 x  I - -  A l x  ~ --~ xt Xs+,~._a , A4x2 - -  A 2 x  4 ~ .  x2X~_,,...s , 

A ~ x s  - -  A3x~ -~ x3X~+~_~, 
was ftir den Fall a ~ 0 die am Schlusse yon Nr. 13 angegebene 
Form ist. 

Sollte abet f ~ 0 in Kj eine hShere, etwa uniplanare, Singularit~t 
besitzen, so reieht die Betrachtung dieser Nummer nicht aas,  man 
muss dieselbe vielmehr auf dem Wege yon Nr. 13 weiter verfolgen. 

17. Aueh die in ~Nr. 4 gegebene Forderung,  dass sich vier solche 
ganze Functionen (n -~ -v - -3 )  ~ Grades in x~, x2, x~, x~: 

O, 2 A , +  z,O 
besfimmen lassen, ftir welche 

. ~ ,  ~;/~ ~ 0,  
i 
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ohne Hfilfe yon f - ~  0~ l~efert eine Rdhe yon EigenschaRen f~r die 
Ausdriieke 0~ oder die A/ -z~-  Ak~i, dartmter such Bedingtmgen der 
Endlichkeit der Integrale. 

So folgt zuerst, dass in einera Punkt der Flgche f ,  weleher 

alz t  "k" azz~ -'k ct.sx,3 q'- a4z4 == 0 
zur Tangentenebene hat,  aueh 

al A 1 ~ a2A ~ .-~ o~As-.~ a~A~ 

verschwindet. Denn sei der Punkt etwa x L ~ x2-~-x3-ffi 0 mit der 
Tangentenebene ~1 ~--0~ so wird in diesem Pnnkte [2 ~ 0, f3 "ffi 0~ 
f 4 ~ 0 ,  also 01--~0 mad AI~-0;  hieraus welter auch Ajz4--A~zl,ffi~O 
oder A ~- 0. 

Sei ferner K2 ein konischer Doppelpunkt yon f, ohne Doppel- 
kante, mit den Coordinaten x~ ~- ~2 ~- xa ~ 0. ]g,,twickelt man den 
Ausdruek 2701/~ naeh absteigenden Dimensionen yon x4, so folgt schon 
aas dem Ghede I let Dimension in xz, xz~ zs~ dass Or, 02, O~t also auch 
At, A~, A 3 und nile A~x~ ~ A~x~ im Doppelpunkt X 2 verschwinden 
mfissen. 

Hat abet K2 eine Doppelkant% so dass der Kege] in ~s etwa zu 
xlz 2 wird~ so ergeben die Glieder easter Dimension yon XOd,. nur 
das Verschwinden yon O~ O2 in K2~ die Glieder 2 t~ Dimension dann~ 
sobald in der gntwicldung yon/': 

f ~ -  x4 " - 2 .  x~z~ + x U  "~ r + x~"-~ r + "  " " 

die Gri~sse ~0 s nicht fiir ~ ~ x 2 ~ 0 verschwindet, auch das Ver- 
schwinden yon O~ in Kz, und ferner fiir die Glieder erster Dime~sion 
yon O~, O2 die Formen 

O~ ~ atx~, 02 -.~ a2~. 
In diesem Falle verschwinden also ebenfalls alle A~z,--A~x~ im 
Doppelpunkt und A~x, -- A~z~, A~z~ -- A~x~, d. h. A und JR, haben 
daselbst bez. x~ und zz zur Tangentenebene. 

Aueh filr den conischen j-fa~hen Punkt ergeben sich auf diese 
Weise die in Nr. 13 gefundeuen Bedingungen. 

Wie man sieht, zeigt dieser Weg zwar, da~ss die im Frflheren als 
solche gefundenen ~naT/cldce/t, sbedingungen der Integrale in den viel- 
fachen E, lementen der Flgche nicht unabhgngig sind yon den ~P-~.q~z- 
bedingungen der Integrale selbst; abet auf der einen Seitc treaut 
derselbe die beiden Classen yon Bedingungen nieht yon einander, auf 
der andern Seite kann er auch nicht in allen Fgllen nile Endliehkeitw 
bedingungen liefern. 

Das letztere tritt zum Beispiel bei einer mehrfachen Curve auf. 
Ist f etwa eine Kegelflgehe mit mehrfachen Kanten: 

f (z~, z2, z~) .ffi O, 
24" 
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wo f kein x 4 enth~lt, so wlrd die obige Identitiit bei bdiebigem 0 4 
befriedigt dutch Ol = 0, O 2 = 0, O3 = O; und selbst die Hinzunahme 

der Bedingung der Integrabilitiit - ~  = O, wenn N ~ - - 1  ist, ver- 

langt nut,  dass O 4 yon x 4 unat~h~ingig genommen werde. Abet das 
daraus hervorgehende Differential 

l k ~  f~ 

liefert nut  dann ein endliches Integral, wenu O r ausserdem noch die 
Bedingtmg erffillt, ia den vielfachen Kanten yon f =  0 zu f adjun~rt  
zu sein. 

w 
Beziehungen zwischen verschiedenen Differentialausdriicken. 

18. Zwei zu einer Fl~che Fj bez. f~ gehSrige Differeutialausdriicke 

du_~_ A d y - - . B d x  ~ X-~-l=t A2x~dx4 
N . F," 2V. ~ki  f i ' 

d u ' ~  A ' d y - - B ' d x  ~ I--~ k~.A~'xsdx ~ 
N'- ~ "  .N'. Zk ,  f i ' 

und derea Integrale u,  u', sollen dann yon einander unabMingig heissen, 
wenn die Functionaldeterminante yon u ,  u': 

bu bd bu ~u' 
~x ~y ay ~x ' 

also auch 
A.B" - -  B A ' ,  

nicht ffir alle Punkte yon F verschwindet. Da aus 

AF=' + I~ F~" + CF,'~--O, 
A ' Y ~ ' +  ~ " +  ~ F ~  e ' F ;  = o 

folgt:  
.BC'- -GB" C A ' - - A C "  A . B ' - - B A "  

so hat man dann aueh 

~ c "  - -  c ~ '  :1= o, c a "  - A C "  :1: O. 
Nach w l ,  (11) wird 

[A 1 A (  x1' ~ 

x 4 ~ " + ' + " - ~ ( A I ~ - - B A ' )  -~  A,, A.)" x~: ,  

A :  A," x~ i 

so dass sleh die Bedingung auch schreibt: es soll 

2~ ~___ k 1 A.)Aa'x4~ 

bei irgend einem Werthsystem der k~ nicht fiir a/le Punkte yon f ver- 
uchwinden. 



Tot'ale algebrai~che DifferentiMausdr~cke. 367 

19. Es soll nun bew/esen werdcn, dass der yon den k~ unabh'~ngige 
Ausdruck 

~, + k, AtAs 'z~ 

eine g a m e  Function der Coordinaten wird (mit H~lfe yon f ~- 0) und 

dass ~ sich zu f adjungirt verbal.  

Zun':ichst mSge f wieder nur gewShnliche vielfache Curveu ent- 
halten. Eine solche j-fache Curve. yon f, ~-, wird fiir Xk,/~ eine 
( j - - l ) - fache  Curve, ffir X . - ~ k . ~ A : A 3 ' x  ~ abet, wie A I Y - - . B A '  zeigt, 
wie [ 2 ( j - - 1 ) + a + a ' ] - f a c h e  Curve seiu, wean N und ~" bcz. a- und 
a'-fach hindurchgehea. Folglich wird, naeh meiuem in Nr. 12 citirtcn 
Satze aus Math. Ann. Bd. VI. 

27 + t:~ A . : A ~ ' %  ~ Q �9 2 7 k d ~  -{- L �9 f ,  

wobei Q eine ganze  Functioa ist, welehe noeh ( j - - l + a + a ' ) - f a c h  

dureh 27/ geht. Q wird also ein rationaler Ausdruck, der (n- -4)  ~" 

Dimension, der sieh in .L) adjungirt verh'~lt. 
Nach Nr. 13 verh~lt sich in einem isolirten j-facben Pankte yon f 

der Ausdruck Z + k t A ~ A ~ ' x 4  wie eine Fliidm mit ( 2 j - - 3 ) - f a c h e m  ~ ' .N '  

Q also wic eg,e FI-2ehe m~t (j - -  2)-faehem Puukte, d. h. Punkte, -~g.~- 

zu f adjungirt; und ver~chwindet noeh ausserdem in eiaem Doppel- 
punkt yon f. 

Zur Erledigung einer singul'~ren vielfachel, Curve schlagen wir 
wieder den Weg yon ~Nr. 10 ein, indem wit eine solche Curve L~ auf 
einer l,'t~he /7(y) unter~uchen, der auf f eine nicht-singuli~re Curve 
S entspricht. 

.Nun wird mit den Bezeichaungeu der Nr. 8: 

X+__k 1 A., A 3 ' x  4 

c,, ~ -  , ~ . 2  (;, ~ , c'," ev,, , r ~J' e~,. i 
h h h 

(i = 1, 2, 3, 4) 

_~_ . - ' ": X +  12, , .B ( y l , " X + c t C . . , ( - ~ Y ~ = - E M 2  ~1 . , . 

al~o 
Z +- ktA,  A~'x, r M ~ + ct.B,I:l~'y~ 
N . X ' . Z k ,  f ,  = ~ - -  N .N ' -Xc , . I , ~  ' 

verm5ge 

wobei 
/ ~ ' = .  U, 

N ( ~ ) .  :v" (~,) ~ N ~,j)- N" ~)  



Ftlr die FlY, he f dfirfen wir amaehmen, dass 

vermSge f -~ -0  eine gamze Function wird, und dass ~Q-~, ein Aus- 

druck (n--4)  L~r Dimension, zu f adjangirt sei. Nun ist aber, nach 
meinem ia der Einleitung citir~n Aufsatz, Math. Ann. Bd. VIII, w 9: 

Q ( ~ , ,  �9 . .  ~ , ) .  zx = M .  @, 

wo Q" vermSge F = 0 eine ganze Function der Coordinaf~n y wird, 

wo -~.~N,- sich zu F adjungirt verh~lt, wenn ~ sieh zu f so und 

verh~lt; zugleich wird ~ yon der (n ' - -4)  re" Dimension, wenn F 

vom Grade n' ,st. Dies sagt also aus, dass 

I~ngs der singul~iren Curve 2~ yon F(y)  die im Satze ver- und 

langten Eigensehaften besitzen. 
Man erkennt hierdurch zugleieh das sehr specielle Verhalten der 

Ausdrticke A B ' - - A ' B  oder l~.~klA2Aa'x 4 l~ngs einet singul~ren 
Curve yon [. So haben dieselbe eine Riiekkehreurve yon f~ in der N 
nnd _N' nieht versehwinden mbgen, nieht nut zur Doppeleurv% son- 
dern berahren noeb an jeder Stelle dieser Curve mit einem Blatt das 
Element der Fl~iehe f. 

20. Als unmittelbare Anwendung yon Nr. 19 folgt, dass eine 
Fl~ehe 4 ter 0rdnung, f ~  0, nieht zwei yon einander unabh[ingige 
endliche Integrale (Integrale erster Gattung) besitzen kann. Denn f ~  
diese w~re 3? ~ 1, N ' ~  I zu setzen und 

kj~, 
i 

eine Gleiehung, welcbe ohne Hfilfe yon f ~  0 erfiillt sein mtisste, da 
das Ganze nur yon der 3 t~* Dimension in den Coordinaten ,st; and in 
weleher welter die Constante Q nieht ~ 0 sein daft, da die Integrale 
yon einander unabh~n~g sein sollen. Setzt man aber die willkiirliehen 
GrSssen k~ ~---x~, so geht dieselbe fiber in 

f ~ - 0  ffir alle Werthsysteme der x~. 
21. In me,nero o. c. Aufsatze, Math. Ann. Bd. VIII, babe ieh 

da~ F12ichengesch~ht p einer Fl~ehe f, n '~ Ordnung defmirt dutch die 
Anzaht Zu tier linear-anabh~ngigen~ zu f adjungirten F |~hen  (n- -4)  t~ 
Ordnung, ~1. Zu diesen FIKchen ~p] gehSren die in Nr. 19 gefundenen 
Fl~ehen Q, ftix den Fall zweier unabh~ngiger end//cher Integrale, also 
ffir .N - -  1, _N' ~- 1. 
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Hat  eine Flgche mehr Ms zwei unab]~ngige endliche Inteffrs]e, 
so sind, im Sinne yon Nr. 18, die flhrigen na~'n'lich you diesen zwei, 
u, u', ~hhgngig, kSnnen ab~r li~u~ar-unabhgngig yon denselben ~mia. 
Lineare homogene Verbindungen yon u and u' sollea oicht als neue 
Integ~ale bezeichnet werden. Dann hat man den Satz: 

Eine ~ yore Fliichvnees&~ht I "kann lgdckq, vm zu, ei endlicM 
lntegrale besitzen. 

Denn im Falle p ~--- I existirt nut e/he Fl~.che 9! ~--- Q. Par drei 
Integrale u, u', u" muss also sein: 

A ' B " - - . B ' A " . . ~ - a Q . . F / ,  A " B - -  B " A ~ d Q . F o ' ,  

AB" - B _ 4 ' =  . " Q .  F,', 

wo die e ,  a', d '  Constaaxten werden; and hieraus: 

a A + a ' A ' + d ' A " = O ,  a B + d ~ ' + e / ' . b ~ ' ~ O ,  
d . h .  

~u + - / d  + a"u" ~ O. 

w  

Die Fl~chen yore Fl~hengeschlecht 1 mit zwei unabh~ug~en 
end~c~en LutegrMen. 

22. In vorhergehender Nummer ist bewiesen worden, da~ eine 
Fl~che E yore Flgchengeschlecht I hSchstens zwei unabhRngige totale 
Differentiale d~, d~f erster Gattung besitzen kann, indem stle flhrigen 
zu F gehSrigen Differentiale dieser Art line.are homogene Functionen 
yon d~ d~' werden mOssen. 

Jetzt soil gezeigt werdeu, dass, im Fall* eine Fliiche F yore 
_~2iiz.hengesc~c.h~ I zwei unabhiingige totale Differe~ctia],au.~driic1:e erster 
Gattung du, du" besitzt, die Coordina~n do" Eliiche sich als findeutkde 
Funetionen der beid~ Inteejrale u, u" ausdriidcen lassen, welch, fiir 
axe endlichen Werthe der u, d den Charakter van rationalen FmwAim~'~n 
haben. 

Seien 
(1) d u  ~-  A d y - -  ~ d x  A 'dy  - - B ' d x  

die beiden zu 
(9) F ( z ,  v, z)  = o 
gehSrigen Differentialaasdr~cke erster Gattung, deren Integrale u, u' 
f~r alle Pankte yon 2 ; ' =  0 endliche und bestimmte Werthe haben (in 
dem in Nr. 12 uud Nr. 14 n~her bezeichneten $in~); dabei soil, wegen 

der Unabhr~ng/gkeit yon u, u', 

(3) AB" - -  BA '  -~ Q. F," 

nicht ffir alle Punkte yon F ~= 0 versehwiaden. 
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Die Umkehraug der beiden Ausdrficke schreibt sieh 

(4) d~ = .a'a,~--.aa,~ dy  = ~ : a , , -  .~a,,'_ 0 ' q ' 
oder allgemeiner, wean Z(x, y, z) irgend eine Ftme~ioa yon x ,  y ,  
vorstellt: 

�9 ~z ~z C" ~z Qdx = + + 

- -  (A ~z ~z ~z y E + B  ~ + 0  ~,z)d~'. 

Oeht man yon irgend ei~em Werthsystem u ~ uo, -~-u o" aus, 
fiir welches die zugehiirigen Werthe der Coordinaten x--~ a,  y ~ b, 
z ~-- c endlich sind, ohne dass darin die ganze Function Q der Coordi- 
naten x,  y, z verschwiadet, so wird naeh (4), (5) ffir dieses Werth- 
system auch keiner der hSheren Differentia]quotienten der Coordinaten 
nach u, u' zu unendlich. Somit sind --  naeh Cauchy - -  x, y an dieser 
Stelle holomorphe Functionen yon u, u ' ;  n~mlich solche, die daselbst 
den Charakter yon ganzen ra~ionalen Funetionen habeu, also sich nach 
ganzen Potenzen yon u ~ u  0 und u ' -  u o' entwiekela lassen. Zur 
Fortsetzang dieser Funetionen bleiben also aur die Werthsysteme u, d 
zu betrazhten, ffir welche eine der zugehSrigen x ,  y~ z zu ~ wird 
oder der Punkt (x, y, z) auf die Fl~che Q ~ 0 zu liegen kommt. 

23. Beide FElle sollen mittels rational-eindeutiger Transformation 
der Fl~che F aach Nr. 10 behandelt werden FAne rationale Sub- 
stitution 

(6) ~ = Y h ( x , y , z ) ,  ~ - - - V ~ ( x , y , z ) ,  ~ - - - V a ( x , y , ~ ) ,  

die vermSge t ' (x ,  y, z) ~ 0 eindeut~g umkehrbar sei in eiae ebensolche 

(7) x = z~(~, ~, ~), y = z~(f ,  ~,  ~), z ---- z~(f ,  ~,  ~), 

ffihre V = 0 fiber in eine Fl~ehe 

(8) f(~, ~, ~) ~- O. 
So erhalte man naeh Nr. 10: 

(9) d u ~  A d~--,Bd~ d ~  A'd,q--B'd~ 
f~, , = f(  , 

(10) A S ' - -  BA' = Q'f(, 
(11) d~ -~---A'du~ Adu" ,__,-~------ d y e -  B'du--Bdu'Q, 

VermSge dieser Transformation erledigt sieh der ers~ Fall tm- 
mittelbax. Dema ~ird x, y oder z zu unendlieh, so ffihre man, etwa 
aaeh (5)~ Nr. 22, start x, y, z solehe drei GrSssen, etwa 

1 y z 
= ~ ,  ~ = ~ ,  ~ u  
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ein, welche ~m betreffenden Wert~ys~m t~ o , Uo" enc~eh, also, naeh Nr .~ ,  
h~lomorphe Funetionen yon u uo, t ~ -  " - -  Uo werden. Die GrSssen 

: ~ - T '  Y ~  ' " ~ - T  

haben also an dieser Stelle den Charakter yon rationalen Funetionen 

24. W/r be~rachten nun die Punkte yon ~ O, in welc~hen die 
gauze Function Q verschwindet. 

Q ~ 0 ist die Gleiehung der einen existireaden Fl~elae (# - -4 )  ~ 
Ordnung, welehe zur Fl~ehe ~ r  Ordauag, F ~ 0 ,  adjungirt "'ask 
Q ~ 0 geht in unserem Falle (Nr. 19) aueb noch dureh etwaige isolirt~ 
Doppelpuukte yon F ~---0 hindurch and wird noch, ansser den viel- 
faehen Carven yon F ,  in emer Reihe yon r Curven yon ~'j 
I" 1, f ~ , . . . ,  schneiden kSnnen. 

Einer mehrf~/ '~ Curve ~ yon $ '  lassen wit auf f ~  0 (Nr. 23, ~8]) 
eine einfache Curve 8 entsprechen, dureh welehe ~ naeh unseren 
frtiheren Betraehtungen (Nr. 11--12), oder aueh nach der sehon in 
Nr. 19 citirten, in meinem Auf'satze Math. Ann. Bd. VIII ausge~hrten, 
Transformation yon Q in Q' - - d i e  FiChe Q' yon (10), Nr. 23 gar 
nicht hindurchgeht. Folglich werden l~gs  der Curve S die GrS~sen 
~, ~7, ~ den Charakter yon ratioQalen Funetionen yon u, u' haben; 
also auch ebenso x, y, z, die selbst rationale Functionen yon ~, ~/, 
siad, l~tngs X,; d. h. sie werden sich an jeder Stelle yon 2~ als 
Quotienten zweier Potenzreihen nach u ~ %, u ' - - u  0, darstellen lassen. 

Genau dasselbe gilt fiir die isolirten k-faehen Punkte Pk yon 
_F(k~2) .  Auch sind diejenigen Elemente yon ~ oder Riehtungen 
eines ~fachen Punktes />,, in welchen eine der Curven I'~, I ' ~ , . . .  
eintrifft, ~n die Betrachtung eingeschlosseu. 

Dagegen scheinen zun~chst solche einzelne Punkte yon X~ oder 
Riehtungen yon/>, ausgeschlossen, welchen anf f~= 0 wieder in viel- 
fache Elemente yon f fallende Punkte entsprechen; in welehen 
f(-~-O, A S ' - -  BA'~---0 wfirden. 1~ man aber diese Punkte yon X~ 
oder Richtungen yon Pz auf diesen Gebflden ganz beliebig variiren 
lassen kann, indem man die wiUkilrliehe Transformation yon Nr. 2~ 
~ndert, bilden sie in Wirkliehkeit keine Ausnahrae. 

25. Urn endlich die Curven I'~, I" 3, . . .  van Nr. 24, mad die isolirten 
Doppelpmakte van ~', welehe auf die~en Curvea liegen ratteen, zu 
erledigen, sind nut Transformationsbetraehtungea anzustellen, weleh~. 
ieh sehon in meb~em wiederholt citizen Aufsa -tze ~n Math. Ann. Bd. VII1, 
w167 9 - 1 2 ,  eingehend dargelegt babe. Daselbst babe ieh diejenigea 
einfachen Curven einer Fl~,che 2', ~'~ Ordmmg, yon beliebigem Fl~hen- 
gescldecht p ,  u~tersucht, dureh welcbe ~ zu ~ adjmagirten Fl~chen 



372 ~ Noz,~L 

~p vermSge der Adjunctionsbedingungen noch yon selbst hindarch- 
gehen, Curven, welche ich als ,,ausgezeichnete" Curven yon F bezeichnet 
babe. Ich babe gezeigt, dass diese Curven die einzigen sind, welehe, 
bei einer rational-eindeutigen Transformation yon F in eine Flgehe f 
einfache Pu~kte ran f als Fundamentalpunkte der Transformation ent- 
sprechen kSnnen. 

gu den ,,ausgezeichneten" Curven gehSren nun die Curven Fz, Fe,... 
auf der bier zu betrachtenden Fl~che F. Denn da p ~ 1 ist, existirt 
/iberhaupt hier nur e/he zu F adjungirte FiChe ~y, die Flgehe Q ~-- 0, 
and diese dutch die Adjunctionsbedingung bestimmte Fl~che geht als- 
dann noch darch eine Reihe yon einfachen Curven yon F ,  welche eben 
mit I's, r ~ , . . ,  bezeichnet sind. 

Nimmt man auf f einen nicht-speeiellen einfachen Punkt 11" 1 an 
- -  d. h. einen solchen, dureh welcben die zu f geh5rige Flgche ~/, 
Q' =~ 0, nivht hindurchgeht - -  und l~sst in diesem Punkt den Nenner 
und die Z~hler der drei Ausdriieke gt, Z~_, Z3 in (7), Nr. 23 einfach 
verschwinden, so entspricht diesem Punkte, nach meinem Aufsatze 
iiber eindeutiges Entsprechen in Math. Ann. Bd. II~ eine Gerade ['f 
yon F, und zwar den Riehtungen yon f in 111 einzeln die Punkte der 
Gerade F 1. Giebt man fiberhaupt dem Nenner und den Zghlern der 
AusdrLicke gl, ~2, Zs in lij einen @-fachen Puuk~, so erh~lt man auf 
F eine ratiAma~e Raumcurve F 1 der 0 t~" Ordnung, deren Punkte wiederum 
eindeutig den Richtungen yon f in i'l I entsprechen. 

I~e Coordinaten ~ ~, ~ sind abet an der nicht-singul~en Stelle 
]71, oder u ~ - % ,  u" ~--uo', holomorpbe Funetionen yon u, u'i also 
behalten Far u - ~  uo, u'~----u o' die GrSssen x,  y, z, als rationale Func- 
tionen yon ~, ,/, ~, den Charakter als rationale Functionen yon u, u', 
obwohl sie daselbst unbestimmt werden. 

Solcher einfacher getrennter Punkte IT2, H e . . . .  kaun man beliebig 
viele auf f als Fundamentalpunkte einer Transformation (7), l~r. 23 
nehmen, und erh~lt dann eine F]~che F m i t  beliebig vielen rationalen 
Curven I" l , ['~, . . . ,  die ausgezeichnete einfache Curven yon F werdea, 
in denen Q zu Null wird. Diese Curven ['1, ['~,- �9 �9 werden einander 
nieht schneiden, ausser in k-fachen Punkten Pk (k :> 2) yon F, durch 
welche die Fl~che Q, als zu F adjungirt, yon selbst hindurchgeht. 
Dean schneiden sich I" I und ['~ in einem Punkt .P, der isolirter Doppel- 
pnnl~t oder einfacher Punkt yon ~ ist, so ist dieser Punkt zun~chst, 
da ibm jedenfalls zwei getrennte Punkte l'I~, II e entsprechen, auch 
Fundamentalpunkt yon F f~r die Substitufiousformeln (6), Nr. 23, so 
dass ibm eine Curve G a u f f  entspricht, welche durch H~ und IT~ hin- 
durcbgeht; durch diese Curve G muss dann die Fl~ehe ~/, oder Q', 
einfach oder doppelt gehen, ]e nachdem P ein Doppelpunkt oder 
ein einfacher Punkt yon F i s t ,  weil ~] ~ Q dutch P einfach geht, 
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bez. dort ~'  ber~thrt*) --  entgegen der Voraussetzung~ dau  die Punkte 
TT1) TL n/eht aaf ~ ~ 0 angenommen sind. Aus demselbea Grunde 
kann auch die Curve r t sich nicht selbs~ in etnem Panlrte 2 > yon F 
schneiden~ we]chef yon den ~fachen Ptmkten ( / ~ )  verschieden ist~ 
denn auch diesem Pnn~te P miisste aine ausgezeichnete Curve yon f 
entsprechen~ wetche dutch ]] 1 sogar mit zwai Zwaigen geht~ 

Ein anderes Yerhalten der Curvenr , ,  [ - ~ . . .  yon F kann also 
nur eintreten: 

a) wenn zwei Fundamentalpunkte Ill ,  IT~ yon f unend]ich nahe 
zusammenrticken~ d. h. wenn ffir die Tranaformationsformein Z yon 
(7) eine ~Vundam~talric~u~j existirt; in diesem FaUe ~cken auch 
die entsprechenden Curven rl ,  r~ yon ~F einander unendlich nah% d.h.  
die Fl~che Q b ~ h ~  F ~ s  r l ;  

/~) wenn der ainfache Punkt U 1 yon f selbst auf ainer ausgez~r 
neten Curve G yon f liegt; in diesem Falle aber zeigen wiederum die 
w 19 citirten Formela des w 9 meines eben genannten Auf~atzea ~ r  die 
Transformation yon Q', da.~ Q == 0 dutch die entsprechende Curve ['z 
do~d t  hindurchgeht, d. h. F l~ngs r I berflhrt. Auch hier kann man 
dana - -  indem man f waiter in eine Fliiche f '  fiberffihrt, auf welcher 
der Curve G yon f ein einfacher Punkt entspricht - -  F s~ in eine 
Fl~che f '  transformiren, dass [', zwai benachbarte Fundamentalpunkte 
yon f '  entsprechen; so dass der Fall ~6) auf den Fall a) zuri|ckfllhrt. 

Da nun die benachbarten Punkte IT,, IT 2 yon f an ainer nicht- 
speaiellen Stelle yon f liegen, so sind ~, 9, ~ auch hier holomorph 
~ls Functionen yon u, U', und f/it x, y, ~ bleibt wiederum der rationale 
Charakter als Functionen wm u, u' erhalten, so singular auch die Zu- 
ordnung der unendlich vielen Werthsysteme der x, y, z zu dem e/hen 

iS' entsprechenden Werthsystem u •ffi uo, ~= %' wird. 
Dutch Nr. 23, 24, 25 ist abet der Satz yon ~r.  22 fib" a l le  

Punkte ~wa F ~ 0 bewie~en. 
26. Dass in dem in N r . . ~  unter a) betrachteten FaUe ein 

Schnaiden yon Curven I"~, r2, und zwar in einem einfachen oder Doppel- 
punkte yon $', eintreten kann, abet nur~ wenn Q wenigstens l~ngs 
einer der beiden Curven ] ' , ,  I'~ die FiChe F berflhrt, will ich an den 
eiafachsten F~illen entwickeln. Diese Darlegung ist iibrigens nichta 
waiter als aine Fortsetzung der Entwicklungen meine~ in der Eia- 
laitung citirten Aafsatzes, Math. Ann. Bd. II. Ich werde die Darstelhng 
so halten, dass ale zuglaich ainen Einblick giebt in die ainfach~ten 
Arten der Unbestimmtheit, welche bei den aindeutigen Fauctionen yon 
zwei Variablen u, u' eintreten kSnnen~ ohne den rationalen Charakter 
dieser Functionen zu stSren. 

") VergL meinen Auf~tr Msth~ Ann~ Bd. VIII, w 9. 
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Der Einfaehheit halber lege ich in der Transformation yon Nr. 23 
den Fuadamentalpunkt auf f(~, */, ~ ) ~ - 0  in den Ptmkt 1"[ mit den 
Coordinaten 

~ = 0 ,  ~ 0 ,  ~ 0 ;  
and sehreibe 

(12) O~-- : (~,  *b ~) -'~ ~-[- f2 "[- fa " - { - ' ' "  
wo /~ eine homogene Function i t"~ Ordnung yon ~, % ~ vorstellt. Die 
Substitu~ionsformeln (7) zwischen f =  0 und F ( x ,  y, z) ~--- 0 seien hier 
gesehrieben: 

z~(~,~,~) z,(~,~,~) z.(~,~,~) 
(13) x ~ z ~ ( ~ '  Y ~-  z,(~,,7,~)' z z ,(~,~,~) '  

wo die :~ ganze nicht-homogene Func~ionen yon ~, r/, ~ bedeuten. 
Durch Entwicklang yon (12) ergebe sich 

04)  ~ -  ~ ,  + L~ + . . . ,  
wo die L~ ganze homogene Functionen i t~* Ordnung yon ~, r} sind, 
und zwar 

(14') {L~ ~-- a ~  ~ -{- a ~  -+- a ~  ~, 
L~ ~ bo~ ~ + b ~ q  + b ~ q  "~ + b ~  a, etc. 

Ferner sei, indem man zun~chst die yon ~-~-~0 verschiedenen Riehtungen 
an l'f behandelt, zuerst gesetzt: 
(15) 
also 
(16) 
WO 

(~6') 

-=- v l~  ~ + v 2 ~  + �9 . . ,  

A- b.,g ~ -/- b3g 3, etc. 

Indem man die Richtung ~ ~ - 0  als eine ffir die Transformation 
nieht-aasgezeichnete annimmt, braucht man sie nicht besonders zu 
untersuehen, was andernfalls durch gleichzeitige Entwicklung yon 
and ~ naeh ganzen Potenzen eines Parameters t geschehen wfirde. 
Weiterhin werden wit iibrigens aueh F~ die yon ~ -~- 0 verschiedenen 
Richtungen diese allgemeineren Entwieklungen in besonderen Fgllen 
tmzuwenden haben. 

Ftir die Integrale u,  u" hat man im Punkt H e i n e  Entwicklung 

(17) 

WO 

oder 

(17') 

: - -  % =- (a ~ + t~  ~) + M~ + . .  ,, 
�9 - -  %" = ( ~ ' ~ + y ~ )  + M.; + ., 

~ ' -  ~a' =i= O, 
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wobei ~(~), ~'(~) holomorph in ~ sind; mad aus (17) ergiebt die Um- 
kehrung ffir ~ ~ Potenzreihen in u -- uo, u' -- uo', welche mit lineamn 
Gliedern be~nnen. 

a) Die Z~ yon (13) mSgen in IT in erster Ordnung verschwinden, 
ohne Fundamentalrichtung auf f. 

Schreibt man 

wo Z~ yon h5herer als 1 t~ Dimension in ~, ~, ~, so wird vermSge 
(15), (16): 

/~ + Z== _ 

wo die ~ (~) holomorphe Functionen yon ~ (Reihen, die nach ganzen 
positiven Potenzen yon ~ fortschreiien) vorstellea Dem Punkt 13 ent- 
spricht also die Gerox]e r yon F :  

(19) z - -  ~ + ~,~, Y ~- ~ ,  # ~- ~T-+z-~ ' 

gehSrt zur Richtung ~ ~ ~o der Punkt x ~ xo, y == Yo, a ~ z o ,  so 
liefert (18) an dieser Stelle genauer: 

(20) - yo ---- ( ~ + ~ , ) ~  + ~ ( ~ ) ,  

wo die ~,(~) holomorph in ~ sind; Entwicklungen nach ga~zen Potenzen 

yon ~ und fz~f, wo 

= ' l i =  = 

w~hrend die Coef~cienten yon ~ abhRngen. Die Umkehrangen der- 
selben ergeben ~ und t~t~ ~ls Potenzreihen in x -  xo, y -  Yo, die 
mit linearen Gliedern, ~ -  ~o~ ats Potenzreihe, die mit quadratischem 

Gliede anf'angt. 
Ffir die Integra~ u, u' sind die zugeh5rigen Entwicklungen in 

(17') und (20) gegeben, wenn man in jenen p == Po setzt. Setzt man 
die obengenannten Reihen yon ~ und ~] nach Potenzen yon x- xo, 

Y--Yo in (17) ein, so wird 

u - -  u o ~ =~=-==~ 

Uo = . - ~ =  =-~, 
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wo U2, U2' Potenzreihen in � 9  x o, y--Yo siud, welche mit Gliedem 
quadratischer Dimension anfangen. Umgekehrt lassen sich hieraus 

~ z o und y -  Yo als Potenzreihen in 

and 

darstellen, wo 

~ ~0 

,~' + ~'ao 
~'0~ a+~Zo 

Fiir den Fall, dass die Z, in rI alle einen ~-fachen Punkt haben, 
bleibt das. Oesagte wesentlich erhaltea; nur dass die Ansdr~ieke (19) 
p bis zur pt~n Ordnung hin enthalten, also eine rationale Curve F, 
@t,r Ordnung, auf .F liefern. 

~) Die Zi yon (13) mSgen zwei benachbarfz einfaehe Punk~ yon 
11" nnd 1"I1, als einfaehe Fundamen~lpunkte besitzen; d. h. die Z~ 

sollen dutch 13" gehen und die RiehLung TIlT t yon f alle zur Tangente 
haben. 

Fflr diese Riehtung, welche eine FundamentalrichLung der Trans- 
formation yon f in .F sein w/rd, nehmen wir 

~--~0, ~ = 0 ,  

und sehreiben - - w a s  verm~ge linearer Transformation mBglich ist - -  

z~ = ~  + ~  g~+l, g ~ + ~  ~ +  . . . .  (~,~ + ~  + l ~ +  mt ~ )  g~-+ g~ ~ (~), 
z ~  ~ + z ~ + m ~ +  . . . .  (~ + ~ + , n ~ )  ~ + ~;~ (~), 

z ~  ~ : , ~ + z 3 ~ + m ~ ' ~ +  . . . .  (~ + z ~ +  m~ s  ~ ( ~ ) ,  
z ~  + ~ ~ + ~4 ~,7 + , ~  + . . . .  ~, ~ + (~, + ~ + Z ~ ' + m ~ " ) ~ + ~ , ( ~ ) .  

~') Sei /t yon 0 versehieden. Dann wird: 

Y -~ ~ + ~ + ' ~ "  ~-t- ~2~2(~), 

(A~sdriicke, die sieh anch als ganze Functionen yon 

oder als gauze Funetionen yon 

~---~-~ und 
schreiben lamen). 
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Hieraus folgt zun~ehst, dass diesen verschiedenen Richtungen @ 
IT l~er die Richtungen in dean ~ , ~  Punkt 1) yon ~' mit den Coorc~- 
naten ~o ~ Os Yo ~ Os z o ~ 0 e, utsprechen. Da i~lr kleine Werthe 
yon ~ die GrSssen z ,  y, ~ quadratische Functionen dee Parameters p 
werden~ so folgt weiter, dass die entsprechenden Taugentenrichtungen 
in P einen Kegel zweiter Ordnung bilden, dass also F in P einen 
D o / ~  erl~lt ,  und zwar einen isoIirten Doppelpunkt mit im 
AUgemeinen nicht-zeffallendem Tangentenkegel. Denn wenn 

und die Unterdeterminanten yon A mit A,.t bezeichnet werden, so hat  

man 

A - --~ = A ,  I x  + A.:,y + 5~1~ + �9 �9 ' ,  g 
A �9 ~ ~ -  A l ~ . x  -4- A2. :y  § A ~ :  -F- �9 ' ", 

A ~  = A �9 ~ + . . . .  At.~z + A.~3y -4- A ~ 3 :  + " ", 

also als Gleichung des Tangentenkege]s yon F in P:  

Der Richtung F in 7-[ entsprieht die eine bewegfiche Richtung, in 
welcher dieser Kegel yon 

geschnitten wird. 
Ffir die Integrale wird: 

1 

1 u ' - -  ~;----- ~ { ( ~ ' , ~ , ~ + r  + ( . ' A = + f A ~ ) ~  

Im Besonderen kann auch A ~ 0 werden, wonach dann der Tan- 
gentenkegel in eine doppelte Ebene ilbergeht. 

~') Sei nun P ~ 0 betrachtet, also die Richtung ~ ~ O, ~ , - 0  
yon IT. Dann wird 

~ tt, ~" + t , ~  ~ + "" ", ~ = ao ~ + (a ,  g ,  "4- bo)~ ~ + " " ", 

z~ : t ~  + (~.~, + fD~" + ' "  ", 
z ,  ~ 0 , , + ~ , ) ~  ~ + ( ~ , t , , + f , + ~ ) ~  ~ + " ' ,  
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also, w e n n  m a n  setzt  

a~ + k, k~ ka 

z - -  xo = ( - - g ~ x o + m l )  ~ + �9 " ", 

- y0 = ( - ~ y o  + m ~ )  ~ + . . . ,  

Z - - Z  0 -~-- ( - -  ~t 2 S  0 " 4 - m z )  ~ -1- " " ", 

wo die GrSssen m,, m2, % einfach yon g, abh~ngen. Hieraus folgt, 

dass tier e/rten Richtung lira ~ -~ g ~ 0 yon 17 unendlieh viele Punkte 

yon /~ entspreehen, welche eine Gerade  r bilden. Deren Punkte 

(x0, Y0, s0) entspreehen den verschiedenen Werthen yon lira ~ ~ - g l -  

In einem solchen Punkte yon F ,  also bei festem gl, liefern die letzten 
Formeln die Entwieklung der Coordina~en naeh Potenzen yon ~ und 
/~2~; und die Umkehrung liefert ~ und /t2~ ~ also aueh ~ und ~, als 
ganze Potenzreihen in x -  x 0 und y -  Yo- Fiir die Integrale hat 
man zugleich bei festem gt 1 Entwicklungen der Form: 

- -  Uo = ,  f + (P ~ , + ~  )~  + (~ t ~ + ~ ) ~  '~ + - - . ,  
P 2 

~ ' -  u0"=  -'~i + (,~ t ' ~ + ~  )~i + ( ~ ' g ~ + , a ; ) ~ 3  + . . . ,  
wo a, ~, a', ~' die GrSssen yon (17), die ~z, ~(, ~ 2 . . .  v.on tt~ unab- 
Ni~gig sind. Da 

~ ~(~,0 ~ b ~ , ~ ) = 2 ( " f l ' - - ~ a ' ) ~ + ' ' "  

mit Gliedern zweiter Dimension anffmgt, kann man dasselbe in Bezug 
auf die Entwieklung yon 

"Ox Oy Oy ~ z  

naeh Potenzen yon x - -  xo, y - -  Yo sehliessen - -  was sich dutch Fort- 
setzung der Reehnung aueh direct erg~be - - ;  d. h. die FiChe 

A JB" ~ JB A" ~ O 

beriihrt  die Flache 17' in jedem Pankte der Geraden I-. 
7) Die Fliiehen g~ yon (13) mSgen den einfachen Punkt 1-I yon f 

zum Doppelpunkt besitzen und zugleich die RichLung l'[TT 1 yon f ge- 
meinsam haben, so dass dieselbe Fundamentalriehtung der Transfor- 
mation wird. 

Sei wieder diese Igiehtung im Punkt 17 oder (~ ~ - ~ - ~  ~ 0)als 
~ 0, r I ~ 0 genommen i so wird 

= ~ ( ~ , ~ + ~ )  + ~(r~,~+v,~+q,~) + r,~ + . . . .  



~Q Sei zuerst die Richmng lira -~. ~ ~ yon 0 ve~chieden. 
D ~ r  wird 

woraus genau dieselben Schl~e~ wie in ~) folgen, n~mlich dass den 
versehiedenen Richtungen ~ Q~ ~ 0) dutch ~ die Punkte ehler Geraden 
Fj entsprechen~ l~ngs deren A E  ~ ~A"  zu 0 wird~ etc. 

~,") Sei nun ~ = O; und ~ und ~ wie in ~ .  
D ~ n  hat man 

also 

und analog y und ~. Dies Hefer~ den vers~h~edenen Werthen yon/~t 
entsprechend~ eine zwei~e G~rade r~ yon F~ we[che mit der ersten 
Geraden rt den Paukt P. mit ~ = 0~ Pt ~ e ~  d. h. m~t 

xo~=-ff, N =  , ~ 0 = ~  T, 
gemeinsam hat~ einen Punk% den wit in 7") weiter betrach~en werden. 
F~r einen yon ~ ~- o~ verschiedenen Pun~  dieser Geraden I'~ gelten 
genau dieselben Schlfiss% wie in ~'). 

7") ~ ~ 0, p~ ~ ~ .  Zur Un~ersuchung des in 7") genannten 
Punktes P:  

kann, wegen ~ ~-oo ,  nicht mehr eine Entwieklung yon 75 naeh 
~mzen Potenzen yon ~ dienen; vielmehr trit~ bier der~ schon obea zu 
(16) bemerkte Fall ein, dass man ~ r  ~ und ~ Reihen ~'tzen muss, 
die naeh ganzen Po~enzen eines Parameters t fortlaufen. Es genfigt 

bier, wo lira ~ ~ O, lira - ~  == oo, zu set~n : 

~ t  ~, ~==Ota + Ott~+ . . . ,  
wonach 

= aot ~ + ~aJ~ + . . . .  
Femer wird 

== Ok,~ + (Ol~+@~l,+aom,+r,) ~ + �9 "" 
also 

t 

mad analog y --  Yo mad ~ - -  z o. Diese Entwiekhmgen gehen at~o fort 

nach ga~zen Potenzen yon ot und ~ ,  oder auch m~ch solehen yon 

Y- uud ~--- 
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und fangen mit lineaxen Gliedern in beiden GrSssen an, so dass der 
Punkt P im Aligemeinen ein einfac]~r Pankt  yon f wird. 

Diese GrSasen lassen sich also auch umgekehrt in Re/hen nach 
ganzen Potenzen yon x - -  x o and y - -  Y0 entwickeln, welche mit linearen 
Gliedern anfangen, yon der Form: 

-~ ~ ( ~ -  ~o) + ~ (y -yo)  + . . . ,  

~ ~- ~ ( ( X - ~ o )  + ~ ' ( y - y o )  + - "  -, 

so class man erh~lt: 

---- { ~ (x--Xo) + ~ ( y -  yo)} �9 { 1,' (x--Xo) + ~;(Y -- Yo)} + ' "  ", 

= { ~ , ( ~ - - ~ o ) + ~ , O - - y o ) }  ~ �9 { ~ ( ( ~ - - x o ) + ~ ; ( y - - y o ) }  + - . . .  

Ffir die Integrale hat man, wenn man noch 

set~t : 
u ~ u o ~ 9 + ~ o t  "~+ . . . .  a t ~ t ~ W ~ t ~ t ~ + . . . ,  

u" ~ u o" ~ a ' t  ~ "~ f l 'o t  ~ Jr- . . . .  a't~t~ -~- ~6"t~t~ -~- . . ., 

demnach 

k Oy Oz l 

�9 �9 2 (A~--  BA')=(g ~--aO )t~ t~+... 

-~(,~'r '~0') q~ +-"  ", 

d. h. die Fl~che Q ~--0 trifft F ~ 0 im einfa~hen Punkt P wie eine 
Fl~che mit 3-fa~hem Pank~ 

Nimmt man z. B. die direct, ohne Hfilfe yon f - ~ - 0 ,  eindeufig 
umkehrbare Substitution 

w o r a u s  

= x ( y - - ~ z ) ,  

deren Determinante 

z ~ m +  - { - + ,  

-~ x ~ ( y - - l x ) ,  ~ ~--- x ( y - - l x )  ( z - - r e x ) ,  

A ~ -  - -  x s ( y - -  l x )  2, 
so geht eine Fl~che 

o = f ( ~ , % ~ ) ~ + A + A  +.--, 
nach Wegla~sung des Factors 

M ~ x (y--  Z,~) 
~ber in 

o-~ F(x, y, ~)----- (~-m~) + P~ +F~ +... 

wo die ~'~ homogen yon der ~ Dimension in x, y~ �9 sind und den 
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Factor x(y--lx) besitzen. Ist dann Q~ ~, ~ ) ~ 0  die zu f geh~k-ige 
Fl~che ~y, so wird Q' f~r ~ ~-O, ~ ~ O, ~ ~ 0 nioht verschwindea; 
sei also 

g(~, r, ~) - -  K(x, y, n), 
so wird such K far die beiden entsprecheadea Gera~lea yon F :  

I'1 : ~ - -  ~ x ~ - 0  , y ~ l x ~ O  
and 

r2 : ~--~ o , x ~ - O  
nicht verschwinden. Die zu F gehSrige FlY, he ~PF wird dann: 

�9 : . a  - -  K ~ ( y - - l z )  • ,  O; Q(x, y, ~) ~ -  - - ~ - -  = 

diese FIEche geht also in der That dutch Ft and bet(lhrt F l~ngs !" 2 
in erster Ordnung, im Schait~unkte (x~O,  y~-O~ nffi~O) yon r I and r~ 
in zweiter Ordatmg. 

E r l a n g e n ,  1886. 


