
z
Von den metrischen Relationen im Gebiete der

Lineal - Geometrie.
(Vom Herrn Prof. Mobius zu Leipzig.)

JL/ie Geometrie der geraden Linie oder die Lineal - Geometrie, ein Aus-
drück, dessen sich zuerst der scharfsinnige Lamber t*) bedient zu ha-
ben scheint, enthält alle diejenigen geometrischen Aufgaben, die sich
blofs mit Hülfe des Lineals, ohne Anwendung des Zirkels, lösen lassen,
und beschränkt sich eben so nur auf diejenigen Eigenschaften einer Fi-
gur, welche aus den Bedingungen hervorgehen, dafs drei oder mehrere
gewisse Puncte der Figur in Einer Geraden liegen, oder dafs drei oder
mehrere gewisse Gerade sich in Einem Puncte schneiden j auf Eigen-
schaften also, welche eine Figur unverändert beibehält, wie auch ihre
Theile die Lage gegen einander ändern mögen, nur dafs jede drei oder
mehrere Puncte, welche Anfangs in einer Geraden lagen, auch fortwäh-
rend in einer Geraden bleiben. Die Beziehung, welche zwischen der sä
geänderten Figur und der anfänglichen statt findet, habe ich in meinem
~Barycentrischen Calcul C o l l i n e a t i o n s - V e r w a n d t s c h a f t gen^nnf
und von ihr im 2ten Abschnitt, 5. — 8. Cap. gehandelt,

Es ist diese Beziehung oder Verwandtschaft, so lange njir von ebe-
nen Figuren die Bede ist, einerlei friit derjenigen, welche zwischen ei-
ner ebenen Figur und ihrer perspectivischen Projection auf eine andere
Ebene obwaltet. Liegen nemlich dk»ei Puncte der erstern Figur in eijier
Graden, so sind immer auch ihre Projectioneii in einer Geraden ejühalr
ten, in derjenigen, worin die letztere Ebene von einer durch das Auge un<J
die erstere Grade gelegten Ebene geschnitten wird. Upd umgekehrt läfet
sich zeigen, dafs von zwei ebenen Figuren, welche in jener Verwandt-'
schaft zu einander stehen, die ein£ immer ^ls perspectivjsche Projectiprj
der ändern angesehen werden kann (Bar. Calc. £. 230. Anroerk.)· Doch
habe ich von dieser an sich sehr fruchtbaren Ansicht ip ^enanptep Schrift

*) L a m b e r t s freie Perspeclive. Anmerkungen nfid Zusät^ S.
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7. Jf Sftf tt*; mm$m* BttelA^t^ im

keinen Gebrauch gemacht, da mir theils der Hülfsbegriff des Augen-
punctes zu fremdartig schien, theils diese Ansicht bei Figuren im Räume
nicht füglich mehr anwendbar ist. Ich bin daher a. a. 0. von der ge-
genseitigen Beziehung der Figuren dach der geraden Linie unmittelbar
ausgegangen^ habe damit <!ie hierhergehö'rigen Relationen, die graphi-
schen, so wie die metrische^* entwickelt, und habe, was insbesondere die
metrischen anlangt, den allgemeinen Gharacter derselben, ihre verschie-
denen Formen und gegenseitige Abhängigkeit zu bestimmen gesucht.

Da ich mich aber bfci diesen Entwickelungen der barycentrischen
Rechnung bedient habe, und hierdurch, so wie durch die neuen dabei ge-
Brauchten Ausdrücke, Mancher von einem näheren Eingehen in meine Un-
tersuchungen zurückgehalten werdeh mag, gleichwohl aber die gefundenen
Resultate für die Geometrie nicht ohne einigen Werth sein dürften, so hat
es mir zweckmäfsig geschienen, die gedachten Gegenstände im Vorliegen-
den mittelst der gewöhnlichen Coordinatenmethode, und somit allgemein
verständlich, von Neuem zu behandeln, und ^dieses um so mehr, da die lineal-
geometrischen Untersuchungen in neuester Zeit, besonders von französi-
schen Mathematikern, mit einer Art Vorliebe betrieben zu werden scheinen.

Aufserdem aber, dafs hier nur die gewöhnliche Coordinatenmethode
zum Grunde gelegt ist, unterscheidet sich gegenwärtiger Aufsatz von dem,
was oben erwähnte Schrift über diese Gegenstände enthält, durch meh-
rere neu hinzugekommene Bemerkungen, besonders aber durch die am
Schlüsse aufgestellten metrischen Relationen bei Kegelschnitten, die ich
erst neuerdings gefunden habe. Um übrigens diesem Aufsatze einen nicht
zu grofsen Umfang zu geben, habe ich mich blofs auf ebene Figuren be-
schränkt. — Die citirten §§. beziehen sich auf den Baryc. Calcul.

1) Von zwei Ebenen, deren gegenseitige Lage hierbei nicht in Rück-
sicht kommt, entspreche jedem Püncte der einen Ebene ein Punct in der
ändern 30, dafs für Jede drei Püncte der einen Ebene, welche in einer
Geraden liegen, die entsprechenden drei Püncte der ändern ebenfalls in
einer Geraden enthalten sindj dafs folglich, weifin man in der einen
Ebene eine Gerade zieht, die den Puncten dieser Geraden in der ändern
Ebene entsprechenden Püncte gleichfalls eine Gerade bilden; oder kür-
zer, dafs jeder Geraden in der einen eine Gerade in der ändern (folg-
lich auch jeder krummen Linie in der einen eine krumme, nicht gerade
Linie in der anderen) entspricht.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/4/15 7:57 PM



7, Blöbius, Metrische Relationen im Geriete der Lineal- Geometrie.

2) Um dieses gegenseitige Entspreche» der Puncte beider Ebenen
analytisch auszudrücken, ziehe man in jeder derselben zwei $ich unter
beliebigem Winke} schneidende Coordinatenaxen, und nenne x, y die
Coordinaten irgend eines Punctes der einen Ebene; /, u die Coordinaten
des entsprechenden Punctes der ändern. Hiernach müssen t sowohl als
u Functionen von und y.sein:

t = F{x,y)9 u = G(*,y).
Um die Formen dieser Functionen auszumitteln, nehme man an,

es sei in der Ebene der £, u irgend eine gerade Linie gezogen, deren
Gleichung:

at + ßu+ = 0,
Die Gleichung für die entsprechende Linie in der Ebene der x9 y wird
sein :

(1.) «F(*,y) + ßG(#,y)+y = o,
Da nun diese Linie ebenfalls gerade sein soll, so mufs die Glei-

chung (1.), so wie sie nach , , linear ist, auch nach und y linear
sein* Die allgemeinste Form einer solchen Gleichung ist aber:

(2.) *(ax + kT+c} + &(fx + ty + h) + v(x + my + ri) = 0,
wo in dem letzten Gliede der Coefficient von weggelassen ist, indem
man sich mit demselben alle übrigen Coefficienten ß, o, . . m, n divi-
dirt vorstellen kann. Aus der Identität der Gleichungen (1.) und '(2.)
für alle Werthe, welche man den Constanten <x, jS, y ertheilen mag,
folgt aber:

(3.) *\x,y) = t = *v ' ^ JJ' o
und hiermit sind die Formen der Functionen, welche t undi u fön x, y
sein müssen, vollkommen bestimmt*

3) Drückt man mittelst der Gleichungen (3.) umgekehrt ai und y
durch f, u aus, so wird man Ausdrücke von derselben Form wie die vo-
rigen erhalten, nemlich Brüche, deren Zähler und Nenner lineare Functio*
nen von t und u9 und deren Nenner überdies einander gleich sind} woraus
au schlissen, dafs wenn jeder Geraden in der Ebene der t> u e^ne Gerade
in der Ebene der &, y entspricht, auch umgekehrt jede Gerada der leU-
tern Ebene eine Gerade in der erstem lüur entprechenden Linie hat.

Eben so erhellet, dafs die Gleichungen (3.) ihre Form nieht är^
dem, wenn statt a? unji.y oder statt t und «Ausdrücke von der Form

gesetzt werden, d. |i. wein n matn ftatl
14*
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104 ?. Mobius, Metrische Relationen im Gebiete der I^neal-Geometrie.

fanglichen Coordinatenaxen beliebige andere Linien «u Aren wählt j wie
diea auch schon aus der Natur der Sache folgt.

Aus der Gleichung (3.) geht weiter hervor, dafs einem in end-
licher Entfernung vom Anfangspuncte der Coordinaten gelegenen Puncte
der einen Ebene, in der ändern auch ein unendlich entfernter Punct ent-
sprechen kann, und dafs einem unendlich entfernten Puncte der einen
Ebene im Allgemeinen ein endlich gelegener in der ändern entspricht.
tJeberhaupt nemlich werden alle unendlich entfernten Puncte der Ebene
der ty u9 in der Ebene der a*, y durch die Puncte der Geraden vorgestellt,
deren Gleichung x-{*my-{~!i— 0 ist; un^ e^en so giebt es eine gewisse
Gerade in der Ebene der t, u von der Beschaffenheit, dafs jeder Punct
der Ebene der x9 y, welcher einem Puncte dieser Geraden entspricht,
unendlich entfernt ist» — Bei der perspectivisehen Projection ist diese
Gerade einerlei mit derjenigen, in welcher eine durch das Auge, parallel
mit der abzubildenden Ebene, gelegte Ebene die Tafelebene schneidet.

Von zwei oder mehreren Linien, welche mit einander parallel lau-
fen, sind daher die entsprechenden Linien nicht ebenfalls einander parallel,
sondern schneiden sich in einem Puncte. Jedem Systeme paralleler Li-
nien in der einen Ebene gehört daher in der ändern Ebene ein Punct zu:
der Durchsehnittspunct der den Parallelen des jedesmaligen Systems ent-
sprechenden Geraden. Alle diese Puncte aber sind in einer und derselben
Geraden enthalten,, in der Geraden, deren Puncte den unendlich entfern-
ten Punctea der ersten* Ebene entsprechen*

4) I» den 2?wei Gleichungen (3.) kommen acht von einander un-
abhängige Constanten a? fi, cf ff g·, A, my n vor; Si« lassen sich bestim-
men, weiin man v*m vier Ptwicten in dW einen und den vier ihnen ent-
sprechenden Püncten in der ändern Ebene die Coordinaten kennt. Substituirt
mai* diese d%rReih« nach für #, j, £, ** *n den Gleichungen (3.), so erhält
man 4 solcher Paa*e von Gleichungen, woraus sieh die 8 Constanten, durch
di«e CoordinateR der vier Paare sich entspreehenderPuitcte ausgedrückt, ab-
feiten lassen. Äucfe kötiÄen nunmehr für jede*» fünften durch seine Coordi-,
aaten gegebene« Pultet der' einen Ebene di^ Cöorlinaten des entprechen-

ftanettes in der awier» .gefiind^n wei*de». Man bemerke mir noch,
wetia jtene Bestiiia^ttifg^ der 8 Constanten Hfusführftar sein soll, von

anfänglichen vier Puncüea im der eiaen, und folglich auch von den
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7. M'obius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal -Geometrie. 105

vier ihnen entsprechenden in der ändern Ebene, keine drei m gerader
Linie liegen dürfen,

Wenn daher die Puncte zweier Ebenen in die jetzt in Rede stehende
lineare Beziehung zu einandar gesetzt werden sollen, so nehme man ir-
gend 4 Puncte A> B9 (7, D in der einen und beliebige 4 Puncte A*9 B',
C'9 D' in der ändern Ebene, — nur dafs weder von den 4 erstem, noch

den 4 letztern irgend 3 in einer Geraden sind, — und setze sie einan-
der entsprechend: ^f'dem A, , . . D' dem D. Hiermit ist für jeden fünf-
ten Punct E der einen Ebene der Ort des entsprechenden fünften E* in der
ändern vollkommen bestimmt. Zwischen je vier Puncfcen, — dies folgt
daraus schlüfslich, — > und den ihnen entsprechenden, wo weder von jenen
noch von diesen vier Puncten irgend drei in einer Geraden .sind, kann
daher keine hierhergehö'rige metrische Relation noch nicht statt finden,
wohl aber wenn ein fünftes oder noch mehrere Paare sich entsprechen-
der Puncte hinzu kommen»

5) Um jetzt diese Relationen zu entwickeln, wollen wir von dem
speciellen Falle ausgehen, WQ die in Betracht zu ziehenden Pun-cte der
einen, und folglich auch die entsprechenden in der ändern Ebene, in ge-
rader Linie liegen. Heifsen X, X', X", . % , die Puncte in der Ebene
der ,r, y, und T, T', T"\ , . . die ihnen entsprechenden in der Ebene
der t9 u. Weil in jeder der beiden Ebenen die Coordinatenaxen nach
Willkühr gelegt werden können, so werde die Äxe der durch die
Puncte X, X', . . * und die Axe der t durch die Puncte T, T', . . . ge-
zogen* Seien hiernach die Abscissen von JT, JT', . ,. resp. = x, oc', . . .,
und von T, Tr, . . . resp. = f , t\ . . ., so hat man, weil die Ordinaten
(y und li) für die einen sowohl als die ändern Puncte null sind, folgende
Gleichungen:

' « _ a3C//+c

Da in jeder derselben von den obigen acht Constanten nur drei noch
vorkommen, so wird man durch Verbindung irgend vier solcher Glei-
chungen eine Gleichung zwischen den Abscissen von vier Paaren sich
entsprechender Puncte allein erhalten können. Da ferner durch Annahme
anderer Anfangspuncte i» den, Axen der und t jene Gleielittngen ÄWI-
schen t und ihrer Farm nach offenbar unverändert bleiben und nur
die darin vorkommenden Constanten ar e, n andere Werthe erhalten* so
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106 7. Molius, Metrisch* Relationen im Grf>iele der Jjineal·-, Geometrie.

wird auch die durch Elimination dieser Constanten hervorgehende Glei-
chung von den Anfangspuncten der Abscissen unabhängig sein und i)tft·
Solche (JroTsen enthalten, wodurch die gegenseitige Lage der Puncte -3 ,
X', . . . und 5 , 7V, , . . selbst bestimmt wird.

Liegen daher diö in Betracht gezogenen Puncte der einen und
folglich auch die entsprechenden Puncte der ändern Ebene in gerader
Linie, so wird z wischen je vier Paaren derselben Qjne metrische Rela-
tion obwalten. Die zu ihrer Herleitung erforderlich^ Elimination voij #,
c, n läfst sich durch folgende Rechnung bewerkstelligen.

Zuerst hat man:
,/ , _ (an — c)^— a?) „ t _ (an-~c}(a;"— a?')
- * ~ (*+«)(*<+*)' * -* — ·£ ̂  **<+, ) '

und daher
*' — t
t/<_</

und eben so
?" — t

t» — tw
folglich '

Ist nun .M der Anfangspunct in der Axe der t9 so hat man t=^
= MT", etc., von welchen Linien je zwei, wie M T und

"7, einerlei oder entgegengesetzte Zeichen haben, je nachdem die Puncte
T und T1 auf einerlei oder verschiedenen Seiten von M liegen. Hier-
durch wird t'—t — TF, t11— *' = T T", etc., von denen man daher
wiederum je zwei, wie TF und T' T", mit einerlei oder verschiedenen
Zeichen zu nehmen hat, je nachdem die durch die Stellung der Buch-
staben zugleich angedeuteten Richtungen, von T nach T9 und von T*
nach T1, in der Axe der t einerlei oder einander entgegengesetzt sind.
Auf gleiche Art ist x' — == XX', etc. .in derAx© der PC; die gefundene
Proportion $ber erhält diä Gestalt:

xx/ xx'". ^
T* T" * T' "T" ^^ ,' " ' X///X// '

) Für drei Puncte *4, B9 C der einen IJbene, welche in einer
Geraden liegen, können daher, — so lange noch keine andere Paare sich
entsprechender Puncte angenommen worden, ·*- die entsprechenden Puncte
J', B'9 V m der ändern Ebene nach Belieben gewählt werden, nur dafs

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/4/15 7:57 PM



7. HÖbius, Metrische Relationen im Geriete der Lineal -Geometrie.

sie ebenfalls in einer Geraden sind. Für jeden vierten Punct D in der
Geraden ABC ist alSdann der entsprechende Punct D' in der Geraden
A'B'C* durch die Proportion bestimmt:

BG DG ~ B'C' D'C'9
wo nur die Torigen T, T'9 X, X', mit A, B, . . , A', B', ... ver-
tauscht sind.

Das erste Glied ·= ·̂ ist, wie aus dem vorhin Gesagten erhellet,
positiv oder negativ, nachdem B zwischen oder aufserhalb A und C liegt,
und drückt das Verhältnift aus, nach welchem die Linie AC im Puncte
B geschnitten wird. Dasselbe ist auch auf die drei übrigen Glieder der
Proportion anzuwenden.

Das Verhältnifs inn'-n *st daher nichts anderes, als das Verhält-
nifs zwischen den Verhältnissen, nach welchen die Gerade AC das eine
Mal in B und das andere Mal in D geschnitten wird. Ein solches aus
vier Puncten in einer Geraden sich bildende Verhältnifs habe ich (§, 182.)
Doppe l schn i t t s -Ve rhä l t n i f s genannt.

Da, wie die Folge zeigen wird, alle bei der Lineal -Geometrie
vorkommenden metrischen Relationen aus D. Verhältnissen (Doppelschnitts-
Verhältnissen) zusammengesetzt sind, oder sich doch auf solche zurück-
führen lassen, so sah ich mich zur Einführung einer abgekürzten Schrei-
bart veranlafst. Zu dem Ende drückte ich ein D. Verhältnifs blofs da-
durch aus, däfs ich aie vier Puncte, als den ersten und zweiten Grenz-
punCt der geschnittenen Linie, den ersten und zweiten Schneidepunct in
der genannten Ordnung neben einander setzte, sie durch Commata un-
terschied und mit Haken einschlofs (§. 183.) und hiernach das vorige
JD. Verhältnifs also darstellte: (A, C, B, D).

Das einfachste Beispiel eines Z>. Verhältnisses giebt die bekannte
harmonische Theilung. Eine Linie AB wird in G und D harmonisch
getheilt, wenn sie in C und D nach gleichen Verhältnissen getheilt wird,
nur dafs die Exponenten dieser Verhältnisse entgegengesetzte Zeichen ha-
ben, dafs mithin den zwei Puncten C und D der eine innerhalb, der
andere aufserhalb A und E liegt} also in Zeichen, wenn
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108 7* TM. o bin s, Metrische Relationen im (Jebiete der Ijneal- Geometrie.

oder, nach der kürzeren Sehfeibart, wenn
(4,B9C9D} = —i.

7) Das in *Nr. 5. erhaltene Resultat können wir jetzt kürzlich so
Ausdrucken: Jedes D.Verhiütnifs zwischen v ierPuncten einer
Geraden in der e inen Ebene ist dem aus den entsprechenden
Func ten der ände rn gebildeten ö. Verhä l tn i sse gleich. Ha·
be» datiert, P, , * .9 A*> B'9 . . . dieselbe Bedeutung wie in Nr. 6,, So ist:

Hiemit kann, wie schon dort bemerkt wurde, wenn von diesen
Punkten 7 gegeben sind, der Sie gefunden werden. Auf eben die Art

mufs nun auch sein:
(A, C9 B, D) = {̂ , C^ B', DO , (B, A, C, D) = {B'9 A', ff, D') etc.,

wie ^uph 4ie Buchstaben in jedem der zwei einander gleichen ^.Ver-
hältnisse mit einander vertauscht werden, wenn es nur in beiden auf
.gleiche Art geschieht. Da aber hierdurch keine neuen Bestimmungen
für den achten P unct hervorgehen können, so müssen die D.Verhältnisse
(A, C,B9 D), (B, A, 0, D) etc., und wie auch sonst noch die vier Ele-
mente A9 . . · D permutirt werden mögen, insgesatnmt Functionen von
(A9B9C9D)9 also au€h von einander abhängig sein. Und in der That
findet sich leicht, dafs wenn man (A, B9 C9 D) setatt

I. (ß,^C,D)=l, II. (^(7,B,D)===i~ö, HL (^B,D,<7) = 1

ist, woraus man allg übrigen Perpiutationen berechnen kann. Dann von
irgend einer der 2f Permutationen, welchß aus 4 Elementen sich bilden
lassen, kann man schrittweise pu j^eder ändern von ihnen gelangen, in-
dem man nach und nach bald die £\vei ersten, bald die zwei mittleren,,
bjaid füe $ wei legten ^Lemente mit einander vertauscht. Durch Vertau-
schung der swei .ersten (L) oder dßr z*rei letzten (IjlL) erhäjt man aber
den reciproken Werth de« vorhergehenden, und durch Vertausphpng der
zwei paittlerep iilepwfnte (I|.) jdie Ergänzung des vorhergehende» \Verlhes
zur JLinheit Ajif di^ese Y^eise ergiebt sicji, djai^ j'̂ des 4ef ?4 #· Verhält-
nisse, w^che sicjh #us den ^r Punctep bilden l^ass^en, einen der 6\V7ert^hat:

1) o, -3) X, B) ̂ , 4) ̂  5) ̂ , 4) - . <$. 184.)

3VB. Setzt map diegß 6Werüie in ihrer Folge == er, fc? c, d, e, /,
o ist: z=zcd s f f i t i ^ l «$d i + coe=r d*e X=/-J-Ä ?s= l. Eine unend-
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7. M Ob i u s, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal -Geometrie. 109

liehe Reihe, deren erstes Glied = a, und wo das Product aus jedem
geraden Gliede in das nächtsfolgende gerade = l, so wie dip Summe jedes
geraden Gliedes und des nächstfolgenden ungeraden = l sein sollte, wurde
daher nichts anderes, als eine continuirlichs Wiederholung jener 6 Werthe
0, — , . . . l — a sein.

8) Um, wenn die Puncte A, B, C, D einer Geraden a, und von
den entsprechenden Puncten A1, B', . . . der entsprechenden Geraden af

drei Puncte A', B', G* gegeben sind, den vierten -D' zu finden, kann
man sich folgender einfachen Construction bedienen.

Man Setze die Linien a und a1 (Fig. 1. Taf. II.) unter einem beliebigen
Winkel an einander, so dafs die Puncte A und A1 zusammenfallen.
Hierauf ziehe man BB/ und CC'9 welche sich in 0 schneiden, so ist
dieser Durchschnitt von ÖD mit 0' der gesuchte Punct -D'.

Um die Richtigkeit dieses Verfahrens zu beweisen, ist nur dar-
zuthun, dafs (A, B', <?', D') = (A, B, C, D). Man denke sich zu dem
Ende eine der eben construirten Figur entsprechende gezeichnet; die
den Puncten A, B, . . . B', . . . 0 entsprechenden seien darin #, ß, . . ¥
ß', ... O, und daher (*, ß, y,i) = (A, B, <?, £>), (a, ß', y', <^) = (^B', tf, £').
Werde nun, was immer geschehen kann (Nr. 3.), der Punct 0 unendlich
entfernt angenommen, so sind ßß', yy', <^ mit einander parallel, und
es verhält sich & : yß = ay /: y'ß', aS-.Sß = 8' : ' '. Mithin ist

(«, ß, y, i) = («, ß7, y^, 50,
also auch

C4J?,C,D) = (4, B', V, V).
9) Seien jetzt in der Geraden ^JB aufser den 4 Puncten ^, . . , D

noch mehrere andere E, F9 G, . . . gegeben. Die ihnen entsprechesnden in
der Geraden A'B* heifsen E', F', G7, . . . So wie nun nach willkühr-
licher Annahme von A'9 B', C', der Punct D* durch die Gleichheit der
-D.Verhältnisse

(AtBtCtD) = (A'tB'tG,iy) = d
bestimmt wurde (Nr, 6.), so werden auch die übrigen Puncte &, F'9 G*, . . .
mittelst der Gleichungen

(A,B,C,E) ^( , ', ', ') = e,
(A, B, C,F) = (A', B', C', FO = /,

U. S. W? U. 5- W.

sich finden lassen, und es werden nach verrichteter Construction auch
Crellc's Joörnil. IT. Bd. 2. Hfl. , 15
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110 7*· IB'S'Riw'*·, Metrische Relationen im Gebtete der Lineal -Geometrie.

je zwei andere D. Verhältnisse zwischen sich entsprechenden Puncten, z. B.
(J5, C, E, F) und (B7, , E', F')

einander gleich sein, jedes derselben = x. Da nun zur Construction
des Systems der Puncte A1, B', . . , JE', F', . , , , wegen der willkühr-
lichen Bestimmung der drei ersten, auch schon die Kenntnifs der Expo-
nenten d, e, f , ... hinreicht, und sich alsdann aus der Construction der
Werth von selbst ergiebt, so mufs eine Function von d, <?, /, . . .
sein. Hat man also ein System von 772 Puncten A, B, C, D, . . . in einer
geraden Linie, so ist von den m — 3 D.Verhältnissen (</, e, /, . . .), welche
die drei ersten Puncte A, B, C mit jedem der 772 — 3 übrigen bilden,
jedes andere D. Verhältnifs (x) des Systems eine Function. Denkt man

, sich daher alle möglichen Z). Verhältnisse zwischen den m Puncten als
Functionen dieser 772— 3 Gröfsen d, e9 /, . . . ausgedrückt, so kann man,
wenn irgend m< — 3 von einander unabhängige dieser D.Verhältnisse ge-
geben sind, daraus die Werthe von d, e, f , . . .. und somit den Werth
jedes ändern D. Verhältnisses finden. Also:

Aus i rgend 772 — 3 von e i n a n d e r u n a b h ä n g i g e n Z). Ver-
hä l tn i s sen eines Systems von m Punc ten in e iner geraden
Linie k a n n j edes ande re D.Verhäl tn i fs dieses Systems ge-
f u n d e n werden. (§. 187.)

So findet sich, wenn bei den 5 Puncten A, . . . E die zwei D. Ver-
hältnisse (A, B, C,D) = p und (B, C,D,E) = y gegeben sind, jedes dritte
als Function von p und 7, z.B. (A, E, B, D) = (i — ̂ )(i — q).

10) Die durch die Gleichheit der D.Verhältnisse ausgedrückte
Relation zwischen zwei Systemen von Puncten in geraden Linien läfst
sich auch noch auf eine andere merkwürdige Art darstellen. — Man hat:

und daher
AO.Cn. d = AC.OB,

oder

und -vrenn man mit AB.AC.AD dividirt:
i — d . d ___ 1_
AB "*" AG — AD9

und wenn man noch l — rf'i-rf'=ßry se^tr
(flf') AB +AC ~ ~~ÄD~ '
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7» MöbiuSj Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie.

so wie umgekehrt hieraus die Gleichung:
( , B, C, D) = d =

und hieraus weiter die Gleichung:

folgt Besteht daher zwischen den Abschnitten AB, AC, AD die Rela-
tion (ö.)> so mufs auch für die entsprechenden Abschnitte A'B', etc.

( < P y - 0+r
^ ·' A'B* ~ A'C' ~~ ', A'W

sein; d. h. ist das harmonische Mittel von AB und AC für die Coef-
ficienten und y, so ist es· auch A1 D* von A' B' und A'C4 für dieselben
Coefficienten.

Dafs diese Relation auf jede gröfsere Zahl von Paaren sich ent-
sprechender Puncte in geraden Linien ausgedehnt werden kann, so dafc,
wenn

J?_ _L_J_ JLj- —
AB* AC~ AD "r ' * '

ist, dieselbe Gleichung noch besteht, wenn man für A9 B, . « . M die
entsprechenden Puncte^, B', , . . M' setzt, dies zeigt Ponce le t in sei-
nem Memoire sur les centres de moyennes harmoniques im 3ten Hefte
des 3ten Bandes dieses Journals, Seite 240.

Um diese Erweiterung des vorigen Satzes mit Hülfe der Lehre
von den D. Verhältnissen zu beweisen, so folgt aus der angenommenen
Gleichung;

^''
also auch

BM PM CM PM . * DM PM

wo -P einen beliebigen Punct der Geraden ... bezeichnet j und weil
BM PM AP AB _ ( . „ p „

V>m>P>B)> etc·'
so kommt:

ß(^,^,P,^)+y(^,^,P,C) + 5(^Ji,P,^)+-.· = 0.
Wegen der Unveränderlichkeit der Z). Verhältnisse von dem einen

Systeme zum ändern ist daher auch:
15*
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112 7. Möbius, Metrische* Relationen im Gebiete der Lineal -Geometrie.

(A', M', P', ß') + y \A', M', P', £') + . . . = 0,
woraus sich auf timgekehrtem Wege

ergießt.
11) Wir gehen nunmehr zu den Relationen zwischen zwei Sy-

stemen von Puncten über, wo die Puncte jedes Systems für sich nicht
mehr, wie bisher, blofs in einer Geraden, sondern in einer Ebene über-
haupt liegen. Seien demnach A, B, C9 D (Fig. 2.) irgend vier Puncte
der einen Ebene, von denen keine drei in einer Geraden sind, und^', i?',
(7X, D* die ihnen entsprechenden Puncte in der ändern, von denen eben-
falls keine drei in einer Geraden liegen. Aufser diesen negativen Be-
dingungen finden zwischen beiden Systemen keine weiteren statt, und
die erstem vier Puncte sowohl, als die vier letztern, können ganz nach
Willkühr genommen werden. Mit jedem fünften Puncte E aber, der
zu den vier erstem hinzukommt, wird auch der entsprechende Punct
E1 in der Ebene der vier letztem bestimmt sein (Nr. 4.).

Um nun ' zu finden, wenn E gegeben ist, hat man auch hier
blofs das Prinzip von der Gleichheit der D. Verhältnisse in Anwendung
zu bringen.

Man ziehe zu dem Ende BD, BE, welche .̂ C in M, P treffen, und
AD, AE, welche BC in 7V, Q schneiden. Auf dieselbe Art werden M1,
P', TV', Q* in der ändern Ebene bestimmt, wo E'9 und damit P7, Q'9 einst-
weilen als schon bekannt vorausgesetzt werden. Da nun B9 B' und D,
D' zwei Paare sich entsprechender Puncte sind, so wird auch jedem än-
dern Puncte der Linie BD ein Punct in BfD'9 und eben so jedem
Puncte in AC ein Punct in A'C', folglich dem Puncte M, als dem ge-
meinschaftlichen Puncte der BD und AC9 der Durschnittspunct M1 von
B'D' und A'C' entsprechen. Auf gleiche Art sind auch N und TV', P
und P', Q und ()' Paare sich entsprechender Puncte. Es liegen aber A,
C, M, P und die ihnen entsprechenden Puncte A', C'9 M', Px in gera-
den Linien. Mithin mufs sein:

AM AP _ A'W A'P'
L MC 'PC ~ MC' : P<& >

woraus sich P finden- läfst, da alle übrigen in dieser Proportion vorkom-
menden Puncte gegeben sind. — Eben so wird Q' durch die Gleichheit
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7. Möbius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal-Geometrie. 113

der D-Verhältnisse (B, C, N, Q) und (B', V, N1, ()') gefunden. Hier-
mit ergiebt sich endlich 'E1 als der gegenseitige Durchschnitt vorr '
und A'Q1.

12) So wie der Punct E'9 so kann auch für jeden ändern Punct
in der ersten Ebene der entsprechende Punct in der zweiten durch zwei
Gleichungen zwischen D.,Verhältnissen gefunden werden, woraus noth-
wendig folgt, dafs alle metrischen Relationen zwischen beiden Systemen
auf die Gleichheit ihrer D.Verhältnisse hinauskommen, und dafs eine
solche Relation im allgemeinen Falle, wo von den in Betracht kom-
menden Puncten keine drei in einer Geraden liegen, zwischen nicht
weniger als fünf Paaren sich entsprechender Puncte bestehen kann.

Die zur Aufstellung einer solchen Relation im Vorigen angewen-
deten Hülfspuncte M9 P oder 7V, Q und die ihnen entsprechenden M',
P', etc. können folgendergestalt beseitigt werden. Es ist ein bekannter
Satz, dafs wenn eine Gerade AC von einer ändern BD im Puncte M ge-
schnitten wird, das Verhältnifs, nach welchem dieses geschieht,

AM:CM = dem Verhältnisse der Dreiecke ABD:CBD
ist. Auf gleiche Art hat man, weil BE die AC in P schneidet,

AP:CP = ABEiCBE
und eben so in der ändern Figur:

' & * = A'B'D'iC'B'D', A'P'-ÜP' = etc.
Hierdurch aber verwandelt sich die obige Proportion I. in:

TT ^BD d**lL A'E'W m A'E1 R1

CBD:CBE ~~ "GrElWl'GrBiW'
Sind demnach A, . . . E irgend fünf Pirncte der einen Ebene, und

A', .. . E1 die ihnen entsprechenden in der ändern, so findet zwischen den
durch ihre Verbindung gebildeten Dreiecken immer die Proportion II. statt.

Da die fünf Paare sich entsprechender Puncte ganz nach Belieben
zu nehmen sind, so können auch die in II. sie bezeichnenden Buchsta-
ben willkührlich, nur in beiden Systemen auf einerlei Weise, mit ein-
ander vertauscht werden. So folgt z. B. durch Verwechselung des A mit
B und des A1 mit B':

E'AW B'

eine Proportion, welche auch geradezu aus der Gleichung der D. Ver-
hältnisse (B, C, N, und (5y, C', N', Q') (Nr. 11.) entspring.
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114 7* ßlöbius , Metrische Relationen im Gebiete der Lineal -Geometrie.

13) Wenn es nicht darauf ankommt, bei Angabe der von der
einen Ebene zur ändern constant bleibenden Verhältnisse nur die mög-
lich kleinste Anzahl (= 5) willkiihrlich genommener Puncte zuzulassen,
so kann man diesen Verhältnissen noch mehrere andere Formen geben,
die ihrer symmetrischen Bildung wegen angeführt zu werden verdie-
nen. — Werde die Linie AB (Fig. 3.) von den Linien CD und EF in
den Puncten M und N geschnitten, so ist, wie in Nr. 12. :

AM, EM = ACD-.BCD,
AN : B N = 4EF: BEF,

und folglich das Verhältnifs
II.* (ACD : B CD) : (AEF: BEF)

dem D.Verhältnisse (4M:MB}\(AN:NB} gleich, und daher das eben so
aus den 6 entsprechenden Puncten A1, . . . Ff gebildete von gleichem
Werthe; wobei man noch bemerke, dafs von den 4 Dreiecken des Ver-
hältnisses II.* die zwei ersten und die zwei letzten einerlei Grundlinien
(CD und .EF), das erste und dritte aber, so wie das zweite und vierte
einerlei Spitzen (A und B) haben.

Kürzer noch kann man daher dieses Verhältnifs ausdrücken durch

wo a, b für die Linien CD, EF gesetzt sind, und somit das Dreieck
bezeichnet, welches A zur Spitze und a zur Grundlinie hat, etc.

14) Seien- jetzt A, B, C, . , . mehrere Puncte und # , £ , £ , . . .
mehrere gerade Linien von bestimmter Länge in der einen Ebene, so ist,
wie wir eben gesehen haben, von dieser Ebene zur ändern das Verhältnifs

A_a Bb^ _
W^L l ~Äb ~ *

constant j und eben so müssen es auch die Verhältnisse
Ab Cc Ac JDd Ad Ee *

sein. Bildet man aus ihnen die Producte «ß, #ß7, aßy$, etc., so be-
kommt man:

^a Bb Cc

Aa Bb^ jOc Dd
Ba'~Cb 'De 'Ad9

Aa Bb Cc Dd Ee
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7. M Ob ins, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal -Geometrie. 115

zusammengesetzte Verhältnisse, die daher gleichfalls von der einen Ebene
AUF ändern constant sein müssen.

Es lassen sich aber diese Verhältnisse noch anschaulicher darstel-
len, wenn man statt der Linien a, b, c, ... ihre Durchschnitte mit den,
die Puncte A, B, C, , . . unter einander verbindenden Linien einführt.
Werde nemlich die Linie AB von a im Functe M, BC von b in 1V9

CA und CD von c in O und P, DA und DE von d in Q und jR, EA
von ein £, etc. geschnitten, so ist, nach dem in Nr. 12. angeführten Satze:

_ .
Ba~BM> (Tb~CN> Ac~ A0> De ~ DP >

und die Verhältnisse III. , IV., V., etc. werden damit:
BN °m*11L MB 'NC '

TV* — ~ — —1V% MB'NC'PD'QA'
V* P DR -ES
V" MB'NC'PD'RE'SA' e u "

. . . . u^Uwobei jeder einzelne Factor, wie -H^J> das Verhältnifs ausdrückt, nach
welchem der zweimal gesetzte Punct M die Linie schneidet, welche die
zwei ändern Puncte A und B verbindet, und wo daher die drei in je-
dem Factor vorkommenden Puncte immer in einer Geraden liegen.

Hiernach ist das Verhältnifs III.*' zusammengesetzt aus den drei Ver-
hältnissen, nach welchen die drei Seiten AB, BC, CA des Dreiecks ABC
von den resp. in ihnen liegenden Puncten M, N9 0 getheilt werden. 'Eben
so ist IV·* das Verhältnifs , nach welchem die vier Seiten AB, . . . DA
des Vierecks ABCD resp. in M9 7V, P, Q geschnitten werden; u. s. w.
Ich habe daher die solcher Gestalt gebildeten Verhältnisse lll.*r IV.% V·*
u. s. w. Dreieck-, V ie reck- , F ü n f e c k s c h n i t t s -Verhäl tnisse
u. s. w. und überhaupt Vie l eckschn i t t s -Verhä l tn i s se genannt
(§. 215.).

15) Jedes Vie leckschn i t t s . Verhä l tn i f s ist daher von
der e inen Ebene zur ä n d e r n c o n s t a n t j d. h. sind A und A'rB
und B'9 . . . I und I1 mehrere Paare sich entsprechender Puncte, also

+) Dafs hierbei die Buchstaben in den Nennern· der einzelnen Fäctoren im umgekehrter Folge
geschrieben worden,. MB statt des vorigen BMr etc; > ist deshalb· geschehen, um' diese Formeln mit
denen im Baryc. Calcul übereinstimmend darzustellen. Die' absoluten« Werlhe derselben« ändern
•ich dadurch nicht, sondern· nur von . ,. T. ,, VIL· etc.- die Vorzeichen..
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7. IM ob in s 9 Metrische Relationen im Gebiete der Lineal - Geometrie.

AB, . . . I und * ) . . . J' zwei sich entsprechende Vielecke, sind fer-
ner M9 7V, ... X resp. in den Seiten AB, BC, . . . IA der erstem Viel-
ecks nach Belieben genommene Puncte, und M', N1, . . . X' die ent-
sprechenden Puncte, die daher resp. in den Seiten A'B'9 B'C'9 ... FA'
des ändern Vielecks liegen werden, so ist das Product aus den Verhält-
nissen AM: MB, BN:NC, etc/IX:XA, nach welchen die Seiten AB,
BC9 . . . JA des einen Vielecks von den in ihnen gewählten Puncten M9

TV, . . . X getheilt werden, von derselben Gröfse, als das Product, welches
aus den entsprechenden Verhältnissen ' ' '9 ' N'C'9 etc. ' '
des ändern Vielecks zusammengesetzt wird.

Dieser Satz gilt immer, wie auch die Puncte A, B, . . . I oder
die Spitzen des Vielecks liegen mögen, selbst wenn sie alle, und folglich
auch die Schneidepuncte M , N 9 . . . X, in einer und derselben Geraden
enthalten sind, er gilt immer, welches auch die Zahl der Spitzen sein
mag, selbst wenn deren nur zwei sind, und mithin das Vieleck zum
Zweieck wird. Denn seien A, B die beiden Spitzen und folglich AB9 BA
dip beiden Seiten, M9 N ihre Schneidepuncte, so reducirt sich das Viel-
ecksverhällnifs auf (AM: MB)(BN:NA), welches einerlei mit dem D. Ver-
hältnifs (AM:MB):(AIV:1VB)9 und mithin von der einen Ebene zur än-
dern ebenfalls constant ist. Ein Ö.Verhältnifs läfst sich dahpr auch
als das einfachste Vielecksverhältnifs, nemlich als ein Zweieckschnitts-
verhältnifs, betrachten.

Der Begriff dee Vielecks ist demnach hier in ganz allgemeiner,
Bedeutung zu nehmen und darunter eine Figur zu verstehen, die vbn ei-
ner in sich zurückkehrenden, gebrochenen geraden Linie gebildet wird.
Die Rückkehr in sich selbst, welche daran erkannt wird, dafs bei jeder
der Formdn III*, IV.*, V·*, etc. die Vielecksspitze im Zähler des ersten
Factors zugleich im Nenner des letzten vorkommt, und das überhaupt
von je zwei nebeneinander stehenden Factoren die Spitzen im Nenner des
vorangehenden und im Zähler des nachfolgenden einerlei sind, — di&se
Rückkehr ist etw^s wesentlich Notwendiges, indem mit Weglassung ir-
gend eines der Factoren, als wodurch die Schliefsung des Vielecks unter-
brochen würde, auch die Unveranderlichkeit des Verhältnisses von der
einen Ebene zur ändern nicht mehr, statt finden würde.

16. Sind in einer Ebene m Punctö gögeben, und »ollen in einer
ändern Ebene die ihnen entsprechenden Puncte gefunden werden, so kann
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7. Mob ins, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal-Geometrie. 117

man von letzteren irgend 4 nach Willkühr nehmen, worauf jeder der
/ 2 — 4 übrigen Puncte dadurch gefunden wird, dafs man zwei die Lage

des Punctes in der ersten Ebene bestimmende D.Verhältnisse in der ändern
Ebene von gleicher Gröfse macht (Nr. 11.). Zur Construction des ganzen
Systems in der ändern Ebene sind daher nicht mehr als 2(/n—4) D.Ver-
hältnisse überzutragen nöthig, und es werden sodann auch je zwei an-
dere D.Verhältnisse zwischen sich entsprechenden Puncten beider Ebe-
nen einander gleich sein. — Es folgt hieraus, wie in Nr. 9., dafs von
den gedachten 2(m-*-4) D.Verhältnissen alle ändern in den Figuren
noch vorkommenden D.Verhältnisse abhängig sind, und überhaupt, weil
jedes Vielecksverhältnifs als eine Function von D.Verhältnissen, und je-
des D.Verhältnifs zugleich als Vielecksverhältnifs betrachtet werden kann
(Nr. 15.):

Sind bei e inem Systeme von m P u n c t e n in einer Ebene
von den aus der g e g e n s e i t i g e n V e r b i n d u n g de r P u n c t e
durch gerade Linien e n t s t e h e n d e n V i e l e c k s v e r h ä l t n i s s e n
irgend 2w — 8 von e i n a n d e r u n a b h ä n g i g e g e g e b e n , so k a n n
da raus jedes ande re V ie l ecksve r hä l t n i f s der Figur gefun-
den werden (§.233.). Oder mit ändern Worten:

Zwischen je 2,m — 7 Vielecks V e r h ä l t n i s s e n , welche
d u r c h g e r a d l i n i g e V e r b i n d u n g von m P u n c t e n in einer
Ebene en t s t ehen , f i nde t immer wen igs t ens eine Glei-
chung stat t

\ Uebrigens ist diese geradlinige Verbindung keinesweges blois auf
die \m(m*—l) Linien zu beschränken, welche die m Puncte zu zweien
mit ^einander verknüpfen. Denn die hierdurch in beiden Ebenen entste-
henden Durchschnittspuncte entsprechen sich wiederum (Nr. 11.)} die durch
je zwei derselben, die noch nicht durch eine Gerade verbunden waren,
von Neuem gezogenen Geraden sind daher gleichfalls sich entsprechende
Linien, und folglich die neuen durch sie gebildeten D.- und Vielecks-
Verhältnisse von der einen Ebene zur ändern einander gleich. Wie weit
man daher auch die Verbindung der m Puncte fortsetzen mag, so dafs
immer die entstehenden Durchschnitte von Neuem unter sich und mit
den anfänglichen m Puncten oder den schon vorhandenen Durchschnit-
ten verbunden werden, so können doch alle hiermit sich bildenden Viel-
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118 7» Mobiu.$, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal-Geometrie.

edjtsverhältnisse aus irgend 2m — 8 derselben, die von einander unab-
hängig sind, gefunden werden*

17) Eine ganz besondere Aufmerksamkeit verdient der so eben
erhaltene Satz für den Fall, wo m seinen möglich kleinsten Werth ss 4
hat, und daher 2m — 8 = 0 wird. Bei einem Systeme von 4 Puncteii
in einer Ebene, von denen keine drei in einer Geraden liegen, werden
daher alle durch fortgesetzte Verbindung dieser Puncte entstehenden D. -
und Vielecks-Verhältnisse sich finden lassen, ohne dafs ein einziges von
ihnen gegeben zu sein braucht Dieses merkwürdige Resultat erhellet
auch schon daraus, dafs bei der Copstruction eines entsprechenden Sy-
stems die ersten vier, also gegenwärtig al le Puncte nach Willkühr ge-
nommen werden können, und dafs dann alle durch geradlinige Verbin-
dung der Puncte in beiden Systemen auf gleiche Art sich bildenden
Vielecksverhältnisse von gleicher Gröfse sind; dafs also diese Verhält-
nisse, oder vielmehr die Exponenten derselben, keinesweges von der ge-
genseitigen Lage der anfänglichen 4 Puncte, sondern blofs von der Art
undj Weise abhängen, wie die 4 Puncte nach und nach mit einander
verbunden worden sind.

Aber noch mehr: diese Exponenten müssen immer r a t i ona l sein.
Denn sind die vier Puncte gegeben und aufserdem noch die Art ihrer
Verbindung durch gerade Linien, wodurch man zu den irgend ein Viel-
ecksverhältnifs bildenden Puncten gelangt, so kann man damit die letz-
tern Puncte immer ohne Zweideutigkeit finden. Der Exponent des Viel-
ecks Verhältnisses, der nach dem Vorigen nicht von der gegenseitigen
Lage der erstem vier Puncte, sondern blofs von ihrer Verbindungsart
durch gerade Linien abhängt, kann daher ebenfalls keine zwei- oder
mehrdeutigen Ausdrücke, also keine Wurzelgröfsen enthalten, und nocb
weniger irrationale Zahlen, die aus transcendenten Operationen entsprin-
gen j er mufs folglich eine ganze Zahl oder ein rationaler Bruch sein.

18) Die Figur, welche hervorgeht, wenn man vier Puncte einer
Ebene, von denen keine drei in einer (geraden liegen, durch Gerade ver-
bindet, die drei damit entstehenden Durchschnitte abermals zu zweien
durch gerade zusammenzieht, und diese geradlinige Verbindung der im-
mer neu entstehenden Durchschnitte unter sich und mit den schon vor-
handenen, so weit als man will, fortsetzt, diese Figur habe ich ein Netz
genannt (§. 200,), die Linien selbst und ihre gegenseitigen Durchschnitts-
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7. Möbius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal -Geometrie, H9

puncte, d ie Linien und P u n c t e des Netzes , und die vier Puncte,
von denen die Construction ausgeht, die H a u p t p u n c t e des Netzes.

Das in dem Vorhergehenden erhaltene Resultat läfst sich hiermit
einfach so ausdrücken:

J e d e s in dem Ne tze sich b i ldende Vielecksverhäl tn i fs
hat einen r a t i o n a l e n , blofs von der C o n s t r ü e t i o n s a r t und
nicht zugle ich von der gegense i t i gen Lage der vier H a u p t -
p u n c t e a b h ä n g i g e n Werth (§.202. und §· 215.).

Sind daher A, B, C9 D die vier Hauptpuncte, P irgend ein Netz-
punct, so sind auch die Durchschnitte von PD mit AB und J5C, Welche
M und N heifsen, Netzpuncte, und folglich das .D.Verhältnifs:

also auch das ihm gleiche Verhaltnifs zwischen Dreiecken:
(PAB:ABD):(PBC:BCD)

rational, und dieses letztere, wie man auch die vier Hauptpuncte darin
mit einander vertauschen mag. Die Rationalität dieses Verhältnisses
kann als die characteristische Eigenschaft eines Netzpunctes P in Bezug
auf die vier Hauptpuncte betrachtet werden, indem sich zeigen läfst
(§.203.), dafs umgekehrt jeder Punct der Ebene, für welchen jene Ver-
hältnisse von Dreiecken zwischen ihm und den Hauptpuncten rational
sind, ein Punct des Netzes ist, und mithin durch fortgesetzte Verbindung
der Hauptpuncte gefunden werden kann.

Hieraus läfst sich weiter die nicht weniger merkwürdige Eigen-
schaft eines Netzes folgern (§.205.), dafs, wenn nächst den vier Haupt-
puncten noch irgend ein fünfter Punct der Ebene gegeben ist, oaan durch
fortgesetzte Verbindung der vier ersteren einen Punct finden kann, der mit
dem fünften entweder zusammenfällt, oder von ihm um einen Abstand
entfernt ist, der kleiner ist, als jeder gegebene j -r dafs folglich, wenn daft
Weben des Netzes ohne Aufhören fortgesetzt wird, die Ebene in allen
ihren Theilen und nach allen Richtungen mit Puncten und Linien des
Netzes angefüllt wird.

19) Wir wollen jetzt die in Nr. 17» erwiesene Rationalität der
Vielecksverhältnisse im Netze durch einige Beispiele erläutern.

1. Man verbinde die vier Puncte^, B9 C, D (Fig. 4.) m zweien,
durch gerade Linien, und nenne die Durchschnitte von AD mit BC9 von )
mit CA9 von CD mit AB resp. F9 (?, fl, $o gehören diese Ptfnote dem
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120 7. Mbbius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal-Geometrie.

aus A, B9 C, D entstehenden Netze an. Ohne daher noch den Exponen-
ten des Dreieckschnitts-Verhältnisses

(BF:FC)(CG:GAXAH:HB)
zu kennen, kann man doch schon im Voraus behaupten, dafs er eine
rationale Zahl sein werde. Nun weifs man aus den ersten Elementen,
dafs, wenn ABC ein gleichseitiges Dreieck, und D der Mittelpunct des
umschriebenen Kreises ist, F9 G, H die Mittelpunqte der Seiten sind,
und folglich der Exponent jenes Verhältnisses = l ist. Mithin mufs er
auch für jedö andere Lage der vier Puncte A ... D9 = l sein.

2. Ein anderes bei dieser Figur vorkommendes Dreieeksverhält-
nifs ist

(BC :CF) (FD: DA) (AH: HB\
nach welchem die Seiten BF, FA9 AB des Dreiecks ABF in C, D, H
geschnitten werden. Auch dieses Verhältnifs mufs daher einen constan-
ten, rationalen Werth haben. Es ist aber in dem vorhin zu Hülfe genom-
menen speciellen Falle FD = DH, und wegen der Aehnlichkeit der
Dreiecke AHO, AFB: DH:DA=BF:BA — \iZ9 also auch FD: DA—l',
ferner BC:CF=^—2 und AH:HB = l. Hierdurch wird der Werth je-
nes Dreieckverhältnisses bei dieser und folglich auch bei jeder ändern
Lage von A9 . . .D9 = £. — 2.1 = — 15 d. h.

Das Product aus den drei Verhältnissen, nach welchen die Seiten
eines Dreiecks von einer Transversale geschnitten werden, ist immer der
negativen Einheit gleich.

Anmerkung . Daraus, dafs dieses Product immer negativ sein
soll, erkennt man, dafs von den drei Factoren desselben entweder einer
oder alle drei negativ sein müssen; dafs folglich die Transversale ent-
weder zwei Seiten selbst und die dritte in ihrer Verlängerung, oder alle
drei Seiten in ihren Verlängerungen schneidet. Vergl. Nr. 5. — Eben
so ist bei 'dem vorhergehenden Dreiecksverhältnisse

(BF FC} (CG: G A) (AH HB),
weil es der positiven Einheit gleich gefunden wurde, entweder jeder der
drei Factoren, oder nur einer positiv, und daher sind entweder alle drei
Puncte F9 G9 H in ihren resp. Seiten selbst, oder nur einer derselben
in seiner Seite, die beiden ändern in den Verlängerungen der ihrigen
enthalten, und aufserdem kein dritter Fall möglich. — Wiewohl sich nun
dieses auch aus höchst einfachen geometrischen Betrachtungen ergiebt, so
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7 Mobius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal -Geometrie.

ist doch eine solche, bis jetzt wohl noch nicht angestellte Vergleichung
der Formel mit der Figur schon an sich bemerkenswert!!, und kann bei
weniger einfachen Figuren selbst Nutzen bringen, indem man dadurch
zu Resultaten über die gegenseitige Lage der Theile geführt wird, die
man auf anderem Wege nicht eben so leicht erhalten haben würde.

So findet sich z. B. (§. 199. c.), dafs jedes Vielecks verhältnifs, bei
welchem die Sehneidepuncte in einer Geraden liegen, der Einheit gleich
ist, und zwar der positiven oder negativen, nachdem die Seitenzahl des
Vielecks gerade oder ungerade ist. Hieraus folgt auf ähnliche Weise,
dafs, wenn ein Vieleck, dieses in der allgemeinen Bedeutung wie Nr. 15,
genommen, von einer Transversale geschnitten wird, die Anzahl der in
ihren Verlängerungen geschnittenen Seiten beim/ Vieleck mit gerader
Seitenzahl gerade, mit ungerader ungerade istj dafs folglich, welches auch
die Seitenzahl sein mag, die Anzahl der innerhalb ihrer Endpuncte ge-
schnittenen Seiten immer gerade ist. — Läfst man die Seiten des Viel-
ecks unendlich klein werden, so entsteht eine in sich zurücklaufende
Curve, die daher von einer Geraden immer in einer geraden Anzahl
von Puncten geschnitten wird. Auch gilt dieses noch, wenn man statt
der Geraden eine zweite Curve setzt, die sich entweder über alle Gren-
zen ausdehnt, oder ebenfalls in sich zurückläuft.

3. Man ziehe GH, welche BC in K schneide. Um den Werth
des damit entstehenden noth wendig rationalen D.Verhältnisses

(BF:FC}:(BK:KC)
zu finden, so ist, unter der in 1. gemachten Annahme, jBF:FC = l, HG
iüitBC parallel, und daher BK der CK gleich zu achten, &lsoBK:KC= — l,
wodurch der Werth jenes D.Verhältnisses = — l wird; d. h. BC wird
in F und K harmonisch getheilt (Nr. 6.).

4. Schneide GH die AT> in L.
Man ziehe noch FG9 welche AB, CD in M, N treffe, und werde

der Exponent des Viereckschnitts -Verhältnisses:

verlangt, nach welchem die leiten des Vierecks ABCD in M, K, 2V9 L
geschnitten werden. Am einfachsten gelangt man dazu, wenn man sich
A, 9 Cy D als die Spitzen eines Parallelogramms vorstellt. Denn als-
dann werden, wie man bald aus (Fig. 5.) wahrnimmt, M9 K9 7V, L· die
Mittelpuncte der Seite» desselben, und mithin der gesuchte Exponent =1.
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122 7. Mo bin s, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal -Geometrie.

Dafs übrigens, und wie mit Hülfe dieser neuen Ansicht der Figur
die Werthe der vorigen Doppel- und Dreiecksverhältnisse hätten gefun-
den werden können, bedarf keiner Erörterung.

5. Sei der Durchschnitt von AG mit BL, so findet sich das
Dreiecksverhältnifs:

(B L: LO) (OC : CG} (GD : DB) s= — 2.
Zeichnet man nemlich^BCD als Parallelogramm und nennt Z den

Durchschnitt von BL mit GM9 so verhält sich:
LOiOZ = AO:OG = LAiGZ = KBiGZ = LKiLG = 2:1.

Da ferner LZ^ZB, so ist LO = zOZ — fL^= $LB; OG~^AO
?=.$AG^%GCi OCz=$GC; und endlich GD = %BD, woraus der an-
gegebene Werth des Dreiecksverhältnisses hervorgeht.

6. Sei P der Durchschnitt von FH mit BL9 so hat man:
(BL:LO)(OP:PB) =± 3.

Denn beim Parallelogramm ist LB = 3LO und OP = J?P, weil
F und H> also auch P, unendlich entfernte Puncte sind.

7i Dividirt man das Zweiecksverhältnifs 6. in das Dreiecksver-
hältniis 5.? so kommt das Dreiecks verhältnifs:

20) Werden fünf willkührlich in einer Ebene genommene Puncte
durch Gerade verbunden, oder was dasselbe ist: construirt man ein Netz,
indem man von diesen 5 Puncten, als Hauptpüncten ausgeht, so sind nicht
mehr alle damit sich bildenden Vielecks Verhältnisse blofs von der Art
der Verbindung abhängig j wohl aber wird jedes von ihnen sich bestim-
men lassen, wenn man irgend 2.5 — 8 = 2 von einander unabhängige
derselben kennt (Nr. 16.).

Beispiel . Seien A, By C9 Z>, E (Fig. 6.) fünf beliebige Puncte
in einer Ebene. Man ziehe die 5 Geraden AB, BC% CD, DE, EA9 welche
sich in F9 G, H, I, K schneiden, wie die Figur zeigt Zwischen den
4 Puncten, in denen jede der 5 Geraden von den jedesmal 4 übrigen ge-
schnitten wird, bilden sich mehrere D. Verhältnisse, die aber, in jeder
Geraden für sich , von einander abhäng% sind (Nr. 8.). Werde daher
verlangt: aus einem der D. Verhältnisse in BC und aus einem in DE ein
D. Verhältnifs in CD m finden.

Weil die Seiten FC, CD, DP d<?$ Dreiecks CDF von EA in /, O, E
und von AB in J?, K> H geschnitten werden, so hat man (Nr. 1 9. 2.):
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7. Mo l i u$, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal-Geometrie. 123

(Fl: IC) (CG: GH) (DE: EF) = — l,
(Fß:BC)(C£:KD)(DH:HF) = ~ l,

und wenn man die letztere Gleichung in die erstere dividirt:
(EL E®\ (FH FE\ — (CK. CG\\ic: BC) \HD: ED) ~ \KD: Gor

Setzt man daher die Z).Verhältnisse:
(F,C, /, 5) = /», (F,D, #, E) = ?;

S01St (C;D,X,G)=p9i
und eben so mufs jedes andere - und Vielecksverhältnifs dieser Figur
durch /? und y ausgedrückt werden können. So finde ich mittelst baryc.
Rechnung, dafs die beiden Fünfeckschnitt-Verhältnisse:

AK BF CG OH EI , AG [EF DK CI BH*
L _ _____ _ 11 Yl M - l " l "- - . · - , _, - t _ .

KB'FC'GD'HE'I^ unu GE'FD'KC'I'
einander gleich sind^ jedes von ihnen

21) Hat man ein System von 6, 7, 8, ... willkührlich in einer
Ebene genommenen Puncten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, ein
System Von eben so vielen in der Ebene beliebig gezogenen Linien, so müs-
sen 4, 6, 8, ... von einander unabhängige Vielecksverhältnisse gegeben
sein, um die Werthe aller übrigen finden zu können. Indessen sind die
hierher gehörigen Aufgaben zu complicirt, als dafs ein Beispiel an diesem
Ort gegeben werden konnte. Auch möchten die Hülfsmittel, welche
man in der Geometrie gewöhnlich in Anwendung zu bringen pflegt, bei
Aufgaben solcher Art nur mühsam zum Ziele führen. Die Vortheile,
welche der barycentrische Calcul hierbei gewährt, der sich zu diesem
Zweck noch besonders vereinfachen läfst, habe ich in dem 8ten Caßitel
des 2ten Abschnitts auseinander gesetzt, worauf ich daher Diejenigen,
welche sich mit diesem Gegenstande näher beschäftigen wollen, ver-
weise. — Hat man es blofs mit einem Systeme beliebig gezogener Ge-
raden zu thun, deren Durchschnittspuncte nicht wiederum durch Gerade
verbunden werden, so reicht auch diejenige Methode aus, die ini 5ten
Capitel desselben Abschnitts erklärt worden, und welche in einem be-
sondern Algorithmui mit D. Verhältnissen besteht.

22) Den Beschlufs dieses Aufsatzes mögen einige Sätze über die
metrischen Relationen machen, welche in der Lineal-Geometrie bei
Kege l schn i t t en vorkommen.
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Ist in der einen der beiden oft gedachten Ebenen eine Curve ver-
zeichnet, und die Gleichung derselben zwischen den recht- oder schief-
winkligen Coordinaten t und u gegeben, so erhält man die Gleichung
für die entsprechend^ Curve zwischen den Coordinaten x9 y in der än-
dern Ebene, wenn man in der Gleichung zwischen £ und u9

setzt (Nr. 2.)· Da die Nenner in diesen Ausdrücken für t und u einan-
der gleich sind, so ersieht man leicht, dafs die solchergestalt sich erge-
bende Gleichung zwischen und y mit der Gleichung zwischen t und
u von demselben Grade ist, dafs also je zwei sich entsprechende Gurven
immer zu derselben Ordnung gehören. So wie daher einer Geraden im-
mer eine Gerale entspricht, so entspricht auch jedem Kegelschnitte ein
Kegelschnitt, u. s. w.

Sind ferner A und A1 zwei, in sich entsprechenden -C.urven lie-
gende, sich entsprechende Puncte, so werden auch die in A und A1 an
die Curven gezogenen Tangenten zwei sich entsprechende Geraden sein.
Denn ist B ein dem A unendlich nahe liegender Punct der einen Curve,
$o wird der ihm entsprechende B' in der ändern Curve dem A1 unend-
lich nahe sein, weil unendlich kleine Aenderungen von t und u auch
nur unendlich kleine Aenderungen von und y, im Allgemeinen we-
nigstens, zur Folge haben. Die Geraden AB und ', so weit man
will, verlängert gedacht, d. i. die ,an A und Af gezogenen Tangenten,
werden sich daher gleichfalls entsprechen.

Werde nur noch erinnert, dafs einer Asymptote der einen Curve
im Allgemeinen nicht auch eine Asymptote, sondern eine Tangente der
ändern entspricht, weil, wenn /> u unendlich grofs sind, deshalb nicht
auch , unendlich sein müssen.

23) Ist in der einen Ebene ein Kegelschnitt gegeben, so kann man
diesem, so l§nge noch keine ändern Paare sich entsprechender Puncte
bestimmt sind, nicht nur irgend einen beliebig in der ändern Ebene ver-
zeichneten Kegelschnitt entsprechend setzen, sondern noch irgend drei
Puncten des einen Kegelschnitts drei willkührlich in dem ändern genom·^
mene Puncte sich entsprechen lassen»

Seien, um dieses ZH beweisen,, £ und V (Fig. 7.) zwei beliebige
Kegelschnitte, .k in der einen, kf in der ändern Ebene j A^ B, C irgend
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7» Mobiu9) Metrische Relationen im Gzbiete der Lineal- Geomeime* 125

drei Puncte in k$ Af
y Bf

9 C1 in £', die man den ersteren A, B, C resp.
entsprechend setze. Man ziehe noch an k in'A und B zwei Tangenten,
welche sich in D schneiden, und an k1 in A1 und B' zwei Tangenten,
welche sich in D1 schneiden, und setze D und D' sicfi entsprechend, so hat
man jetzt vier Paare sich entsprechender Puncte: A und.^', ... D und D',
und es ist damit für jeden fünften Punct der einen Ebene der entsprechende
in der ändern bestimmt (Nr. 4.). Ich behaupte nun, dafs nach Voraussetzung
dieser vier Paare sich entsprechender Puncte jedem Puncte in k ein Putvct
in £' entsprechen wird, oder kürzer, dafs k Und k1 sich entsprechende Curven
sein werden. Öenn entspräche dem Kegelschnitte k nicht k'9 sondern die
Curve /, «o müfste diese erstlich nach Nr. 22. wieder ein Kegelschnitt sein.

Da ferner k durch A, B, C geht und von AD und BD berührt
wird, so müssen auch A'9 B'9 & in / liegen und A'D'9 1 D' Tangenten
ton / sein* Diese Eigenschaften von / ^kommen aber auch dem Kegel-
schnitte k' zu.

Da nun ein Kegelschnitt durch drei in ihm liegende Puncte und
durch die an zwei derselben gezogene Tangenten immer und ohne Zwei-
deutigkeit bestimmt ist, so kann / von k* nicht verschieden sein.

Hat man daher zwei Kegelschnitte k und #', und setzt drei Puncte
A9 J5, G des ersten, dreien Puncten A'9 B'9 CJ des letztern entsprechend,
so wird auch "jedem ändern Puncte in k ein Punct in k1 entsprechen, d. h.
k und k1 werden sich entprechende Curven sein, wenn man noch als vier-
tes Paar sich entsprechender Puncte die Durchschnitte D und D1 der in
A9 B und A'9 B/ an k und kf gezogenen Tangenten hinzufügt Je zwei
Kegelschnitte k und k' lassen sich daher immer als sich entsprechende
Curven betrachten, und überdies noch irgend dreien Puncten A, B, C
des einen beliebige drei Puncte A\ B', CJ des .ändern entsprechend an-
nehmen.

24) Man ziehe noch an C, C" Tangenten, welche AB, A'W in E, E*
schneiden, ziehe CD9 VW, welche AB, A'B* in F9 l1 treffen, so sind E9 !
und F, * zwei neue Paare sich entsprechender Puncte, und folglich die
D. Verhältnisse (A9 B, JE, F) und (A'9 B1, E1, F',) einander gleich. Wie
daher auch in einem Kegelschnitte die drei Puncte A, B9 C genommen
werden mögen, so mufs immer, wenn E und F auf die besagte Weise
daraus abgeleitet worden, der Exponent des I).Verhältjais$es

(AE:EB):(AF:FB)
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126 7. Mobiiis, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- G 'cometrie.

denselben Werth haben, also eine bestimmte und zwar rationale Zahl
sein , weil und F aus A, B, C nur auf eine Weise gefunden werden
können. Es ist aber, wenn man für den Kegelschnitt einen Kreis und
C zum Mittelpuncte des Bogens^B nimmt, JE in der Geraden Aß unendlich
entfernt, und F der Mittelpunct dieser Geraden; folglich AE:EB — — l,
AF:FB = 19 und daher der Exponent des D. Verhältnisses in diesem
speciellon Falle, also auch in allen ändern Fällen, = — l j d. h. AB wird
in U und F harmonisch getheilt. —

Schneide ferner AC die BD in G, GF den Kegelschnitt in H, DU
die AB in K9 so mufs, nach derselben Art wie vorhin zu schliefsen, der
Exponent des dadurch sich bildenden D. Verhältnisses (A, B, Fy K) eine
bestimmte Zafil sein, die aber nicht mehr rational ist, sondern eine
Quadratwurzel enthält, weil die Gerade FG den Kegelschnitt nothwen-
di£ zweimal trifft, wodurch der Punct Hy und somit auch der Punct JT,
zweideutig wird. In der That findet sich

( , , , ) = 4(5±/"5) und folglich (A,B,F,KJ — i (5 + /'S),
wenn FG dem Kegelschnitt zum zweiten Male in Hr begegnet, und % ,
die AB in schneidet.

Um sich hiervon auf das Einfachste zu überzeugen, nehme man
für den Kegelschnitt einen Kreis, A9 B als Endpuncte eines Durchmes-
sers und C als Mittelpunct des Halbkreises ACB. Alsdann sind FC, KH,
tf G auf AB normal, F ist der Mittelpunct des Kreises, und AF = FB — FC
== FH = dem Halbmesser, den man ,= l setze.

Hieraus folgt weiter B£? = 2, FG = /5, und es verhält sich
FB:F£ = FG:FH = /'S: l,

also
FB + FK:FB — FK = /'S +"l:/i5— l,

d. i.
AK:KB = 5 — IrC/'S — l)2 = 2:3—^5.

Da ferner AF:FB^=i:i9 so hat man

wie zu erweisen war.
Auf eben die Art wird nun auch je|es andere durch ferneres Zie-

hen gerader Linien in unserer Figur entstehende!)., oder Vieleckschnitts-
Verhältnifs einen bestimmten Werth haben, und wir erhalten somit fol-
genden merkwürdigen Satz:
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„Verbindet man drei in einem Kegelschnitte liegende Puncte durch
gerade Linien, und zieht in denselben Puncten Tangenten an den Kegel-
scfynitt; erweitert man hierauf die Figur, indem man immer die schon
vorhandenen Durchschnitte, welche die Geradep mit einander und mit
dem Kegelschnitte machen, durch neue Geraden verbindet und von den
aufserhalb des Kegelschnitts fallenden Durchschnitten Tangenten an den-
selben zieht, deren Berührungspuncte man wiederum unter sich und mit
jenen Durchschnitten verbindet: so-ist, wie weit man auch diese Consjruc-
tioo fortsetzen mag, der Werth jedes somit sich bildenden Vieleokschnitts»
Verhältnisses weder von den Parametern des Kegelschnittes noch von der
Lage der anfanglichen drei Puncte in denselben, sondern blofs von der Art
und Weise abhängig, auf welche man, von jenen drei Puncten ausgehend,
«u den Puncten des Vieleckschnitts-Verhältnisses gelangt ist. De* Werth
eines solchen ist daher immer eine bestimmte Zahl. Weil aber jede durch
einen Punet innerhalb des Kegelschnittes geführte Gerade denselben in
a wei Punctep schneidet, und weil von jedem Puncte aufserhalb des Kegel-,
Schnitts zwei Tangenten an ihn gezogen werden können, so wird diese Zahl
im Allgemeinen nicht rational sein, sondern Quadratwurzeln enthalten."

25) Die so eben beschriebene Figur kann, analog dem Obigen
(Nr. 18.), ein Netz heifsen, dessen Construction von einem Kegelschnitte,und
drei in demselben enthaltenen Puncten A, B, C ausgeht Wir wollen jetzt
dieser Construction noch einen vierten, willkürlich in dem Kegelschnitte
anzunehmenden Punct M zum Grunde legen. Um den entsprechenden
Punct M/ in der ändern Ebene zu finden, ziehe man DM, welche
AB in N schneidej bestimme hierauf in A1 B1 den Punct N* so, dafs
( '-, ', ', ^ — , , , ), und ziehe D'N', welche den Kegelschnitt
A'B'G* in zwei Puncten schneiden wird, Um zu entscheiden, welcher
von ihnen der dem M entsprechende M1 ist, denke man sich den Kegel-
schnitt ABC von einem Puncte so durchlaufen, dafs dieser, von A aus-
gehend, nach Z? kommt, ohne dem C zu begegnen, wo er dann, nach
derselben Richtung von .B fortgehend, nach G kommen wird, ohne A gu
jreffen, und von C nach A zurück, ohne B zu treffen *).

*) Wie dieser Forderung bei der E l l i p s e immer Geniige geschehen kann, sieht man oho«
Weiteres. — Eine Parabel hat man sieb hierbei als eine sich in das Unendliche erstreckende
Ellipse z« denken, so dafs der beschreibende Punct, nachdem er unendlich weit in dem einen

fortgegangen ist, in den ändern Schenkel an« dem Unendlichen zurückkehrt· ·*- Bei einer
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^^ Man bezeichne Äie drei somit durchlaufenen Theile durch
BU, CA, so sind ihnen die auf gleiche Art in dem ändern Kegelschnitte
bestimmten und durch Ä'Bf, B'C', G1 A1 zu bezeichnenden Theile resp,
entsprechend; und vrenn daher M z. B. in BC liegt, wie dies in unserer
Figur der Fall ist, so mufs auch Mj in JB'C' begriffen sein. %

Irgend zwei ^7. Verhältnisse, die in beiden Ebenen aus den Ke~
geschnitten und aus den in jedem derselben liegenden 4 Puncten durch
Cönstruction von Netzen rauf gleiche Art sich bilden, werden nunmehr
einander gleich sein, woraus wir zunächst schließen, dafs mit dem D. Ver-
hältnisse ( , , , ) des einen Netzes auch alle übrigen in demselben
vorkommenden D.- und V L Verhältnisse gegeben sindj und überhaupt:

Alle /^/.Verhältnisse eines Netzes, das aus einem Kegelschnitte
und vier in ihm liegenden Puncten construirt ist, lassen sich finden,
wenn irgend eines derselben, das von allen vier Puncten zugleich abhängt,
gegeben ist* „5 >

26) So wie der Punct IM, so wird auch jeder andere willkührlixihe
Punct des Kegelschnitts, in Bezug auf die drei ersten A, B, (7, durch ein
Ö.Verhältnifs bestimmt. Für jeden neu hinzukommenden willkürlichen
Punct des Kegelschnitts mufs daher 'ein - oder ^/.Verhältnifs mehr
gegeben^ sein. Da nun bei vier Puncten" ein VI. Verhältnifs nöthig war,
so ziehen wir die allgemeine Folgerung:

Hat man e inen Kege l schn i t t und bel iebige m in dem-
selben l i egende Puncte, so müssen in dem d a r a u s cons t ru i r -
ten Ne t ze irgend 772-—3 von e i n a n d e r u n a b h ä n g i g e FL Ver-
hä l tn isse gegeben sein, um alle übr igen f i n d e n zu können.

Es ist dieser Satz als Verallgemeinerung des Satzes in Nr. 9. zu be-
trachten, wo bei einem Systeme von m Puncten in einer geraden Li-
nie, ebenfalls m — 3 VI. Verhältnisse gegeben sein mufsten. — Man be-
merke noch, dafs bei einem Kegelschnitte und 5 Puncten desselben
3 — 3 = 2 VL Verhältnisse erfordert werden, eben so, als wenn man
ein System von 5 Puncten in einer Ebene überhaupt hat (Nr. 20.)· Der
Grund davon liegt in dem bekannten Satze, dafs durch 5 Puncte einer
Ebene immer ein Kegelschnitt und nur einer beschrieben werden kann*

H y p e r b e l mufs der Punct beide Male, wenn n' sieb unendlich weit nach der Richtung einer
\symptote entfernt ha!, nach dem entgegengesetzten, unendlich entfernten Ende derselben Asymp-

i^u uru) an das findlicbe
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dafs folglich mit irgend 5 Puncten der Ebene immer auch schon der
Kegelschnitt, in welchem sie liegen, vollkommen bestimmt ist. Sechs
Puncte einer Ebene liegen im Allgemeinen nicht in einem Kegelschnitte.
Soll daher auch der sechste Punct in dem Kegelschnitte enthalten sein*
welcher durch die 5 ersten geht, so ist eben damit eine Bedingung fiiir
die Lage des sechsten in der Ebene gegeben, und da zur vollkommenen
Bestimmung eines Punctes in einer Ebene zwei Bedingungen erfordert wer-
den, so bedarf es noch einer zweiten Bedingung für den sechsten, und so
für jeden ändern Punct des Kegelschnitts. Diese zweite Bedingung ist aber
das für jeden sechsten Punct hinzuzufügende VL Verhältnifs.

27) Man habe in einer Ebene einen Kegelschnitt und aufserhalb
desselben m beliebig genommene Puncte, wo m^>l. Von jedem derselben
ziehe man an den Kegelschnitt zwei Tangenten, so erhält man 2m Be*
rührungspuncte, die ebenfalls von einander unabhängig sein werden, und
aus denen man hinwiederum die ersten m Puncte finden kann* Construirt
man nun aus den letztern 2m Puncten in Verbindung mit dem Kegel-
schnitte ein Netz, so sind nach dem Vorigen alle ^/.Verhältnisse des-
selben bekannt, wenn 2m — 3 derselben gegeben sind. Dieselbe Anzahl
von /^/.Verhältnissen mufs daher auch gegeben sein, wenn man aus dem
Kegelschnitte und den erstem m Puncten ein Netz construirt, in dem die-
ses Netz mit dem vorigen aus Zm Puncten construirten identisch ist.

Man denke sich jetzt in der Ebene eines Kegelschnitts n beliebige
Puncte innerhalb desselben, wo /z>2. Man nehme diese Puncte in einer
gewissen Ordnung und verbinde hiernach den ersten mit dem zweiten, den
zweiten mit dem dritten u. s. w.> den flten mit dem ersten durch gerade
Linien, deren jede den Kegelschnitt in zwei Puncten schneiden wird. Dies
giebt ein System von n von einander unabhängigen Geraden und von 2'/i
sich gegenseitig nicht bestimmenden Puncten im Kegelschnitte, aus welchen
letzteren man umgekehrt die n Geraden und aus diesen die n anfänglichen
Puncte finden kann. Das aus dem Kegelschnitte und den n anfänglichen
Puncten construirte Netz ist daher einerlei mit demjenigen, welchem
der Kegelschnitt und die darin enthaltenen 2/2 Puncte zum Grunde lie-
gen, und ist folglich seinen VL Verhältnissen nach vollkommen bestimmt,
wenn 2/z—3 derselben gegeben sind.

Hat man also endlich in der Ebene eines Kegelschnitts m-jr/i
i'uncte, von denen m außerhalb, n innerhalb der Curve liegen, so erhält
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man auf die eben besagte Weise ein System von 2 + 2/z von einander
unabhängigen Puncten im Kegelschnitte selbst, aus denen sich hinwiede-
rum die anfanglichen m + /2 Puncte finden lassen; — und damit ein System
von 2(w + n)—3 von einander unabhängigen VI. Verhältnissen. Dafs
dieses gilt, auch wenn, gegen die vorhin gemachte Annahme, in ·\*
entweder m = l oder 72 = 1 oder 2 ist (nur mufs m^n^>i sein) dap
von überzeugt man sich leicht selbst, und kann somit den Satz folgen-
dergestalt ganz allgemein ausdrücken:

Wird au£ einem Kegelschnit te und irgend m in sei«
ner Ebene, nicht in ihm selbst, l iegenden Punc ten ein Net»
construi r t , so müssen 2m— 3 von e inander u n a b h ä n g i g e
T7?. Verhäl tnisse gegeben sein, um alle übr igen f i n d e n «u
k ö n n e n , — also fünf VI.Verhältnisse mehr, als wenn die
m P u n c t e blofs unter sich, nicht auch mit dein Kegelschnitte,
in V e r b i n d u n g gesetzt werden.

Beispiel. , (Fig. 8.) sind zwei Puncte innerhalb eines Kegel-
schnitts j die Gerade AB schneide ihn in C und D. Man ziehe in diesen Puncten
Tangenten, welche sich in E treffen j ziehe EA9 EB, welche dem Kegelschnitte
in F, G begegnen j ziehe endlich DF, CG, welche CE9 DE in H, l schneiden.

Hier ist also die Zahl der anfänglichen Puncte, m =2. Damit wird
2m — 3 = 1, und es braucht daher bei dieser Figur nur ein VL Ver-
hältnifs gegeben zu sein, um die Werthe aller übrigen zu kennen; d. h.
zwischen je zwei VI. Verhältnissen wird eine Gleichung obwalten.

So ist z. B. die zwischen den zwei Dreickschnitts-Verhältnissen
(CA>.AD)(DI:IE)(EHiHC) = p,
(CB:BD)(DI:IE)(EH:HC) = y

statt findende Gleichung: py ==r l,
ein Resultat, welches sich auch durch die Proportion darstellen läfst:

CA DB _ (CH\* (DT^
<4D'BC ~ \ÄB/ : \ 1/ *

Eben so mufs jedes andere VI. Verhältnifs durch p oder y aus-
gedrückt werden können, wie das Z).Verhältnifs

(CAiAB}i(CB>BD) ss p:y = />·
und das ihm gleiche Vr. Verhaltnifss

(CE:EHXHF:FD)(DE:EI)(IG:GC) = f.
D r u c k f e h l e r . In dieser Abhandlung eteht einigemahl „Dreieck - Verhäitnif$, Vieleck -VerMlmiie «tc."

Mau lese statt dessen „Dreieckichuitts-Verhälmifs, Vieleckschnitu-Verhältnife etc."
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