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Von den metrischen Relationen im Gebiete der

Lineal - Geometrie.
{ Vom Herrn Prof. Mobius zu Leipzig.)

Die Geometrie der geraden Linie oder die Lineal-Geo;netrie, ein Aus-
druck, dessen sich zuerst der scharfsinnige Lambert*) bedient zu ha.
“ben scheint, enthilt alle diejenigen geometrischen Aufgaben, die sich
blofs mit Hiilfe des Lineals, ohne Anwendung des Zirkels, losen lassen,
und beschrinkt sich eben so nur auf diejenigen Eigenschaften einer Fi-
gur, welche aus den Bedingungen hervorgehen, dafs drei oder mehrere
- gewisse Puncte der Figur in Einer Geraden liegen, oder dafs drei oder
mehrere gewisse Gerade sich in Einem Puncte schneiden; auf Eigen-
schaften also, welche eine Figur unveriindert beibehilt, wie auch ihre
Theile die Lage gegen einander @ndern mogen, nur dafs jede drei oder
mehrere Puncte, welche Anfangs in einer Geraden lagen, auch fortwih-
rend in einer Geraden bleiben. Die Beziehung, welche zwischen der so
geiinderten Figur und der anfinglichen statt findet, habe ich in meinem
Barycentrtsclzen Calcul Collineations - Verwandtschaft genannt
und von ihr im 2ten Abschnitt, 5. — 8. Cap. gehandelt,

~ BEs ist diese Beziehung oder Verwandtschaft, so lange nur von ebe-
nen Figuren die Rede ist, einerlei mit derjenigen, welche zwischen ei-
ner ebenen Figur und ihrer perspectivischen Projection auf eine andere
Ebene obwaltet. Liegen nemlich drei Puncte der erstern Figur in eiper
Graden, so sind immer auch ihre Projectionen in einer Geraden enthal
ten, in derjenigen, worin die letztere Ebene von einer durch das Auge und
die erstere Grade gelegten Ebene geschpitten wird. Upd umgekehrt 1405t
sich zeigen, dals von zwei ebenen F;guren , welche in jener Verwands-
schaft zu einander stehen, die einge immer als perspectlvjsche Pro]echpr,\,
der andern angesehen werden kanu (Bar. Cale. §. 230. Anmerk.). Doch
habe mh von dxeser an sich sehr fruchtbaren Anslcht in genannter Schrift

*) Lamberts freie Perspective. Anmerknngen und Zusitze S.162. -
Crelle's Journal. 1V. Bd. 2.0k, ~ - 145
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keinen Gebrauch gemacht, da mir theils der Hiilfsbegriff des Augen-
punctes zu fremdartig schien, theils diese Ansicht bei Figuren im Raume
nicht fiiglich mehr anwendbar ist.. Ich bin daher a. a. O. von der ge-
genseitigen Beziehung der Figuren dach der geraden Linie unmittelbar
ausgegangen, habe damit die hierhergehbrigen Relationen, die graphi-
schen, so wie die metrischen, entwickelt; und habe, was insbesondere die
metrischen anlangt, den allgemeinen Character derselben, ihre verschie-
denen Formen und gegenseitige Abhingigkeit zu bestimmen gesucht.

Da ich mich aber bei diesen Entwickelungen der barycentrischen
Rechnung bedient habe, und Bierdurch, 50 wie durch die neuen dabei ge-
brauchten Ausdriicke, Mancher von einem niiheren Eingehen in meine Un-
tersuchungen zuriickgehalten werden mag, gleichwohl aber die gefundenen
Resultate fiir die Geometrie nicht ohne einigen Werth sein diirften, so hat
es mir zweckmilsig geschienen, die gedachten Gegenstinde im Vorliegen-
den mittelst der gewohnlichen Coordinatenmethode, und somit allgemein
verstandlich, von Neuem zu behandeln, und dieses um so mehr, da die lineal-
geometrischen Untersuchungen in neuester Zeit, besonders von franzosi-
schen Mathematikern, mit einer Art Vorliebe betrieben zu werden scheinen.

Aufserdem aber, dafs hier nur die gewohnliche Coordinatenmethode
zum Grunde gelegt ist, unterscheidet sich gegenwirtiger Aufsatz von dem,
was oben erwihnte Schrift iiber diese Gegenstinde enthilt, durch meh-
rere neu hinzugekommene Bemerkungen, besonders aber durch die am
Schlusse aufgestellten metrischen Relationen bei Kegelschnitten, die ich
erst neuerdings gefunden habe. Um iibrigens diesem Aufsatze einen nicht
zu grofsen Umfang zu geben, habe ich mich blofs auf ebene Figuren be-
schrinkt. — Die citirten §{. beziehen sich auf den Barye. Calcul.

1) Von zwei Ebenen, deren gegenseitige Lage hierbei nicht in Riick-
sicht kommt, entspreche jedem Puncte der einen Ebene ein Punct in der
andern so, dafls fiir jede drei Puncte der einen Ebene, welche in einer
Geraden liegen, die entsprechenden drei Puncte der andern ebenfalls in
einer Geraden enthalten sind; dafs folglich, wenn man in der einen
Ebene eine Gerade zieht, die den Puncten dieser Geraden in der andern
Ebene entsprechenden Puncte gleichfalls eine Gerade bilden; oder kiir-
ger, dafs jeder Geraden in der ecinen eine Gerade in der andern (folg-
lich auch jeder krummen Linte in der einen eine krumme, nicht gerade
Linie in der anderen) entspricht.’
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2) Um dieses gegenseitige Entsprechen der Puncte beider Ebenen
analytisch auszudriicken, ziehe man in jeder derselben zwei sich unter
beliebigem Winkel schneidende Coordinatenaxen, und nenne x, y die
Coordinaten irgend eines Punctes der einen Ebene; ¢, u die Coordinaten
des entsprechenden Punctes der andern. Hiernach miissen ¢ sowohl als
u Functionen von & und v . sein:

t= Fny), u= G@y) |
Um die Formen dieser Functionen auszumitteln, nehme man an,

es sei in der Ebene der f, u irgend eine gerade Linie gezogen, deren
Gleichung:
at+Luty =o.
Die Gleichung fiir die entsprechende Linie in der Ebene der z, y wird
sein:
(1) aF(x,y)+BCGy)+y = ‘

Da nun diese Linie ebenfalls gerade sein soll, so mufs die Glei-
chung (1.), so wie sie nach «, 3, y linear ist, auch nach « und y linear
sein. Die allgemeinste Form einer solchen Gleichung ist aber:

Q) a(@r+by4o)+L(fr+gy+h+y@+my-n = o,
wo in dem letzten Gliede der Coefficient von x weggelassen ist, indem
man sich mit demselben alle iibrigen Coefficienten @, b, . . m, n divi-
dirt vorstellen kann. Aus der Identitit der Gleichungen (1.) und '(2)
fiir alle Werthe, welche man den Constanten «, 3, y ertheilen mag,
folgt aber:

3y Py =t=22FF gy =u= ety
und hiermit sind die Formen der Functionen, welche ¢ und # von z, y
sein miissen, vollkommen bestimmt,

3) Driickt man mittelst der Gleichungen (3.) umgekehrt ® und y
durch ¢, u aus, so wird man Ausdriicke von derselben Form wie die vo-
rigen erhalten, nemlich Briiche, deren Zihler und Nenner lineare Functio-
nen von ¢ und #, und deren Nenner iiberdies einander gleich sind; woraus
.zu schliefsen, dafs wenn jeder Geraden in der Ebene der ¢, u eine Gerade
in der Ebene der x, y entspricht, auch umgekehrt jede Gerade der letz-
tern Ebene eine Gerade in der erstern gur entprechenden Linie hat.

Eben so erhellet, dafs die Gleichungen (3.) ibre Form nicht dn-
dern, wenn statt x und ¥ oder statt ¢ und uAusdriicke von der Farm
dxtey+¢ o&er At +pu+u gesetzt werden, d. h. wenn man statt der an-

14*
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fanglichen Coordinatenaxen beliebige andere Linien zu Axen wilhlt; wie
dies auch schon aus der Natur der Sache folgt.

Aus der Gleichung (3.) geht weiter hervor, dafs einem in end-
licher Entfernung vom Anfangspuncte der Coordinaten gelegenen Puncte
der einen Ebene, in der andern auch ein unendlich entfernter Punct ent-
sprechen kann, und dafls einem unendlich entfernten Puncte der einen
Ebene im Allgemeinen ein endlich gelegener in der andern entspricht.
Ueberhaupt nemlich werden alle unendlich entfernten Puncte der Ebene
der ¢, u, in der Ebene der =, v durch die Puncte der Geraden vorgestellt,
deren Gleichung x+ 72y -}-2 =0 ist; und eben so giebt es eine gewisse
Gerade in der Ebene der ¢, u von der Beschaffenheit, dafls jeder Punct
der Ebene der x, 5, welcher einem Puncte dieser Geraden entspricht,
unendlich entfernt ist. — Bei der perspectivischen Projection ist diese
Gerade einerlei mit derjenigen, in welcher eine durch das Auge, parallel
mit der abzubildenden Ebene, gelegte Ebene die Tafelebene schneidet.

Von zwei oder mehreren Linien, welche mit einander parallel lau-
fen, sind daher die entsprechenden Linien nicht ebenfalls einander parallel,
sondern schneiden sich in einem Puncte.. Jedem Systeme paralleler Li-

~nien in der einen Ebene gehort daher in der andern Ebene ein Punct zu:
der Durchschnittspunct der den Parallelen des jedesmaligen Systems ent-
sprechienden Geraden. Alte diese Puncte aber sind in emer und derselben
Geraden enthalten, in der Geraden, deren Puncte den unendlich entfern-
ten Puncten der erstern Ebene entsprechen.

4) In den zwei Gleichungen (3.) kommen acht von einander un-
abhingige Constanten a, &, ¢, f, g, h, m, n vor. Sie lassen sich bestim-
men, wenn man von vier Puncten in der einen und den vier ilnen ent-
spreclienden Puncten in derandern Ebene die Coordinaten kennt. Substituirt
man diese der Reihe nach fiir z, y, #, # in den Gleichungen (3.), so erhilt
man 4 solcher Paare von Gleichungen, woraus sich die 8 Constanten, durch
die Coordinaten der vier Paare sich entsprechender Puncte ausgedriickt, ab-
leiten Iassen. Auch konnen nunmehr fiir jedeén fiinften durch seine Coordi-.
naten gegebenen Punct der einen Ebene' die Coordinaten des entprechen-
den Punctes in der andern gefunden werden.© Man bemerke nur noch,
dafs, wenn jene Bestimmmung der 8 Constanten ausfithrbar sein soll, von
den. anfinglichen wier Punecten im der einen, und folglich auch ven den
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vier ihnen entsprechenden in der andern Ebene, keine drei in gerader
Linie liegen diirfen. ‘

Wenn daher die Puncte zweier Ebenen in die jetzt in Rede stehende
lineare Beziehung zu einandar gesetzt werden sollen, so nehme man ir-
gend 4 Puncte 4, B, C, D in der einen und beliebige 4 Puncte A, B’,.
€', D' in der andern Ebene, — nur dafs weder von den 4 erstern, noch
von den 4 letatern irgend 3 in einer Geraden sind, — und setze sie einan-
der entsprechend: 4‘dem 4, ... D’ dem D. Biermit ist fiir jeden fiinf-
ten Punct E der einen Ebene der Ort des entsprechenden fiinften E' in der
andern vollkommen bestimmt. Zwischen je vier Puncten, — dies folgt
daraus schliifslich, — und den ihnen entsprechenden, wo weder von jenen
noch ven diesen vier Puncten irgend drei in einer Geraden sind, kann
daher keine hierhergehorige metrische Relation noch nicht statt finden,
wohl aber wenn ein fiinftes oder noch mehrere Paare sich entsprechen-
der Puncte hinzu kommen.

5) Um jetzt diese Relationen zu entwickeln, wollen wir von dem
speciellen Falle ausgehen, wo die in Betracht zu ziehenden Puncte der
einen, und folglich auch die entsprechenden in der andern Ebene, in ge-
rader Linie liegen. Heifsen X, X', X, . .. die Puncte in der Ebene
der z, y, und 7, 7%, T", .. . die ihnen entsprechenden in der Ebene
der 7, u. Weil in jeder der beiden Ebenen die Coordinatenaxen nach
Willkiihr gelegt werden konnen, so werde die Axe der x durch die
Puncte X, X/, . . . und die Axe der ¢ durch die Puncte 7, 7%, . . . ge-
zogen. Seien hiernach die Abscissen von X, X/, ... resp. ==, &, . . .
und von 7, 77, ... resp. =¥, t’, ..., so hat man, weil dite Ordinaten
(y und u) fir die einen sowohl als die andern Puncte null sind, folgende
Gleichungen: ' ‘
| , — ax=c o= 4am’-{'—c = ax"tc ‘
x4-n? xteden ? xtn’
Da in jeder derselben von den obigen acht Constanten nur drei noch
vorkommen, so wird man durch Verbindung irgend vier solcher Glei-
chungen eine Gleichung zwischen den Abscissen von vier Paaren sich
entsprechender Puncte allein erhalten konnen. Da ferner durch Annahme
anderer Anfangspuncte in den. Axen der x und # jene Gleichungen zwi-
schen £ und x ihrer Form nach offenbar unveriandert bleiben und nur
die darin verkommenden Constanten @, e, » andere Werthe erhalten, so

etc.
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wird auch die durch Elimination dieser Constanten hervorgehende Glei-
chung von den Anfangspuncten der Abscissen unabhingig sein und nur
solche Grofsen enthalten, wodurch die gegenseitige Lage der Puncte X,
X, ...und 7, 7% ... selbst bestimmt wird.

Liegen daher die in Betracht gezogenen Puncte der einen und
folglich auch die entsprechenden Puncte der andern Ebene in gerader
Linie, so wird zwischen je vier Paaren derselben eine metrische Rels-
tion obwalten. Die zu ihrer Herleitung erforderliche Elimination von 4,
¢, » lafst sich durch folgende Rechnung bewerkstelligen.

Zuerst hat man:

P ot — (an— o) (2’ — ) e = (an=—2o) (=" —=x')
@’ @) @)
und daher
tV—t _ x'dn x'—=x
=t T adn o —z?

und eben so .
Y/ / .

P —t x'4n 2 —zx

! — e x +n '.'L‘”—-.'L‘f”’

folglich '
V—t t—t o —p XM —2
tl/ —_— t.l : t” — tlll = :

xl— .’L'”—x”’.
Ist nun M der Anfangspuhct in der Axe der £, so hat man ¢t = M7,
= MT', t"= MT", etc., von welchen Linien je zwei, wie M7 und
MT', einerlei oder entgegengesetzte Zeichen haben, je nachdem die Puncte
7T und 7' auf einerlei oder verschiedenen Seiten' von M liegen. Hier-
durch wird ¢t/— ¢t =77", ¢/'—¢' = T'T", etc., von denen man daher
wiederum je zwei, wie 77Y und 77"/, mit einerlei oder verschiedenen
Zeichen zu nehmen hat, je nachdem die durch die Stellung der Buch-
staben zugleich angedeuteten Richtungen, von 7" nach 7" und von T’
nach 7Y, in der Axe der ¢ einerlei oder einander entgegengesetzt sind.
Auf gleiche Art ist x'—x = XX', etc..in der Axe der x; die gefundene
Proportxon aber erhilt die Gestalt:
TTI T/ll XXI XXIII
T T” T”’T” == X’X”:X”’X”'

G) - Fir drei Puncte 4, B, C der einen Ebene, welche in einer
Geraden’ liegen, konnen daher, — so lange. noch keine andere Paare sich
entsprechender Puncte angenommen worden, — die entsprechenden Puncte
4'y B', C' in der andern Ebene nach Belicben gewahlt werden, nur dafs




7. MGbius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie. 107

sie ebenfalls in einer Geraden sind. Fiir jeden vierten Punct D in der
Geraden 4BC ist alidann der entsprechende Punct D’ in der Geraden
A'B'C' dureh die Proportien bestimmt:
' AB 4D A'B A'D’
BC'DC = BC ‘DC?
wo nur die vorxgen 7,7 X, X, mit 4, B,... 4, B, ... ver
tauscht sind.

Das erste Glied %g ist, wie aus dem vorhin Gesagten erhellet,

positiv oder negativ, nachdem B zwischen oder aufserhalb 4 und C liegt,
und driickt das Verhiltnifs aus, nach welchem die Linie #4C im Puncte
B geschnitten wird. Dasselbe ist auch auf die drei iibrigen Glieder der
Proportmn anzuwenden

B AD

Das Verhaltm[‘s _56—’ ' DC

nils zwischen den Verhiltnissen, nach welchen die Gerade 4C das eine
Mal in.B und das andere Mal in D geschnitten wird. Ein solches aus
vier Puncten in einer Geraden sich bildende Verhiltnifs habe ich (§. 182.)
Doppelschnitts-Verhédltnils genannt.

ist daher nichts anderes, als das Verhalt-

Da, wie die Folge zeigen wird, alle bei der Lineal-Geometrie
vorkommenden metrischen Relationen aus D.Verhiltnissen (Doppelschnitts-
Verhiltnissen) zusammengesetzt sind, oder sich doch auf solche zuriick-
fiilhren lassen, so sah ich mich zur Einfiihrung einer abgekiiraten Schrei-
bart veranlafst. Zu dem Ende driickte ich ein D.Verhiltnifs blofs da-
durch aus, dafs ich die vier Puncte, als den ersten und zweiten Grenz-
punct der geschnittenen Linie, den ersten und zweiten Schneidepunct in
der genannten Ordoung neben einander setzte, sie durch Commata un-
terschied und mit Haken einschlofs (§. 183.) und hiernach das vorige
D.Verhiltnifs also darstellte: (A4, C, B, D). ‘

Das einfachste Beispiel eines D.Verhiltnisses giebt die bekannte
harmonische Theilung. RBine Linie 4B wird in € und D harmonisch
getheilt, wenn sie in C und D nach gleichen Verhiltnissen getheilt wird,
nur dafs die Exponenten dieser Verhiltnisse entgegengesetzte Zeichen ha-
ben, dafs mithin von den zwei Puncten C und D der eine innerhalb, der
andere aufserhalb 4 und B liegt; also in Zeichen, wenn

AC:CB = — (4D:DB), 4. i 2¢. 4P

2 CBDE — b



108 7. DI5bjus, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie.

oder, nach der kiirzeren Sehreibart, wenn
(4,B,0,D) = =1 *

7) Das in ‘Nr.5. erhalterie Resultat kénnen wir jetzt kiirzlieh so
ausdriicken: Jedes D.Verhidltnifs zwischen vier Puncten einer
Geraden jn der einen Ebene ist dem aus den entsprechenden
Puncten der andern gebildeten D.Verhidltnisse gleich. Ha-
ben daher 4, B, ..., 4, B’, . .. dieselbe Bedeutung wie in Nr. 6., so ist.

4,B,C,D) = (4, B, C', D).

Hiemit kann, wie schon dort bemerkt wurde, wenn von diesen
8 Puntten 7 gegeben sind, der Ste gefunden werden. Auf eben die Art
muls nun auch sein:

(4, G, B, D) = (4, C, B, D), (B,4,C,D)=(B,4,C, D) ete.,
wie auch die Buchstaben in jedem der zwei einander gleichen .D.Ver-
hiltnisse mit einander vertauscht werden, wenn es nur in beiden auf
.gleiche Art geschieht. Da aber hierdurch keine neuen Bestimmungen
fiir den achten Punct hervorgehen konnen, so miissen die D.Verhiltnisse
4, C,B, D), (B, 4, 0,D) ete., und wie auch sonst moch die vier Ele-
mente 4, . . . D permutirt werden mégen, insgesammt Functionen von
(4, B, C, D), also aueh von einander abhingig sein. Und in der That
findet sich leicht, dals wenn man (4, B, C, D) = a setat:

1
L (B,4,6D)=~, IL (4,CBD)=1—a, WL (4B,D,0)=~

ist, woraus man alle iibrigen Permutationen berechnen kann. Denn von
irgend einer der 24 Permutationen, welche aus 4 Elementen sich bilden
- Jassen, kann man schrittweise zu jeder andern von ihnen gelanger, in-
dem man nach und nach bald die zwei ersten, bald die zwei mittleren,
bald die zwei letzten Elemente mit einander vertauscht, Durch Vertau-
schung der zwei ersten (L) oder der zwei letgten (IJI.) erhilt man aber
den reciproken- Werth des yvorhergehenden, und durch Vertauschpung der
zwei mittlerep Elemente (Il.) die Erginzung des vorhergehenden Werthes
zur Einheit. Anf diese Weise ergiebt sich, dals jedes der 24 D). Verhilt-
nisse, welche sich aus den 4 Puncten bilden lassen, einen der 6 Werthe hat:

ne, oL 8 S H L 5 o 6 1—a @ 188)

1—a

NB. Setzt xhah‘di'efsg 6 Werthe in ihrer Folge = gq, b, é, d, e, f,
o ist: eb=cd=e¢fml upd bt co=dge=f+aw=1 Kine unend-



7. Miobius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal - Geometrie. 109

liche Reihe, deren erstes Glied = a, und wo das Product aus jedem un-
geraden Gliede in das nichtsfolgende gerade =1, so wie dip Summe jedes
geraden Gliedes und des nichstfolgenden ungeraden =1 sein sollte, wiirde
daher nichts anderes, als eine continuirliche Wiederholung jener 6 Werthe
a, —:—, ... 1—a sein.

8) Um, wenn die Puncte 4, B, C,D einer/G'eraden @, und von
den entsprechenden Puncten 4/, B’, . der entsprechenden Geraden o’
drei Puncte 4/, B, €’ gegeben smd den vierten D’ zu finden, kann
man sich folgender einfachen Construction bedienen.

Man setze die Linien ¢ und o’ (Fig. 1. Taf. IL.) unter einem beliebigen
Winkel an einander, so dafs die Puncte 4 und 4’ zusammenfallon,
Hierauf ziche man BB’ und CC’, welche sich in O schneiden, so ist
dieser Durchschnitt von OD mit ¢’ der gesuchte Punct D’.’

Um die Richtigkeit dieses Verfahrens zu beweisen, ist nur dar-
zuthun, dafs (4, B, C¢', D') = (4, B,C, D). Man denke sich zu dem
Ende eine der eben construirten Figur entsprechende gezeichnet; die
den Puncten 4, B, .. . B, ... O entspréchenden seien darin a, 3, . .,
@’y ... 0, und daher («,(, Y,‘S\);—:(A,B: C, D), (2, 7', 3/)=(A: B, ¢!, D).
Werde nun, was immer geschehen kann (Nr. 3.), der Punct O unendlich
entfernt angenommen, so sind 303’ yvy’, §&’ mit einander parallel, und
es verhilt sich ay:yB=ay’: v/, «d:dB =ad’:dP. Mithin ist
(@ By 7y, 0) = (2 3 Y )

(4, B, C, D) = (A4, B', ¢, D").

9) Seien jetzt in der Geraden 4B aufser den 4 Puncten 4, ... D
noch mehrere andere E, I, G, . .. gegeben. Die ihnen entsprechenden in
der Geraden A'B’ heifsen E/, ¥, G/, . So wie nun nach willkiihr-
licher Annahme von A‘, B/, C’, der Punct D’ durch die Gleichheit der
D . Verhaltnisse

also auch

(4,B,C,D) = (4, B, ¢, D') = d |
bestimmt wurde (Nr. 6.), so werden auch dxe ubngen Puncte E/, 1, G', .
_ mittelst der Gleichungen : -

(4, B, C,E) = (A’ B’ C’ E’)_..e,

(ABCF) (A’B’C’F’)__f, '

USW, U 5. W.
sich' finden lassen , und es “werden nach verrichteter Construction auch
Crelle’s Journal, 1IV. Bd. 2. Aft. i 15
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]e zwei andere D.Verhiltnisse zwischen sich entsprechenden Puncten, z. B.
(B, C,E, ) und (B, C', E, F")

einander gleich sein, jedes derselben == x. Da nun zur Construction
des Systems der Puncte 4/, B, . . . E/, F', ..., wegen der willkiihr-
lichen Bestimmung der drei ersten, auch schon die Kenntnils der Expo-
nenten d, e, f, ... hinreicht, und sich alsdann aus der Construction der
Werth von z selbst ergiebt, so mufs x eine Function von d, ¢, f, . ..
sein. Hat man also ein System von m Puncten 4, B, C, D, . .. in einer
geraden Linie, so ist von den 7,2—3 D .Verhiltnissen (d, ¢, f, ...), welche
die drei ersten Puncte 4, B, C mit jedem der 72— 3 iibrigen bilden,
jedes andere D.Verhiltnils () des Systems eine Function. Denkt man
, sich daher alle moglichen D.Verhiltnisse zwischen den 2 Puncten als
Functionen dieser 72 —3 Grofsen d, e, f, . . . ausgedriickt, so kann man,
wenn irgend m—3 von einander unabhingige dieser D.Verhiltnisse ge-
geben sind, daraus die Werthe von d, ¢, f, . . . und somit den Werth
jedes andern D.Verhditnisses finden. Also:

Aus irgend m—3 von einander unabhéngigen D.Ver-
héiltnissen eines Systems von m Puncten in einer geraden
Linie kann jedes andere D.Verhiltnils dieses Systems ge-
funden werden. (§. 187)

So findet sich, wenn bei den 5 Puncten 4, ... E die zwei D.Ver- .
hiltnisse (4, B, C, D)= p und (B, C, D, E) =g¢ gegeben sind, jedes dritte
als Function von p und ¢, z. B. (4, E, B, D) = (1—p)(1—79).

10) Die durch die Gleichheit der D.Verhiltnisse ausgedriickte
Relation zwischen zwei Systemen von Puncten in geraden Linien Ilifst
sich auch noch auf eine andere merkwiirdige Art darstellen. — Man hat:

p ! AC AD
| d = (4, B, C, D) = CB ‘DB’
und daher
AD.CB.d = AC.DB,
oder

AD(AB— AC)d = AC(AB— 4D),
und wenn man mit 4B.A4C. 4D dividirt
1—a a _ 1
“AB~ AC AD’
und wenn man noch 1—d:d=(3:y setat:

g o B4y
(a) ZE+2%‘= 4D ’
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50 wie umgekehrt hieraus die Gleichung:
' . @BGD) =d=5,
und hieraus weiter die Gleichung:
A/ Bl 6‘/ D/ — 2
( ) = 47
folgt. Besteht daher zwischen den Abschnitten AB, AC, AD die Rela-

tion (a.), so mufs auch fiir die entsprechenden Abschnitte A'B’, etc.

y 7 _ Btr
(a ') _A’B’+ A'C’ - A'D’

sein; d. h. ist 4D das harmonische Mittel von 4B und AC fiir die Coef-

ficienten (3 und 7, so ist es auch 4D’ von A'B’ und A'€ fiir dieselben
Coefficienten.

Dafs diese Relation auf jede grofsere Zahl von Paaren sich ent-

sprechender Puncte in geraden Linien ausgedehnt werden kann, so dafs,
wenn

— Btr+9+...
AB + ¢ AC + 25 AD + - T AM
st, dieselbe Gleichung noch besteht, wenn man fir 4, B, ... M die
entsprechenden Puncte 4/, B, . .. M’ setzt, dies zeigt Poncelet in sei-

nem Memozre sur les centres de moyenngs harmonigues im 3ten Hefte
des 3ten Bandes dieses Journals, Seite 240.

Um diese Erweiterung des vorigen Satzes mit Hiilfe der Lehre
von den D.Verhialtnissen zu beweisen, so fo_lgt aus der angenommenen
Gleichung;

s~z +7 (e — ) + 4 Gp— )+ = o

d. 1
BM DM
B-4p itV ac AM+5AD —m e =0
also auch
BM PM cM _PM DM PM
P8 AP+ gcap Tt =0

wo -P einen beliebigen Punct der Geraden 4B... bezeichnet; und weil

BM PM __ AP _AB
=25 7p = i g = (WP, B), ete.,

so kommt: ‘
A (4, M, P, B) 4y (4, M, P,C) + B(A’M;P’D) +...=0o0.
Wegen der Unveriinderlichkeit der D.Verhiltnisse von dem einen
Systeme zum andern ist daher auch:
15*
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B(A', M’y P/, B) + y(A', M', P, C) + ... = o,
woraus sich auf umgekehrtem Wege
25+ ao T =
ergieht. ‘

11) Wir gehen nunmehr zu den Relationen zwischen zwei Sy-
stemen von Puncten iiber, wo die Puncte jedes Systems fiir sich nicht
mehr, wie bisher, blofs in einer Geraden, sondern in einer Ebene iiber-
haupt liegen. Seien demnach 4, B, C, D (Fig. 2.) irgend vier Puncte
der einen Ebene, von denen keine drei in einer Geraden sind, und 4, I3,
C’, D' die ihnen entsprechenden Puncte in der andern, von denen eben-
falls keine drei in einer Geraden liegen. Aufser diesen negativen Be-
dingungen finden zwischen beiden Systemen keine weiteren statt, und
die erstern vier Puncte sowohl, als die vier letztern, konnen ganz nach
Willkiihr genommen werden. Mit jedem fiinften Puncte E aber, der
zu den vier erstern hinzukommt, wird auch der entsprechende Punct
E' in der Ebene der vier letztern bestimmt sein (Nr. 4.).

Um nun E zu finden, wenn E gegeben ist, hat man auch hier

blofs das Prinzip von der Gleichheit der D.Verhiltnisse in Anwendung
zu bringen.

' Man ziehe zu dem Ende BD, BE, welche AC in M, P treffen, und
AD, AE, welche BC in IV, () schneiden. Auf dieselbe Art werden M/,
P, NV, () in der andern Ebene bestimmt, wo E’, und damit P, (), einst-
weilen als schon bekannt vorausgesetzt werden. Da nun B, B’ und D,
D' zwei Paare sich entsprechender Puncte sind, so wird auch jedem an-
dern Puncte der Linie BD ein Punct in B‘D’, und eben so jedem
Puncte in 4C ein Punct in 4'C’, folglich dem Puncte M, als dem ge-
meinschaftlichen Puncte der BD und AC, der Durschnittspunct M’ von
B'D' und A'C’ entsprechen. Auf gleiche Art sind auch V und V', P
und P, Q und () Paare sich entsprechender Puncte. Es liegen aber 4,
C, M, P und die ihnen entsprechenden Puncte 4‘, ', M, P/ in gera-
den Linien. Mithin mufs sein:
[ AM AP _ A0 AP
mc " PC m'c’ " PG’
woraus sich P finden- llst, da alle iibrigen in dieser Proportion vorkom-
menden Puncte gegeben sind. — Eben so wird Q' durch die Gleichheit



7. Mobius, Metrische Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie, 113

der D-Verhiltnisse (B, C, IV, Q) und (B’, ¢, V', (') gefunden. Hier-
mit ergiebt sich endlich E' als der gegenseitige Durchschnitt von B'P’
und A,

12) So wie der Punct E, so kann auch fiir jeden andern Punct
in der ersten Ebene der entsprechende Punct in der zweiten durch zwei
Gleichungen zwischen D.Verhiltnissen gefunden werden, woraus noth-
wendig folgt, dals alle metrischen Relationen zwischen beiden Systemen
auf die Gleichheit ihrer D.Verhiltnisse hinauskommen, und dafls eine
solche Relation im allgemeinen Falle, wo -von den in Betracht kom-
menden Puncten keine drei in einer Geraden liegen, zwischen nicht
Weniéer als fiinf Paaren sich entsprechender Puncte bestehen kann.

Die zur Aufstellung einer solchen Relation im Vorigen angewen-
deten Hiilfspuncte M, P oder /V, Q und die ihnen entsprechenden M’,
P, etc. konnen folgendergestalt beseitigt werden. Es ist ein bekannter
Satz, dafs wenn eine Gerade 4C von einer andern BD im Puncte M ge-
schnitten wird, das Verhiltnifs, nach welchem dieses geschieht,
AM:CM = dem Verhiltnisse der Dreiecke 4BD:CBD
ist. Auf gleiche Art hat man, weil BE die 4C in P schneldet,
AP: CP = A4BE:CBE
und eben so in der andern Figur: .
AMN :CM = A'B'D': C'B'D', A'P':C'P' = etc.
Hierdurch aber verwandelt sich die obige Proportion I in:
1L ABD:ABE — A’B’D’:A’B’E’.
CBD ' CBE C'B'D! * C'B'E’
Sind demnach 4, ... E irgend fiinf Puncte der einen Ebene, und
A', ... E' die ihnen entsprechenden in der andern, so findet zwischen den
durch ihre Verbindung gebildeten Dreiecken immer die Proportion II. statt. °

Da die fiinf Paare sich entsprechender Puncte ganz nach Belieben
zu nehmen sind, so konnen auch die in IL. sie bezeichnenden Buchsta-
ben willkiihrlich, nur in beiden Systemen auf einerlei Weise, mit ein-
ander vertauscht werden. So folgt z.B. durch Verwechselung des 4 mit
B und des 4’ mit B’

BAD BAE _ B'A'D' B'A'E

CAD' CAE ~— CAD ‘' CAE’
eine Proportion, welche auch geradezu aus der Gleichung der D.Ver-
héltnisse (B, C, IV, {) und (B, C', V', @) (Nr.11.) entspringt.
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13) Wenn es nicht darauf ankommt, bei Angabe der von der
einen Ebene zur andern constant bleibenden Verhiltnisse nur die mog-
lich kleinste Anzahl (= 5) willkiihrlich genommener Puncte zuzulassen,
so kann man diesen Verhiltnissen noch mehrere andere Formen geben,
die ihrer symmetrischen Bildung wegen angefiihrt zu werden verdie-
nen. — Werde die Linie 4B (Fig. 3.) von den Linien CD und EF in
den Puncten M und IV geschnitten, so ist, wie in Nr. 12.:

AM:BM = ACD:BCD,

AN : BN = AEF BEF,
und folglich das Verhiltnifs

IL* (4CD:BCD):(AEF:BEF)
~dem D .Verhaltnisse (AM:N:B):(ANV:VB) gleich, und daher das eben so
aus den 6 entsprechenden Puncten A/, ... I” gebildete von gleichem
Werthe; wobei man noch bemerke, dafs von den 4 Dreiecken des Ver-
haltnisses IL* die zwei ersten und die zwei letzten einerlei Grundlinien
(CD und EI'), das erste und dritte aber, so wie das zweite urd vierte
_einerleil Spitzen (4 und B) haben.
Kiirzer noch kann man daher dieses Verhaltnifs ausdriicken durch

(d4a:B0): (4b:B8) = 32 G,

wo a, b fiir die Linien CD, EI" gesetzt sind, und somit 4 ¢ das Dreieck
bezeichnet, welches 4 zur Spitze und ¢ zur Grundlinie hat, etc.

14) Seien- jetzt 4, B, C, ... mehrere Puncte und @, b, ¢, ...

mehrere gerade Linien von bestimmter Léinge in der einen Ebene, so 1ist,
wie wir eben gesehen haben, von dieser Ebene zur andern das Verhaltnifs

Aa Bb
—If_L;:ZI—)- == a
constant; und eben so miissen es auch die Verhiltnisse
A Co_ o Ao Da_ . Ad Ee_
e =P Doaa=" Tl ete.

sein. Bildet man aus ihnen die Producte 3, « v, afyd, etc., so be-
kommt man:

Aa Bb Ce¢
U A AL
V. Aa Bb Cc Dd

Ba'Cb "'Dc ' 4d’

' E
V. _A_S .Eé .gﬁ. _l?_d .._e. ete',
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zusammengesetzte Verhiltnisse, die daher gleichfalls von der einen Ebene
zur andern constant sein miissen.

Es lassen sich aber diese Verhiltnisse noch anschauhcher darstel-
len, wenn man statt der Linien @, b, ¢, ... ihre Durchschnitte mit den,
die Puncte 4, B, C, . .. unter einander verbindenden Linien einfiihrt.
Werde nemlich die Linie 4B von a im Puncte M, BC von b in IV,
CA und CD von ¢ in O und P, DA und DE von d in Q und R, E4
von e in §, etc. geschnitten, so ist, nach dem in Nr. 12. angefiihrten Satze:

Aa_ AM Bb_ BN Cc €O Cc__ CP Dd__DQ

Ba — BWM’ Cb CN’ Ao~ 40’ Do DP’ Ad 40’ °&
und die Verhiltnisse 1IL., IV., V., etc. werden damit:
i A4M BN 0O

MB°"NC " 04’

4M BN CP DO
MB'NC "PD ' 04’

v M BN OP DR ES o w,

Iv.*

BAL? das Verhiltnils ausdriickt, nach
welchem der zweimal gesetzte Punct JI die Linie schneidet, welche die
zwei andern Puncte 4 und B verbindet, und wo daher die drei in je-

wobei jeder einzelne Factor, wie

dem Factor vorkommenden Puncte immer in einer Geraden liegen.

Hiernach ist das Verhaltnifs IIL* zusammengesetzt aus den drei Ver-
hiilltnissen, nach welchen die drei Seiten 4B, BC, CA des Dreiecks 4BC
von den resp. in ihnen liegenden Puncten M, IV, O getheilt werden. ‘Eben
so ist IV.* das Verhiltnifs, nach welchem die vier Seiten 4B, ... DA
des Vierecks 4BCD resp. in M, N, P, ( geschnitten werden; u. s. w.
Ich habe daher die solcher Gestalt gebildeten Verhiltnisse 1IL¥, IV.%, V.*
u. s. w. Dreieck-, Viereck-, Fiinfeckschnitts-Verhaltnisse
u. 5. w. und iiberhaupt Vieleckschnitts - Verhéltnisse genannt:
(§. 215.).

15) Jedes Vieleckschnitts- Verhidltnils ist daher von
der einen Ebene zur andern constant; d. h. sind 4 und 4, B
und B, ... I und I' mehrere Paare sich entsprechender Puncte, also

*) Dafs hierbei die Buchstabien in den: Nenmern: der einzelnen Factoren ini umgekelirter Folge
geschrieben worden, VB statt des: vorigen: BJ, etc:,. ist deshalb geschehen, um' diese Formeln: mit
denen im Barye. Caleul iibereinstimmend darzustellen. Die absoluten VWerthe derselben: indern
sich dadurch nicht, sondern nur von IIF., V., VIL ete. die' Vorzeichen..
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AB . I und A'B', . .. I’ zwei sich entsprechende Vielecke, sind fer-
ner M N,... X resp. in den Seiten 4B, BC, ... I4 der erstern Viel-
ecks nach Belieben' genommene Puncte, und M‘, V’, ... X’ die ent-
sprechenden Puncte, die daher resp. in den Seiten A'B’, B'C’, ... I'4’
des andern Vielecks liegen werden, so ist das Product aus den Verhilt-
nissen AM:MB, BN:NC, etc. IX:XA, nach welchen die Seiten 4B,
BC, .v. IA4 des einen Vielecks von den in ihnen gewiihlten Puncten M,
N, ... X getheilt werden, von derselben Grofse, als das Product, welches
aus den entsprechenden Verhiltnissen 4'M": M'B’; B'IV": ] V’C’, ete. I'X": X' 4’
des andern Vielecks zusammengesetzt wird.

Dieser Satz gilt immer, wie auch die Puncte 4, B, ... I oder
die Spitzen des Vielecks liegen mogen, selbst wenn sie alle, und folglich
auch die Schneidepuncte M, IV, ... X, in einer und derselben Geraden
euthalten smd, er gilt immer, welches auch die Zahl der Spitzen sein
mag, selbst wenn deren nur zwei sind, und mithin das Vieleck zum
Zweieck wird. Denn seien 4, B die beiden Spitzen und folglich 4B, BA
dig beiden Seiten, M, IV ihre Schneidepuncte, so reducirt sich das Viel-
ecksverhilinifs auf (4M: MB)(BN: NA), welches einerlei mit dem D. Ver-
hiltnifs (4M:MB):(4N:/NB), und mithin von der einen Ebene zur an-
dern ebenfalls constant ist. Ein D.Verhaltnifs lifst sich daher auch
als das einfachste Vielecksverhaltnifs, nemlich als ein Zweieckschnitts-
verhiltnifs, betrachten. .

Der Begriff des Vielecks ist demnach hier in ganz allgemeiner
Bedeutung zu nehmen und darunter eine Figur zu verstehen, die vbdn ei-
ner in sich zuriickkehrenden, gebrochenen geraden Linie gebildet wird.
Die Riickkehr in sich selbst, welche daran erkannt wird, dafs bei jeder
der Formeln II1* IV.*, V.%, etc. die Vielecksspitze im Zahler des ersten -
Factors zugleich im Nenner des letzten vorkommt, und das iiberhaupt
von je zwei nebeneinander stehenden Factoren die Spitzen im Nenner des
vorangehenden und im Ziahler des nachfolgenden einerlei sind, — diese
Riickkehr ist etwas wesentlich Nothwendiges, indem mit Weglassung “ir-
gend eines der’ Factoren, als wodurch die Schliefsung des Vielecks unter-
brochen wiirde, auch die Unverinderlichkeit des Verhiltnisses' von der
einen Ebene gur andern nicht mehr statt finden wiirde. f

16. Sind in einer Ebene m Puncte gegeben, und- sollen in einer
andern Ebene die ihnen ‘entsprechénden Puncte gefunden werden, so kann
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man von letsteren irgend 4 nach Willkiihr nehmen, worauf jeder der
m —4 iibrigen Puncte dadurch gefundén wird, dafs man zwei die Lage
des Punctes in der ersten Ebene bestimmende D.Verhaltnisse in der andern
Ebene von gleicher Grofse macht (Nr. 11.). Zur Construction des ganzen
Systems in der -andern Ebene sind daher nicht mehr als 2(m—4) D.Ver-
hilltnisse iiberzutragen nothig, und es werden sodann auch je zwei an-
dere D. Verhiltnisse zwischen sich entsprechenden Puncten beider Ebe-
nen einander gleich sein. — Es folgt hieraus, wie in Nr. 9., dafs von
den gedachten 2(m-—4) D.Verhiltnissen alle andern in den Figuren
noch vorkommenden D. Verhéltnisse abhingig sind, und iiberhaupt, weil
jedes Vielecksverhiltnifs als eine Function von D.Verhiltnissen, und je-
des D.Verhidltnifs zugleich als Vielecksverhiltnifs betrachtet werden kann
(Nr. 15.): ;

Sind bei einem Systeme von 7 Puncten in einer Ebene

von den aus der gegenseitigen Verbindung der Puncte

“durch gerade Linien entstehenden Vielecksverhidltnissen

irgend 2m —8 von einander unabhingige gegeben, so kann

daraus jedes andere Vielecksverhidltnils der Figur gefun.
den werden (§.233.). Oder mit andern Worten:

Zwischen je 2m —7 Vielecksverhiltnissen, welche
durch geradlinige Verbindung von m Puncten in einer
Ebene entstehen, findet immer wenigstens eine Glei-
chung statt.

, Uebrigens ist diese geradlinige Verbindung keinesweges blofs auf
die Zm (m—1) Linien zu beschrinken, welche die 72 Puncte zu zweien
mit einander verkniipfen. Denn die hierdurch in beiden Ebenen entste-
henden Durchschnittspuncte entsprechen sich wiederum (Nr.11.); die durch
je zwei derselben, die noch nicht durch eine Gerade verbunden waren,
von Neuem gezogenen Geraden sind daher gleichfalls sich entsprechende
Linien, und folglich die neuen durch sie gebildeten D.- und Vielecks-
Verhiltnisse von der einen Ebene zur andern einander gleich. Wie weit
man daher auch die Verbindung der m Puncte fortsetzen mag, so dals
immer die entstehenden Durchschnitte von Nenem unter sich und mit
den anfinglichen 7 Puncten oder den schon vorhandenen Durchschnit-
ten verbunden werden, so konnen doch alle hiermit sich bildenden Viel-
Crelle’s Journal. 1V. Bd. 2. Hft. | 16.
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ecksverhiltnisse aus irgend 272 — 8 derselben, die von emander unab-
hangig sind, gefunden werden. .

17) Eine ganz besondere Aufmerksamkeit verdient der so eben
erhaltene Satz fiir den Fall, wo m seinen mdoglich kleinsten Werth = 4
hat, und daher 272 — 8 =0 wird. Bei einem Systeme von 4 Puncten
in einer Ebene, von denen keine drei in einer Geraden liegen, werden
daher alle durch fortgesetzte Verbindung dieser Puncte entstehenden D.-
und Vielecks- Verhiltnisse sich finden lassen, ohne dafs ein einziges von
ihnen gegeben zu sein braucht: Dieses merkwiirdige Resultat erhellet
auch schon daraus, dafs bei der Construction eines entsprechenden Sy-
stems die ersten vier, also gegenwirtig alle Puncte nach Willkiihr ge-
nommen werden konnen, und dafls dann alle durch geradlinige Verbin-
dung der Puncte in beiden Systemen auf gleiche Art sich bildenden
Vielecksverhiltnisse von gleicher Grofse sind; dafs also diese Verhilt-
nisse, oder vielmehr die Exponenten derselben, keinesweges von der ge-
genseitigen Lage der anfinglichen 4 Puncte, sondern blofs von der Art
und] Weise abhingen, wie die 4 Puncte nach und nach mit einander
verbunden worden sind.

Aber noch mehr: diese Exponenten miissen immer rational sein.
Denn sind die vier Puncte gegeben und aufserdem noch die Art ihrer
Verbindung durch gerade Linien, wodurch man zu den irgend ein Viel-
ecksverhiltnifs bildenden Puncten gelangt, so kann man damit die letz-
tern Puncte immer ohne Zweideutigkeit finden. Der Exponent des Viel-
ecksverhiltnisses, ‘der nach dem Vorigen nicht von der gegenseitigen
Iiage der erstern vier Puncte, sondern blofs von ihrer Verbindungsart
durch gerade Linien abhiingt, kann daher ebenfalls keine zwei- oder
mellrdeutfgen Ausdriicke, also keine Wurzelgrofsen enthalten, und noch
weniger irrationale Zahlen, die aus transcendenten Operationen entsprin-
gen; er mufs folglich eine ganze Zahl oder ein rationaler Bruch sein.

" 18) Die Figur, welche hervorgeht, wenn man vier Puncte einer
Ebene, von denen keine drei in einer Geraden liegen, durch Gerade ver-
bindet, die drei damit entstehenden Durchschnitte abermals zu zweien
durch Gerade zusammenzieht, und diese geradlinige Verbindung der im-
mer neu entstechenden Durchschnitte unter sich und mit den schon vor-
handenen, so weit als man will, fortsetzt, diese Figur habe ich ein Netz
genannt (§. 200.), die Linien selbst und ihre -gegenseitigen Durchschnitts-
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puncte, die Linien und Puncte des Netzes, und die vier Puncte,
von denen die Construction ausgeht, die Hauptpuncte des Netzes.

Das in dem Vorhergehenden erhaltene Resultat lifst sich hiermit
einfach so ausdriicken: '

Jedes in dem Netze sich bildende Vielecksverhédltnifs
hat einen rationalen, blofs von der Constructionsart und
nicht zugleich von der gegenseitigen Lage der vier Haupt-
puncte abhingigen Werth (§. 202. und §. 215.).

Sind daher 4, B, C, D die vier Hauptpuncte, P irgend ein Netz-
punct, so sind auch die Durchschnitte von PD mit 4B und BC, welche
M und IV helfsen, Netzpuncte, und folglich das D. Verhiltnifs:
| (PM:MD):(PN: ND),
also auch das ihm gleiche Verhiltnifs zwischen Dreiecken:

(PAB:A4BD): (PBC: BCD)

rational, und dieses letztere, wie man auch die vier Hauptpuncte darin
mit einander vertauschen mag. Die Rationalitit dieses Verhdltnisses
kann als die characteristische Eigenschaft eines Netzpunctes P in Bezug
auf die vier Hauptpuncte betrachtet werden, indem sich zeigen ldlst
(§.203.), dafs umgekehrt jeder Punct der Ebene, fiir welchen jene Ver-
hiltnisse von Dreiecken zwischen ihm und den Hauptpuncten rational
sind, ein Punct des Netzes ist, und mithin durch fortgesetzte Verbindung
der Hauptpuncte gefunden werden kann.

Hieraus lafst sich weiter die nicht weniger merkwiirdige Eigen-
schaft eines Netzes folgern (§.205.), dafs, wenn nichst den vier Haupt-
puncten noch irgend ein fiinfter Punct der Ebene gegeben ist, man durch
fortgesetzte Verbindung der vier ersteren einen Punct finden kann, der mit
dem fiiriften entweder zusammenfillt, oder von ihm um einen Abstand
entfernt ist, der kleiner ist, als jeder gegebene; — dafs folglich, wenn dafs
Weben des Netzes ohne Aufhoren fortgesetzt wird, die Ebene in allen
ihren Theilen und nach allen Rlchtungen mit Puncten und Linien "des
Netzes angefiillt wird. .

19) Wir wollen jetzt die in Nr. 17. erwiesene Rationalitdt der
Vielecksverhiltnisse im Netze durch einige Beispiele erlautern.

1. Man verbinde die vier Puncte 4, B, C, D (Fig. 4.) zu zweien,
durch gerade Linien, und nenne die Durchschnitte von 4D mit BC, von BD
mit €4, von CD mit AB resp. ¥, G; H, so gehoren diese Punote dem

16*



120 7. Mobius, Metrische Relationen im Gebicte der Lineal - Geometrie,

aus 4, B, C, D entstehenden Netze an. Ohne daher noch den Exponen-
ten des Dreieckschnitts- Verhiltnisses -
(BF:FC)(CG:GA)(4AH : HB)

~ zu kennen, kann man doch schon im Voraus behaupten, dafs er eine
rationale Zahl sein. werde. 'Nun weils man aus den ersten Elementen,
dafs, wenn 4BC ein gleichseitiges Dreieck, und D der Mittelpunct des
umschriebenen Kreises ist, F, G, H die Mittelpuncte der Seiten sind,
und folglich der Exponent jenes Verhiltnisses =1 ist. Mithin muls er
auch fiir jede andere Lage der vier Puncte 4 ... D, =1 sein.

2. Ein anderes bei dieser Figur vorkommendes Dreiecksverhalt-
nifs ist

(BC: CF)(FD DA4)(AH : HB),

nach welchem die Seiten BF, FA, AB des Dreiecks 4BF in €, D, H
geschnitten werden. Auch dieses Verhiltnifs mufs daher einen constan-
ten, rationalen Werth haben. Es ist aber in dem vorhin zu Hiilfe genom-
menen speciellen Falle FD = DH, und wegen der Aehnlichkeit der
Dreiecke A4HD, AFB: DH:DA=—BF:BA=1:2, also auch FD:DA=1,
ferner BC:CF = —2 und 4H:HB =1. Hierdurch wird der Werth je-
nes Dreieckverhiltnisses bei dieser und folglich auch bei jeder andern
Lage von 4, ... D, =}.—2,1=~—1; d. h.

Das Product aus den drei Verhiltnissen, nach welchen die Seiten
eines Dreiecks von einer Transversale geschnitten werden, ist immer der
negativen Einheit gleich.

Anmerkung. Daraus, dafls dieses Product immer negativ sein
soll, erkennt man, dafs von den drei Factoren desselben entweder einer
oder alle drei negativ sein miissen; dals folglich die Transversale ent-
weder zwei Seiten selbst und die dritte in ihrer Verlingerung, oder alle
drei Seiten in ihren Verlingerungen schneidet. Vergl. Nr. 5. — Eben
so ist bei ‘dem vorhergehenden Dreiecksverhéltnisse ‘

(BF:FC)(CG:GA)(4H:HB),
weil es der positiven Einheit gleich gefunden wurde, entweder jeder der
drei Factoren, oder nur einer positiv, und daher sind entweder alle dre:
Puncte F, G, H in ihren resp. Seiten selbst, oder nur einer derselben
in seiner Seite, die beiden andern in den Verlingerungen der ihrigen
enthalten, und aufserdem kein dritter Fall moglich. — Wiewohl sich nun
dieses auch aus hochst einfachen geometrischen Betrachtungen ergiebt, so
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ist doch eine solche, bis jetzt wohl noch nicht angestellte Vergleichung
der Formel mit der Figur schon an sich bemerkenswerth, und kann bei
weniger einfachen Figuren selbst Nutzen bringen, indem man dadurch
zu Resultaten iiber die gegenseitige Lage der Theile gefiihrt wird, die
~man auf anderem Wege nicht eben so leicht erhalten haben wiirde.

So findet sich z. B. (§. 199.¢.), dafs jedes Vielecksverhiltnils, bei
welchem die Schneidepuncte in einer Geraden liegen, der Einheit gleich
ist, und zwar der positiven oder negativen, nachdem die Seitenzahl des
Vielecks gerade oder ungerade ist. Hieraus folgt auf dhnliche Weise,
dafs, wenn ein Vieleck, dieses in der allgemeinen Bedeutung wie Nr. 15.
genommen, von einer Transversale geschnitten wird, die Anzahl der in
ihren Verlingerungen geschnittenen Seiten beim, Vieleck mit gerader
Seitenzahl gerade, mit ungerader ungerade ist; dafs folglich, welches auch
die Seitenzahl sein mag, die Anzahl der innerhalb ihrer Endpuncte ge-
schnittenen Seiten immer gerade ist. — Lifst man die Seiten des Viel-
ecks unendlich klein werden, so entsteht eine in sich zuriicklaufende
Curve, die daher von einer Geraden immer in einer geraden Anzahl
von Puncten geschnitten wird. Auch gilt dieses noch, wenn man statt
der Geraden eine zweite Curve setzt, die sich entweder iiber alle Gren-
zen ausdehnt, oder ebenfalls in sich zuriicklauft.

3. Man ziehe GH, welche BC in X schneide. Um den Werth
des damit entstehenden nothwendig rationalen D.Verhiltnisses

(BF: FC) : (BK: KC)
zu finden, so ist, unter der in 1. gemachten Annahme, BF:FC = 1, HG
mit BC parallel, und daher BX der CX gleich zu achten, also BK: KC=—1,
wodurch der Werth jenes D. Verhiltnisses = —1 wxrd d. h. BC wird
in ¥ und K harmonisch getheilt (Nr. 6.).

4. Schneide GH die 4D in L.

Man zieche noch FG, welche 4B, CD in M, IV treffe, und werde
der Exponent des Viereckschnitts- Verhiltnisses:

(AM: MB)(BK:KC)(CN: ND)(DL :LA)
- verlangt, nach welchem die Seiten des Vierecks 4BCD in M, KX, NN, L
geschnitten werden. Am einfachsten gelangt man dazu, wenn man sich
A, B, C, D als die Spitzen eines Parallelogramms vorstellt. Denn als-
dann werden, wie man bald aus (Fig. 5.) wahrnimmt, M, K, NN, L die
Mittelpuncte der Seiten desselben, und mithin der gesuchte Exponent = 1.
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Dafs iibrigens, und wie mit Hiilfe dieser neuen Ansicht der Figur
die Werthe der vorigen Doppel- und Dreiecksverhilinisse hitten gefun-
den werden konnea, bedarf keiner Erorterung.

5. Sei O der Durchschnitt von A4C mit BL, so findet sich das
Dreiecksverhiltnifs: ‘

' (BL:LO)(0C:CG)(GD :DB) = —2.

Zeichnet man nemlich ABCD als Parallelogramm und nennt Z den
Durchschnitt von BL mit GM, so verhilt sich:

L0:0Z = 40:0G = LA4:GZ = KB:GZ = LK:LG = 2:1,
Da ferner LZ =ZB, so ist LO =20Z == 3LZ = L}LB; OG = 140
=§AG=.}GC; OC = 4GC; und endlich GD = {BD, woraus der an-
gegebene Werth des Dreiecksverhiltnisses hervorgeht.

6. Sei P der Durchschnitt von FH mit BL, so hat man:

(BL: LO) (OP:PB) = 3.

Denn beim Parallelogramm ist LB =3LO und OP = BP, weil
¥ und H, also auch P, unendlich entfernte Puncte sind.

7. Dividirt man das Zweiecksverhiltni(s 6. in das Dreiecksver-
hiltnils 5., so kommt das Dreiecksverhiltnifs: ‘

(0C:CG)(GD:DB)(BP: PO) = — 2.

20) Werden fiinf willkiihrlich in einer Ebene genommene Puncte
durch Gerade verbunden, oder was dasselbe ist: construirt man ein Netz,
indem man von diesen 5 Puncten, als Hauptptincten ausgeht, so sind nicht
mehr alle damit sich bildenden Vielecksverhiltnisse blofs von der Art
der Verbindung abhingig; wohl aber wird jedes von ihnen sich bestim-
men lassen, wenn man irgend 2.5—8==12 von einander unabhingige
derselben kennt (Nr. 16.).

Beispiel. Seien 4, B, C, D, E (Fig. 6.) fiinf beliebige Puncte
in einer Ebene. Man ziehe die 5 Geraden 4B, BC, CD, DE, EA, welche
sich in F, G, H, I, K schuneiden, wie die Figur zeigt. Zwischen den
4 Puncten, in denen jede der 5 Geraden von den jedesmal 4 iibrigen ge-
schoitten wird, bilden sich mehrere D.Verhiltnisse, die aber, in jeder
Geraden fiir sich, von einander abhingh sind (Nr. 8.). Werde daher
verlangt: aus einem der D.Verhiltnisse in BC und aus einem in DE ein
D.Verhéltnifs in CD zu finden.

Weil die Seiten FC, CD, DF des Dreiecks CDF von EA4 in I, G, E
und von 4B in B, K, H geschnilten werden. sc hat man (Nr. 19.2.):

Y
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(FI:10C)(CG:GD)(DE:EF) = ~1,
(FB:BC)(CK:KD)(DH : HF) = —1,
und wenn man die letztere Gleichung in die erstere dividirt:

(z+50) (G ) = (56

Setzt man daher die D.Verhiltnisse: )
(#,C0,1,B) = p, (¥,D,H,E)= 9

(0, D,K,G) = py;
und eben so mufs jedes andere D.- und V1elecksverhaltm[’s dieser Figur
durch p und ¢ ausgedriickt werden konnen. So finde ich miitelst baryc.
Rechnung, dafs die beiden Fiinfeckschnitt-Verhiltnisse: .

AK BF ﬁ DH EI and AG (EF DK CI BH®
KB FC'GD 'HE'IA4 "™ GE'FD'KC'IB HA

einander gleich sind, jedes von ihnen
pq—1
= pep—D(g—1)" ‘

21) Hat man ein System von 6, 7, 8, ... willkiihrlich in einer
Ebene génommenen Puncten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, ein
System von eben so vielen in der Ebene beliebig ‘gez{)genen Linien, so miis-
sen 4, 6, 8, ... von einander unabhingige Vielecksverhiltnisse gegeben
sein, um die Werthe aller iibrigen finden zu konnen. Indessen sind die
hierher gehorigen Aufgaben zu complicirt, als dafs ein Beispiel an diesem-
Ort gegeben werden konnte. Auch mdochten die Hiilfsmittel, welche
man in der Geometrie gewohnlich in Anwendung zu bringen pflegt, bei
Aufgaben solcher Art nur miihsam zum Ziele fiihren. Die Vortheile,
welche der barycentrische Calcul hierbei gewéhrt, der sich zu diesem
Zweck noch besonders vereinfachen la(st, habe ich in dem 8ten Capitel
des 2ften Abschnitts auseinander gesetzt, worauf ich daher Diejenigen,
welche sich mit diesem Gegenstande néher beschiftigen wollen, ver-
weise. — Hat man es blofs mit einem Systeme beliebig gezogener Ge-
raden zu thun, deren Durchschnittspuncte nicht wiederum durch Gerade
verbunden werden, so reicht auch diejenige Methode aus, die im Sten
Capitel desselben Abschnitts erklirt worden, und welche in einem be-
sondern Algorithmus mit D, Verhiltnissen besteht.

22) Den Beschlufs dieses Aufsatzes mogen einige Sitze iiber die
metrischen Relationen machen, welche in der Lineal- Geometne bei
Kegelschnitten vorkommen.

so ist
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Ist in der einen der beiden oft gedachten Ebenen eine Curve ver-
zeichnet, und die Gleichung derselben zwischen den recht- oder schief-
winkligen Coordinaten ¢ und # gegeben, so erhilt man' die Gleichung
fiir die entsprechende Curve zwischen den Coordinaten x, 4 in der an-
dern Ebene, wenn man in der Gleichung zwischen £ und v,

¢ = @tbyte __ foteyth
, z+my+n’ x4my-n
setzt (Nr, 2.). Da die Nenner in diesen Ausdriicken fiir # und # einan-
der gleich sind, so ersicht man leicht, dafs die solchergestalt sich erge-
bende Gleichung zwischen x und y mit der Gleichung zwischen ¢ und
v von demselben Grade ist, dafs also je zwel sich entsprechende Curven
immer zu derselben Ordnung gehoren. So wie daher einer Geraden im-
mer eine Geralle entspricht, so entspricht auch jedem Kegelschnitte ein
Kegelschnitt, u. s. w.

Sind ferner 4 und 4’ zwei, in sich entsprechenden -Curven lie-
gende, sich entsprechende Puncte, so werden auch die in 4 und 4’ an
die Curven gezogenen Tangenten zwei sich entsprechende Geraden sein.
Denn ist B ein dem A4 unendlich nahe liegender Punct der einen Curve,
so wird der ihm entsprechende B’ in der andern Curve dem 4’ unend-
lich nahe sein, weil unendlich kleine Aenderungen von ¢ und # auch
nur unendlich kleine Aenderungen von x und 5, im Allgemeinen we-
nigstens, zur Folge haben. Die Geraden 4B und A‘B’, so weit man
will, verlingert gedacht, d. i. die,an 4 und 4’ gezogenen Tangenten,
werden sich daher gleichfalls entsprechen.

Werde nur noch erinnert, dals einer Asymptote der einen Curve
im Allgemeinen nicht auch eine Asymptote, sondern eine Tangente der
andern entspricht, weil, wenn £, ¥ unendlich grofs sind, deshalb nicht
auch x, y unendlich sein miissen.

'23) Ist in der einen Ebene ein Kegelschnitt gegeben, so kann man
diesem, so lange noch keine andern Paare sich entsprechender Puncte
bestimmt sind, nicht nur.irgend einen beliebig in der andern Ebene ver-
zeichneten Kegelschnitt entsprechend setzen, sondern noch irgend drei
Puncten des einen Kegelschnitts drei willkiihrlich in dem andern genom-
mene Puncte sich entsprechen lassen.

Seien, um dieses zu beweisen, ¥ und k' (Fig. 7.) zwei beliebige
Kegelschnitte, .£ in der einen, &' in der andern Ebene; 4, B, C irgend
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drei Puncte in k; 4‘, B, C’ in }/, die man den ersteren 4, B, C resp.
entsprechend setze.. Man ziehe noch an % in 4 und B zwei Tangenten,
welche sich in D schneiden, und an £’ in 4’ und B’ zwei Tangenten,
welche sich in D’ schneider, und setze D und I'sich entsprechend, so hat
man jetzt vier Paare sich entsprechender Puncte: 4 und 4, ... D und D',
und es ist damit fiir jeden fiinften Punct der einen Ebene der entsprechende
in der andern bestimmt (Nr.4.). Ich behaupte nun, dals nach Voraussetzung
dieser vier Paare sich entsprechender Puncte jedem Puncte in % ein Punct
in £’ entsprechen wird, oder kiirzer, dafs £ und £’ sich entsprechende Curven
sein werden. Denn entspriche dem Kegelschnitte £ nicht &/, sondern die
Curve /, so miifste diese erstlich nach Nr. 22. wieder ein Kegelschnitt sein.

Da ferner £ durch 4, B, C geht und von 4D und BD beriihrt
wird, so miissen auch 4‘, B/, €/ in 7 liegen und 4'D’, B’D’ Tangenten
von / sein. Diese Eigenschaften von / kommen aber auch dem Kegel-
schnitte £/ zu.

Da nun' ein Kegelschnitt durch drei in ihm liegende Puncte und
durch die an zwei derselben gezogene Tangenten immer und ohne Zwei-
deutigkeit bestimmt ist, so kann / von £’ nicht verschieden sein.

Hat man daher zwei Kegelschnitte £ und %/, und setzt drei Puncte
A, B, C des ersten, dreien Puncten 4‘, B, €' Jes letztern entsprechend,
so wird auch jedem andern Puncte in % ein Punct in £’ entsprechen, d. h.
% und %’ werden sich entprechende Curven sein, wenn man noch als vier-
tes Paar sich entsprechender Puncte die Durchschnitte D und D’ der in
A, B und 4, B an k und ¥ gezogenen Tangenten hinzufiigt. Je zwei

- Kegelschnitte £ und %’ lassen sich daher immer als sich entsprechende

Curven betrachter, und iiberdies noch irgend dreien Puncten 4, B, C
‘des einen beliebige drei Puncte 4‘, B, €' des andern entsprechend an-
nehmen.

24) Man ziehe noch an C, €' Tangenten, welche 4B, 4'B’ in E, E'
schneiden, ziehe CD, C'D’, welche 4B, A‘B' in ¥, I treffen, so sind E, E
und F, F' zwei neue Paare sich entsprechender Puncte, und folglich die
D .Verhiltnisse (4, B, E, I') und (4, B, E', I",) einander gleich. Wie
daher auch in einem Kegelschnitte die drei Puncte 4, B, C genommen
werden mogen, so mufs immer, wenn I und F auf die besagte Weise
-daraus abgeleitet worden, der Exponent des D.Verhiltnisses

(AE:EB) : (Al :I'B)
Crelle's Journal. [V. Bd. 2. 1Ift. 17
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denselben Werth haben, also eine bestimmte und zwar rationale Zahi
sein, weil £ und F aus 4, B, C nur auf eine Weise gefunden werden
konnen. Es ist aber, wenn man fiir den Kegelschnitt einen Kreis und
C zum Mittelpuncte des Bogens 4B nimmt, I in der Geraden 4B unendlich
entfernt, und I" der Mittelpunct dieser Geraden; folghch AE:EB = —1.
AF:FB=1, und daher der Exponent des D.Verhiltnisses in diesem
speciellen Falle, also auch in allen andern Fillen, =—1; d.h. 4B wird
in'E und F harmonisch getheilt. —

Schneide ferner 4C die BD in G, GF den Kegelschnitt in H, DI{
die AB in X, so muls, nach derselben Art wie vorhin zu schliefsen, der
.Exponent des dadurch sich bildenden D.Verhiltnisses (4, B, F, K) eine
bestimmte Zahl sein, die aber nicht mehr rational ist, sondern eine
Quadratwurzel enthilt, weil die Gerade FG den Kegelschnitt nothwen-
dig zweimal trifft, wodurch der Punct H, und somit auch der Punct X,
zweideutig wird. In der That findet sich

(4, B, F, K) = 3(3%y5) und folglich (4, B, F,K,) = I(5.,.{5),
wenn FG dem Kegelschnitt zum zweiten Male in H, begegnet, und DI, ,
die 4B in K, schneidet.

Um sich hiervon auf das Einfachste zu iiberzeugen, nehme man
fir den Kegelschnitt einen Kreis, 4, B als Endpuncte eines Durchmes-
" sers und C als Mittelpunct des Halbkreises 4CB. Alsdann sind Z'C, K1,

3G auf 4B normal, F ist der Mittelpunct des Kreises, und AF =FB = ¥FC
=FH = dem Halbmesser, den man.=1 seize.

Hieraus folgt weiter BG =2, FG=y5, und es verhilt sich

FB:FK = FG:FH = y'5:1,
4}
e FB4FK:FB—TK = Y5+ 1:¥5—1,
& AK:KB = 5—1:(y5—1) = 2:3— V5.
Da ferner AF:FB=1:1, so hat man
(AF:FB):(4AK:KB) = }(3—V5),
wie zZu erweisen War. ,

Auf eben die Art wird nun auch jedes andere durch ferneres Zie-
hen gerader Linien in unserer Figur entstehende D.- oder Vieleckschnitts-
Verhiltnifs einen bestimmten Werth haben, und wir erhalten somit fol-
genden merkwiirdigen Satz:
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,,Verbindet man drei in einem Kegelschnitte liegende Puncte durch
gerade Linien, und zieht in denselben Puncten Tangenten an den Kegel-
schinitt; erweitert man hierauf die Figur, indem man immer die schon
vorhandenen Durchschnitte, welche die Geraden mit einander und mit
dem Kegelschnitte machen, durch neue Geraden verbindet und von den
aufserhalb des Kegelschnitts fallenden Durchschnitten Tangenten an den-
selben zieht, deren Beriihrungspuncte man wiederum unter sich und mit
- jenen Durchschnitten verbindet: so.ist, wie weit man auch diese Construc-
tion forisetzen mag, der Werth jedes somit sich bildenden Vieleckschnitts-
Verhiltnisses weder von den Parametern des Kegelschnittes noch von der
Lage der anfianglichen drei Puncte in denselben, sondern blofs von der Art
und Weise abhingig, auf welche man, von jenen drei Puncten ausgehend,
zu den Puncten des Vieleckschnitts-Verhiltnisses gelangt ist. Der Werth
eines solchen ist daher immer eine bestimmte Zahl. 'Weil aber jede durch
einen Punct innerhalb des Kegelschnittes gefiihrte Gerade denselben in
zwei Puncten schneidet, und weil von jedem Puncte aufserhalb des Kegel-.
schnitts zwei Tangenten an ihn gezogen werden konnen, so wird diese Zahl
im Allgemeinen nicht rational sein, sondern Quadratwurzeln enthalten.”

?5) Die so eben beschriebene Figur kann, analog dem Obigen
(Nr. 18.), ein Netz heilsen, dessen Construction von einem Kegelschnitte und
drei in demselben enthaltenen Puncten 4, B, C auSgeht. Wir wollen jetzt
dieser Construction noch einen vierten, willkiihrlich in dem Kegelschnitte
anzunehmenden Punct /M zum Grunde legen. Um den entsprechenden
Punct M’ in der andern Ebene zu finden, ziehe man DM, welche
4D in IV schneide; bestimme hierauf in 4’B’ den Punct V' so, dafs
(', B', E'y N') = (4, B, E, N), und ziehe D'JV, welche den Kegelschnitt
A‘B’C’" in zwei Puncten schneiden wird, Um zu entscheiden, welcher
von ihnen der dem /M entsprechende /M’ ist, denke man sich den Kegel-
schnitt 4BC von einem Puncte so durchlaufen, dafs dieser, von < aus-
gehend, nach B kommt, ohne dem C zu begegnen, wo er dann, nach
derselben Richtung von B fortgehend, nach € kommen wird, ohne 4 zy
ireffen, und von C nach A zuriick, ohne B zu treffen *).

*) Wie dieser Forderung bei der Ellipse immer Gentlige geschehen kann, sieht man ohne
YVeiteres. — Eine Parabel hat man sich hierbei als eine sich in das Unendliche erstreckende
Ellipse zu denken, so dafs der beschreibende Punct, nachdem er unendlich weit in dem einen
Schenkel fortgegangen ist, in dep andern Schenkel ans dem Unendlichen zuriickkebrt., - Bei einer

17*
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___Man bezeichne die drei somit durchlanfenen Theile durch 4B,
BC, C4, so sind ihnen die auf gleiche Art in dem andern Kegelschnitte
bestimmten und durch 4'B’, B'C’, ("4’ zu bezeichnenden Theile resp.
entsprechend; und wenn daher M z. B. in BC liegt, wie dies in unserer
Figur der Fall ist, so mufs auch M’ in B'C’ begriffen sein.

Irgend zwei #l. Verhiltnisse, die in beiden Ebenen aus den Ke-
gelschnitten und aus .den in jedem derselben liegenden 4 Puncten durch
Construction von Netzen ‘auf gleiche Art sich bilden, werden nunmehr
einander gleich sein, woraus wir zunéchst schliefsen, dafs mit dem D). Ver-
hiltnisse (4, B, E, V) des einen Netzes auch alle iibrigen in demselben
vorkommenden D.- und 7’/ Verhiltnisse gegeben sind; und iiberhaupt:

Alle 7. Verhiltnisse eines Netzes, das aus einem Kegelschnitte
und vier in ihm liegenden Puncten construirt ist, lassen sich finden,
wenn irgend eines derselben, das von allen vier Puncten zugleich abhingt,
gegeben ist.

26) So wie der Punct M, so wird auch jeder andere willkiihrliche
Punct des Kegelschnitts, in Bezug auf die drei ersten 4, B, C, durch ein
D.Verhiltnifs bestimmt. Fiir jeden neu hinzukommenden willkiirlichen
Punct des Kegelschnitts mufs daher ‘ein 'D.- oder 71 Verhiltnifs mehr
gegeben”sein. Da nun bei vier Puncten’ ein 77 Verhiltnils nothig war,
so ziehen wir die allgemeine Folgerung: |

Hat man einen Kegelschnitt und beliebige 7 in dem-
selben liegende Puncte, so miissen in dem daraus construir-
ten Netze irgend m—3 von einander unabhingige 7/ Ver-
hiltnisse gegeben sein, um alle iibrigen finden zu konnen.

' Es ist dieser Satz als Verallgemeinerung des Satzes in Nr. 9. zu be-
trachten, wo bei einem Systeme von 7 Puncten in einer geraden Li-
nie, ebenfalls 2 — 3 7. Verhiltnisse gegeben sein muflsten. — Man be-
merke noch, dafs bei einem Kegelschnitte und 5 Puncten desselben
3 — 3 = 2 V1. Verhiltnisse erfordert werden, eben so, als wenn man
ein System von 5 Puncten in einer Ebene iiberhaupt hat (Nr.20.). Der
Grund davon liegt in dem bekannten Satze, dafs durch 5 Puncte einer
Ebene immer ein Kegelschnitt und nur einer beschrieben werden kann,

Hyperbel mufs der Punct beide Male, wenn o sich unendlich weit nach der Richtung ciner
Asymptote entferat hat, nach dem enlgegengesetzten, unendlich entfernten Ende derselben Asymp-
tole dberspringen und in das Endliche zuriikkehren, :

\

s
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dafs folglich mit irgend 5 Puncten der Ebene immer auch schon der
Kegelschnitt, in welchem sie liegen, vollkommen bestimmt ist, Sechs
Puncte einer Ebene liegen im Allgemeinen nicht in einem Kegelschnitte.
Soll daher auch der sechste Punct in dem Kegelschnitte enthalten sein,
welcher durch die 5 ersten geht, so ist eben damit eine Bedingung fiir
die Lage des sechsten in der Ebene gegeben, und da zur vollkommenen
Bestimmung eines Punctes in einer Ebene zwei Bedingungen erfordert wer-
den, so bedarf es noch einer zweiten Bedingung fiir den sechsten, und so
fiir jeden andern Funct des Kegelschnitts. Diese zweite Bedingung ist aber
das fiir jeden sechsten Punct hinzuzufiigende 7. Verhiltnils.

27) Man habe in einer Ebene einen Kegelschnitt und aufserhalb
desselben 72 beliebig genommene Puncte, wo m>>1. Von jedem derselben
ziehe man an den Kegelschnitt zwei Tangenten, so erhilt man 2 Be-
rithrungspuncte, die ebenfalls von einander unabhingig sein werden, und
aus denen man hinwiederum die ersten 2 Puncte finden kann. Construirt
man nun aus den letztern 277 Puncten in Verbindung mit dem Kegel-
- schnitte ein Netz, so sind nach dem Vorigen alle 7/ Verhiltnisse des-
selben bekannt, wenn 2/m—3 derselben gegeben sind. Dieselbe Anzahl
von V. Verhiltnissen muls daher auch gegeben sein, wenn man aus dem
Kegelschnitte und den erstern 72 Puncten ein Netz construirt, in dem die-
ses Netz mit dem vorigen aus 2m Puncten construirten identisch ist.

Man denke sich jetzt in der Ebene eines Kegelschnitts 7z beliebige
Puncte innerhalb desselben, wo »>>2. Man nehme diese Puncte in einer
gewissen Ordnung und verbinde hiernach den ersten mit dem zweiten, den
zweiten mit dem dritten u. s, w., den nten mit dem ersten durch gerade
Linien, deren jede den Kegelschnitt in zwei Puncten schneiden wird. Dies
giebt ein System von 2 von einander unabhingigen Geraden und von 27
sich gegenseitig nicht bestimmenden Puncten im Kegelschnitte, aus welchen
letzteren man umgekehrt die 2 Geraden und aus diesen die 2 anfinglichen
Puncte finden kann. Das aus dem Kegelschnitte und den 2 anfinglichen
Puncten construirte Netz ist daher einerlei mit demjenigen, welchem
der Kegelschnitt und die darin enthaltenen 22 Puncte zum Grunde lie-
gen, und ist folglich seinen /.. Verhiltnissen nach vollkommen bestimmt,.
wenn 27-—3 derselben gegeben sind.

Hat man also endlich in der Ebene eines Kegelschnitts m 4-n»
iincte, von denen m aufserhalb, z innerhalb der Curve liegen, so erhilt
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man auf die eben besagte Weise ein System von 2m 422z von einander
unabhingigen Puncten im Kegelschnitte selbst, aus denen sich hinwiede-
rum die anfinglichen 772 -7 Puncte finden lassen; — und damit ein System
von 2(m-+n)— 3 von einander unabhidngigen /7 Verhiltnissen. Dafs
dieses gilt, auch wenn, gegen die vorhin gemachte Annahme, in m - n
entweder =1 oder =1 oder 2 ist (nur muls m-4-n>>1 sein) da
von iiberzeugt man sich leicht selbst, und kann somit den Satz folgen-
dergestalt ganz allgemein ausdriicken:

Wird aus einem Kegelschnitte und irgend m in sei- .
ner Ebene, nicht in ihm selbst, liegenden Puncten ein Nets
construirt, so miissen 2m—3 von einander unabhidngige
Vi.Verhiltnisse gegeben sein, um alle iibrigen finden zu
konnen, — also fiinf 7/ Verhidltnisse mehr, als wenn die
mPuncte blefs unter sich, nicht auch mit dem Kegelschmtte,
in Verbindung gesetzt werden.

Beispiel. 4, B (Fig. 8.) sind zwei Puncte innerhalb eines Kegel-
schnitts; die Gerade4Bschneide ihn in Cund D. Man ziehe in diesen Puncten

‘Tangenten, welche sich in £ treffen; ziehe £A, EB, welche dem Kegelschnitte
in F, G begegnen; ziche endlich DF, CG, welche CE, DE in H, I schneiden.

Hier ist also die Zahl der anfinglichen Puncte, 2 =2. Damit wird
gm—3=1, und es braucht daher bei dieser Figur nur ein ¥/ Ver-
hiltnifs gegeben zu sein, um die Werthe aller iibrigen zu kennen; d. h.
zwischen je zwei /'l Verhiltnissen wird eine Gleichung obwalten.

So ist z. B. die zwischen den zwei Dreickschuitts- Verhiltnissen

(CA:4D)(DI:IE)(EH:HC) =
(CB:BD)(DI:IE)(EH:HC) =
~ statt findende Gleichung: Cpg =1, :
ein Resultat, welches sich auch durch die Proportion darstellen lifst: ‘
C4 DB .DI\?*
4D°BC — (t (ﬁﬁ) '
" Eben so mufls jedes andere 7’/ Verhiltnifs durch p oder ¢ aus-
gedriickt werden konnen, wie das D.Verhiltnifs
(CA:4D):(CB:BD) = p:q = p*
und das ihm gleiche 7. Verhiltnifs:
(CE:EH)(HF:FD)(DE:EI)(IG:GC) = p~.

Druckfehler. In dieser Abhandlung steht einigemahl ,,Dreieck - Verhiltnifs, Vieleck - Vexhilnils eic.”
Mau lese statt dessen ,, Dreieckschaitts- Verhilmifs, Vieleckschnitts - Verhiltnifs etc.”




