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Eine gelegentlieh yon Herrn K l e i n  ~) bertihrte Aufgabe, wetche 
die Herstellung einer gewissen mit der Transformation siebenter Oral- 
hung der elliptischen Fmaetionen im Zusammenhang stehenden Dif- 
ferentialgleichung verlangt, hat neuerdings in einer Note des Herrn 
H a l p h e n * * )  ihre Erledigung gefunden. Im Folgenden mSchte ich 
eine zweite LSsung desselben Problemes entwickeln, welche die ver- 
langte Differentialgleichung in expliciter Form liefert und unmitbelbar 
die Verallgemeinerung auf einen beliebigen Transformationsgrad ge- 
s~at~t. 

Unter Beibehaltung der yon Herra Klein gebrauchben Bezeieh- 
nungen l~sst sich die in [~ede stehende Aufgabe --  ganz abgesehen 
yon ihrem Zusammenhange mit dem Transformationsprobleme --  folgen- 
dermassen prEcisirea. 

Es seien 
)~: tt : v  

Verh~ltnissgrSssen, zwischen denen die Gleichung 

(I) F ~ -  ~3~ _{_ #~v q- v3;~ == 0 

besteht. Ferner werde 
C~ 

(2) J - ~  -- ~12~v--~- 

gesetzt, wo 
V ~ 5 ~ - v  ~ --  (~tsv -{- v~tz q-" ~sX) 

die (mit einem passenden Zahlenfactor versehene) Hesse'sche Deter- 
minante yon 2w~ 

C---- ;1, q_ t~14 q_ vl4 q_ . .  

*) Ueber die Transformation siebenter Ordnung dor elhptischen Ftmcfionen. 
Diese Annalen Bd. XIV, pag. 455. 

**) Sar une gquation diff~rentielle da tro~i~me ordre. Diese Annalea 
Bd. ~K~IV, pag. 46t. 
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~v ~v ~v 
die mit den Differentialquotienten -0-Y' ~ ,  ~, geriinderte Hesse'sehe 
Determinante bedeutek 

Nun weiss man, dass die 168 Wer~hsysteme 
~ : g : v ,  

welehe verm5ge der Gleichungen (1) und (2) zu einem gegebenen 
Werthe yon J gehSren, durch geeignete lineare Trunsformationen aus 
einem dieser Werthsys~eme hervorgehen.*) Es muss fotglich mSglieh 
sein eine homogene lineare Differentialgleichung 3 t~ Ordnung mi~ J 
als unabh~ingiger Ver~inderllchen herzustellen, welehe rationale Coefficien- 
ten besitzt und yon welcher drei p~ssend gew~hlt~ Par~ieuiar|Ssungen 
sieh wie 

~ : g : v  

verhal~en. Die Aufgabe ist, eine solehe Differen~ialgleiehung zu bilden. 
Zu dem Ende be~rachte ieh drei linear-unabhgngige Integrale 

erster Gattung der Curve 

Z~g + tray + v3Z ~ O. 
Dieselben m~gen mit 

E ,  J2, J3 
bezeiehne~ und so gew~hlt werden, dass 

(3) d ] ,  : d J ~ : d J ~ =  X : ~ : v  

ist. Durchliiuft J in seiner Ebene irgend einen geschlossenen Weg, 
so erfahren die Verh~iltnisse 

i t : g : v  
und also auch die GrSssen 

dJ~ d j ,  
(4 )  Y~ = -3-2- ,  Y2 ~ - ~ - 2 - ,  Y3 ~ -  dJ 

iiberdies eine lineaxe Substitution. Da diese GrSssen algebraische 
Func~ionen yon J sind, deren Verzweigungs- und Unstetigkeitspunkte 
bei J ~ o e ,  0 r ~ 0 ,  J - ~ - I  Iiegen, so sind sie die LSsungen einer 
Differentialgleiehupg yon folgender Form**): 

d~Y -4- aJ-l-b d~y a'J'Z--l.-b'J--~c" dy a"Jz-t-b"J~-l-d'J-{-d " 
( 5 ) - ~ - ~ _ _ j ( j _ l ) d J ~ -  ~- j 2 ( j _ l ) e  d j -  ~ j s ( j_ l )~  y-~--0, 

in weleher nunmehr die Coefficienten a~ b , . . .  zu bestimmen sind. 

*) Den Beweis der obigen Angahen sehe man bei Klein, 1. c. 
**) F u ch s, ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mi~ refUnder- 

lichen Coefficienten." Crelle's Journal, Bd. 66, loag. 139--148, oder auch Bd. 68, 
pag~ 354 ft. 

Man vergleiche auch die denselben Gegen~and betreffenden Abhandlungen 
yon Thomd, Crelle's Journal Bd. 74, p. 200 und Frobenius,  Crelle's Journal, 
BcL 76, pa~. 214. 
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Aus der citirten Abhandlang des Herrn K le in  geht bettor,  ilass 
die Riemann'sche Fl~che, welche die Verzweigang yon y, ,  ye, y~ in 
Bezug auf J darstellt, bei 

J-~-~o~ J ~ - 0 ,  J ~ - I  
so verzweig~ is~, dass beziiglich 

je 7, je 3,  je 2 

BlOtter im Cyklus zusammenh~ngen. 
Die Anfan~exponenten in den Entwicklungen tier Fundamental- 

integrale der Gleichung (5), werden daher die Werthe 

- g - + l , - - q - q - l ,  5 - q - 1  fiir J = ~ ,  

~' 1 & I ~ - - -  1 fiir J ~ - 0 ,  
3 ' 3 ~ 3 

~' 1 ~ ~'~ 1, W 1 flir J ~ 1, 2 2 2 

besitzen. Dabel sind die ganzem Zahlen 

al, a2, ~ ,  ~1, t~2, t~3, ~J, 72, r3 
nothwcndig positiv, weft f y  d J  eine liberallendlir Function yon J 
vorstellk Ferner kann offenbar 

(6) a ~ > ~ > a 3 ;  ~ > ~ : ~ , > ~ 3 ;  7 ~ > 7 ~ > 7 ~  

angenommen werden. Nun ist nach einem atlgemeinen Satze*) nath- 
wendig: 

Es folg~ hieraus, dass 

,a1~--4 , a~---2, a a ~ l  ; / ~ 3 ~  fl2==2, f12~l ;  71~--3, 72 ~-2, Y3~-I 

is~ dean die leSzte Gleichung hat keine andere mit den Bedingungen 
(6) vertr~gliche AuflSsang. 

Die nach Herrn F u c h s  sogenannten determinirenden Fundamen- 
talgleichungen, welche fiir die Gleichung (5) lauten: 

r (r~-l) (r-~2) - -  a r (r-{-1)-~ a'r - -  a" ~--- 0 

fiir J = r 

r(r--1) ( r ~ 2 ) - - b r ( r - - 1 ) + c ' r - - a  v" -----~ 0 

fiir g-~- 0, 

r ( r - - I ) ( r - - 2 ) ~ - ( a ~ - b ) r ( r ~ l )  .Jr- (a'-[-b'q-c')r-~- (a"-~b"-~-c"-~-ar')~-O 

fiir J = l ,  

*) Fuchs, L c. 
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(s) 

miissen also bezfigiich die Wurzeln 

I1 9 8 1 2 1 1 

besitzen. Daraus folgt: 

~ 7 ,  a ' ~ 1 0 + 5 - ;  a - ~ - 2 + T + ~ + ~ -  , 

(7) ~ - - - -4 ,  c ' - ~ - 2 +  , ' d ' = 0 ,  

[a' + b ' +  c ' =  ~ ,  ~" + b" + c" + d" = o. 

Eine weitere Bestimmungsgleichung fiir die Coefficienfen der Dif- 
ferentialgleichung (5) ergiebt sich auf folgende Weise: 

Bekanntlich kSnnen in den zu einem singuliiren Punkte ffehSriffen 
Fundamentalinte~alen einer Differentialglelchung Logarithmen aug 
treten, wenn unter den Wurzeln der zugehSrigen determinirenden 
Fundamentalgleichung solche vorhanden sind, welche sieh um ganze 
Zahlen unterscheiden. Bei der bier betrachteten Differentialgleichung 
trit~ nur ffir J ~ t der genannte Fall ein, indem die Dig~renz der 

1 1 
beiden Wurzeln -ff und ~ T  gleich 1 ist.. 

Die Bedingung daffir, dass trot~dem kein Logarithmus auftritt, 
dr~ickt sich dahin aus, class der Coefficient yon J - -  1 in der Ent- 
wieklung yon 

a ' J~+b ' J+c"  r(r--1)(r--2)+r(r--1)  aJ+__b + r .  g~ 

a" J~ +b"  J~ + c " J +  ff" 
-f d3 

1 verschwinde~.a ] nach steigenden Po~enzen yon J -  1, ffir r---~ - - ~  
Es muss also 

3 b - - 1  b" u y b ' - - c ' +  +2c"+3d"- .~-0 

sein. Die Gleiehungen (7) in Verbindung mit der letzten Gleiehung 
reichen zur Bestimmung der Coeffieienten a, b , . . .  hin. 

Die Ausrechnung ergiebt, dass unsore Differentialgleiehung definitiv 
folgendermassen lautet: 

j ~ ( j _  2dU dy 

5 2 

*) Vgl. Ft~chs,  Crelle's Journal,  Bd. 68, pag. 374--378~ F r o b e n i u s ,  
CreIle's Journal,  Bd. 76, pag. 224--226. 



Einige besondere Different~]gle~chungen. 121 

9 .  

Der Zusammenhang der soeben entwickdten Differen~ialgleichung 
mit der Gleichung des Herrn H a l p h e n  er~eb~ sich auf 5)lge~de 
Weise. 

Es mbgen, wie iiblich~ g2, &,  ~ die Invarianten des elliptischen 
Integrals yon den Perioden e%, ~2 bedeuten~ und es besitze 

0) 2 

(D l 

eine positive zweite Ordinate. Wird nun a~ a]s unabhgngige Ver- 
i~nderliehe eingefiihr~, indem man 

J ~  g3 2793~ - ~ - - =  a - + 1  
setzt, so daft 

angenommen werden~ wobei 

7//~ q~ ~(~ , t ,  ~,~) - -  ( - 1 ) o + ~  - -  g, (~/X)~ �9 ~ , ( : ,~ ,~0  q~) (q = ~,,,~) 

isC*) Bei" dieser Wahl der ~t, ~, v wird die Hesse'sehe Determinante 
V eine homogene Function --  1~ tot Dimension yon tol~ eo.~, welche bei 
alien linearen ganzzahligen Transformationen der Determinante 1 un- 
geiindert bleibt. Da V fiir co == i cx~ verschwinde~, so folgr 

V ~ - c . A .  

In iihnlieher Weise ergiebt sieh 

C ~ c". & .  A2, 

K " c �9 g 3  " & a  

wo K wie bei Herrn K le in  die Functionaldeterminante yon l, V, C 
bedeutet and wo c, c', c" numerisehe Coefficienten bezeichnen. 

Es stellen nnn ferner, wie ich in der Abhandluztg: Ueber Rela- 
tionen zwischen Classenauzahlen bingrer quadra'~ischer l.~ormen yon 
negati~'er Determinante (diese Annalen Bd. XXV, pag. 183--185) gezeig{ 
habe, die Integrale 

don 

�9 ) K l e i n ,  ,,Ueber gewisse Theilwerthe der O-Fur4cCio~r Diese Annalen~ 
Bd. XVII, pag. 569, und ,,Znr Theorie der elliptischen Fuac~ionera ~ Stuf~", 
Berichte der KSnigl. 8gchs. Gesetlschai~ der Wissev~sohaften ~om 14. November 
1884, pag. 71. 

�9 *) Siehe meine Abhandlung fiber eliiptisehe Moduffunctionen, Bd. XV1H 
dieser hnnaten, pag. 555. 
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fiberall endliehe ht~egrale der Curve 

f ~  2~t~ -~ t t3u -4- ~ t  = 0  
vor~ uad es werden also die naeh J genommenen Ableitungen der- 
selben 

particul'iire I_tttegrale unserer Differen~ialgleichung (8). 
Die vott t terrn H a l p h . e n  aufgestellte Differentialgleichung hat 

dagegen die LSsungen 
1 1 ( -~z  �9 A ~ -~  eonst,. ZXz, ,  

we!ehe sieh von denen der Gleichung (8) dutch den Factor 
2 

un~erseheiden. 
M a n  gem also yon der Differentialgteichung (8) dutch die Sub- 

stitution 
2 

y = [ J ( J - -  1)]- T y, 

zu  .der Gleichung des Herrn  Halphen iiber~ wo y' die abh~ingige Variable 
der Hal~vhen'schen Gleichung bezeichnet. 

Es sei noeh bemerkt, dass Herr B r i o s c h i  (in den Annah di 
Matematiea, ser. II~ Bd. 12, pug. 65) auf rechnerisehem Wege diejenige 
Differentialgleichung aufgestell~-hat, welcher die GrSsse 

~'cg 

gentigt. Offenbar wird man yon unserer Gleichung aus durch die 
Substitution 

t 2 

Y ~-  g ~ g~ zc, 

zu der Gleichung des Hrn. Briosehi gelangen. 

~) F~s is~ bier die/~elafion 

d J  9 g~'~ g~ 

herangezogen, welehe ieh Bd. XVItI dieser Amaalen, pug. 560 abgeleitet habe. 
Man beacl~e nut, d~ss dort ah und eoz zu vertauschen ist, wenn man zu der hier 
gew~httea Bezeiehnung fibergehen will. 
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~ 

Es is~ soeben davon Gebraueh gemacl~, dass die Integrale 

J,, J .  
idenfisch sind mi~ den yon mir (diese Annalen Bd. XXV, pag. 183 if.) 
betrachteten Integralen erster Ga~tung 7 ter Stufe.*) An dieser S~elle 
babe ich auch gezeig~ dass sich die Integrale in Potenzreihen yon 
q ~---e ~ yon sehr einfachem Bildungsgesetz entwiekeln lassen. Zieht 
man diese En~wickhmgen heran~ so kann man,  da die Differen~ial- 

gleichung (8) die Integrale dJ'~ fiJ2 dJs besitz~, folgenden Satz dJ  ~ dJ  ' dJ 
aussprechen: 

,, Die homogene lineare Differentialgleichung vierter Ordnu~q 

j 2 ( j _  1)~. d,y -3-2r + (7 J - -  4) J ( J - -  l)  d3y dJ  3 

3 j ]  d J  2d~y + u  

j av +L (j-l) _ y_ 0 

liisst sich in folgender Weise integrire~: 
.Man setze 

  [rf(1 _ , 

so stel~t der Ausdruck 

y = e l J  , ~-c~J'~ ~- e4J 4 + e 
das altgemeine Integral der Differentia~,fleichung vor, wo 

2m 

*) Beil~ufig mSge bier das Resul~at einer naeh anderer Rich~ung gehenden 
Untersuchung Platz finden: Es lassen sich drei linear unabh~n~ge (Normal-)Int,c- 
gralc 7~* Stufe Ui, U,, Us herstellen, deren simultaae Periodensysteme $ich aus 
den folgenden zusammensetzen: 

U~: 1, O, O, ~, z - - 1 ,  --:I 1 - [ - i  ~/7 
U,: O, I~ O, ~ - -  1, - - v ,  ~ v ~  4 

1] Us: 0 , 0 ,  1. - - . ,  z ,  z 

Es ist hier~us ersiehflich, dass jedes dieser Integrale ein elliptisehes is~. Das 
CriCerium, welches Frau Kowalewsky ffir die Reduction eines Abet'schen In~e- 
grales yore Geuehlechte 3 auf ein etlip~i~ches gegeben hat (Acta ma~hema~ica, 
Bd. 4, pag. 406) iindet; bier im ttinbtick auf die yon Herrn Klein en~wicketCen 
EigensehaRen der Curve 

Z~ -k g,~ -k ~Z ~-~ 0 
sei~e Best~i~igung. 
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is~, die Summe ers~reckt iiber alle ~ositiven Zalden m, welche congruent 
a (rood. 7) sind. 2)abel bedeutet ~P(m) die Summe 

• 

genommen ~ e r  a~le L6sungen der Gleichung 
4m --~ r~ + 7s ~ 

in ~ositiven oder negativen ganzen Zahten r, s." 
Man hat hler also ein neues vollstindig durchgeftihrtes Beispiel 

fiir jene Integration der Differentialgleichungen durch eindeutige Func- 
tionen, auf wetche Herr P o i n e a r 6  in seinen Abhandlungen fiber 
Funetionen mit linearen Transformat~onen in sich verschiedentlich 
hingewiesen hat. 

4. 

Schliesslich mSchte ich noch einige Bemerkungen fiber die Ver- 
allgemeinerung der vorstehenden Entwieklungen auf einen beliebigen 
Transformationsgrad (beliebige ,S tufe")  hinzuffigen. 

Die Integrale erster Gattung n t~ Stale werden am zweekm~issigsten 
definirt als solche eindeutige tibemll endliche Funetionen _~.(eo) yon ca, 
welche die in der Gleichung 

F ( " ~  = / ; ( c o )  + const. Vco+~ 

ausgesproehene Eigenschaft besitzen. Hier bedeuten ~,/5, ~,, B ganze 
Zahlen, welche nur den Bedingungen 

ar~ - -  3 7  ~--  l ,  

" : f l : 7 : ~ - - - ~ 1 : 0 : 0 : 1  (rood. n) 

unbrworfen sin& Es er~ebt sich~ dass alle diese Functionen als 
lineare Combinationen yon to derselben darstellbar sind, wo p eine 
leicht ans n zu berechnende Zahl bedeatet. Denn jene Functionen sind 
offenbar niehts Anderes, als die AbePschen Integrale erster Gatttmg, 
welche zu der Galois'schen Resolvente der Modulargleichtmg des n t~ 
Transfbrmationsgrades gehSren. 

Wie im Fa l len  ~--7, welcher obeR ausfiihrlich behandelt wurde, 
so gilt auch im Allgemeinen der Satz, dass die naeh tier absoluten 
Invariante J genommenen Ableitungen der Integrale n t~ S~ufe die 
LSsungen einer homogenen linearen Differentialgleiehung 1Dt~, Ordnung 
mit J als unabh~ugiger VerEnderlichen und den singul~ren Punkten 
J ~ O, 1, oo sind. 

Diese Diffhrentiulgleichung gehSr~ selbstverst~ndlich in die vbn 
Herrn F u c h s  aufgestetlb Ctasse. Die Bildung der Gleiehung kann 
in den Fillen n ~-- 6 und n ~- 8 auf einem ihnlichen Wege ausgeffihrt 
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werden, wie er oben fiir n ~-~ 7 befolgt ist. Es ergiebt sieh fiir 
n ~---6 der Werth p ~ I und die zagehSrige DifferentSalgleichung 
lautet: 

d y 73" zv- 4 
J ( J - -  1) W2- + 6 �9 y ~ - 0 .  

Fiir n ~ 8 wird 1o ~ 3. Indem ich hier die in meiner Note: ,,Zur 
Theorie der Modutargleichungen ;' (Gfittinger Nachrichten, 21. November 
1883)*) aufgesteliten En~wieklungen tier Integrate 8 ~ Stufe heranziehe, 
erhalte ieh den Satz: 

Die Differ~tialgleichung : 

d3y J ~ ( J - -  1)2 dj,d'Y ~J- ( 7 J - - 4 )  J ( J - -  l) djs 

_~_ - ; - -  ( j 2  j )  _. ( J - -  1) + -~ d j  ~ 

[9 .5 . , 3  ( J - - i ) +  s 63 7 dy 
-1- L e~ 9 2 ~ j ~  ~ 0  

ka~n [blgendermassen integrir~ werden: 
Man setze 

1 - -  q2~J 

SO stellt der Ausdruc~ 

c, . i(q) -~ c~j(q) + c~[i(q 2) I j (q -~) ]  + c, 

das allgemeine Integral der Diff~rentialgleichung vo% wo 

~ ~(m) qu 
i(q), j (q) ~ ~ T -  

ist, die ~amme erstreckt i~ber alte ~ositiven Zahlen m, welche congruent 
l ,  beziiglich congruent 5 (rood. 8) sind. JOabei bedeutet Q(m) die 
Summe 

i ~ ( - i )  

genommen iiber alle Lgsungen der GIeichung 

m - ~  (+__ 2~) 2 + ~,~ 

in ganzen ~ieht negativen Zahlen F, v." 
Was endlieh den Fall einer hSheren Stufe n > 8 angeh% auf 

welchen ieh demniichsi zurfiekkommen mSchte, so sei hiex nut  bemerk~, 

*) Die Bezeichnung ist hier e~was modifi~irt. 
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dass die zugehSrige DifferenC, ialgleichung pt~ OMnung im Sinne des 
Herra F rob  e n i u s  ~) mehrfach reductibel wird. 

So gelingt es s n ~ 11 zum Beispiel die p ~ 26 linear unab~ 
h~ingigen IntegraIe so zu w~hlen und in drei Gruppen yon 11, 10, 5 
Integralen resp. zu zerlegen, dass die nach J genommenen Differential- 
quotienten der Integrale einer Gruppe LSsungen je einer homogenen 
linearen Differentialgleichung 11 te~, 10 te~, 5 ~r Ordnung resp. werden, 
wobei die Coefficienten dieser Gleichangen rationale Fune$ionen der 
unabhiingigen Variabeln J sind. 

Ein ~hnlicher Sa~z scheint fiir eine beliebige Stufe Geltung zu 
haben. 

K S n i g s b e r g  i. Pr.,  Januar 1885. 

*) Crelle's Journal, Bd. 76, pag. 236ff. 


