Ueber einige besondere homogene lineare Differentialgleichungen.
Von

Aporr Hurwrrz in Kénigsberg i Pr.

1.

Eine gelegentlich von Herrn Klein¥*) beriihrte Aufgabe, welche
die Herstellung einer gewissen mit der Transformation siebenter Ord-
nung der elliptischen Funectionen im Zusammenhang stehenden Dif-
ferentialgleichung verlangt, hat neuerdings in einer Note des Herrn
Halphen**) ihre Erledigung gefunden. Im Folgenden mbehte ich
eine zweite Losung desselben Problemes entwickeln, welche die ver-
langte Differentialgleichung in expliciter Form liefert und unmittelbar
die Verallgemeinerung aunf einen beliebigen Transformationsgrad ge-
stattet.

Unter Beibebhaltung der von Herrn Klein gebrauchten Bezeich--
nungen lisst sich die in Rede stehende Aufgabe — ganz abgesehen
von ihrem Zusammenhange mit dem Transformationsprobleme — foigen-
dermassen priicisiren,

Es seien

Aiprv
Verhiiltnissgrossen, zwischen denen die Gleichung
(1) F=2uy 4 pdv4+ 254 =0

besteht, Ferner werde
03
) J=— 1w

gesetzt, wo .
V=5ap"v? — (BBv 4 vdu | usd)
die (mit einem passenden Zahlenfactor versehene) Hesse'sche Deter-

minante von F,
C= At ptt 4ot ...

*) Ueber die Transformation siebenter ‘Ordoung der elliptischen Functionen,

Diese Annalen Bd. XIV, pag. 455.
*¥) Sur une équation différentielle du troisitme ordre. Diese Annalen

Bd. XXIV, pag. 461.
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v av

die mit den Differentialquotienten - 31" Ta

Determinante bedeutet.
Nur weiss man, dass die 168 Werthsysteme

%Z~ gerinderte Hesse'sche

Arprw,
welche vermodge der Gleichungen (1) und (2) zu einem gegebenen
Werthe von J gehoren, durch geeignete lineare Transformationen aus
einem dieser Werthsysteme hervorgehen®) Es muss folglich méglich
sein eine homogene lineare Differentialgleichung 3tr Ordnung mit J
als unabhingiger Veréinderlichen herzustellen, welche rationale Coefficien-
ten besitzt und von welcher drei passend gewihlte Particulariésungen
sich wie

Arpw
verhalten. Die Aufgabe ist, eine solche Differentialgleichung zu bilden.

Zu dem Ende betrachte ich drei linear-unabhiingige Integrale

erster Gattung der Curve

A b piy 4 130 =0,
Dieselben mogen mit

Jis Iy Iy
bezeichnet und so gewihlt werden, dass
3) ddy:ddy:ddy=24:p:v

ist. Durchliuft J in seiner Ebene irgend einen geschlossenen Weg,
so erfahren die Verhiiltnisse

Arp:w
und also aueh die Gréssen
dd, ad. ad,
© hW=g7 =375 B=—g3F

eine lineare Substitution. Da diese Grbssen iiberdies algebraische
Functionen von oJ sind, deren Verzweigungs- und Usnstetigkeitspunkte
bei J =00, J=10, J=1 liegen, so sind sie die Lisungen einer
Differentialgleichung von folgender Form*¥):

48l b By | @I YT+ dy & T T I4d”
® grt JT—1) dJl'}' JrJ 1) + JIT Ay y=0,

in welcher nunmehr dié Coefﬁcieﬂten a, b,... zu bestimmen sind.

#) Den Beweis der obigen Angaben sehe man bei Klein, L c.

*#) Fuchs, ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verinder-
lichen Coefficienten.® Crelle’s Journa.l Bd. 66, pag. 139148, oder anch Bd. 68,
pag. 3541

Man vergleiche auch die denselben Gegenstand betreffenden Abhandiungen
von Thomé, Crelle’s Journal Bd. 74, p. 200 und Frohenius, Crelle’s Joumal
Bd. 76, pag. 214.
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Aus der citirten Abhandlyng des Herrn Klein geht hervor, dass
die Riemann’sche Fliche, welche die Verzwelgung VO ¥y, ¥y, Yy i
Bezug auf J darstellt, bei

J=o0, J=0, J=1
80 verzwelgt ist, dass beziiglich
je 7, 33, je2

Bldtter im Cyklus zusammenhingen.
Die Anfangsexponenten in den Entwicklungen der Fundamental-
integrale der Gleichung (5), werdep daher die Werthe

41, 241, 241 fir J=o0,

_6:_~1 %1_1, %L-—l fir J =0,

b

¥ Ve 73 < —
._1_..... 7——2——1, ?s-—-l f’{]l‘ eI—,,

besitzen. Dabei sind die ganzen Zahlen

Oy Gy, O3y Bis By By P15 Va5 Vs
nothwendig positiv, weil fy dJ eine iberallendliche Function von J
vorstellt. Ferner kann offenbar
(6) >0 > a5 B> By Y>>
angenommen werden. Nun ist nach einem allgemeinen Satze¥) noth-
wendig:

o 0y -+ @ B+ 6+ B ntyetvs
1 72‘ R 32 R 22 — 6.

Es folgt hieraus, dass
sy=4, a,=2, ay=1; §;=3, f,=2, ﬁ2=1§ Y1=3, 1a=2, py3=1
ist, denn die letzte Gleichung hat keine andere mit den Bedingungen
(6) vertriigliche Aufldsung.

Die naeh Herrn Fuchs sogenannten determinirenden Fundamen-
talgleichungen, welche fiir die Gleichung (5) lauten:

r(r-+0)(r+2) —ar(r1)4-a'r —a” =0
fir J = oo,

r(r—1) (r—2)—br(r—1)Fcr—d’ =0
fir J =0,

F(r—1) (r—2) 4 (a-+-b)r (r—1) + (@b ¢ ) r 4 (&b -¢"+d") =0
fir J=1,

*) Fuchs, L ¢
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miissen also beztighich die Warzeln

1 9 8.
w7 T

1

2
0. —5 —35 3

5 0, —

1
2
besitzen. Daraus folgt:

a=1, a’=10+%; @ =2+ %+
M)  {b=—14, =241 & =0,
OV Fd=2 &+ +d =0.

Eine weitere Bestimmungsgleichung fiir die Coefficienten der Dif-
ferentialgleichung (5) ergiebt sich auf folgende Weise:

Bekanntlich konnen in den zu einem singuliren Punkte gehorigen
Fundamentalintegralen einer Differentialgleichung Logarithmen auf-
treten, wenn unfer den Wurzeln der zugehtrigen determinirenden
Fundamentalgleichung solche vorhanden sind, welehe sich um ganze
Zahlen unterscheiden. Bei der hier betrachteten Differentialgleichung
tritt nur flir J == 1 der genannte Fall ein, indem die Differenz der

beiden Wurzeln % und ——~—é— gleich 1 ist.

Die Bedingung dafiir, dass trofzdem kein Logarithmus auftritt,
driickt sich dahin aus, dass der Coefficient von J — 1 in der Ent-
wicklung von

rr—1)(r—2)4r(r—1) *0FE o LAY
& JIRY T T A7
+ -
nach steigenden Potenzen von J — 1, fiir r = — % verschwindet.*)

Es muss also

gV — V420 484 =0
sein. Die Gleichungen (7) in Verbindung mit der letzter Gleichung
reichen zur Bestimmung der Coefficienten «, b, . .. hin.

Die Ausrechnung ergiebt, dass unsere Differentialgleichung definitiv
folgendermassen lautet:

®) T T—17 T+ A I—T(T—1) Y [70=D=FU~v+1I] 35

72-11

+[ PRI Dk g4 g5 |y = 0.

*¥) Vgl. Fochs, Crelle's Journal, Bd. 68, pag. 374—378. Frobenius,
Crelle’s Journal, Bd. 76, pag. 224—226.
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2.

Der Zusammenhang der soecben entwickelten Differentialgleichung
mit der Gleichung des Herrn Halphen ergiebt sich aof folgende
Weise. .

Es mogen, wie iiblich, g,, g,, A die Invarianten des elliptischen
Integrals von den Perioden @, w, bedepten, und es besitze

. T

@4
eine positive zweite Ordinate. Wird nun p als unabhingige Ver-
inderliche eingefiihrt, indem man

J='9X2"= 27g3 _{_1

setzt, so darf
A=Az (0, 0,), p=~»02.2,{0,0,), v=~»0.2,(0,, n,)

angenommen werden, wobel

a?

4= q 7

faloy, @) = (=Nt PO st (w0, &) (g = 6)
1st. a‘) Bei dieser Wahl der 4 y i, v wird die Hesse’sche Determmante
V eine homogene Function — 12" Dimension von o,, @,, welche bei

allen linearen ganzzahligen Transformationen der Determinante 1 un-
geéindert bleibt. Da V fiir @ == 420 verschwindet, so folgt®*)

V=c.A.
In @hnlicher Weise ergiebt sich
C=<c.g,.4A%
K=2d".g,.43%

wo K wie bei Herrn Klein die Functionaldeterminante voun f, ¥, ¢
bedeutet und wo ¢, ¢, ¢° numerische Coefficienten bezeichnen.

Es stellen nun ferner, wie ich in der Abhandlung: Ueber Rela-
tionen zwischen Classenanzahlen bindrer quadratischer Formen von
negativer Determinante (diese Annalen Bd. XXV, pag. 183—185) gezeigt
habe, die Integrale

fA . 2 {0y, @) - %‘;—‘;

#) Klein, ,,Ueber gewisse Theilwerthe der O-Fuyctionf, Diese Annalen,
Bd. XVII, pag. 569, und ,Zur Theorie der elliptischen Funcionen nter Stofet,
Berichte der Konigl. Sichs. Gesellschaft der Wisseuschaften vom 14. November
1884, pag. 71.

#%) Siehe meine Abhandlung iiber elliptische Modulfunctionen, Bd. XVIII
dieser Ammalen, pag. 555.
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iiberall endliche Tutegrale der Curve
=B+ udr+251=0
vor, und es werden also die nach J genommenen Ableitungen der-

selben
1ode _ im A5,
of dd 9 92" 43

Az, (0, 0,) -

particuliire Integrale unserer Differentialgleichung (8).
Die von Herrn Halphen anfgestellte Differentialgleichung hat
dagegen die Losungen

1 b
%)3 - A 2, = const, (%)3 Az,

welche sich von denen der Gleichung (8) durch den Factor
2

1
A ANT -
const. A (E) ¥ — const, [J(J—~1)] °

unterscheiden.
Man geht also von der Differentialgleichung (8) dwrch die Sub-
stitution

[

y=0J-1] "y
2u der Gleichung des Herrn Halphen iiber, wo ' die abhingige Variable
der Halphew'schen Gleichung beseichner.
Es sei noch bemerkt, dass Herr Briosehi (in den Annali di
Matematica, ser. I, Bd. 12, pag. 65) auf rechnerischem Wege diejenige
Differentialgleichung aufgestellt-hat, welcher die Grisse

ZC{

Vs
geniigh, Offenbar wird man von unserer Gleichung aus durch die
Substitation

Az, Yas - L 2
e Y=UED I

zu der Gleichung des Hrn. Brioschi gelangen.

yz

<} Es ist hier die Relation
dl 9 ., 9%
A

To ~in
herangezogen, welche ich Bd. XVII dieser Annalen, pag. 560 abgeleitet habe.
Man beackte nur, dass dort o, und e, zu vertauschen ist, wenn man zn der hier

gewihnlten Bezeichnung dbergehen will.
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3.

Es ist soeben davon Gebrauch gemacht, dass die Integrale
gy, Iy I
identisch sind mit den von mir (diese Annalen Bd. XXV, pag. 183 ff.)
betrachteten Integralen erster Gattung Ttr Stufe.®) An dieser Stelle
habe ich auch gezeigt, dass sich die Integrale in Potenzreihen von
g = €72 von sehr einfachem Bildungsgesetz entwickeln lassen. Zieht
man diese Entwicklungen heran, so kann man, da die Differential-

%‘?I‘_, —‘%, fl‘;a besitzt, folgenden Satz

gleichung (8) die Integrale
aussprechen:
»» Die homogene lineare Diﬁermtialgleichung vierter Ordnung

JZ(J—'l)?' 4)‘](’]_ l) dJ3
+[ 7@~ )—-*«(J— D+ {7k
+H[ B T-D 5+ ar =0

ldsst sich in folgender Weise mtegmrm
Man setze

*l_ ~y . q21&>_ 3
e [12 420 2 " 1~—q2"]
A e[mia—g£MP ’
so stellt der Ausdruck
y=ecd+eady+od,+c
das allgemeine Integral der Differentialgleichung vor, wo

2m
_ Ppm) 7
Jo= D2

*) Beilsiufig moge hier das Resultat einer nach anderer Richtung gehenden
Untersuchung Platz finden: Bs lassen sich drei linear unabhingige (Normal-)Inte-
grale 7tr Stufe Uy, U,, U, herstellen, deren simultape Periodensysteme sich auns
den folgenden zusammensetzen:

Up:1,0,0, =, 7—1, —71 i
Up:6,1,0, v+ —1, —1, t}, t=}—"}—_£——’/i'

U;:0,0,1, —z, 17, z—1

Es ist hieraus ersichtlich, dass jedes dieser Integrale eip elliptisches ist. Das
Criterium, welches Fran Kowalewsky fiir die Reduction eines Abel'schen Inte-
grales vom Geschlechte 3 auf ein elliptisches gegeben hat (Acta mathematica,
Bd. 4, pag. 406) findet hier im Hinblick auf die von Herrn Klein entwickelten
Eigenschaften der Curve

seine Besi@tigung.

Bu+pry 222 =0
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st dic Summe erstreckt wber alle positiven Zahlen m, welche congruent
o {mod. 7) sind. Dabei bedeutet ¥{m) die Summe

72 ()

genommen iber alle Losungen der Gleichung
dm =t 782

in positiven oder negativen gansen Zahlen ¥, 8.5

Man hat hier also ein neues vollstindig durchgefiihrtes Beispiel
fir jene Integration der Differentialgleichungen durch eindeutige Func-
tionen, auf welche Herr Poincaré in seinen Abhandlungen iiber
Functionen mit linearen Transformationen in sich verschiedentlich
hingewiesen hat.

4.

Schliesslich mbchte ich noch einige Bemerkungen iiber die Ver-
allgemeinerung der vorstehenden Entwicklungen anf einen beliebigen
Transformationsgrad (beliebige ,,Stufe*) hinzufiigen.

Die Integrale erster Gattung nter Stufe werden am zweckmissigsten
definirt als solche eindentige iiberall endliche Functionen F(w) von e,
welche die in der Gleichung

F(2250) — F(a) + const.
ausgesprochene Eigenschaft besitzen. Hier bedeuten «, 8, p, 0 ganze
Zahlen, welche nur den Bedingungen

ad — fy =1,
€:B:p:8=1:0:0:1 (mod. n)

unterworfen sind. Es ergiebt sich, dass alle diese Functionen als
lineare Combinationen von p derselben darstellbar sind, wo p eine
leicht aus # zu berechnende Zahl bedeutet. Denn jene Functionen sind
offenbar nichts Anderes, als die Abel’schen Integrale erster Gattung,
welche zu der Galois’schen Resolvente der Modulargleichung des mte
Transformationsgrades gehren.

Wie im Falle % == 7, welcher oben ausfithrlich behandelt wurde,
so gilt auch im Allgemeinen der Satz, dass die nach der absoluten
Invariante J genommenen Ableitungen der Integrale nter Stufe die
Lésungen einer homogenen linearen Differentialgleichung p‘r Ordnung
mit J als unabhingiger Verinderlichen und den singuliren Punkten
J = 0,1, 00 sind.

Diese Differentialgleichung gehdrt selbstverstindlich in die vom
Herrn Fuchs aunfgestellfe Classe. Die Bildung der Gleichung kann
in den Fillen # = 6 und # = 8 auf einem Bhnlichen Wege aunsgefithrt
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werden, wie er oben fiir »n ==7 befolgt ist. Hs ergiebt sich fur
n=~6 der Werth p = 1 und die zugehdrige Differentialgleichung
lantet:

JI-1)% 4 —”—’ri-y:().
Fir n =8 wird p =3. Indem ich hier die in meiner Note: ,Zur
Theorie der Modulargleichungen  (Gottinger Nachrichten, 21. November
1883)*) aufgestellten Entwicklungen der Integrale 8% Stufe heranziebe,

erhalte ich den Satz:
Die Diﬁ'erentialgleickng:

JAT -1 LS (1T T(T—1) 5L

+[ =N =TI+ I

9.5.13
S

8 a
H[HET T =D+ | gh =0
kavn folgendermassen integrirt werdep:

Man setze :
J= [‘1’ +)OZ 19124“’”]

@[T (1 — =] 7

so stellt der Ausdruck
¢ - 3(q) + (9 + s [i(g®) — i@ + ¢
das allgemeine Integral der Diﬁ‘brentialgleichung vor, wo
Q(m)
i@, i@ — > =5

n

ist, die Summe erstreckt wher alle positiven Zahlen m, welche congruent
1, beziiglich congruewt b (wmod. 8) sind. Dabei bedeutet Q(m) die

Suseme
_2 (__ -

genommen siber alle Lisungen der Gleichung

m = (+ 2p)* + »*

m ganzen nichi negotiven Zahlen p, v.%

Was endlich den Fall einer hoheren Stufe # > 8 angeht, anf
welchen ich demnichst zoriickkommen mochte, so sei hier nur bemerks,

#) Die Bezeichnung ist hier etwas modificirt.
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dass die zugehorige Differentialgleichung pter Ordnung im Sinne des
Herrp Frobenins®*) mehrfach reductibel wird.

So gelingt es fiir # = 11 zum Beispiel die p = 26 linear unab-
hingigen Integrale so zu wihlen und in drei Gruppen von 11, 10, 5
Integralen resp. zu zerlegen, dass die nach J genommenen Differential-
guotienten der Integrale einer Gruppe Losungen je einer homogenen
linearen Differentialgleichung 11t%r, 10tr, Bl Qrdnung resp. werden,
wobei die Coefficienten dieser Gleichungen rationale Funclionen der
unabhingigen Variabeln J sind.

Ein ahnlicher Satz secheint fiir eine beliebige Stufe Geltung za
haben.

Kbonigsberg i. Pr., Januar 1885.

*) Crelle’s Journal, Bd. 76, pag. 236 ff,



