
Rationale Ausffihrung der Oper~ttionel~ in der Theorie der 
algebraischen Funct ionen.  

Von 

M. Nomu~sa in Erlangen. 

In der Theorie der algebraiseheu Functionen,  welche Herr Brill  
mid ich ill unserem - -  in der Folge mit B. N. zu ci~irenden - -Auf-  
satze ,,Ueber die algebraischen Functionen und Jhre hnwendung i~ 
der Geometrie", Math. Annalen Bd. VII, aufgestellt haben~ ist eine 
beliebige irreducible homogene Gleichung 

f(xl, x2, x:~) ~ 0 
eilmr ulgebraischen Curve als gegeben zu Grunde gelegt; mid bei der 
Ang~be der dort auftretenden Operationen is~ welter angenommen~ 
(lass die vielfaehen, auch singul~ren~ Punkte der Curve cinzcln mit- 
gegeben seien. Die letztere Annahme war auch dort erlaubt; einmul, 
well diese Punkte durch bekannte, aber irra~ionale, Processe, bei 
Singulariti~t mittels eindeutiger Transformationen nach B. N. w 5, aus 
der Glelchung f ( x ) ~ - 0  einzeln auffindb~r sind; sodann, weil es sich 
dort wesenflich um die Aufstellung yon unbeschr~nkt g[i]tigen Siitzen 
handelt. 

Wenn man aber zur wirklichen Ausfiihrung der dortigen Opera- 
tionen, der Darstcllung der zu f(x) ~- 0 gehSrigen algebraisehen Func- 
tionen und Zahlen aus dieser Gleichung allein~ schreitet, ~ritt der 
Gesiehtspunkt hervor: keine fit'r diesen Zweck vermeidliche Irrationalitgt 
einzufiihren. Ich werde nun~ indem ich in dem vorliegenden Aufsatze 
diese Darstellungen gebe, zeigen, dass sie tiberhaupt in durchaus 
rationaZer Weise, ohue AuflSsung yon irgend hSheren, als linearen 
GIeichungen~ nur aus der gegebenen~ beliebig singuliiren Gleiehung 

f(x) = 0 
alIein abzuleiten sind. 

Der. hierbei leitende Gedanke ist einfach der~ dass bei der Her- 
stellung des Verhaltens der sog. ,,zu f adjungir ten"  Curven (IV.), auf 
welche uusere Theorie sich allein stiitzt, in den vielfaehen PunktelL 
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yon f ( x ) ~  O, set es direct, set es dureh eine Reihenfolge eindeutiger 
Transformatiouen~ immer nur bekannte Gmtpl~en dieser Punkte zu be- 
trachten sin& Dasselbe tritt bet der ration,~len Zerfs der Re- 
sultante aus f ( x ) ~  0 und f c ( x ) ~  O, we f~(x) eine beliebige erste 
Polare yon f(x), -- analog der K r o n e c k e r ' s e h e n  Zerf~liuug der 

~ f ~ 0  - -  in Discriminanie*), der Resultante in z aus /(1, z, s) ~--- 0, ~s  

zwei Factoren, den ,,Doppelfactor" und den ,,Verzweigungsfactor" ein, 
der eine den Sehnittpunkten yon f(x) mit ether beliebigen zu [ adjungirten 
Curve, der andere den fibrigen, die Polare vor ether solchen Curve 
auszeichnenden, Schni~punkten entsprechend. 

Als Hiilfsmittel f[ir diese Entwieklungen werden aussehliesslich 
einige einfache Siitze aus der Theorie der Elimination aus zwei homo- 
genen Gleiehungen mit 3 Variablen benutzt. Dass diese S'~tze hler 
in II. eine eiugehende Ab]eitung gefunden haben, bedarf einer Er- 
kliirung. In dem eitirten Aufsatze, B. N., (1873) sind dieselben eben- 
falls zu Grunde geleg~, aber (mit Ausnahme yon B. N., w als 
bekannt angenommen. :Nun enth'~lt aber keines der vorh~ndenen 
Lehrbtieher yon diesen Siitzen einen strengen, in allen F~lle;~ giiltig 
bleibenden Beweis; nut yon den F, ingst bekannten S~.~zen sind in ver- 
sehiedenen Vorlesungen, besonders fiber Geometrie, gelegentlich solche 
Beweise gegeben worden. Da zudem der w 7, B.N., sehr knapp ge- 
halten ist, so mSehte sich aus Beidem erkl~iren, dass jener Aufsatz, 
naeh dem Yerhalten yon analogen sp;iteren Arbeiten zu schliessen, 
nieht immer riehtig beurtheilt worden zu sein seheint, vor Allem in 
Bezug auf die rein algebmisehe Grundlage; in der That wird aber dabei 
yon geometrischer Ansehauung keinerlei Gebraueh gemaeht und es 
werden, wie es aueh hier geschehen sell, nut" einige wenige geometrische 
Beneunungen ffir best, immte algebraisehe Processe eingefiihrt. Von 
Beweisen~ wie sic in neuerer Zeit yon St. S m i t h  (London~ Math. 
See. 1876) und S to l z  (Math. Ann. XV, 1879) verSffentlicht worden 
sind, sehe ich hier ab, well dieselben yon den Wurze]differenzen und 
Reihenentwieklungen Gebrauch machen. Die jetzigen Begriffe der 
El[minationstheorie erlauben abet, alle Beweise und Resultantendar- 
stellungen aussehliesslich auf den Process des Bestimmens des grSssten 
gemeinsamen Divisors zweier algebraischer Formen zurfiekzuffihren. 

Um diesem Standpunkt, der dem Zweck der vorliegenden Arbeit 
allein entsprieht, gerecht zu werden nnd um diesen Aufsatz (wie den 
]3. N.) ulgebraisch unabhiingig zu stellen~ mussten die Eliminations- 
siitze bier behandelt werden. Dieses, und die damns unmittelbar zu 
ziehenden Sehltisse auf die Definition der ,mehrelementigen" Punk~e 

*) Journal f. r. u. a. Math.~ Bd. 91, pag. 301. 
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ether Carve und der ,,Multiplicit~t" des Schnittpunkts zweier CurveJ~, 
vermSge der ,allgemeinen" und der ,,speeielleu" Resultante, sowie das 
Verhalten bei eindeutiger Transformation der Curven, bilden die Ab- 
schnitte I., lI. dieser Arbeit. 

Abschnitt III. beschSftigt sich mit der Anwendung yon lI. auf den 
Schnitt ether Curve mit ihren Polaren, wobei die Nr. 18, die Speciali- 
strung in die Discriminante, nur zum Vergleich mlt anderen Arbeiten 
hinzugeffigt wurde. Naehdem dana in IV. die , ad jung ir ten"  Curven 
definirt sind, 15st V. die in diesem Aufsatz gestellte Aufgabe: die 
rationale ZerfSllung der Resultaute yon lII. in die beiden F~ctoreu, 
die rationale Aufstelhmg der (]eschlechtszahl and der adjungirten 
Curven. 

VI. endlich giebt solehe Entwicklungen, welehe die Stelhmg 
dieser Betrachtungen in dem System der Theorie der algebraischen 
Functionen, wie sie durch den Aufsatz B. N. und durch meinen Auf- 
satz ,,Ueber die invariante Darstellung algebraischer Functionen", 
Math. Ann. Bd. XVIi, geschaffen ist, betreffcn. Aus den Eliminations- 
betrachtungen folgen niimlich einerseits die S:,itze yon B.N., andrer- 
seits der vorliegende Abschnitt V.; dabei kann die vorliegende Nr. 28, V l., 
durch ausftihrlichere Behandlung den w 7~ B.N. ersetzen. Die S~tze 
yon B.N. ]iefern dann noch fiir die r~tioualen Darstellangen yon V. 
wiehtige Modifieationen (Nr. 30, 31, Vl.), wenlgstens fiir die Aufstellung 
der zur Carve m t~' 0rdnung, ['(x)-~-O, adjungirtez~ Curvea (m--3)  '~ 
Ordnung, q~(x) -~- 0 i Darstelluugen~ die iibrigens vermSge der Nr. 31 
aueh'ohne die S~itze yon B.N. bewiesen sind. Die Aufstellung dieser 
Funetionen ~(x) genilgt aber naeh meinem oben eitirten Aufsatze~ 
Math. And. Bd. XVII, ffir die Darstellung aller zu f gehSriger Func- 
tionen und Zahlen: es sind die Ziihler der zu f gehSrigen Differentiale 
erster Gattung (Nr. 32). 

~~ 

Elimination aus zwoi bin~ron Formon. 

I. 

Wir benutzen aus der Eliminationstheorie fiir zwei bin~re Formen 
folgende Sfitze, die als bekannt angenommen werden kSnnen: 

a) Als Resultante der beiden Formen 

(1) t ~ ' =  a~ a l t ' - l ( - ~  a2t~'-~t'~-~ " " " -~- a'("~'  
bot ~ ~- b~t.-~ t' -~ b~t~-~ t'2 -~ - " -~ b~t "~ 

wird der Ausdruck 
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(2)  1) ~ -  

~ 0  ~gl ~t 2 �9 �9 . a m  

6t 0 a I . . . .  

b o b, b 2 . . . .  

bo bl . . . .  

b~ 
b~ 

bestehcnd aus n l~eihen der a und m }~eihen der b,  bezeichnet. 
b) Die Restlltante / )  ist eine rationale ganze homogene Function 

der a vom Grade n,  ebenso der b yore Grade m, und yore Gesammt- 
gewicht m n;  d. h.,  wenn 

Qa o a I . . a , , ,  . bl �9 n 

irgend ein Glied yon D ist, wo 0 ein Zahlenfaetor, so wird 

{ % + ~l + "" " + '~ . ,  = " ,  

(4) 1 .  a ,  --[- 2 . % q -  . . . --~ m a , , - - ] -  l . fll - ~  2 . fl.~ -[- . . . -.~ nt6,, 

= m .  % + ( m -  1 ) .  ~,  + �9 �9 �9 + 1 �9 < . _ ,  + ~ .  & + (n  - U t~, 

- [ - . . . - J r -  1 �9 fl~_~ --~-~ ran.  

c) Das Yerschwinden der Resultante D ist die nothwendige und 
hinreicilende Bedingang, dass die beiden Formen f und cp einen in 
den homogenen Variablen t~ t" wenigstens lineareu Factor gcmeil> 
sam haben. 

d) Der fClr D ~ 0 auftretende yon den t~ t' abh~ngige grSssge ge- 
meinsame Factor yon f u n d  cp ergiebt sich als ganze rationale Function 
der Coefficienten a und b. 

e) Hat man an Stelle der beiden homogenen Formen (1) 

f ( t ,  t ' ) ,  ~p (t, t') 

die nicht homogenen Formen m r %  bez. n Lr Ordnung in 

( r )  f(~,1) . ~ t ~) -t(e,  O; 
gegeben, so bildet Dirnmer  noch die I-?,esultante yon (1') und kS gelten 
die Sgtze b), c), d); nur is{ hinzuzuffigen dass, wenn das Yersehwin- 
den der Resultante D-----0 dureh 

a 0 = 0 ,  b 0 = 0  

hervorgebracht is~, in den grSssten gemeinsamen Factor,  welcher dann 
in d) einen Factor t "~ (x > 0) enth'alt, jetzt an S~elle dessen kein 
endlicher gemeinsamer Factor yon f(v, 1). q~(v, 1) tritt, sondern nur 
eine gemeinsame x-fache Wurzel ~: ~ 0r yon 

f ( v ,  1 ) = 0 ,  9~(v, 1) ~--0. 
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f) Seien 

[ ' ~  ai t . . . .  i _~_ ai+, t ,~-~- , t ,  _~. . . . § a,,,t,,,-~, 

-~- b~.t ~-~ --[- b~+1 t . . . .  i t '  § �9 �9 . § a , t  ' ' - ~ ,  

f '  ~ -  ao't"' -~- a~' t"- ' t"  § �9 �9 �9 -t- a; , t '% 

q~' - -  b o' t ~ § b~' t ~-'  t" + �9 �9 �9 -+- b,~ t'~; 

sei feraer / )  die Resultante yon f and (p, also yore Grade n --  :r in 
den a, m - - " /  in den b, und D,  die Resultante yon 

t'~/'-[- ~/", t'* ~ + ~', 
also yore Grade n in den GrSssen a, a', vom Grade m in den Gr'6ssen 
b, b'; und sei g ~ i. Dann zeigt die Detcrminantentbrm (2) fiir D, ,  
dass man bis au fGl i edc r  yon hShcrcr ats i TM Dimension in e erh~lt: 

D. ~ -  #(ao 'b i  - bo'aOiai ~-i . D ,  

wo bi---- 0 ffir ~ ~ i. Ebenso trit t ,  wenn auf irgend andere Weise 
zwei Formen rtW" und n t~'~" Ordnung, F u n d  q), vermSge e ~ 0 in f 
und (p fibergehen, immer D als Factor des in ~ niedrigsten Gliedes 
der Resultante yon F u n d  ~P auf; so wird die Resultante /)~" yon 

t'i f § ~il", t '~ q~ -+- ~cp'  

bis auf Glieder yon hSherer als (in) ~r Dimension in e ztt 

II. 

Elimination aus zwei terngren Formen. 

2. 

D ie  a l ] g e m e i n ~  t~esu l~an te .  

Wi r  betrachten zuerst zwei Formen 

(1) ~ f-~-- f ( x ,  x2, x3) ~ x j" f~  § . . . . . .  1r ..[_ . . . .  - 2 r  

(~ ~ ( x ~ ,  x2, x3) ~ x3"~o ~ x3 ~-lq~, ~ x,~ "-~ ~2 § § ~0~, 
wo ]~ und ~i homogene ganze Functionen /tcr Ordnung der Yariablen 
x~, x 2 bedeuten. Von den Formen f u n d  q~ se~zen wit dabei voraus: 

a) dass dieselben keinen variablen Factor gemeinsam haben; 
b) dass die Constanten f o u n d  r nicht zugleich verschwinden. 
D i e  beiden ~Formen f u n d  ~p haben dann  bei E l i m i n a t i o n  yon x~ 

eine nicht ident isch versehwindende Resul tante  D ,  welche in  ]3e~ug a u f  
x i ,  x~ g a n z ,  homogen u n d  vorn Grade  m .  n ist. 

Denn wenn die nach Nr. 1 existirende Resultante / )  in x l : x  ~ 
identisch verschw~nde, wtirden nach Voraussetzung b) und nach Nr. 1, 
d) and e) die beiden Formen f u n d  ~p als _Functionen yon x~ einen ge- 
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meinsaulen Factor ill X:~ besi~zen, der eine gauze Function yon x:~ und 
auch eine gauze Function yon xl, x 2 w~ire. Sei /) diescr Factor, 
so w:,~re 

f_= t ' .  Q, 
wo (2 eine gauze Function yon x3, eine rationale Function yon x~, x., 
wiirde; der Nenner yon (2, eine gauze homogene Function yon xj, x2, 
miisste dann in 2 theilbar sein, und der Quotient wiire eine in 
x:r xt, x2 gatlze Function~ die in f mid 9 theilbar w~re ~ gegen die 
Voraussetzung a). 

Der Grad m. n yon D in x,, x 2 ergiebt sich aus Glcichung (4) Nr. 1. 

3. 

Aus Nr. 2 geht hervor, dass die Gleichungen f =  0, 9~ = 0 nut" 
durch eine endliche Zahl yon durch/)  = 0 gegebenen Werthsystemen 

x--c* und dutch eine endliche Zahl zuge, hSriger Werthe yon x ,  erf'(illt 
X I Xl 
werden. Ma~ kann daher durch eine vorgiingige lineare Traasibrma- 
tion der Variablen immer erreichen, dass irgend 2 endlich verschiedenen 
gemeinsamen Werthsystemen, welche f =  0, qo---~ 0 erfiillen, auch 2 

endlich versehiedene Werthe yon x2 , d. h. zwei verschiedene Fac~oren 
Xt 

yon ]9, entsprechen, und dass zugleich die Voraussetztmgen a) and b) 
yon Nr. 2 bestehen bleiben. Zu diesen kSnnen wir also die fblgende 
fflgen: 

c) dass nicht zwei endlich verschiedene gemeiHsame Werthsysteme 

vou [ '~ -0 ,  ~p -~-0 auf das~elbe x~ ftihren. 
:el 

4. 

Mul t i p l i c i t ,L t  der  S c h n i t t p u n k t e  zwe ie r  Curven .  

Wenn unter den Voraussetzungen a), b), c) der Nr. 2 and Nr. 3 
die Resultaute D einen Factor 

(a, x, + 
besitzt, wiihrend kein weiterer Factor yon D mit a t x  I + a2x 2 zusam- 
menfiillt, so wird dem entspreehenden Werthsystem x t : x  2 :x.~, das 
f =  0, 9o----0 befriedigt -- oder, wie wir sagen wollen, dem ent- 
sprechenden Schnit tpunkt  der beiden Curven f ,end ~ - -  die Multiplicit~it 
a beigelegt. Man hat dann unter Beriicksiehtigung dieser so bestimm- 
ten Multiplicitiit und nach Nr. 2 zu sagen: 

dass dic beiden C'urvcn f and  ~ m �9 n Schnittl~unkte besitzen. 

5. 

Die nach Nr. 4 bestimmte Multiplicitiit eines f ~  0 und 9 - ~ - 0  
gemeinsamen Werthsystemes xj :x2 : x 3 ist unabhiingig yon dem zu  
Grunde gelegten Coordinalensystem. 
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Dem~ tl~nsformilt man die Formen (l) ,  Nr. 2 durch eine nicht 
specielle ]ineare Substitution zwischen dell Variablen xl, x~, x.~ und 
neuen  Variablen x( ,  x2', x3' , so bleiben fiir die trans'formirten Formen 

f '  (x(, x2' , x3'), el' (x(, x2', x3') 

die Ord lmngen  m, n m~d die Voraussetzungen a), b), c) bestehen. Die 
E l imina t ion  yon x:( aus f '  und cp' ergiebt also eine nicbt ide~tisch 
verschwindende [~esultante /D' vom Grade m .  n in x.', x=,', welche 
e i n e n ,  dem Factor (alx~ .-~ a~x.ff' entsprechenden Factor 

(a/ x,' + 
besi tzen r~Sge. Da nun die Resultante, als ~ationale ganze Fuuction 
der Coefficienten, eine stetige Function der oben eingeffihrten Substi- 
tutionscoefficienten, a" aber eine ganze Zahl ist, so mu~s, so welt 
specielle Werthe der Substitutionseoefficienten vermieden werden~ a' 
unabhi~ngig yon diesen Coefficienten werden, also m i t a  iiberein- 
s t immen.  

D u r c h  specietlere Werthe der SubstitutioascoeKicienten --  immer 
bei n i c h t  verschwindender Substitutionsdeterminante -- kann der Fall 
e i n t r e t e n ,  dass entweder zwei im Allgemeinen verschiedene Factoren 
yon D' ,  von den Exponenten a und ~, sich zu einem Factor mit dem 
Exponen ten  a-{-/~ vereinigen, oder auch, (lass die Resultante Men- 
tisch verschwb~det; je nachdem Voraussetzung c) oder b) nicht mehr 
erfiillt ist. 

6. 
B e s t i m m u n g  der  S c h n i t t p u n k t e .  

U m  die Coordinaten irgend cines Theils der gemeinsamen Werth- 
sgsteme yon [ ' ~  O, ~p ~ 0 zu erhaiten, fiihren wir wieder zaerst all- 
geme ine  lineare Funetionen xl', x2" , x j  yon x,, x.z, x:~ ein und bilden 
nach Nr .  5 die t~esultante aus [ " ~  O, r  0, x : ' - -  Z x ( ~  0: 

D'(Z). 

An Ste l le  yon D'().) setzen wit den Ausdruck A'(X)~ welcher uus D'(X) 
dadu rch  hervorgeht, dass jeder ia D'@) in irgend eiaer Potenz ein- 
g e h e n d e  Factor nur in erster Potenz genommen wird; dass also, wenn 

/ ) '@)  = j911/)22 3933 . . .  

wo nicht~ zwei ]ineare Fac~oren eines D~, oder zweier verscbiedener 
DI,, D1; einander gleich sind, 

A' (~)  = Dt D 2  D ~ . . .  

wird. A ' ( )  0 wird aus D'(~) dadurch gebildet, dass man D' dutch 
diD" 

den grSssten gemeinsamen Divisor yon D' und--d- Y- t h e i l t . -  Aus 

A'(~.) sei  welter ein beliebiger Factor w)m Grade 0, 
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A ' ( Z ) ,  
herausgenommen. 

Um mit a) , .b) ,  c), Nr. 2 , 3 ,  vertr:dgiiche Specialit~ten zu ver-  
meiden, setzen wit ferner: 

ajxz + c%x 2 -~_ ~ ,  

x3 + 7t xl + y~_ x2 ~ ~:~, 

wo weder ~1 noch ~2 flit ein zu A " ( , t ) ~  0 gehSriges gemeinsames 
Werthsystem yon f =  0, q~ ---~ 0 ve r schwinden  sol]en. Man kann d a n n  
die Coefficienten der Sabstitution der x" in die x so sl)ecialisiren , da.ss 
aus A"(Z)-~_ 0 eine nicht identisch verschwindende Gleichung 0 t~" 

Grades in x - -  

At(x)  ~ O, 

entsteht; ferner so, (lass eine solche G l e i c h u n g  @t~, Grades in y ~ - G - '  

A2(y) ---~ O, 

and endlich, dass eine solche Gle ichung  0 ~ Grades in z = --y ~--- ~_s 

~a(z)  = o ,  

entsteht. Die Wurzeln seien beziiglich 

a t ~  a : ,  . . . ,  a o ;  b t ,  b 2 ,  . . . ~  be; c l ~  c.2, . . . ,  c ( , ;  

nach den Annahmen a), b), e) siud die  Wurzehl  al, yon elnander ver-  
sehieden und es gehSrt zu jeder W u r z e l  al, nur je eine Wurzel bz, u n d  

hi, 
eine Wurzel c~, ~--- �9 und diese W u r z e l n  sind nicht c~, da hierf i i r  

a h 

~1 und ~2 nieht ~ 0 sein sollen. G i e b t  man  ferner in der Gleichung 

(Y) ~ 0 der GrSsse x einen f e s t e n  Wer th  ah aus den Wurze ln  

yon A , ( x ) - ~ - 0 ,  so hat dieselbe, als  Gle ichung in y anfgefasst, d ie  
Wurzeln 

bt bh-t bh+l be 
az, . . . .  . .  a ~ , ~  bz,~ a/~ - -  . . . , a ~ - - - ;  

a t * "~ ah_ 1 ~ a h +  1 ~ a q  

and keine dieser GrSssen, ausser bt,, w i r d  rail irgend einer der Grilssen 
bl~ b ~ . . . ~  b e iibereinstimmen~ wenn m a n  nur specielle Werthe d e r  
willkiirliehen Constanten a ,  f l ,  7 ausschl iess t .  Unter der Bed ingung  
A~(x)---~0 haben also die beiden G l e i c h u n g e n  in y: 

0 

i m m e r  e inen und n u r  einen in y l i n e a r e n  I~a tor gemein 

Pv+ Q, 
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wo ]~ and Q rationale ganze 1 unchonen yon x werden und wo P 
aueh fiir die Wurze]n al, yon Al(x ) ~ 0  nicht verschwinde~. Verm6ge 

Q 
Y = ---2) 

hat ~nan al.~o [iir alle zu A l ( x ) ~ O  geh6rigen ffemeinsamen Werthsysteme 

yon f ~ - O ,  ~p-~-O, y ~- - als rationale T'unction yon x ~ - ~ - ,  

damit aueh xs  als rationale .Function yon _x~. (bez., fiir x~ ~ 0: x_~ 

a]s solche yon x~-)' untcr der Bedingung 

- ,',,' ( x , - ) - -  o 

and unter den Vorausset~ungen a), b), e) Nr. 2, 3. 
Wendet~ m~n dasselbe Verfahren auf f '  ~ O, cp' ~--- 0 an, so ergeben 

sich ,~llgemciner fiir alle jene Werthsysteme x / : x ~ ' : x : ( ,  also auch 
x~ : x.: : x 3, als rationale Functionen des ])arameters ~, fiir A"(Z) ~- O, 
wo nnr noch die u a) Nr. 2 fiir f u n d  cp zu erfiillen ist. 

, 

Die  s p e c i e l l e  I ~ e s u l t a n t e .  

Analog der in Nr. 2 - -6  an den Formen (1), 1Nr. 2 gefiihrten Un- 
tersuchung betruchten wir jetzt die bei Elimination yon x.~' entstehende 
specieIle I~esultante 

D' (~(, x2") 
zweier Formen 

f '  =__ x ; " - '  t7 + "~ ' ~ ' - ~ - '  ~: ~3 I,+I Jr- " ' "  q- f~, 
(2) 

v X vT~--gre'~P t ~  t 

in we}chen f~, q~ homogene ganze Functionen h re' Dimension yon 
x( ,  x.,' bedeuten, and welehe aus /~ cp dutch lineare Coordinatentrans- 
formation der x~, x2~ x~ in x 1, x ~  z~' entstanden sind. Es ist also 
nut angenommen,  dass yon f u n d  ~ alle ( i ~  1) t~~ bez. ulle (~ - -1 )  t~" 
Differentialquotienten, dagegen nieht~ a]le it~n, bez. alle ~t~. fiir 
(x(  ~ x 2' ---~ 0) verschwinden; geometrisch gesprochen : dic C~rve f-~-O, 
bez. ~p ~ O, soll im t'unT~t ( x / - - - - - x~ '~  O) einen i-, bez. ~-, elementigen 
I)unkt ,  mit iibrigens beliebigen Singularit~iten, besitzen. 

Es soll die specielle Resultante D'  mit der allgemeinen Kesultante 
I )  aus Nr. 2 vergliehen werden. 

Wie in Nr. 2 folgt~ ~uch bier 
s  dass D' nicht identiseh fiir alle x~ : x~ verschwindet; 
b') dass der Grad d~r in xl" , x2' homogenen ganzen l~'unetion 

. D ' ~ - - m n  ~ i:~ wird; denn aus (3) und (4), I. hat man, wenn 

�9 _ f l x + l  ~, 
f : ,  r " ,+ '  f:'~ . cp:" ~v ~+, . .  ~ .  

i { +  t �9 . . 
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ein Glied yon 19' ist, hier 

al + ~i+1 + �9 �9 �9 + ~,~ = n - -  ~ ,  

~ .  + ~ + ~ +  . . .  + t3, = m - i ,  

1 �9 ~ + ~  + 2 �9 ~ + ~  + �9 �9 �9 + ( m - i ) c ~ , , ,  + 1 �9 t3,.+i + 2 �9 + �9 �9 �9 

also 
i ~, + ( i + 1 )  , ,+1  + �9 . -  + m .  ~., + ~ .  ~3. + ( , ~ +  l )  �9 ~,.+, + . . .  

+ n . ~ - - - m n ~ i x .  

c') dagegen kSnnen bier, abwelchend yon Nr. 3, zwei endlieh 
verschiedene gemeinsame Werthsysteme yon f ~--- 0, 9) ---- 0 auf dieselbe 

X 8" .T'~' 
Wurzel x,' yon 1 9 ' ~ 0  ffihren; aber dann auf verschiedene xi '  bez. - - -  �9 

8. 

Die gemeinsamen Werfihsysteme x a : x 2 : x  a yon f =  0, r ~ 0 
und die x, '  : x2': x s' yon f '  ~ 0, r ~ 0 in 7. entsprechen sich gegen- 
seifig eindentig. Man kann nun wieder, analog Nr. 4, die Multizvli- 
cit~it eines der le~zteren Werthsysteme durch die Potenz des ent> 
sprechenden Factors in 19' definiren. Unter Berficksichtigung dieser 
Definitio~ hat man dann den Inhalt  yon Nr. 7 so auszusprechen: 

19ie beiden Curven f '  = O, cp' ~ 0 haben ausserhalb des Punktes 
(x~" ~ x f  -~- O) m n  - -  i x  Sehnittpunkte gemein. .Dies gilt ,  wie singuliir 
der i-, be~. x-elementige iPunl~t yon f '  ~ O, bez. r ~ O, aueh set; n u t  
class bet soleher Singularitiit ein Theil der m n -  i x  Schnittpunlde als 
in die 2Viihc des Punlcles (xl '~---x. , ' := O) [hllend aufz~t['assen wiire. 

Die Uebereinstimmung dieser Definition mit derjenigen yon Nr. 4 
and die bestimmte Fassung des S,~tzes sollen in Nr. 9 u. l0 behande]t 
werden. 

9. 

An Stelle der beiden Formen f ' ,  cp' yon Nr. 7 betraehie man zwei 
Formen 

/ " + ~ f " ,  ~ ' + ~ " ,  (3)  

wo 
f " =  x;~fo" + x.#n-,f," + . . .  + f,:, 
(p" = x3'-930" + x3'~-icp," - I - . . .  + r 

! 
und die /~,", ~1," ganze homogelm Functionen h ten Grades yon x , ,  x~" 
mit willkiirlichen Coefficienten sind. Die durch Elitaination yon x.( 
aus (3)entstehende Resultante 19', wird nach Nr. 1, f) his auf Glieder 
yon hSherer als (ig)ter Dimension zu 

(4) 19~ = ~ ( f o " ~ ;  , + . . .  + ( - -  1),~ ~ o " W  ~) . 19', 
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insbesondere fiir ~ ~ i zu 

(4") ~'~(f0"~[ - -  ~ o " f ) ' "  D'. 

Die Coordinatentransformation in ~Nr. 7, welche f', (p' in f, q~ 
ilberfiihrt, l~sst die Formen (3) dieser ~ummer  in zwei Formen 

(5) f + ~ f<,~, (p + ~ r 
tibergehen. Die durch Elimination yon x a aus (5) entstehende Re- 
sultante/),  geht ffir ~ = 0 in D, Nr. 2, tiber ; jedem Factor (a I x 1 -[- a 2 x:) ~ 
in / )  entsprechend~ existiren somit in } ) ~ -  das eine ganze rationale, 
also stetige Function yon ~ i s t - - g e n a u  a in x , , x .  2 lineare Factoren~ 
welche sich ftir gentigend kleine s beliebig wenig yon aix  I ~ a~x. 2 
unterscheiden. 

Nach Nr. 5 hat daher auch ~)'~, wenn dieser Factor (a Ix 2-~-a 2x2)" 
von D zu einem yon ( x , ' =  x ~ ' ~  0) endlich verschiedenen Werth- 

systeme yon f =  0, ~ = 0 geh5rt, wobei also x; nicht unbestimmt x-7 
werden kann, a entsprechende, mit geniigend kleinem E beliebig wenig 
yon einander abweiehende in x,', x~" lineare Factoren. Demselben 
Werthsystem entsprechend, habe man in I)' einen d-fachen Factor 
(a, 'x , ' - -~ a:'x2')~" (a" > 1), wo al'x," 3 r a.~'x 2' yon jenen a Factoren 
ebenfalls beliebig wenig abweicht. 

Diese a Factoren treten auch auf der rechten Seite der Gleichung 
(4) auf. Wenn nun zun~ichst/~' and r ~einen Factor gemein haben, 
so kSnnen die a Factoren in dem vor D' stehenden~ mit den willkfir- 
lichen GrSssea fo", ~Po" sich endlich ~indernden Factor dieser rechten 
Seite nicht enthal.~en sein, tre~en also ~lle in D' ei'n; und jeder Factor 
yon D' ist auch in D. enthalten. Fiir das yon ( x ( ~  x2"~--0) endtich 
verschiedene Werthsystem ist also a ' ~  a. Zugleich wird dann flit 

]r D ' ~ 0  geniigenden Werth x; die gemeinsame Wurzel ~ bez. 

x~ zu oo; d. h. die m n -  i~ nach Nr. 8 folgenden Punkte liegen 
3~ 2 

nile endlich getrennt yon ( x , ' =  x . / =  0). Der Factor (iu)t~, Grades 
vor D' in (4) liefert nut x 1' ~ x~ ~ ~--- 0 und keine zugehSrige gemein- 
same Wurzel xa' yon i f = O ,  r wohl abet ein (iu)-faches 
Werthsystem yon f ' =  0, 9~ ~ 0. Man hat  also: 

Haben f~' und ~p~" in (2), 2Vr. 7 keine~ ~actor gemein, so /'allen 
in (x, '  ~--- x:' ~ O) 9enau iu Schnitt~vunkte yon f ~ O, q~ ~ O, wiihrend 
die iibrigen Schnitt~unkte alle yon (x," ~ x~" ~ O) endlich getrennt liegen 
und sic], aus 1 ) ' ~  0 (~r .  8) mit derselben Multiplicitiit ergeben, wie 
a u s  1 ) =  0 (1r 4). 

Wenn aber /~' und q~,' einen Factor gemein haben, so variire 
man zun~chst r in cp," -~- ~ �9 ~P," derart ,  dass bei f[ find tp,' ~ ~p, '  
dieses nicht mehr der Fall ist. Fiir die variirten Functionen gill dann 

1,.~'~,~+{.~h~ A,mal~n. : K X I I I .  r "). 
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noch alles Vorhergehende; und a Schnittpunkte,  die auch bet beliebig 
kleinem ~ yon ( x l ' ~  x 2 " ~  0) endlieh getrennt fallen, werden genau 
a lineare Factoren zu D'  liefern, dagegen keinen zu dem vor D' 
stehenden Factor in Gleichung (4), Dies gilt also auch ftir ~ ~ 0: 

In  allen FliUen liefert ein yon ( x l ' ~  x 2 " ~  O) endlich getrenntcs 
Werthsystem yon f ~- O, ~ ~ 0 in D' einen :Factor yon derselbcn Multi- 

plicitlit, wie in D;  nur dass mehrere in / )  verschiedene Factoren mit 
den Exponenten a, f l , . . ,  in 1)' sich zu einem Factor mit dem Ex- 
ponenten a-4-f l-~-  �9 �9 " vereinigen kSnnten. 

T r e n n u n g  

Es mSge 
(x,' = x / =  0) 

10. 

d e r  M u l t i p l i c i t i i t  e i n e s  S c h n i t t p u n k t e s  in  
m e h r e r e  T h e i l e .  

nun nach Nr. 4 ffir das gemeinsame Werthsystem 
yon f ~  O, ~ ~ - 0  die Multiplieitiit It folgen~ d. h. 

D habe einen entsprecheaden Factor (mLx 1 --~ m2xf f  ~. Die iibrigen, 
yon x l ' ~  x2"-----0 endlich getrennten, Sehnittpunkte haben also zu- 
sammen aus D ,  Nr. 4, und nach Nr. 9 auch aus D', Nr. 8, die Multi- 
plieit~t m n -  It. D" hat dann noch einen Factor yore Grade 
(m n -- i x) - -  (ran - -  It) ~ ~t ~ i~t, welcher sich auf Schnittpunkte 
bezieht, die nicht yon xl ' - - - - -x2 '~  0 endlich getreant  liegen. 

Somit hat man die ~t dem Factor (m~x~-~ m~x2)" yon D zu- 
gehSrigen Schnittpunkte in verschiedene Theile zu trennen. F~ir den 
ersten Theft, aus ix Punkten bestehend, verschwindet der erste Factor 
(ix) ~r Grades der ~:echten Seite der Gleichung (4), Nr. 9, wofiir keine 
gemeinsame Wurzel x 3' yon f '  ~ 0, ~' ~ 0 auftritt. �9 Der zweite Theft, 
aus ~ ~ i~t Punkten bestehend, entspricht einem Factor ( ~ - - i X )  t''n 
Grades yon D':  

(6) (mHx/ + m~x~'),, . (m~ x/  + m2~x~')"~.. , 
W O  

ttl -~ ~ + . . . .  tt - -  i x ,  

zerf~llt also weiter in Theile yon gt ,  tt~, " ' "  Schnittpunkten; und 
fiir jeden dieser Punkte ha t ,  obwohl daffir x / ~  x 2 ' ~  0 ist, doch 

x)-  ein ganz bestimmges, dutch (6) geliefertes VerMiltniss, fiir welches 

f /  und cpx" zugleich verschwinden, w~hrend f---~ 0, ~ ' ~  0 die ge- 
"" ( ~" ) meinsame Wurzel --~- ~ ~ und ~ ~ r haben. 
X 1 X~ 

Wir driicken diese Beziehung geometrisch kurz so aus: dass wir 
die ersten i x  Schnittpunkte als in den _Punkt ( x ( . -~  x~'--~ O) fa?,lend 
bezeichnen; dagegen die weiteren g ~ ix als in die .57iihe des _Punktes 
( x t ' ~  x 2" ~ O) fallend oder an den .Punkt ( x /  ~ x 2" ~--- O) herangeriickt~ 
und zwar it, derselben in tier dutch m~lxl ' - l t -m12x. , '~  0 gegebenen 
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(7) 
und ffihrt dutch 

~ichtu~g, wenn D" in (6) den beztigl. Factor (ml lx / - t -  ml2x2')s' hat;  
oder auch: in dieser ~ichtung liegt ein Schnitlpunkt yon #t-fachcr 
Multiplicitgt dem (ix)-['achcn Schnittpunkt (x (  --- x~" ~- O) bcnachbart. 

Die Aufstelhmg yon D' neben D hat somit den Erfolg, dass der 
( x j ' ~  x2 'm- 0) zugehSrige Schnitt yon ~t-faeher Multiplicifiit, weleher 
aus dem beliebig singul5ren i-elementigen Punkt yon f uud u-ele- 
mentigen Punkt; yon tp resultirt, zerlegt worden ist: 

1. in einen in ( x t ' - ~ - x z ' ~  0) gelegenen Schnittpunk~ yon 
ix- facher Multiplicitiit; 

2. in Schnittpunkte yon bez(igl, y~-, tx,~-,.., facher Multipli- 
citKt, welche i .  verschiedcnen durch (6) gegebenen Rich- 
tungen liegen, flit die zugleieh f[ und cp,' verschwinden; 
w o  

i~ -~ ttl ~ tt2 ~ . . . .  t~ 
wird. 

Die folgenden Transformationsbetrachtungen lehren weitere Zer- 
legungen. 

l l .  

Die s p e c i e l l e  R e s u l t a n t e  bei  e i n d e u t i g e n T r a n s f o r m a t i o n e n .  

Die ICesultante D" l'Xsst sich noch anders auffassen. Der Ein- 
fachheit halber sei hierbei, event, vermSge einer vorherigen Coordi- 
natentransformation, angenommen, dass D' nicht de= Factor x~' und 
keinen Factor, ftir welchen x 3 ' ~  0 wird, besitze. (xj'== x ~ ' ~  ()) 
sei als Punkt /~ bezeichnet. 

Setzt man 
~ 5~ - - -7  ~ y ~  xa x~ 

(9) 

siM. 

Y (s) v = ~ 

die Variable ~/ an Stelle yon y ein~ so gehen f '  und r fiber in 

' " x " r  ~), x 3 , , x  ~ . tZ (x ,  ~ ) ,  x3 

w o  
{ F~_~_~/7(1, y) + x f / + , ( 1 ,  ~) + . .  � 9  l ,  ~1), 

r _= ~,'(1, ~ ) + ~ + ~ ( 1 ,  ~) + . . .  + x , - ,  f~(1, ,j) 

~ a F  nun 

(10) /~' (xl' , x~') ~ (ran x , ' ~ -  mj~ x2') ~'' (m2, x," -~- m,,2 x2') i;" ' ' ,  
so butte die Curve f '  ---~ 0 im Punkte P ir iu m e ix,' n t- me,x2' ~ 0 
fallende Elemente; und dementsprechend hat nach (9) die Curve 
F(x~ ~ / ) ~  0 in einem Punkte Pc, der dureh 

22* 



324 M. No~TA~:,. 

gegeben is~, die Eigenschaft: daselbst mit x ~ 0 einen Punk t  mit  
genau i~,-facher Multiplicitii~ gemein zu haben. 

War ebenso 

(lo") ~;(xl",  x ; )  = (m~x," + ~12x,')~, ' (~2, x~" + m,,ox~')~," . � 9  
so wird derselbe Punkt ~ ,  aueh ein Schnittpunkt yon genau x e'- f a che r  
Multiplicit~it far x ~---O, r 7)~---0. Dabei sind, wenn Ve in (6) 
> 0 war, zugleich i v" und x e' > 0, und umgekehr& 

Der Punkt  B e selbst wird f(ir F ~  0 ein i r  wo 
i e ~ ir fiir @ ~ 0 ein uo-elementiger~ wo xe ~ xe" 

Die dureh Elimination yon x aus (9) entstehende Resultante ist, 
naeh Nr. 1, e), identiseh mit 

(11) / ) ' ( i ,  ~), 
wenn / ) ' ( x / ,  x2' ) die Resultante ~us (2), Nr. 7, war. Da nun  nach  
tier Annahme fiir keinen dec Schnit~punkte, zu denen .D'(x[, x.z" ) ge- 
h5rt, x ~ oo oder ,~ ~ c~ wird, so kann man sagen: 

D'(1,  ~) ist auch als Resultante der transformirten Formert F ,  �9 
in (9) aufzufassat und liefert ally den Schnitt2unkten yon f ' ,  cp" e~#- 
spredwmle Sclmittpunkte yon F ,  �9 genau in derselbcn Mult i  plicitiit, 
wie ]) ' (x / ,  x~') jene. Insbesondere folgt die Multiplicitiit I~ &s  l )unktes  
1 -) auch -~- iu -[- den Multiplicitdten th, tt.~, . . .  tier _Punkte t)1, P2, . . . .  

12. 

Die Transformation (8) ist eine specielle quadratische und  ein- 
deutige. In dieser Hinsicht l~isst sich nun die ganze Auffassung yon 
Nr. 11 veral]gemeinern. 

So sei zuniichst, unter der Voraussetzung, dass zwar der s ingu- 
l~ire Schnittpunkt /~ yon f ' ,  (p' in ( x / ~  x 2' ~ 0) falle, im Uebr igen  
abet keine weitere specielle bage des Coordinatensystems gegen f ' ,  ~' 
stattfi~de, die allgemeine eindeutige quadratische Ebenentransformation 

( ~I : ~2 *" ~3 = X ~  " : X 3 ' X I - '  : X I ' X 2  t '  (12) / 
welche einen ,Fundamenta]punkfi" in (x~'~-~-x='--~--0)hat,, au f  f ' ,  r 
angewandt,  die hierdurch, his auf einen Factor ~al, bez. ~a ~, tiber- 
gehen in 

- -  " m-- i  ~ m-- i - -1  .' m-- i  ,13,[F(~)---~(~) /~ (~,L)+(~9 ~a f+~ (~,L)+'"+~ f;~(~,~)~ 

Es gelte (lO) und (10'), Nr. 11. Dann erhfilt auch h ier  ~'(~) 
im Punkte 2~r der dutch 

gegeben ist, einen Schnittpunkt yon i({-facher Multiplicitiit mit  ~a~-O. 
Und ferner wird, sobald alle Functionen 
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f/+~(xl", x.~'), fiir h = 0 ,  1, �9 � 9  ( i ~ - -  1 ) ,  

den bez. Factor ( m e l x ( +  me~x2')ir -~' haben, der Punkt I% far F(~) 
ein ir (i v ~ ie'); eine Eigenschaft, die also yon den Con- 
stanten der quadratischen Transformation, wenn dieselbe nur in 
(x(~-~-x2"-~--0) einen nicht speciellen Fundamentalpunkt hat, unab- 
hiingig is~. 

Ferner wird Pe fiir CO(~)~---0 und ~a ~ 0 ein Schnittpunk~ yon 
xe'-facher Multiplicit~t; und Pe wird ein xe-elementiger Punkt yon 
r wo x e =<_ ze'. Ftir keinen der Punkte 1~, wird ~1 ~ 0  oder ~-~--0, 
nach der Annahme dieser Nummer 12. 

In (~l = ~ ~-0) erh~lt F(~) einen m- fachen, CO(~) einen n-fachen 
Punkt, deren Elemente dutch 

bes~imm~ sind; also naeh der Annahme ohne Singularif~t und gemein- 
same Elemente. In (~2 ~ ~ ~- 0) erhalt 2'(~) einen (m ~ i)-fachen 
Punk~ mit den Elementen 

~2 .... is + ~2 '~-'- '  ~J,~_,(0, 1) -it- . . .  + ~a',-'/~(0, 1) = 0, 

entsprechend den m - -  i den Curven f '  ~ 0 ,  x, '  ~- 0 ausserhalb /~ 
gemeinsamen Schnittpunkten, also nach der Annahme m i t m - -  i ein- 
fachen getrennten Elementen; ebenso CO(~) n - - x  soleher~ die alle 
yon den m - - i  Elementen yon ~'(~) verschieden sind. Ebenso in 
(~l = ~3 ~ 0). Die Curven ~t ~- 0 und ~, = 0 treffen ~'(~) oder CO (~) 
nicht iti weiteren Punkten. 

Nun wird die durch Elimination yon ~ aus (13) entstehende Re- 
sultante nach Nr. 1 bis auf einea Factor, der eine Po~enz yon ~ 
ist, zu 

b'(~, ~). 
Man erhdilt daher fiir nile ausserhalb der drei t 'unkte 

(~, = ~ = o ) ,  (~, = ~ = o ) ,  (~  -=- ~ = o) 

gelegenen Schnittpunkte yon F = O, cO ~ 0 genau dicsdbe Multipliciti#, 
wie sie dutch D'(xl ' ,  x.~') fiir die entspreehenden Schnittpunkte yon 
f '  == O, cp' ~ 0 geliefert wird; insbesondere fiir die -Punl#e _P~ _P.~ . . . .  
genau dieselben Zahlen #~, ~ , . . . ,  wie sie nach Nr.  10 /~r die ent- 
sprechenden dem -Punkt ~ benachbarten l~ichtungen folgen. 

I3. 

Z e r l e g u n g  de r  M u l t i p l i e i t i i t  m i t t e l s  der  e i n d e u t i g e n  
T r a n s f o r m a t i o n e n .  

Man kann nun die allgemeinen quadratischen Ebenentransforma- 
tionen fortsetzen, indem man einen Fundamentalpunkt zun~ichst in 
Pe legt und aus ~ �9 zwei neue Curven F ' ,  CO' ableitet, welche, /~Q ent- 
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spreehend, iel- , i r  bez. re1"~ xe l - ,  . . . .  elementige Pankte 
P e l ,  2 e2, �9 �9 . erhalten werden, mit ~chnittpunk~mu]tiplicit~tea 
t~r 1 , / t  e 3, . . . .  Die Multiplicitht yon /~e wird dana 

~ - ~  iCx~ - /-  ~ e ,  - ~  ~ ~ -k- �9 �9 ", 

wonach sich also die yon P welter zerlegt. Diese Operationen, nach 
und nach auf die iPe, die P ~ , . . .  angewandt,  werden sieh wegen 
der Endlichkeit der zu /)  gehSrigen Zahl t~ nach einer endlichen Zahl 
yon Operationen so schliessen~ dass kein weiterer Schnittpunkt er- 
halten wird. 

Wendet  man aber eiae AnzaM yon solchen quadratischen Trans- 
fbrmationen an~ bei welchen der Pankt  P, oder der diesem Punkte 
nach und nach entsprechel~de Punkt nut  tin Mal als nicht specieller 
einfacher Fundamentalpunkt benutz~ wird, so setzen sich dieselben zu 
einer eindeutigen hSheren Ebenentransformation zusammen: 

~ : ~ : ~ 3  = ~,"~(x') : ~ l ~ ( x ' )  : e l ~ ( x ' ) ,  

wobei der Punkt /)(x~' ~ x ~ ' ~  0) ein einfacher nicht specieller Fua- 
damentalpunkt wird - -  in dem alle ~(l,l(x') einfaeh verschwinden, ohne 
gemeinsames Element,  w~ihrend auch die r keine weitere speeielle 
Lage gegen diesen Punkt  haben - - .  Auch bei dieser hSheren Trans- 
formation entspreehen dana nach Nr. 12 dem Punk~e s yon f ' ,  ~' in 
de~ traasformirten Curven /~', r Punkte ~ ,  P2, �9 " ", ffir _~' bez. i~-~ 
i~-, . . . .  elementig, fiir r bez. ~l- ,  g~-, . . . .  elementig, und von den 
bez. Sehnittpunktmultiplicit~ten /t~, ttz, ..., Zahlen die identisch werden 
mit den aus (12) gefundenen. Wi t  kSnnen daher allgeme~aer als in 
Nr. 12 sagen: 

Unterwirft ~an f', 9S einer eindeutigen .Ebenentrans['ormation, 
welche den Punkt P, &r i-, bez. r-elementiger ~unkt yon f', bez. q~', 
ist, zum ein[achen .Fu~damentall~unkt hat, ohne class eine weitere s~e- 
cielle Lage der Transformationsczerven gegen f', 9J stattfindet, so wird 
die Nr. 10 angegebene Multiplicitiit ~ des Sehnittpunktes P aueh zu 
ix + den MultiTlicitiiten ~ t~.~,.., der 2unkte _P~, _P~,.. . ,  welche 
in den transforndrten Curven den am Punkte P gelegenen .Elementen 
ents~orechen.*) 

*) Der Satz gilt auch noch flit einen nlcht speciellen h~herea Fundamental- 
punkt in P; ferner auch ffir solche rationale Transformationen, welche nut mit Hiilf'e 
yon f '~-0 rational umkehrbar werden. Das Letztere folgt am Einfachstea auch 
durch eine vorhergehende quadratiscbe Transfbrmation und eine Grenzbetrachtung. 
Wir bed~irfen indess ffir das Folgende dieser Erweiterungen nicht. 
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III. 

Das Sohnittpunktsystom einer Curve und ihrer ersten Polare. 

14. 

E r s t e  Z e r l e g u n g  der  R e s u l t a n t e ,  

14. Wir wenden jetzt die vorhergehenden Betrachtungen auf den 
Schnitt einer Curve m t~' Ordnuag 

(1) / '=-  f (xl ,  x~, x~) - o 
mit einer ersteu Polaren 

~f Of ~f (2) fo =~ ~ . 7  c~ + ~ c2 + ~ x ;  c~ = 0 

an, zerlegen aber hierbei in Nr. 14--17 diescs ganze Schnittpunk~- 
system welter in zwei vtillig getrenntc Theilc. 

Zun~ichst haben wit wieder vorauszusetzen: dass f u n d  fr keinen 
Factor gemein haben, d.h. da mit diesem yon c unabhiingigen Factor 

~f vcrschwinden miissten: dass f (x ,  x~x:~) keinen die drei Ausdrticke -~x~- 

Doppelfactor besitze. 
Nimmt man dana, um ein nicht specielles Coordinatensystem zu 

haben, eine Gleichung 
(3) A, ,l, + A2 ~2 = 0 
hinzu, wo A, uad A~ willktirlich gewEhlte lineare Functionen vol, 
x,, x2, x3 sind, derart, dass fiir A 1 -~- A2 ~ 0 die Functionen ( und 
/'~ nicht verschwinden, und eliminir~ x~,x~,x~ aus (1), (2), (3), ~o 
erh~lt man nach den vorhergehenden Nummern eine Resul~ante yore 
Grade m(m- 1) in ,l,, J.~: 

(4) D ( ~ , ,  ~ ) ,  
zu deren verschiedenen Factoren die yon einander getrennten Schnitt- 
punkte yon f-----0, fr ~ 0 in dutch die Exponenten bezeichneter .Mul- 
tiplicitiit gehSren, und aus deren Gesammtheit, oder irgend eiitem 
Theil A ()~t, ~2) derselben, sich die zugehiSrigen Schnittpunkte dutch 
rationale s 

{ x~ : x 2 : x3 = ~l ( ; t , ,  ~t~) : ~2(X,, ~2) : qJ3 (~t~, Z.2), 
(5) ZX(~,, ~ )  ---- o 

ergeben. 
Die ~esultante D(gt,g2) in (4) kann iu zwei ~actoren zerlegt 

werden~ yon denen der ers~e, D0, "con den c ganz unabh~ngig ist, 
w~hrend der ~wei*e, D,~ keinen yon den c unabhi~ngigen Linearfactor 
enthKlt, also ffir nicht specielle c m i t  D o keinen Factor gemein hat. 
Diese Zerlegung kann in r~ionaler Weise geschehen, indem man in 
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der Function D(Zt, 2~), welche in Bezug auf die c rational, ganz und 
yore mt~ Grade ist, den gemeinsamen Factor D o tier Coefficienten 
aller verschiedenen Producte der c sucht: 

(6) 2) (zl ,  z2) ~ / ) o  �9 Do. 
Dieser erste Factor D o bezieht sigh nur auf die mehrelementigen 

Punkte yon [ ' =  0. Dena er gehSrt zu" solchen Scbafftpunkten yon 
f ~ 0 mit f~ = 0, fiir welche zugleich jeder der drei Ausdriicke 

~f af  ~ f  
(7) ax__' ax2' ax3 

zu Null werden. Fiir jeden mehrelementigen Punkt yon f = 0 liefert 
.D o alle Sehnittpunkte mit fo ~ - 0 ,  welehe yon den c unabhiingig sind. 

Speeialisirt man jetzt c, nimm~ man also etwa die Resultante 
~f /~ yon [ ~ 0, ~ - ~ - 0 ,  so wird immer 

R = D  o �9 
mit dem Factor D o. Es handelt sich jetzt um die weitere Zerlegung 
YOn .Do. 

15. 

W e i t e r e  Z e r l e g u n g  tier R e s u l t a n t e  durch  T r a n s f o r m a t i o n .  

Set (x 1 ~ x~ ----- O) ein i- elementiger (i > O) Punk~, P,  yon [: 

(1') f ~ x3m-'f,.(x~, x2) + xa'~-+-~f~+~(x,, x~) + . . .  + f,,(xt, x2) , 
dann wird 

also P(x~ = x 2 -~-0) fiir nicht specielle c ein ( i -  1)-elementiger 
Punkt yon h. 

Der auf diesen Sehnittpunkt / )  beztigliche Factor yon D,  also 
yon Do, sei 

Wendet man jetzt eine der im vorhergehenden Paragraphen II. 
behandelten eindeutigen Transformationen auf f u n d  f~ an, mig einem 
gewbhnlichen Fundamentalpunkte in 2 ~, so erh~ilt man die in Nr. 13 
angegebene Zerlegung yon # in 

i ( i  - 1) + ~, -~ ~2 -[-" "', 

wo sich die Zahlen t~l, F2, �9 ' '  auf die Punkte /)1, 2~2, " ' ' "  beziehen, 
welche den ~ benachbarten Schnittpunkten yon f ~  0, f~ ~ 0 ent- 
sprechen. Jede dieser Zahlen ~e l~sst sich nun wieder, wie nun ge- 
zeigt werdea soil, der Zerlegung (6), Nr. 14, analog, in zwei Theilo 
zerlegen. Es soll dies zuerst wieder an der speciellen Transformation 
yon Nr. 11 ausgeffihrt werdea. 
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Sei 

gesetzt. So wird 

x~ y 
x~ :v a x 

f(x, y, 1) = x'. .F(x, ~), 
o f  = x,  )--~ ~--~-" = x , - '  k F -  
~y ~ ~y 07 

und #e wird nach Nr. l l oder Nr. 13 gleich der Multiplieit.~t des 
0I," Schnittpunktes /~e yon F (x ,  ~ ) ~  0 mi~ - ~ - = =  0. 

W~hrend nun ~y- ~f die Po]are des Punktes (c I ~--0, c~ ~ I, c ~ 0 ) ,  

also bei der nicht speciellen Lage des Coordinatensystcms gegen f die 
Polare eines nicht speciel[ gelegenen Punktes darstellt, mithin fSr /) 

aus f = 0, @-  ~f ~ 0 dieselbe Multiplicit~it tt "folgt,. wie aus (1) uncl (2), 

Nr. 14, bei willkiirliehen c, so ist die Polare ~1'~ die eines gegen E 

speciell gelegenen Punktes (x : ~/: 1 ~- 0 : 1 : 0) geworden. 
0I,' Die Multiplicit.~t /to des Schnittpunktes 1)r yon F~- -0 ,  ~ ~ - 0  

zerf~illt daher in zwei Theile: in einen Theil re, den der Schnittpunkt 
yon ~'---~ 0 mi~ irgend eincr beliebigen Polaren yon ~'~---0 besitzt; 
und einen Theil ge- -ve~ der welter nut auf den Schnittpunkt mit 
der speciellen Polaren entfii]lt. 

Dementsprechend zerlegt sich der Factor (8) yon 29o so: 

(9) (a, ~, -q- a: ]~2~' -~ (at)~, -~ az ;r i(i-t)" H "  (a, ;r "[- a~2)'e 

�9 H (a! ~I -~ a2~'2Pe--'e" 
r 

Der zweite Factor yon (9)7 auf den Schnitt yon F - -  0 mii einer 
allgemeinen Polaren yon F beziiglich, zerlegt sich alsdann durch 
weitere Transformation in demselben Sinne, wie der Factor (8) selbst, 
der sich auf f ~ 0 ,  /r = 0  bezog. Man kSnnte noch zeigen, dass 
g r  ~ i e ' - - i r  wird, wenn ir und ir die Bedeu~ung wie irt Nr. 11 
haben. 

16. 

Die Betrachtung der vorigen Nummer werde jetzt auf die quadra- 
tische Transformation yon Nr. 12 (oder auch direct auf die allgemeine 
Transformation der Nr. 13) ausgedehnt. Diese Transformation ist yon 
der Form 
(10) ~ :  ~ : ~ = ~(,l(x) : ~(~>(x) : ~(~)(x), 
wo t~(~)(x) rationale Functionen gleicher Ordnung in den x~ die 
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ftir (x I ~--x~ ~ 0) in gleicher Ordnung verschwinden; 
kehrung der Form 

(11) x, :x2 :x3 ~ r : r : ~(~)(~), 
w o  

(1l ')  ~[')(~) = A(~) .  ~P("~(f), r --~ A(~).  ~p(~')(~) 

wird und mit den Annahmen der Nr. 13. Hiernach enth~lt die Deter- 
minante 

(12) A--~-I-C-  ~(~)(f) ?q~('~)(~) ~(~)(~) 
- -  O~t Of~ Of~ 

den Factor A(~) it~ der ersten Potenz: 

( 1 ~ )  zx - -  A (~). ~'. 

und der weitere Factor A' verschwindet nicht mehr for beliebige, 
nicht s]>cciell gewShlte Werthsysteme ~, hit die A ( ~ ) ~  0 is~, ebenso- 
wenig alle crsten Unterdeterminantcn yon A;  also aucb nicht  fiir die 
Werthsysteme, die zu den Punkten 1~, .P .~ , . . .  geh~ren, die in der 
Transtbrmation dem Punkte zP entsprechen. 

VermSge x~ = cp(o (~) wird nun 

(14) f(x)  ~ M(~) �9 F(~) ,  

wo M(~) ,  dem i-elementigen Punkt P von fentsprechend,  den Factor 
A"(~) erh'~lt: 

(15) M------- A' (~).  M' ,  

w,ihrend dcr weitere Factor M '  fiir die P u n k t e / ~ ,  / ~ ,  . . . n icht  mehr 
verschwindet. Man finder dann fiir F ( ~ ) ~  O: 

~x~, ~6~ Oxa ' 
ferner 

etc., daher 

~/' ~ �9 r  ~ - -  A'-'(~) W C~ 06. 
h r 

w o  

OF OF OF 
0fl 06~ 868 

0q~(i) ~cp(1) 0q~(l) 

0 q~(2) 0 rp (2) 0 ~(3) 
c2 0 ~l 0 G ~ G 

. ~ q~(3) 0 r 0 (pia) 

mi~ der Um- 
! 
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Mit Hfilfe yon F(6) = 0 wird Z ' -  @(~) eine ganze Function der ~. 

Nach Nr. 13 wird die Mul~iplicit';it /* des Schnittpunkts P yon 
f = O, fo = 0 zu i(i-- 1) + eg + e*2 + � 9  wo sich Ue auf die Multi- 

plicitiit des Schnittlmnl~ts /9 o yon /e = 0 mi~ ~,'-(I)(~) = O, also, da 
M' -~.- fCir /Jo weder verschwinde~ noch unendlich wird~ mit ( I ) (6 )~  0 

bezieht. Unter den ~e Schnittpunkteu yon 

0(6)  -- ~ c~-a.~7 = o 
ar 

mit, F(6) ----- 0 in 1% sind abet wieder diejenigen enthalten, welehe yon 
allen C, unabhitngig sind; ftir welche also attch zu gleicher Zeit 

~i;  ~_ O, 81i' O, ~1," 

und alle linoaren Combinationen dieser 3 Gr5ssen = 0 werden. Diese 
seien v~ an Zahl. Diese %, Sohnit~punkte lassen sieh definiren als 
diejenigen Schnittpunkte yon / " (6)~- -0  mit einer bcliebigen Poiaren 

a F  ai,' aY 
(17) Fr(6) = - a ~ ,  g' q- ~-g y~ -}- -aG ga = 0, 

welche yon den Constanten 7 unabhSngJg sind. 
Wir erhalten daher bier dieselbe Art der Zerlegung yon Do,  wie 

in Nr. 15. 

17. 

Z e r l e g u n g  der  R e s u l t a n t e  in  D o p p e l -  und V e r z w e i g u n g s -  
f ac to r .  G e s e h l e c h ~  der Curve. 

w 

Der durch die Transformation Nr. 15 oder Nr. 16 entstandene, I-' 
entsprechende Punk~ iP e yon/"(~) ~- 0 mSge ein ie-elementiger Punkt 
seln, wobei nach Nr. 12 und Nr. 13 die Zahl i e ftirjede unserer Trans- 
formationen die gleiche wird. Dasselbe gilt yon den zu iP(, nach Nr. 16 
geh5rigen Zahlen /~r und %. 

Setzt man die Transformationen in gleichem Sinne fort, so zer- 
legt sich die Zahl % in 

t t 

i q ( i e - - 1  ) + v ~ i  + ve~ + �9 �9 �9 

= i e ( i e - - 1 )  + vel + ve~. + ' ' '  "Jr- (%'i --  % 0  + (v(,,,. - -  vr + �9 �9 �9 
�9 p 

wo sieh yea auf den Schnitt der Curven i f '  und r  die /g(~) = 0 und 
1;~(~) ~ - 0  entsprechen, in einem, /)e entsprechenden, Punkte xoeo be- 
ziehen; ulld aus dieser Zahl sondern sich wieder diejenigen yea Punkte 
aus, welche dem Sehnitt yon. 2w'~__ 0 mit einer beliebigen Polaren 
yon . F ' ~  0 angehSren. War dieser Punkt P,o~ ein ie~-elementiger 
Punkt yon 2'(~), so wird also 



p t 

== ieo(i~ - -  1) + v e , l  + v~,s + . . .  + (v'eo, - -  r e , l )  + . . .  
Auf diese Weise zerlegt sich die dem Punkt P zugehSrige Multi- 

plicitKt /L yon f ( x ) ~  O, f~ = 0 auf eindeutige Weise in zwei Sum- 
manden 

08)  ~, = M + Zr 
yon denon 

(19) M -  i ( i - - 1 )  + Z i e ( i e - - I )  + ~ i Q ,  ( i e o -  1) + - . . ,  
e q , a  

wird, auf aHe Zahlen i~,, leo , . . .  beziiglich, welche zu den bei den 
successiven Transformationen dem Punkte P nach und nach entsprechen- 
den mehr- (ie- , iq , - , . . . ) e lement igea  Punkten gehSren; w~hrend 

N = g  - - M  
immer noch eine positive ganze Zahl oder 0 wird. 

Entsprechend zerleg~ sieh der Factor (8), Nr. 15, yon D o in die 
zwei Facioren: 

(~0) (a, ~, + as zs)" ~ (a~ ~ + a#.~)". (a, ~tt + ~2 ~sV; 
und, wenn sieh das Productzeichen H' auf alie yon einander endlich ge- 
trennten mehre]ementigen Punkte yon f ( x ) ~  0 bezieht, D O selbst in 
die zwei Factoren 

(21) J0 o = n'(a~ Z~ + a s X y .  rV(a~a~ + a2xs) ~. 
Da M eine gerade Zahl ist, so bezeichnen wir den ersten Factor als 
1)olvpelfactor T 2 yon 1)(~j, ~2) ((6), Nr. 14) und verbinden den zweiten 
Factor yon D O mit /)r zu einem Factor V~ den wit als Verzweigungs- 
]'actor yon D ( ~ ,  t~) bezeichaen: 

(22) D(Xl ,  ~2) ~ T2 . F,  
w o  

{ - (22') T = g ' ( a ~ ,  + a~2) u  

V = De.  W (al Zl + as ~2) N. 
Aus den angegebenen Zahlen M definiren wir noch eine Zahl 

( m -  1) (m- -2 )  - (23) j p = -~ ~ 2:'M, 

wo sich das 8ummenzeiehen 2~' ebenfalls auf die yon einander endlieh 
verschiedenen mehrelementigen Punkte yon f ( x ) ~  0 bezieht, als das 
Geschlecht ~ der Curve m '~ Ordnung, f (x)---- O. 

18. 

S p e c i a l i s i r u n g  der R e s u l t a n t 9  in  die  D i s c r i m i n a n t e .  

Wegen des Zusammenhanges mi~ anderweitigen Untersuchungen 
sei hier Folgendes hinzugefiigt. An Stelle der allgemeinen Resultante 
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D(~I ,  42) aus (1), (2), (3), Nr. 14, betrachtet man gewShnlich nur 
diejenige, we]che dutch zwei Specialisirungen aus jener hervorgeht, 
und zwar 

a) dadurch, class man eine specielle Polare yon f nimmt; etwa 
Of ~f ffir x~2 = z x-A ~--- s die Polare -~- yon f(1, z, s); also die Polare axs 

X l ' ~ t  

des Punktes (c 1 = c2 = 0) yon f (xt, x2, x.~); 
b) dadurch, class man ~'1 -- z/t2 = 0 stuff (3), Nr. 14, nimmt~ 

f = 0 ent- also die durch Elimination yon s aus f ( 1 ,  z, s ) ~ - 0 ,  ~s  

stehende specielle Resultante in z, die sogen. ,,Discriminante nach s 
yon f," aufstellt. 

Die hierdurch ents/ehenden Modificationen sollen einzeln verfolgt 
werden. 

a) ~ e n n  der Punkt  (x I = x 2 = 0 )  yon f (x t ,  x2, x3).~-O (d. h. 
der Punkt  s-~- oo yon f ( 1 ,  z, s)---~ 0) ein i-elementiger Punkt /-) 
(i > 0) ftir die Curve m tCr Ordnung, f =  0, ist, so wird auch die 

a f =  0 in JP sich specieller verhalten, als die allgemeine Polare 

Polare. War (1'): 

f ~  x3~-~f, (x,, x2) + . "  �9 + f,,, 
so wird 

~f  = ( m - i )  x.~-'-~ ~(x~ , x~) + . . . ,  ~xs 

~f = 0 den Punkt  P zum i-elementigen, mit denselben also erh~il$ 

durch f,(xt~ x2)= 0 gegebenen i Elementen, wie f =  0 selbst. Zu 
dem i-elementigen Punkt  zP yon f miigen weiter, wie im Vorigen, die 
Zahlen .i o lea, . . .  gehSren; so wird man aus der Resultante yon 

~f ~ 0 zuerst wieder den Doppelfactor veto Grade f = o , ~  

M = i( i - -1)  + ~ i ~ ( i ~ - - l )  + . . . ,  
r 

(19), auf / )  beziiglich, abirennen. 
VermSge einer Transformation 

wird nun,  wie in (14), (16) yon Nr. 16: 

f (z)  = ~s' FO) ,  
und ffir ~'(~)~---0: 

f ~  c~ ~----- ~,~, c~, 2 ~F + ~ '  a~' 

und man hat,  wie in Nr. 16, fiir f~-O,  G = O  in :P im Ganzen 
i ( i - -1)  Schnittpunkte,  + der Zahl jener Sehnittpunkte yon 
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welche in die, P entsprechenden und auf ~,,~-----0 gelegenen, Punkte 
af  i,t, I '2,  . . . vo~ F~--- 0 fallen. Speciell fiir f= O, -~x3- ~ 0 hat mat, 

in 1 ~ im Ganzen i ( i - -  1) Schnifitpunkte, + der Zahl der in 1',, 1~ , . . .  
fallenden Schnittpunkte yon 

~ '  
F-----O, ~ 2 _ ~ = 0 .  

Diese let zteren bestehen aber aus den in /'1, JP~ , . - .  fallenden 2i 
Schnittpunkten yon 

F = O ,  ~3~ ----- O, 

und aus in /~,-P2,  �9 "- liegenden Schnittpunkten yon 

L ~ = 0 ,  a F  - - 0 .  

Hiernach sondert sich bier yon dem Verzweigungsfactor yon 
D(i t ,  22) far cj = c 2 = 0 ein Factor yore Grade 2i, auf P bezuglich, 

ab; ein Factor, der sich, da fiir ihn nicht-~G-s = 0 wird, nicht auf 

Geraden durch (x I ~--x 2 ~--0) bezieht, denen Tangenten an F =  0, 
yon {~2 ~ ~1 = 0 ) a u s ,  entspr~chen; and man erhiilt 

D(;tl, ~2) - - / '~"  (a1~1 + a2~2) ~" V', 
wo V'  aus V, (22') Nr. 17, dureh Einsetzen you c t = c 2 = 0 und Ab- 
trennen des Factors yore Grade 2i - -  und zwar eines Factors yore Grade 

~_~ (tie ~ - -  re) aus H'(a~2, + a222)", vomGradee i - -Z ( t%- -ve )  aus 
q 

D,  - -  hervorgeht. Dieses V' ist hier an Stelle yon V zu setzen. 
~f b) Eliminirt man speciell x a aus f(x~, x:~ x~)=O,  ~ ~ 0  

3f-----O), und stellt die Discriminante (d. h. s aus f ( 1 ,  z, s)---- 0, 

/~(xt ,  x2) auf, so l~sst sich diese nach Nr. 7--Nr.  10 direct a u f D  ()~t, ~2) 
in a),  diese Nummer, zuriickfiihren. 

Hiernach enthiilt t~(x~, x2)ffir die yon P endlich getrennt liegen- 

~f  = 0 die entsprechenden Factoren den Schnittpunkte von [ '~-O, 

in derselben Multiplicit~fi, und ebenso gesondert, wie D(t~, its) in a). 
F(ir den Punkt P dagegen, der i-elementiger Punkt sowohl yon f = 0 ~  

als yon -3 f = 0 ist, fiillt ein Factor vom Grade i .  i ganz aus, und 

zwar aus T ~ der Factor yore Grade i ( i - - l ) ,  aus dem zweiten Factor 
yon / ) ( ~ ,  ~ )  noch (a~l~ + a.~t~)~ i and die iibrigbleibenden, a u f / )  
beziiglichen Factoren zerlegen sich jetzt in weiter% je nach den ver- 
schiedenen getrennten Elementen yon f in :P. Wenn n~mlich 
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/~(x l ,  x~) ----- U ~ �9 Q .  R ' ,  

wo U 2 der Doppelfactor, // ' der aus V' sich ergebende Verzweigungs- 
factor ist; so tritt in U, auf P beziiglicl b der F'tcfior ein: 

~/(j --ir----ip 

e 
wo 

M e = i e ( i ~ - -  1) q - Z  ie( ' ( ie" - -  1) - [ - Z  ie"~(ir ' ~ - -  1) + . . - ,  

Z M e  = i - -  i ( i - -  1); 
e 

Q wird zu 

] - I  " s = On e, x,  + ~,,~ x~) e = f~(x, ,x~) 
q 

(wobei s ~ cx~ fiir Q -~- 0); und in 1~' tritt, auf I" beziiglich, der Factor 

,T,2)NQ ~ 

q 

wo, unter der Bezeichnung yon Nr. 17: 

Q a,q: 

Dabei wird nattlrlich in /~' noch ein weiterer Factor einem der 
auf I ) bezfiglichen gleich werden,  sobald dleses in specie]|cm Fall bei 
V' geschehen sollte. 

_7/' ist yon einem um 2 i  geringeren Grade, als V~ (22') Nr. 17, 
und zwar vom Grade 

re(m--  1 ) - - Z : ' M - - 2 i .  

Man kSnnte, dvrch Einsehieben yon quadratischen Transforma- 
tionen der Form Nr. 15~ wit in jener Nummer zeigen, dass alle die- 
jenigen eindeutigen Transformationen, welche z uaveriindert lassen - -  
d. h. die Einffihrung yon 

s' = ~ ( s ,  z ) ,  

wo ~p eine rationale Function, an Stelle yon s - -  den Factor  /~' der 
Discriminante nicht Endern. Es  ist dieses/~' der ,,wesentliche Theiler" 
der Diseriminante, nach dem yon Herrn K r o n e c k e r  fr~her gebrauch- 
ten Ausdruck*); U s der ,,ausserwesen~liche Theiler". Setz~ man 

*) Vgl. dab Cita~ der Einlei~ung. 
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s ~ -  und betrachiet, wie es gewShnlich geschieht, start der obigen 
T 

O f  O, die Resultante B" yon Resultante B yon f(1, z, s) ~ O, - ~  

~[zm-l f( l 'Z~)]  ==0, --~-- 0, 

so f~i]lt der Factor Q ~ ( 1 ,  z) heraus, und es wird, bis auf einen 
numerischen Factor, 

/~" = U" �9 R'. 

IV, 

Die z~ dner Curve adjungirten 0urven. 

]9. 

D e f i n i t i o n e n .  

Im Vorhergehenden wurde aus einem i-elementigen Punkt P einer 
Curve f ~  0 durch eindeutige Transformation eine Reihe /)1, P2, . .  �9 
yon bez. i l . , . i  ~ . . . .  elementigen Punkten der transformirten Curve, 
den endlich verschiedenen Richtungen in P entsprechend~ abgeleitet. 
Wit wollen diese Thatsache jetzt kurz so ausdriicken: 

Die Curve f = 0 5esitzt in P einen i-fachen _Punkt and ferncr eine 
Reihe yon ij-, i 2 - , . . ,  elementigen _Punkten, welche in endlich verschie- 
denen ttichtungcn an den i-fachen Punkt herangeriicTct sind. 

Transibrmir~ man nach dem Vorigen weiter~ so zerlegt sich naeh 
diesemSatze jeder der ie- elementigen Punkte wiederum in einen i e- fachen 
Punkt und eine Anzah[ ieo-elementiger Punkte, etc. and wit kSnnen 
zuletzt sagen: 

Die Curve f = 0 besitzt nur (gewtihnliche) hi- , h2- , �9 �9 �9 fache JPunkte, 
welche auch zum Theil in bestimmten .Richtungen zusammengeri~c]~t sein 
k6nnen. 

Dieser Ausdruck finder insbesondere dann passende Anwendung~ 
wenn man den Schnitt yon f ~--- 0 mit einer zweiten Curve r = 0 be- 
trachtet. Zerlegt man so auch alle mehrelementigen Punkte yon tp---~0 
in (gew5hnliehe) mehrfache, so sagen die S~itze yon Nr. 10 und 
Nr. 13 aus: 

In  dem Schnitte yon f ~ 0 mit q~ ~ 0 ziihlt jeder h-facile _Punkt 
yon f-~- O, tier h'-faeher _Punk.t yon r ~--- 0 ist~ filr einen Schnittpunkt 
yon hh'-facher Multi~vlieit~it, gleichvie~ ob me]~rere dieser-PunI~te zusam- 
mengeriickt sind oder nicht. 

In diesem Siane schreibt sich dann der Doppelfactor T ~ tier Re- 
sultante D(;tl,  it2) in (22) Nr. ]7 and die dort definirte Zah!/0 (23): 
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(1) T ~ = H~(a~s z~ q-- a2.~ ZO ~'s(hs - ~), 

I (m-- 1) (m --  2) --  - ~ h j ( h s - - 1 ) ,  (2) p ~ 
J 

wo sich die Product- ulM Summenzeichen, Hi und ~ ,  auf alle (auch 
die e inander  benachbarten) mehrhchen (h~-, h ~ - , . . ,  fachen) Punkte 
yon f ~ 0 bezieht. 

U n t e r  Zugrundelegung dieser Ausdrucksweise bezelehnen wir jetz~ 
eine solche Curve, welche jeden hj-fachen Punkl yon f~---'0 zum 
(hi---  1)-fachen Punkt hat, als eine zu f adjungirte Curve. 

20. 

D i e  B e d i n g u n g e n  fiir die a d j u n g i r t e n  Curven .  

~Es fragt  sich, wie die Forderung des Adjungirtseins zu erfiillen 
ist, w e n n  mehrere der vielfachen Punkte zusammen einen singul~ren, 
i -elementigen Punkt P yon f ~ 0 bilden. 

Der  Punkt  P sei fiir f ~ 0 ein i-facher Punkt -J- einer Reihe yon 
in verschiedenen Richtungen an denselben herangeriickten it- , i 2 - , . . .  
e lement igen Punkten; d. h. die erste eindeutige Transformation (Nr. 
11, 12 oder 13) mSge f iiberftihren ill 2', mit iv,  i2- , . . . elementigen 
ge t renn ten  Punkten 1)1, /)2, . . . .  die P entsprechen. 

Die  zu bestimraende zu f adjungirte Curvensehaar n '~' Ordnung 
sei mi t  r bezeichnet, eine ganze Function n ~ Dimension in den Co- 
ordinaten xl,  x2, x~. Dann soll die Curvenschaar ~ ~--- 0 1) den Punkt  
P zu m  (i - -  1)-fuchen Punk~, 2) in den henuchbur~en il- , i 2 - , . . ,  ele- 
ment igen  IJunkten nile darin enthaltenen h-fachen Punkte zu ( h -  1)- 
fachen Punkten haben. Nachdem die Forderung 1) erfiillt ist, sag t  
aber die 2) nach Nr. 19 nur uus, dass die Schaar �9 ~---0, welche 
aus (p ~ 0 durch die obige Transformation zugleich mi~ 2'  aus f 
he rvorgeh t ,  irgend einen h-fachen Punkt, der in den iL-, i 2 - , . . ,  ele- 
ment igen  Punkten/)1,  t)2, �9 �9 yon 1 ~  0 enthalten ist, zum ( h - -  l )-  
fachen Punkt  besitzen soll; d. h. wieder, dass �9 in den Punkten 
t)1, 2~2, ' ' .  sieh wie eine ,.zu F adjungirte" Curve verhalten so]l. 
Man ha t  daher: 

D a m i t  die Schaar yon Curven n ~ Ordnung, q~ -~ O, sich in einera 
i-elementigen Punkte _P yon f ~  0 wie ,,~u f adjungirte" Curven ve t -  
halle, ist nothwendig und geniigend: 1) class die 9~-~ 0 den _Punkt 1 ") 
zum (gew6hnlichen) ( i -  1)-fachen Punkt erhalten, 2) dass die Curven- 
schaar �9 ~-- O, welche aus 9) ~-- 0 durch dieselbe eindeutige Transformation 
(2r 1 1 ~ 1 3 )  entsteht, die f--~O in .F-~---O iiberfiihrt, in den il- , i~-,. . .  
elementigen _Punkten -Pl, -P~, . . .  yon _F~--O, die _P entsprechen, sich 
wie ~,~u ~' adjungirle" Curven verhalte. Nachdem 1), sodann 2) 

l',fathomatiBche Annalen. XXIIL 23 
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erfiillt sind, ergiebt (tie Transformation yon �9 auf  op den verlangten 
Ausdruc]~ fiir die q~, soweit es den _Punkt 1 ) yon f = 0 betriffl. 

Die Forderung i) verlangt nur das Verschwinden aller (i --  2)'e~ 
Differentialquotienten yon q~ fiir den Punkt /). 

Da ferner, wie der vorhergehende Abschnitt lehrt, die dem Punkte 
/) bei den successiven Transformationen entsprechenden Punkte in 
ihrer Singularit:it immer einfacher werden und nach einer endlichen 
Zahl yon Operationen die Mehrfachheit der Punkte ganz verschwinden 
muss, so ist vermBge einer endlichen Zahl yon Transformalionen, auf 
alle singuliiren Punkte yon f =  0 angewandt~ das Verhalten der cp 
vSllig festgesetzk 

]nsbesondere ergiebt Nr. 15, dass alle Polaren yon f die Eigen- 
schaff yon zu f adjungirten Curven ( m -  1) ~'' Ordnung haben, aber 
dadiber hinaus mit f ~-- 0 noch weitere in die mehrelementigen Punkte 
yon f'~---0 fallende Sehnittpunkte besitzen, als die allgemeinen zu f 
adjungirten Curven (m--  1) wr Ordnung. Der Doppelfactor y o n / )  (Z t , i~), 
Nr. 17, bezieht sich gerade auf jenen Theil der Sehnittpunkte, welcher 
nur (lurch die Eigenschaft des , ,hdjungirbeins" bestimmt ist. 

V, 

Rationale AusfBhrung der 0perationen der Abschnitte III., IV. 

21. 
Hi i l f smi t t e l .  

Es soll jetzt gezeigt werden, dass alle in den vorhergehenden 
Abschnitten vorgenommenen Processe - -d i e  Trennung der Kesultante 
l)  aus den Gleichungen einer Curve f u n d  ihrer Polaren f~ in die 
belden Theiler, die Bestimmung der Zahl t), die Herstellung der Glei- 
chungen der zu f adjungirten C u r v e n -  in rationaler Weise, ohne 
Auft6su~g irgend einer h6heren a~s ~inearen Gleichung, ausgefiihrt 
werden k5nnen, wenn nichts welter gegeben ist, als die Gleichung 

(1) . f ( x , ,  x2,  x3) = 0 

tier Curve m te~ Ordnung, f ,  wobei f ( x l ,  x~, x~) eine rationale gauze 
homogene Function der Variablen x I , x2, xz mit gegebenen Coefficien- 
ten ist, die auch reducibel sein kann, abet keine Doppelfactoren ent- 
halten soil. 

Die hierbei for~wiihrend anzuwendende Operation ist diese: 
Wenn # ge~rennte Punkb durch rationale homogene Fune~ionen 

(2) x, : x2 :x3 = ~l(z~, Z2) : ~2(i, ,  i 2) : ~3(~,, ~2), 
(3) 2~(z,, z9 = o 
gegeben sind, wo die ~ Faetoren der ganzen Function ~(~,j, )t 2) alle 
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yon einander verschieden sind, so sollen die Curven r t~ Ordnung be- 
s~immt werden, welche jeden dieser q Punkte zum x-fachen Punkte 
haben. 

Diese Operation wird auf rationale Weise so ausgeftihrt: 
Sei 

(4) r x~, xa)=  o 
die Gleichung einer Curve r re' Ordmmg mit unbestimmten Coefficienten. 
Es miissen dann nur alle (n - -  1 )  ten Differentialquotienten yon @ nach 
den Variablen x l, x2,  xa,  die allgemein mit 

(5) r (xt, x2 ,  x a) (f(ir j = 1, 2, . . . ,  ~ ( ~ - ~ )  

bezeichnet seien, fiir die O Punkte verschwinden, d. h. alle 

~,('-'~J (~,,(a,, a2), v2(x,, x~), r x~)) 
miissen /~(~tl, ~t.~) aus (3) zum Factor haben: 

(6) r e2, ~,a):= ~(x,, ~ ) .  qj(x,, x~), 
�9 _1_ ~(~_.{._ 1 ) )  (j---~ 1~2, �9 �9 ~ 2 

wo die Qj(JL I, L~) ebenfalls ganze Funetionen yon ai, L,, werden mfissen, 
Setzt man aber in (6) die Qj mit unbestimmten Ooeffieienten an, so 
liefert die Gleichsetzung der Coeffieienten aller Potenzen der X auf 
beiden Seiten jeder C~leichung yon (6) ein System, aus welchem dutch 
Elimination der Coet'ficienten yon Qj ein System yon genau ~, in den 
Coefficienten yon r linearen und homogenen, Gleichungen hervor. 
geht ~ ein System, das man auch erhiilt, indem man r162 durch 
_R theilt und den Rest identiseh ftir alle ,~ verschwinden liisst. Aus 

(x+ 1) ftir allen Gleiehungen (6) ergiebt sich so ein System yon Q. 2 

die Coefficienten yon �9 linearen und homogenen Gleichungen, in 
welche die in (2) und (3) gegebenen Zahlen nut ganz und rational 

x(x+~) yon einander unab- eingehen. Dieselben stellen h6chstens ~ . - - , - ~ - -  

hgngige lineare Bedingungen fiir die Coefficienten yon (4) dar, in 
deren Erfiillung die verlangte Operation besteht. 

22. 

E i n d e u t i g e  T r a . n s f o r m a t i o n e n .  

Das wesentlichste Mittel bei den Processen der vorhergehenden 
Abschnitte waren eindeutige Transformationen einer Curve 

f(x,, x2, x3)~ O, 
welche einen singuli~ren Punkt yon f als einfachen, nich~ speciellen 

23* 



3 4 0  M. Noz'rni . :  u. 

Fundamentalpunkt benutzten. Dem Zwecke dieses Abschnittes gemKss 
sind jetzt solche eindeutige Transforraationen yon f-~- 0 vorzunehmen, 
welehe gleichzeitig eine ganze Gru2Jpe yon Q, rational in der Form 
(2),  (3) der Nr. 21 gegebenen, getrennten Punkten yon f als einfaehe, 
nicht specielle Fundamentalpunkte benutzen. 

Start der allgemeinsten, nur mi t  Hiilfe yon f~---0 eindeutig um- 
ke~rbaren Transformation ist es geniigend, eine aus quadratischen 
Ebenentransformationen zusammensetzbare Transformation anzuwenden, 
insbesondere etwa die dureh Curven s re,' Ordnung mit (s--1)-fachem 
gemeinsamem Punkte,  wenn man nur  s gen[igend hoch w'~hlt. Sei 

(x 1 ~ x~ ~ 0) ein gegen f nieht speeiell gelegener niimlich etwa 
Punkt;  so ist 
(7)  

wo 
~S,-, ~- x3 U,-2(~:,, z2) + U,_,(x,, xg, 

(7') (S,  = x:, V~_l(x,, x2) + V= (x , ,  x.D, 

und Uh, Vh ganze Functionen h re" Ordnung bedeuten, eine solehe 
Transformation, mit tier Umkehrung 

2,' Z',, 'z l  : x 2 :  x~ ~ -  ~1Z',_~ : ~2 ~-1 : 

Man bestimme nun nach Nr. 21 die Functionen S,-1 und S, derart, 
dass dieselben far die 0 Punkte (2), ( 3 ) j e  einfach versehwinden, 
wil.hrend alle iibrigen Schnittt)unkte yon S , - t  ~ 0, S , -~-0  yon diesen 

Punkten getrenr, t liegen. Man wird dabei s so gross annehmen, 
dass auch kelnes der Elemente yon f ~-- 0 ill einem solchen i-elementJgen 
Punkte /~ mit der Richtung yon S.,_~ oder mit der Richtung der Ge- 
raden dutch 1" und den Punkt (x I ~--- x 2 = 0s zusammenfi~llt. Dadurch 
wird bewirkt, dass in der transformirten Curve E ( ~ ) ~  0 die P ent- 
spreehenden i~-, i2 - , . . ,  elementigen Punkte ])1,/)2, �9 �9  die auf eine 
Gerade dutch (~t ----- ~2 ~ 0) fallen, alle yon einander, yon dem Scbnitt- 
punkte der Geraden mit 27,_1 ~--- 0 und yore Punkt (~1 ---~ ~2 ~ 0) end- 
lieh getrennt liegen. 

Man kann ferner s geniigend gross und den Punkt (x~ ~ x 2 ~ 0) 
geniigend willktirlich w~ihlen, class alle Schnittpunkte yon f m i t  S~_~ 
und mii den Geraden, die dutch (xi -----x 2 ~ 0) and die Sehnittpunkte 
yon S~_1 und S~ gehen, ausgenommen die in die obigen Q Punkte 
fallenden, yon einander getrennte einfache Sehnittpunkte werden. Dann 
werden entsprechend die in den Fundamentalpunkten, den Schnitt- 
punkten yon 2:,_1 und 2~, neu entstehenden vielelementigen Punkte 
yon E ( ~ ) =  0 gewi~hnliehe vidfache Pankte,  ohne jede Singularitiit 
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und yon direct angebbarer Vielfachheit; so der eiafache Schnittp,mkt 
yon 2;~.-1 mit der oben bezeichnetea Geraden durch /-)j, t)e, . . .  ehl 
( m -  i)- facher fiir 1 " (~ )~  0, wenn [ yon der m '~" 0rdnu,g  ist. 

Diese Transformationen fiihren keinerlei IrrationaliK4t ein. 
Zugleich sieht man, dass, wenn eine Gruppe yon Punkten auf 

f(x)~-~-0 rational yon den fibrigen Punkten getrennt ist, dasselbc 
auch fiir die entsprechende Gruptm v0n . ~ ' ( ~ ) =  0 eintritt; und tm~- 
gekehrt. Denn mall erhiHt fiir die Gruppe (2), (3), Nr. 21 dutch 
Elimination yon ~,:~t 2 aus 

(9)  i t ( x , ,  ~.,) = o ,  z , ~ ( z , ,  ~ )  - -  ~,.~, (~,,  ~ )  = o 

eine gesultante 

(lO) ~S'(x~, x2) = o 

in xl:x,a;  and hat zugleich, naeh Nr. 6, x_~_~ ais rationale Function 
Xl 

yon _x~. Ffir die transfbrmirte Gruppe wird also 
Xl 

and diese Gleiehung llefert in Verbindung mit 1"(~)-~-0 
a) die den p Punkten entsprechende|~ Punkte yon 1,', wobei 

~ , -1  nicht = 0; 
b) Panktc volt F~ f~ir welche ~ - 1  ~ 0 ist. 

Bildet man daher dutch Elimination yon ~1 : ~2 : ~ die l~e~ult~mtea 

r(~l ' ,~2'  ) aas F(~)~---0, S ( ~ , ~ 2 ) ~ - 0 ,  A~Z[- I -A~t : , ' - - -~0;  

U(,h', 'h') aus F(~) ----- 0 ,  Z,_,(~) = 0, A,~,' + A~%' = 0, 

wo A I , A  ~ allgemeine ]ineare Functionen der ~ sind; l~isst I"  tuld U' 
bez. aus T und U dadurch hervorgehen, dass man jeden Factor nur 
in der ersten Potenz nimmt, und bestimm~ eadlich den gemeinsamen 
Factor V yon T'  und U', so liefert 

T' (1~', ~,~') 
(12) _p(z,', ~;)  --: T(i?:~5')-= o 

die gesuchten Punkte a)~ yon allen iibrigen getrenut, fi~dem shah (lazu 
~ : ~ : ~.~ ~ach Nr. 6 als rationale Functionen yon Z~' : ),~' ergcben. 

]st umgekehrt ein rationaler Factor /9' yon P bekannt~ sowie 

(13) ~ : ~,., : ~.~ ~ ~ : Z'~ : Z~, 

wo die Z g~mze Functionen yon ~,', ~1~', so folgt aus 

(14 )  1~'(,~, ', L,') ~--- 0 ,  ~ , ;~  - -  ~:Z~ - =  0 
durch Elim~nation yon 2~':~l~' eine Resultante 

0 5 )  S ' (~ , ,  ~..,) ~ 8, '  �9 S ? .  S~ ~ . .  �9 S~, 
wo die linearen Factoren jedes S~, unter sich und yon deucn der ilbrigen 
Sh, alle verschieden sind; und wo ferner die einzelaen Factoren 
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S,,  $2, S a , . . .  yon S' sieh ohne Einfiihrung yon Irrationa]itilten 
ergeben, indem man nur nacheinander die grSssten gemeinsamen 
Divisoren 

8(~) yon S'  und ~8 ' .  
cq~t ' 

~S (~) 
S(~) yon S(~) und ~ ,  ; etc. 

sucht, deren letzfer S~ wird; oder indem man sogleich den grSssten 
gemeinsamen Divisor S~ yon S '  und den ( x -  1) ten Differentialquo- 
tienten yon S" sucht; hierauf ~q~_~ aus S~_~ $2; etc. 

Dann wird 

(16) S" (x, ,  x2) ~- S, (xl,  x:) �9 S 2 (xl,  x~). �9 �9 S ,  (x,,  x2) 

rationaler Factor yon 2(x~, x2); ebenso jedes S~(x~, x2). Da hierzu 

nach dem Obigen auch x~ als rationale Function yon x---t bekannt ist, 
xj ~1 

~2 
so liefer~ endlich, wenn ~ mit den x dutch AtX , + A2~ 2 ~ 0 zu- 

sammenhing, 

(17) Sh(x,, x~) = 0, Alit t + A2~ ~ = 0 

durch Elimination yon x 1 : x 2 einen rationalen Factor 

(18) t~  (xt , x~) 
yon B(x i ,  x2) , entsprechend S^(~i, ~2) oder einem Theile yon 2'()t1' , A2' ). 

Eine kleine Vereinfachung wfirde noch dadurch erzielt, dass man 
den Punkt (A t -~- A z ~--- 0) urspriinglich mit (x I ---~ x 2 ~ 0) zusammen- 
fallen liesse. 

23. 

E r s t e  r a t i o n a l e  Z e r f ~ l l u n g  d e r  R e s u ] t a n t e .  

Wir  betrachten nun die rationale ZerZegung der t~esu~tante D (hi, 42) 
(aus (4), Nr. 14) yon 

(19) f(x) =- O, f~(x) ~ O, A,Z,  + A2t  ~ = O. 

Die erste Zerlegung ist die durch (6), Nr. 14, gegebane, welche 
den yon den GrSssen c abh~ngigen Theil 1), in rationaler Weise aus- 
scheidet. Der Rest D o bezieht sich nut noch auf die mehrelementigen 
Punkte yon 

f(x)  = o;  
und es sei 

( 2 0 )  1 )  0 = 1)22. D3a. D44 �9 . .  1 ) ~ ,  

wo die linearen Factoren jedes D~ alle unter sieh und yon denen 
alier iibrigen D, verschieden sind. Diese Zerlegung yon D o in die 
Factoren 1)22, D 3 s ~ . . .  geschieht ebenfa]ls ohne Einfiihrung yon 
lrrationalitiiten, wie in Nr. 22 bet S'. 
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Man betrachte hieraus D~, wo D~, yon einem Grade/to sei. Dieser 
Factor gehSrt dann zu tso Punkten yon f (x) -~-O,  deren jeder ein 
Schni~tpunkt vo:l tx-facher Mul~iplieit~it yon f =  0,  /~ ~---0 isL 

Dieses D~ zerlege man nun nach den Graden tier Vidfhchheit der 
~t o Punkte. Man betrachte niimlieh auch der Reihe nach die gesul- 
tanten aus 

(21) f(x) ~- O, A,,~, q- A ~ z  = O, fd, ~--- O 
(ftir h = 2, 3, . . . .  (u--1))  

wo f~  die allgemeine htr Polare yon f,  und wo 

(~ - 1) ~ __< 
zu nehmen ist, weil ein Pnnkt ,  in welchem alle h t~'~ (und nieht al]e 
(h-~-l) t~ Polaren verschwinden, ein (h Jr- 1)-elemenLiger Punkt, mi~ 
wenigs~ens (h-l- 1)h-faeher Multiplicit'Xt f(ir f--~- O, fo ~ 0 ist. Der 
yon den c unabh:~ngige Factor dieser Resultan~e sei bezfigl, rui~/3(~,+ ~) 
bezeiehne~ (also /~(~) ~ / ) 0 ) .  

Hierauf sind der Reihe naeh die gemeinsamen Factoren 

i ( x )  A(~t--~), A(3}. h ~  ) (22) 
bez~iglieh yon 

D u und /~l~); Du und R(~-~) . . . . .  D~, und I~(2) 
A(Z) ~ ~ A ( X ) . A ( x - l ~ . .  ^(3J 

zu bilden. 3lan hat dann die r(dionate Zerlegung 

(23) D~, = A(~ ~). Z~ ~-') ^(~)" " " ' a..a~ ,) 

und hierbei gehSrt A~ ) nur zu solchen yon einandcr 9etrennten 1Junkten, 
we~che ge~au i-elemen[ige _Pun/:te von f(x) ~ 0 sind. 

Es giebt einen noch einfaeheren Weg zu dieser Zerlegung you 
D~(/tt~ ~t~). Da A1~ ~ -[-A2,~: = 0, so verbinde m a n  die beiden Curven 

(24) f (x)  = o,  I ) , , ( -  A~, A, )  ---- O, 

indem man zunEchs~ allgemeine lineare Functionen x~', x2' ~ x a' an Stelle 
der xt~ x2, x:~ einfiihrt und x.( eliminirt. So ergebe sich als Resul~antc 

(25) L ( x / ,  x.~') ~ -  L~ ~ �9 L22 . . .  L 2 ,  

wo die linearen Factoren eines L~ unter sieh und yon denen der iibrigen 
L; alle versehieden sind. Dann geh5r~ Lt gerade zu den i-elemen~igen 
Punk~en yon f ( x ) ~  O, fiir welche D s, ~ 0 ist. Speeialisirt man nun 
die Substitutionscoefficienten in den Ausdr[icken tier x' durch die x 
derart, dass x l ' ~ -  A2, x 2 ' ~  A l wird, so verschwindet der so aus 
Z ( x / ,  x~') entstehende Ausdruck nicht identisch, weil (A~ ~ A ~ O )  
kein Punkt yon f(x)--~ 0 ist; und die Ausdrtieke 

L~, L~, . �9  L~ 
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gehen also beztiglieh in 

A (  2 ) A(3) A (  ~ } 
Iz ~ '-,.Jtt ~ " " "~ ~"~ 

yon @2) tiber. 

Set A~ ) yore Grade /f lo so hat man durch 

/t(iJ yon einander getrennt liegende~ i-elementige Punkte yon f(x)-~-O~ 
welehen der Factor 

yon D O entsprieht, yon den tibrigen mehrelementigen Punkten yon 
f(x)-----0 rational abgesondert. 

24. 

g a ~ i o n a l e  B e s t i m m u n g  des  D o p p e l f a c i o r s  de r  l { e s a l t a n t e .  

Von dem Factor (A~J)u sondert sich, nach Nr. 17~ zun~chst 

(27) (n~)) ~('-1) 
fiir den ,,Doppelfactor" yon D ab. Fiir / t~--- i ( i - -1)  ist die Zer- 
legung hiermit abgeschlossen; andernfalls geschieht die weitere Zer- 
legung durch eindeutige Transformation yon jr. Nach Nr. 6 werden 
die Coordinaten der entsprechenden t~ (0 Punkte yon f (x )= 0 rationale 
Functionen yon ~1 : ~:: 

( 2 8 )  x l  : x2 : x3  = r  4 )  : ~ 2  : r  " " " 

WO 

(29) ~ (~,, 4 )  = o, 
und man kann daher nach Nr. 22 eine Transformation der dortigen 
Art~ welche diese te~o Punkte als einfache Fundamentalpunkte benutz% 
in rationaler Weise ausffthren. Durch diese Transformation gehe f(x)--~ 0 
in F ( ~ ) =  0 iiher. 

Fiir diese Curve F ( ~ ) ~  0 stellt sich alsdann dieselbe Aufgabe, 
wie sie in Nr. 23 ftir f (x)-~ 0 behandelt worden ist. Nut geniig~ 
es hier, um die Vielfachheit der den t~(o Punkten entsprechenden Punkte, 
die allein in dem Dolopelfaetor von D benutzt wird, zu bestimmen, 
den zweiten einfacheren Weg yon Nr. 23 einzuschlagen, ohne aueh 
nut die Polare yon 2'(~) aufzustellen; denn diese Punkte sind ohnedies 
durch die Transformation bekannt. 

Dies geschieht nach den letzten Betrachtungen der Nr. 22, indem 

man nur daselbst A~ ~ an Stelle yon /~ (9) zu setzen hat. Die dorl 
aufgestellten Gleiehungen (13), (14): 

(30) ~ P(Z,', ~t2" ) = 0, 
( i~ : [., �9 [3 ~ z, ( ~ ' ,  4 ' )  : z~(z~', 4" )  : z ~ ( 4 ' ,  4 ' ) ,  
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wo 

(31 )  Al'tj ' -f- A2'~2' ~ 0 ,  

llefern alle Punkte yon ~ ( ~ ) ~ 0 ,  welche den ~[o Puakten yon f ( x ) = O  
durch die Transformation entsprechen, and zwar jeden einfach, d~ 
die Factoren yon l~(,t(, Z2' ) a l l e  yon eina~lder verschieden sind. Um 
die Vielf'achheit dieser Punkte zu bestimmen, wird man daher nach 
Nr. 23 ((24) etc.) in die Gleichungen 

= o ,  p ( -  A,, A,) = 0 

allgemeine lineare Functionen ~,', 62', ~3' an Stene yon ~1, ~ ,  ~3 ein- 
fiihren und ~a" eliminiren, wonach sich, wie dort, 

(32) L(~, ' ,  ~ ' )  ~ L** . L.~ ~ . . .  L :  

ergebe. Dann liefert 

(33) Lj(~t',  ~2') ~-  0 

nur j-elementigc l~untde; und Lj ergiebt, nach Nr. 23, durch Speciali- 
sirung einen Factor 

(34) E(Z1', Z2 ~) 

yon /~(Z(, Z2" ). 
Aus  

(35) ~(~ , ' ,  '~2') = 0, ~X,., -- ~Z, = 0 

folgfi hierauf eine Resu]tan~e 

(36) Sj(~,, ~.~) ~ S,~. $2~. S3~ . . . ;  

dann liefert endlich (Nr. 22, (17), (18)) 

(37) S~s(xl, x2) ~ O, A I~  j + A.~Z 2 = 0 

nach Einsetzen yon ~s und Elimination yon ~- einen rationalen Factor 
x~ x~ 

(38) ^(~J~') (~ Z,,) s'~tt \'*1 
A{O ,'~ 

In diesen Ausdrf~c.ken drtickt del: Grad yon .P(X~, ~ ) ,  dem der 
Grad des Productes L t .  L ~ - . .  L~ gleich ist, die Anzahl der den 
~o Punkten yon {'(x) ~--- 0 fiberhaupt eatsprechenden ge~renaten Punkte 
yon /~'(~)~-0 aus. Der Grad yon L~., dem der yon ~ und der yon 
S 1 gleieb wird, stellt die Zahl der darunter befindlichen j-elemenfigen 
Punkte vor. Die Potenz h des Factors S~ yon S~ bedeutet, dass h 
verschiedenen dieser Punkte: welche durch einen linearen Factor yon 
S~s gegeben sind, ein and derselbe Punkt yon f ( x ) ~  0, oder viel- 
mehr h diesem in verschiedenen Richtungen benachbart gelegene 
Punkte yon f ( x )  ~-- O, entsprech.en. Dem Grade yon &r wird der yon 
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AJ~ 'h) gleich. Nach Nr. 17 sondert sich von dem Factor (A~)) '' fiir 
den Dopivelfaetor yon / ) ,  ausser dem am Anfang dieser Nr. bezeich- 

(A(i)~i(i--l) /, neten ~--~, noeh, yon $I,~ herriihrend, in rationaler Weise ab: 

(39) 
Solches ist fiir alle h, dann ftir alle j ,  far alle i, endlich ffir alle 

9 auszufiihren, wobei ffir j ,  i,  F nut die Zahlen >__ 2 betrachtet zu 
werden brauchen. 

Der weitere Gang der Zerlegung ist klar: Es werden die durch 
((30), (35)) 

(40) i,~.(i,', i~') = o, ~, : 12: i~ ---- x, (U, ~2') : x~ : x.~ 

gegebenen j-elementigen Punkte yon T'(~) = 0 als Fundamentalpunkte 
einer Transformation der Art Nr. 22 benutzt, und hierdurch, auf dem 

in dieser Nummer fiir A (~ eingeschlagenen Wege, jetzt yon $io' (~1, ~2), 
(36), ein rationaler Factor abgesondert, und dementsprechend ein 

A(~&) (11 "~2) (38), wobei sich im Laufe der Trans- solcher auch yon t, , , 
formation wieder die Potenz, in welcher dieser Factor in den Doppel- 
factor yon / )  eingeht, yon selbst erg;ebt. 

Eine kleine Modification dleses Verfahrens besteht darin, dass 
man gleichzeitig mehrere, rational yon einander gesonderb, P u n k b  
gruppen der zu transformirendea Curve, oder auch alle mehrelemen- 
tigen Punkte derselbcn, als einfache Fundamentalpunkte einer und 
derselben eindeutigen Transformation der Art Nr. 22 nimmt. 

25. 

R a t i o n a l e  B e s d m m u n g  der  G e s c h l e c h t s z a h ] .  

Aus dem Grade 2~'M des Doppelfactors yon D uud der Zahl m 
bestimmt sich nach Nr. 17, (23) oder 1Nr. 19, (2) die Zahl iv durch  
die Formel 

i (m--])(m-2)-- i P ~ - - E  E ~ ' M "  

Da es sich hierbei aber nur um den Grad, nicht um die wirkliche 
Aufstellung des Doppelfactors yon D, handelt, so geniigt zur Bestim- 
mung der Zahl iv schon ein Theil der in iNr. 23 und 24 geforderten 
Operationen. 

Hiernach ergeben zum Grade 2T2/des  Doppelfactors die /t('3 durch  
A ~ ) =  0, (26) Nr. 23 gegebenen, i-elementigen Punkb yon f ( x ) ~ - 0  
zuniichst den Beitrag 

~(o. i ( i -  1); 

sodann ergeben, wenn Lj. oder B~ (Nr. 24, (33), (34)) vom Grade in) 
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wird, die den tx(0 Punkten auf F ( ~ ) =  0 entspreehenden, bez. dureh 
Lj(~l', ~') ~ 0 oder ])~(;tt' , 2_~') = 0 gegebenen j-elementigen Punkte 
( j ~  2, 3 , . . . ,  u) zu 22'M den wei~eren Beitrag: 

L '  i(J) . j ( j  - -  1). 
j ~ .2  

Zur Aufstellung dieser Zahl hat man also nur bis zur Bestimmung 
der mehrelementigen Punlde yon F(~)~_ 0 zu gehen, d. h. zu den 
Gleiehungen (30), (35), Nr. 24: 

(40) .Pj(~,', ,12' ) = O, ~, : ~2 : ~:, = X, (Z,', Z~') : t2:  Z3, 

und gerade so welt naeh Nr. 24 zur weiteren Transformation yon 
_Y'(~) ~ 0; daher fSll~ bier die weitere Beziehung auf f(x)-~. 0 in 
Nr. 24, (36)--(38), weg. 

Es folgt mittels Transformation yon F ( ~ ) ~  0 die Bestimmung 
des Beitrags zu 2~'M, welche yon den, den i(j) j-elementigen Punkten 
entsprechenden Punkten der transformirten Curve herrtihr~; etc. 

26. 

R a t i o n a l e  B e s t i m m u n g  der  a d j u n g i r t e n  Curven .  

Auch fur die rationale Aufstellung der Gleichunge~, der zu f ( x ) ~ O  
adjungirten Curven gil~ die in Nr. 25 fiir die Zahl p gemachte Be- 
merkung: man hat in ]Nr. 24 wiederum nttr bis zu den Gleichungen 
(40) Nr. 25, zu gehen. 

Die hierzu auszufiihrenden 0perationen ergeben sich aus dem Satze 
der Nr. 20. Man ertheilt den zu bestimmenden Curven n tr 0rdnung, 
r ~ 0, zun~ehst unbestimmte Coefficienten und schreibt den Carven 
alsdann vor, die durch ((28), (29), 1Nr. 24) 

A~ I (~,, Z~) ---- 0,  xl : x2 : x3 = 0~ (Z,, ~ )  : ~2 : ~3 

gegebene Gruppe yon /#o i-e]ementlgen Punkten yon f(x)--~ 0 zu 
(gewShn]ichen) (i--l)-fachen Punkten zu haben (Nr. 21); die diesen 
Bedingungen geniigenden Curven cp(x)-~-0 werden h~erauf durch die 
Transformation yon Nr. 24 in Curven q) (~)~  0 tibergefiihrt, und den 
O(~) ~ - 0  wird weiCer vorgeschrieben, die durch ((30), (35), Nr. 24) 

( j  = 2, 3 , . . . ,  ~) 

gegebenen Punk~e yon : F ( x ) =  0 zu vielfaehen, die i(r 
bez. zu ( j--1)-faehen,  Punkten zu haben; und nach Erfiillung dieser 
Bedingungen isi; Analoges wetter bet den weiteren Transformationen 
yon F(~) ----- 0, r  0 auszuftihren. Die s'iimmtliehen Transforma- 
tionen in ihren Umkehrungen angewandt, liefern dann die gesuchten 
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r soweit es den Factor All ) yon D betriff't; wonach solches uoch 
['fir alle i und y zu gesehehen hat. 

Die hier fiir die adjungirten Curven ~o(x)~  0 aufgestellten Be- 
dingungen liefern im Ganzen 

2 

lineare homogene Gleichungen fiir die Coefficienten yon ~p(x), wo die 
Zeichen dleselben sind, welche in die p-Formel, ~Nr. 17, (23) und 
Nr. 19, (2) eingehen. In wie welt diese linearen Gleichungen you 
einander unabhEngig sind, und wie die Behandlung der Aufgabe dieser 
Nummer iiberhaupt bedeutend modificirt und vereinfaeh~ werden kann, 
dartiber vergl, den folgenden Abschnitt, Nr. 30 und 31. 

VI. 

BedButung dor adjungirten Curwn. 

27. 
Der  [~estsa tz  fiir n i c h t - s i n g u l ' ~ r e  Curven .  

Sei zuui~chs~ eine Curve #~r Ordnung mit nut nichtsingu~Sren mehr- 
fachen Punktem vorgelegt: 

�9 ~(~) = 0 .  

�9 (~) ~ 0 sei irgend eine Schaar yon Curven v '~r Ordnung, welche, 
ausser gemeinsamen festen Punkten, die Curve 1r 0 in einer 
Schaar 22 yon Gruppen F yon j e r  PunkLen treffen mSgen; ~0(~)~0  
eine specielle Curve dieser Schaar~ welche F in der speciellen Gruppe 
F o aus g treffe. 

Bestimmt man. nun eine beliebige dutch die Gruppe ['o gehende 
und zu E adjungirte Curve v "L~,' Ordnung, ~o'(~) ~- 0, so ist der Rest- 
satz in der Gleichung enthalten (vgl. Math. Ann. VII, p. 271) 

(1) ~'(~). %'(~) - -  % ( ~ ) .  ~"(.~) - -  A ,  F ( ~ ) .  

in der A und $'(~) ganze Funetionen der ~ bedeuten, und aus der 
sich ~ ' ( ~ ) =  0 als eine Schaar yon zu F adjungirten Curven v 't~,' 
Ordnung ergiebt~.welche ausser gemeinsamen festen Punkten~ die Curve 
T'(~) ~ 0 in derselben Schaar 22 yon Punktgruppen treffen, wie 

~'(~) = 0 .  

Diese Gleiehung zeigt zugleich, dass die auf 2; ' (~)= 0 existirendo 
lineare Gesammtschaar voa Gruppen yon j e r  Punkten, unter denen 
F o als eine Gruppe enthalten ist, immer dureh eine Seha~r ~ ' ( ~ ) ~ 0  
yon Curven v 'tr Ordnung aus F ( ~ ) ~  0 ausgesehnitten werden kann, 
welche keinen anderen Bedingungen unterliegen, als zu F adjungirt zu 
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sein und dutch den Restschnitt yon F ( ~ ) =  0, ~0 ' (~ )=  0 (ausser F o 
und den mehrfaehen Punkten yon /~) hindurchzugehen. 

Wenn  ferner die Schaar ~ ( ~ ) =  0 einen j-fachen Punkt R yon 
I"(~) -~-0 fiberhaupt nicht zum festen Punkte hatte, so brauchen auch 
W o (g) ~ 0 und qru'(g ) ----- 0 durch diesen Punkt nicht gelegt zu werde.; 
dann ergiebt die (?deichung (1) f~ii- 1V' (g) = 0 aber keinerlei auf dell 
Punkt  /~ beztigliehe Bedingung; und die Gleichung sagt aus, class 
diejenige lineare Theilsd~aar yon Gruppen yon j e r  Punkten auf 
F(g) ~ 0, welehe die Gruppe i" o enth~lt uM welche fiberhaupt yon 
solchen Curven ausgescbnitten werden kann~ die den P,nkt /~ nieht 
zum festen Pm~kt haben, immer vollsti~nd N dutch eine Schaar von 
Curven einer Ordnung v', (~) = 0, aus 1;'(~) = 0 au~geschnitten 
wird, welche nur den Bedingungen unterliegen: zu/7'in allen Punkteu, 
ausser ]~, adjungirt zu sein und durch den Restsehnitt yon F ( ~ ) = 0 ,  
Wo'(~)-~-0 zu gehen. 

28. 

Der l~estsatz  f a r  s i n g u l ~ r e  Curven.  

Sei nun zweitens eine Curve mter Ordnung 

t'(x) = O, 

mi~ beliebigen SingularitKten vorgelegt. Es soil gezeigt werden, dass 
der Satz fiir die Gesammtschaaren you Nr. 27 auch bier gilt, :indem 
man zu f ( x ) =  0 adjungirte Curven benutzt. 

~Vir betrachten hier vorerst eine Schaar yon Gr~ppeu H auf 
f (x)  ~ O, ausgeschnit~en durch Curven n t~'' 0rdnung Z ( x ) = 0 ,  die 
einen i-elementigen Punkt 1 ) yon f zum (gewShnlichen) h-fachen Punkt 
haben,  durch die fibrigen mehrelementigen Punkte Ir /~2, . . .  nicht 
gehen und eiue Anzahl fester einfacher Punkte yon f gemein haben; 
eine specielle der Curven, Zo ~---0, treffe f in H o. Legt man nun 
dutch H o eine Curve n 're' 0rdnung, Xo' ----- 0, welche zP zum ( i - -  l)- 
f achen  Punkt ha~ u~d welter f in einer Gruppe H o' von einfaehen 
Punkten trifft, so hat man auch hier eine Gleichung, analog (1), 
Nr. 22 ,  

(2) z '  - -  Zo" x' A .  t; 
wo Z" und A ganze Funetionen tier x werden; denn die h[erzu hin* 
reiehende Bedingung (vgl. meine Note Math. Ann. VI~ p. 351), dass 
gZo' den Punkt P,  der i-elementiger Pankt yon f ,  h-facher Punkt 
yon Zo und Schnittpunkt yon nur hi-facher MultiplieitKt ist, zum 
(h -~ i - -  l)-fachen Punkt babe, ist erfiillt. Z'(x) = 0 wird dann eine 
dureh/4o '  gehende Sehaar yon Cur~en n' tr 0rdnung, mit (i--1)-fachem 
Pank te  in :P, eine Schaar, die f ebenfalis in den Gruppen H trifft. 
U n d e s  folgt, dass die Curven n 't~ Ordnung, welehe durch/4 o' gehen 
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und ~ zum (i-- l)-fachen Punkte haben, diejenige allgemeinste ~ru{ f 
existirende lineare Schaar yon Gruppen ausschneiden, in der Ha a l s  
eine Gruppe enthalten is~ und die yon Curvenschaaren, welche /9 z u  
irgend einem vielfachen Punkte, _RI, /~ ,  . . .  gar nicht zu f e s t e n  
Punkten haben, iiberhaupt ausgeschnitten werden kann. --  

Sei jetzt die lineare Gesammtheit yon Gruppen G auf f ( x ) ~  O, 
der eine Gruppe G O angehSrt, zu betrachten. Wir legen eine Curve 2~o" 
n "re' Ordnung dutch Go~ welche zugleich zu f adjungirt sei; d i e s e l b e  
treffe f welter in eiuer einfachen Gruppe Ho'. Z'(x) ~ 0 sei die S c h a ~ r  
aller Curven n 't~L 0rdnung, welche dutch H 0, gehen und P z u m  
(i--1)-fachen Punkte haben. 

Auf f ( x ) ~  0 und die eben genannten Curvenschaaren w e n d e n  
wir eine eindeutige Transformation an. Da man durch for~gese~zt;e 
Transformationen der Ar~ yon Nr. 22 die Curve f ( x ) ~ - - 0  in e i n e  
Curve ohne singul~ire mehrfache Punkte verwandela kann, ftir w e I c h e  
dana die Res~siitze yon Nr. 27 ge]ten, so geniigt es, zu zeigen~ d a s s  
bei einer Transformation mit nut einem mehrelementigen Punkte a l s  
Fundamentalpunk~ die Rests~tze f/Jr die zu transformirende Ctarv'e 
gelten, wenn sie ftir die transformirie Curve vorausgesetzt w e r d e n .  
Wir maehen daher eine, etwa quadratische Ebenen-, Transformat ion,  
welche yon den Punkten yon f ( x ) ~ - 0  nur /) zum einfachen F u n d a -  
mentalpunkte habe, auff(x)  = O. Die transformirte Curve, ffir w e l c h e  
die Rests~tze gelten sollen, sei F ( ~ ) ~  O. Diese Curve erhKlt in d e n  
Fundamentalpunkten Q~, Q~. , . . .  der ~-Ebene ge~vShnliche m e h r f a e h e  
Punkte, hat ferner eine Reihe yon mehrelementigen Punkten P t , / )~ ,  - - -, 
den verschiedenea Richtungen yon f (x )  = 0 am Punkt P en t sprechend  
und eine Reihe yon mehrelementigen Punkten 1-r .R2' , . . .  e i n z e l n  
bez. den Punkten R~, R2, . . .  yon f~---0 entspreehend und yon d e r -  
selben Singularitis wie diese. 

Bei dieser Transformation geht die Schaar Z'(x) ~ 0 fiber in e i n e  
Schaar X(x)---~0 yon Curven v tr 0rdnung, we]che die Punkte Q1, Q2, - . .  
zu festen mehrfachen Punkten hat und durch die H 0' en tsprechenden 
Punkte yon 2 '  geht. Nach Nr. 27 l~sst sich diese Schaar in B e z u g  
auf den Schnitt mit F(~) ---~ 0 ersetzen dutch eine Schaar yon C u r v e n  
v 're' 0rdnung, X'(~)~---O, welche l) sich in den Punkten Qt, Q2, - . .  
adjungir~ verhalteu, 2) durch eine feste Gruppe K yon e in fachen  
1)unkten yon 2~'(~)~---0 gehen. 

Aber diese Schaar X ' ( ~ ) =  0 gentigt aueh keiner weiteren B e -  
dingung als 1) und 2). Dean die game Schaar der Curven v 't~ Oral- 
hung, welche 1) und 2) geniigen, transformirt sich in Curven, w e l c h e  
2 zu einem mehrfaehen Punkte und eine Anzahl einfaeher Punkte y o n  
f ( x )  ~ 0 zu festen Punkten haben; diese Curven schneiden damn  
f ( x )  = 0 in Gruppen, zu denen jedenfalls die yon den Z ' ( x ) ~  0 aus -  
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gesclmittenen Gruppen gehSren. Dann aber treffen, nach den Be- 
merkungen zur obigen Gleichung (2), gerade diese Z ' ( x ) ~ 0  die 
f ( x ) ~ O  schotl in den allgemeinsten Gruppen, also auch die •  
und die • ~ 0 die/;'(~) -~- 0 in den allgemeinsten Gruppen, welche 
aus den Bedingungen 1), 2) sieh ergeben. 

Schreibt man nun den ~ ' ( x ) ~  0 die weitere Bedingung vor, in 
alien mehrelementigen P~nktea P ,  1~1, R2, . . .  yon f (x)--~ 0 zu f 
adjungirt zu sein, so geschieht dies nuch Nr. 20 dadurch, dass die 
• ~ 0 die weitere Bedingung erfiillen, in den Pankten /) l , -P~,---  
und /~t', R2",- . .  zu F adjungirt zu sein. Dieselbe Bedingung stellt 
sich dann, naeh der Annahme fiber F ( ~ ) ~ 0 ,  auch fiir die X'(~)~--(); 
und da diese Curven hierauf die ailgemeinste Sehaar yon zu F ad- 
jungirten, dutch eine feste Gruppe K gehenden Curven v't~ Ordnung 
bilden, so schneiden sie, wieder nach der Voraussetzung, ~ ( ~ ) ~ 0  
in einer Schaar yon Punktgruppen, welche in keiner allgemeineren 
Schaar als Theilschaar mehr enthalten ist. Dasselbe tritt also auch 
ffir die auf f(x) --~ 0 entspreeheade Schaar yon Punktgruppen ein ; d. h. 
die ~u f adjungirten, dutch H o' gehen&n Curven n 'ter Ordnung schnei- 
den die oben genanntc Schac~r G aus f(x)  -~-0 aus. 

So gil~ die Gleichung (2), wcnn dabei unter ) t ( x ) ~  0 eine ganz 
belieblge Curvenschaar~ unter Z' (x)~---0 eine Schaar yon zu f ad- 
jungirten Curven verstanden wird. 

29. 
Die w e i t e r e  T h e o r i e  der  a l g e b r a i s c h e n  F u n z t i o n e n .  

Mit dem Restsatze, dessen Ableitung yon den Darstellungen in 
Nr. 21--26 natiirlich unabh/~ngig, ist - -  in eingehenderer Weise als 
i m w  7 der Arbeit yon Herrn Br i l l  und mir: ,fiber die algebraischen 
Functionen und ihre Anwendung in der Geometrie", Mathem. Ann. 
V I I -  auch fiir die beliebig singuliire Curve f ( x ) - ~  0 die einzige 
Grundlage gegeben, aus welcher in jener Arbeit w167 2--6 zun~chst fiir 
nicht singu|~ire Curven die Functionensiitze entwickelt werden. Diese 
Entwicklungen bleiben, wie dort schon gesagt, auch fiir die singul'~re 
Curve [ ( x ) ~  0 und ihre adjungirten Curven wortgetreu bestehen. 

Insbesondere leitet man also jetz~ filr die irreducible Curve m tzr 
Ordnung, f(x)-~-O~ deren Gesehlecht 10 durch die Formel Nr. 17 oder 19 
bestimmt ist, die Siltze her: 

dass jede lineare Schaar yon GruppeLl Yon je Q Punkten auf 
f (x )  -~ O, deren MannigfaltigkeR g ~ Q - p ist, yon zu fadjungirten 
Curven (m--3)  tcr Ordnung, - -  den sog. Curven ~ -- ausgeschnitten 
werden kann; dass es yon diesen Curven r tiberhaupt genau ozp-' 
giebt, yon den zu f adjungirten Curven (m ~ 3 -[- a) ter Ordnung abet, 
flit a ~ 0, vermSge ['(x) ~ 0 genau c ~ +  ~ - ~ .  
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Hieran sehliessen sich fiir die irreducible Curve f (x ) - -~  0 der 
g i e m a n n - R o c h ' s c h e  Satz fiber die genauere Bestimmung der Con- 
stantenzahl der yon Curven q~ aus f ausgeschnitteneu Schaaren yon 
Punktgruppen; ferner der Satz~ dass diese Schaaren bei eindeutiger 
Transformation yon f ( x ) ~  0 in eiue Curve / ; ' ( ~ ) =  0 in Sehaareu 
yon gleicher Manniehfaltigkeit iiberg'ehen~ welche aus F ( ~ ) ~  0 you 
zu T: adjungirten Curven cp ausgeschnitten werden; also dass die Zahl 
p hierbei erhalten bleibt. 

Die in diesem Gedankengange sich ergebenden Definitionen ffir 
die Zahl p sind die folgenden: 

1) fiir eine auch reducible, nut keine Doppelcurve enthaltende, 
Curve f (x )  ~ 0: die numerische Definition aus Nr. 17 oder 19; rational 
naeh Nr. 25 zu finden. Damit identiseh ist die Definition, dass die 
zu [ adjungirten Curven (m - -  3 -[- a) ~~ Ordnung die Curve f (x)  ~ 0 
in Gruppen yon je 

2I) -- 2 -{- m a 
Pnnkten schneiden; 

2) ffir eine irreducible Curve f ( x ) ~  0: 
a) aus der Mannichfaltigkeit 

q . - ~ Q - - p  

einer Sehaar yon je Q Punkten~ unter welchen cine Gruppe aus 
ganz willkiirlieh (nicht speciell) gewiihlten Q Punkten besteht; wenu 
q > 0 wird;. 

b) aus der Zahl 1) der linear vmt einander un~bhiingigen zu f 
adjungirten Curven ( m -  3) t''" Orduung, der Curven T. 

30. 

M o d i f i c i r t e  B e s t i m m u n g  der  Verhi~l~nisse  der  C u r v e n  % 

JFiir die rationalen Darstellungen der Nr. 21- -26  ergeben diese 
Siitze yon Nr. 29 noch weitere Resulta~e. 

Nach diesen Siitzen stellt die Forderung ffir die Curven ( m - - 3  -a t- a) ter 
Ordnung, in allen mehrelementigen Punkten yon /(x)--= 0 zu f ad- 
jungirt sein, d. h. (Nr. 19)alle hs-fachen Punkte yon f ( x ) ~ O  zu 
(h i - -1) - fachen Punkten zu haben, f[ir a ~ 0 und eine irreducible 
Curve f (x)  ~ 0 genau 

lineare yon einander unabhgngige Bedingungen ffir die Coeffieienten 

L'I  1 ]t j(hj-  1) tier Curvensehaar dar. Die in 2gr. 26 genannten T 

linearen Gldc]~ungen sind aZso, sobald nut  f ( x ) ~  0 irreducibel and 
die dortige Zahl n ~ m - 3 ist, yon einander unabhiingig. 
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Die in Nr. 26 behandel~e rationale Aufstellung der zu f adjun- 
gir ten Curven kann abet ffir irreducible Curven f (x)  -~ 0 nach Nr. 29 
fiberhaupt noch bedeutend modificirt werden. Denn zuniichst gehen 
bei einer eindeutigen Transformation yon f ( x ) - ~  0 in eine Curve 
te re' Ordnung, ~ ' ( ~ ) ~ 0 ,  die zu f adjungirten Curven yon der (m--3)  t~" 
Ordnung,  (p(x) ~--0, in die Seha~r der zu ff adjungirten Curveu 
(g - -  3) L~" Ordnung, (P(~) --- 0, fiber; verm5ge fi(x) -~ 0 und 2'(6) ~ 0. 
W e n n  es sich daher nur um die Schnit~gruppen yon f (x)  ~ 0 mi~ der 
Curvenschaar 9 (x) = 0 handelt, so genfigt es, dutch successive Trans- 
formationen f ( x ) - ~  0 in eine Curve ohne Singularitiiten, / ; ' ( ~ ) ~  0, 
fiberzufOhren, die zu F gehSrige Curvenschaar q~, @(~)~  0, aufzu- 
stellen und vermSge der Transformationen Bus @(~)-~ 0 riickw~rts 
eine Schaar r  0 abzuleiten. Diese Schaar ersetzt d~nn verm5ge 
f ( x )  ~ 0 die Schaar ~ ( x ) - - - 0  vollst'~ndig. 

Die hierzu auszufiihrenden Operationen beschr'~nken sich auf 
Folgendes : 

Man zerlegt, w ie in Nr. 23, den Factor D oder Resultante:/)(Zt, 22) in 

Do = D?2 D.~ 3 " ' '  D~ ~, 

bes~immt, wie dort~ die Coordina~eu der zu 

1)2D 3 . . .  D,. ~ O 

gehSrigen mehrelementigen Pmlkte yon f ( x ) - ~  0 uad benutz~ diese 
s~mmtlichen Punkte als Fundamentalpunkte einer ersten Transforma- 
tion yon f ( x ) - ~  0 in eine Curve f(l)(x(l))--~ O, nach Art yon Nr. 22. 
Die Uaterscheidung dieser Punkte nach dem Grade der Vielfachheit 
is~; dabei unnS~hig. 

Sodann bestimmt man nach Nr. 22 die Coordinaten der allen 
vielelemen~igen Punkten yon f ( x ) - ~ - 0  entsprechenden Punkte yon 
f(~lxO) ~ 0 ,  durch analoge Gleichungen, wie bei f ( x ) ~ O .  Diese 
s~mmtlichen Punkte, soweit sie hShere als 1-elementige sind, werden 
wei ter  uls Fundamentalpunkte einer Transformation, nach Art yon 
Nr. 22,  yon fc~(x,J) ~ 0 auf eine Gleichung fl~) (xe)) ~--- 0 benu~zt; eLc. 
Man gelangt so endlich zu einer Curve F ( ~ ) =  0, welche keine, den 
mehrelementigen Punkten yon f (x )  ~- 0 entsprechende, mehrelementige 
Punk te  besitzt, sondern nut noch gew5hnliche mohrf~che Punkte in 
den Fundamentalpunk~en der ~-Ebene. 

Ftir diese Curve F ( ~ ) =  0 ergiebt sich die Schaar q ) (~ )=  0 als- 
dann lediglich nach Nr. 23 und 21~ ohne dass man noch weitere 
Transformationen, wie in Nr. 24, anzuwenden hiitte. Aus den (P(~) ~--- 0 
folgen endlich die 9 ' ( x ) =  0, wie oben gesag~. 

Was nun welter die zu [" adjungirten Curven yon hgherer als 
( m  - -  3) t*~ Ordnung betrifft, so habe ich in meinem Aufsatze ,,Ueber 
die invariante Darstellung algebraischer Functionen", Mathem. Ann. 

~ I ~ t h e m ~ t i ~ c h e  A n n a l e a .  x x I n .  ~2-~ 
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Bd. XV][I, gezeigt, dass sieh dieselben f l i t / (x )  ~ 0 dutch gauze Func- 
tionen der cp(x), also auch der (p'(x) ersetzen ]assez~. Sei n~tmlich 
eine Schaar yon Gruppen G a u f  f(x) ~ - 0  gegeben, G o eine specielle 
dieser Gruppen; wenn dann (Po(~)(x)~ 0 wo r eine ganze ho- 
mogene Function tt t~ Ordnung der cp'(x) vorstellt, irgend eine Curve 
ist, welehe durch G o hindurchgeht~ so wird die Schaar der ~ aus 
f(x) ~ 0 durch eine Schaar yon Curven r 0 ausgeschnitten, 
wo auch q')r eine ganze homogene Function der tp'(x) ist und wo 
alle Oc~(x)~  0 durch den Restschnitt yon f(x)--=0 mi~ r 
ausser G o und den mehrelementigen Punkten yon f(x)  -~- O, hindurch- 
gehen. Diese Schaaren sind also mi~ den r bekannt. In der 
rationalen Aufstellung von 

o~") (x) 

r q'J (x) 

hat man die einfachsfe LSsung der Aufgabe, eine rationale Function 
der x zu bestimmen, welche nur in der Gruppe G o yon f ( x ) ~  O, 
oder in einem Theil dieser Gruppe, unendlich in der ersten Oral- 
hung wird. 

31. 

M o d i f i c i r t e  B e s t i m m u n g  der  C u r v e n  r 

Der in Nr. 30 angegebene Weg liefer~ zwar Mle Schaaren yon 
Punktgruppen, welche aus der irreduciblen Curve f ( x ) ~  0 you den 
zu f adjungirten Curven ausgeschnitten werden kSnnen; zun~ichs~ abet 
nicht die Gleichungen dieser Curven selbst, wie es bei dem Verfahren 
yon Nr. 26 tier Fall war. Denn die Anwendung des diesem Zweeke 
dienenden Restsatzes verlangte noch die Kenntniss wenigstens einer 
zu fadjungirten Curve (m--3)  ~er Ordnung, q~o(x)~O, welche f(x)--~ 0 
in derselben Grupie trlfft, wie eine specielle Curve (po'(x)~ 0 aus 
der Schaar r  O. 

Ich will abet jetz~ zeigen, dass die Curven, in welche sich die 
(P(~) ~ 0 in Nr. 30 transformiren, sich yon den Curven r ~ 0 
in der That nur um einen angebbaren Factor unterscheiden. 

Wenn ngmlich unsere Transformation gegeben ist dutch 

~,, ---- Oi,(x~, x2, xa) , (h = 1, 2, 3), 

(4) /~($,, ~ ,  ~a) - -  A(x). f(x), 
wo die On(x) yon der Ordnung s seien~ so soll bewiesen werden, dass 

s..4(x) (5) ~ (~ , ,  f2, , ~ ) ~  h ~ y  "~(x)  
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wird; und zwar~ dass diese Identit~t bei unseren speeiellen Transfor- 
mationen, wie den yon Nr. 22, welche aus gewShnlichen quadratischen 
Ebenentransformationen zusammengesetz~ sind, ohne Hiilfe you f(x) --~0 
besteht (welch letz~ere Eigenschaf~ bei a]lgemeiner eindeutiger Trans- 
formation nicht mehr stattfinden wtirde). 

Es ist nut nSthig, die Gleichung (5) fiir die quadratische Trans- 
formation and dann ffir die Zusammensetzung mehrerer solcher zu 
beweisen. 

Die quadratische Transformation, mit drei getrennten Fundamental- 
punkten /)j,  202, /)3 fiir die ~-Ebene, Qt, Q~, Qa ftir die x-Ebene 

~l --- X2X3, ~2 = X 3 X I /  ~3---'~XlX2, 

a ( x )  = 2 x ,  x2x3. 

Die Curve Ix re" Ordnung, . F ( ~ ) ~  0, babe die Punkte P I , / )2 , / ) a  
bez. zu ij-, i2-, i3-fachen Punkten; dann wird 

2 " ( L  , ~ ,  ~a) = x l~ ' x j ' x3  ' �9 f ( x ) ,  
also 

A (x) = x / , z ~ x 3  ~,, 

und die Curve f ( x ! - - - 0  wird con der Ordnung m ' ~ 2 g - - i t - - i 2 - - i  a, 
mit ( t ~ -  i 2 -  in) "fachem Punkte in Q1, etc. 

Ferner wird:, wenn alle Zahlen ij, i2, i a gr5sser als 0 sind, fiir 
die zu F in den Punkten /)j, /)2, /)3 adjungirle Curve (g- -3)  u'' Ord- 
nung, (P(~) ~ 0: 

�9 . . 2 A ( x )  r ~ ,  ~3) = x , , - , x ; ~ - , x ; , - '  . ~ ' ( x )  = ~ - ( ~ )  . q y ( z ) ,  

wo r 0 eine Schaar yon Curven (m ~ 3) t~ Ordnung ist, mit 
(/L ~ i 2 --  i s - -  1)-fachem Punkte in Qt etc., also in Qt, Q2, Qa zu f 
adjungirt. Schreibt man dann den (I)(~)~ 0 weiter vor, auch in den 
tibrigen mehrfachen Punkten yon F(~) ~ 0, ausser den Fundamental- 
punkten PI ,  /)~, /)o~, zu 2'  ~djungirt zu sein, so tritt dasselbe aueh 
far die q~'(x) ----- 0 in Bezug auf f(x) ---- 0 ein, aueh wenn die mehr- 
fachen Punkte yon i f (x)== 0 einem der Fundamentalpunkte benach- 
bart liegen (Nr. 20); die Schaar r wird daher dann gerade zur 
gesuehten Schaar q0(x). 

Ist 
i 3 = 0 ,  i t > 0 ,  i 2 > 0 ,  

so wird 

A (x) ----- ,~/, x::,, 
2A(x) 

r  ~ ,  ~) = x / , - % , ' ~ - ~  . qr (x) = ,~,~ �9 x3q~ (x),  
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und x~cp'(x) wird in der That zur Schaar ~(x) ;  und analog fiir 
i~ = i3 ~ 0. 

Die Gleichung (5) gilt daher flit die quadratische Transibrmation. 
Seien jetzt zwei successive Transformationen betrachtet,  fiir welche 
die Gleichung (5) Gfiltigkeit habe: 

(~) 

y~-~- ~p~(x), (k -~ 1, 2, 3; s, = Ordnung der ~p), 

f , ( y )  = f, (~,,, ~ ,  ~.~) - -  A ,  (x) . f ( x ) ,  

s, A~ (x) 
tp, (y) - -  a,<-----x)- " r 

(7) 

z~, ---- Z~,(Y), (h = l ,  2, 3; s 2 ---- Ordnung der Z) 

A2 (y) ---- . ~  4- ~z, ~z, ~z, 
- -  ~Y, ~Y~ ~Ys ' 

~v(z) = ~(x, ,  z:, z,~) = A2 (y)- f, (y), 
s,A~(~> . q~, ( y ) .  r  = a,~----~S- 

Dann folgt zunKchst aus (6) und (7): 

~ z, ~ z2 ~ zs 

(s) F (z )  = A~(~(x) )  �9 A ,  (x) �9 f ( x ) ,  

r  s,~,~(~cx>), a ,~ )  . ~(x). 

Beim Zusammensetzen der Transformationen (6), (7) wird sleh 
aber im Allgemeinen ein den Zl,(~(x)) gemeinsamer Factor  C(x) ,  yon 
einem Grade r ,  heraushebefi, so dass die resultirende Transformation 
wird : 

(9) [ A (x) = ~ ' 7  Q_ ~ o, ~ O~ 

(h = 1,2, 3 ; s = s, s~-- r = Ordnung der O), 

Xs 

Die transformirte Curve ist F(~) ~ 0,  wo /~' dasselbe Zeiehen ist, 
wie in (8); also: 

C" (x) 

F ( z )  = A,(~(x)) . .~ , (~)  
�9 c ;  ( ~  . . . . . . .  f ( x )  --- A ( x ) .  f (x ) ,  
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(~1) 
1 s~ s, A, (V (x)) �9 A, (x) 

~'/::':-~d,(x)).,~,(x) ~ ( z )  

(r + ~) �9 A (x) �9 C~ (x) 
--- A~(v(~)).  A,(~) �9 ~ ( x ) .  

Aber man ha~ allgemein, wenn C eine homogene Function r ~" Ord- 
hung, die O~, solche yon der s t~ Ordnung sind: 

Z (9(00,) c~(CO~) ~(C'03) __ ~'+s  C3 Z ~0~ ~)0~ ~Oa. 
! - ~ ..... --$x-~ . . . . . .  -~-~- . . . . . .  ~ - -  " - •  ~ : ~  ~x--T' 

~lso hier aus (11): 
s. A (x) 

r C~) = -h ixV" ~ (x), 

was die zu beweisende Gleichung (5) isi. 
Sonach erh~lt man niche nur nach Nr. 26, sonderu auch dutch 

diese Gleichung naeh Nr. 30 die zu fadjunglr ten Curven (m--3)  t~' Oral- 
hung, r  0. Zugleieh ist dutch diese Gleiehung (5) der Satz der 
bit. 28 wenigstens fiir die zu f adjungirtea Curven (m ~ 3) t~' Ord- 
hung yon :Neuem bewiesen. 

32. 

Die D i f f e r e n t i a l e  e r s t e r  G a t t u n g .  

Fiir eine nicht-singul~ire Curve F ( ~ ) =  O, #~ Ordnung, sind die 
Differentiale erstcr Gattung bekanntlich die (yon den 7 unabh~ingigen) 
Ausdriicke: 

d u  = r  " Z + r'~2d~3 
~F(~) , 

(1.2) z~,rz, ~ , ,  

wo die (P (~), ~ 0 gesetzt, die Gleichungen der zu f adjungirten Curven 
(g - -  3) tCr Ordnung vorstellen. 

Auch ffir eine, beliebig singul~ire, Curve f ( ~ ' ) =  ()~ welche der 
Curve 17'(~)-~-0 in gegenseitig rationaler Transformation eindeutig 
zugeordne~ ist, sLellen die du  aus (12) die Differentiale erster GaLtunt, 
dar; denn die u sind aueh Integrale fiber rationale Functionen tier x, 
fiir f(x) ~--- 0, und sind ftir alle Werthsysteme yon f ( x )  -~- 0 endlich. 

Durch die Transformationsformeln yon Nr. 31 erh~lt man fiir 
diese Differen~iale den (yon den c unabhKngigen) Ausdruck: 

du  = r �9 A(z) �9 X -4-~/.(x)C,x~dx3 

s. A(x) . ~'~ ck ~x k 
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und hieraus nach Nr. 31, wenn, wie wir annehmen kSnnen, /~'(~) ---~ O 
aus f ( x ) ~  0 dutch eine unserer speciellen Transformationen ab -  
geleitet war: 

du ~ ~(x) . y. ~ elx~dx3 
Of(x) (13) Yk % ~x k 

D. b. auch fi~r eine beliebig singul;ire irreducible Curve f (x )  ~ O, vor~ 
der m ~ Ordnung, stellen die im Z~ihler der zugeh6rigen .Differentiale 
erster Gatlung (13) auftretenden 1;'unctionen q~(x), ~ 0 gesetzt, die z u  
f adjungirten Curven ( m -  3) ~e~ Ordnung, o f ( x ) ~  0, vor. 

Die rationale Aufstellung dieser Differentiale aus der gegebenen  
Gleichung, f ( x ) ~  O, erfolgt daher nach Nr. 26 oder nach Nr.  3 0  
und 31. 

E r l a n g e n ,  28. October 1883. 


