Rationale Ausfithrung der Operationen in der Theorie der
algebraischen Functionen.

Von
M. Nosztuer in Erlangen.

In der Theorie der algebraischen Functionen, welche Herr Brill
uud ich in unserem — in der Folge mit B. N. zu citirenden — Auf-
satze ,Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anweudung in
der Geometrie“, Math. Annalen Bd. VII, aufgestellt haben, ist eine
beliebige irreducible homogene Gleichung

fg, @y, #3) = 0O

einer algebraischen Curve als gegeben zu Grunde gelegt; und bei der
Angabe der dort auftretenden Operationen ist weiter angenommen,
dass die vielfachen, auch singuliren, Punkte der Curve cinzeln mit-
gegeben seien. Die letatere Annahme war auch dort erlaubt; einmal,
weil diese Punkte durch bekannte, aber irrationale, Processe, bei
Singularitit mittels eindeutiger Transformationen nach B. N. § 5, aus
der Gleichung f(x) = 0 einzeln auffindbar sind; sodann, weil es sich
dort wesentlich um die Aufstellung von unbeschriankt giiltigen Sateen
handelt.

Wenn man aber zur wirklichen Ausfithrung der dortigen Opera-
tionen, der Darstellung der zu f(z) = 0 gehdrigen algebraischen Func-
tionen und Zahlen aus dieser Gleichung allein, schreitet, tritt der
Gesichtspunkt hervor: keine fiir diesen Zweck wvermeidliche Irrationalitit
eingufiihren. Ich werde nun, indem ich in dem vorliegenden Aufsatze
diese Darstellungen gebe, zeigen, dass sie iiberhaupt in durchaus
rationaler Weise, ohne Auflosung von irgend hdheren, als linearen
Gleichungen, nur aus der gegebenen, beliebig singuliiren Gleichung

fl@)y=0
allein abzuleiten sind.
Der hierbei leitende Gedanke ist einfach der, dass bei der Her-
stellung des Verhaltens der sog. ,,zu f adjungirten‘ Curven (IV.), auf
welche unsere Theorie sich allein stiitzt, in den vielfachen Punkten
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von f(z) =0, sei es direet, sei es durch eine Reihenfolge eindeutiger
Transformationen, immer nur bekannte Gruppen dieser Punkte zu be-
trachten sind. Dasselbe tritt bei der rationalen Zerfillung der Re-
sultante aus f(z) =0 und fi(2) =0, wo f:(x) eine beliebige erste

Polare von f(x), — analog der Kronecker’schen Zerfillung der
Discriminante *}, der Resultante in z aus f(1, 2, s) = 0, _g{; =0 — in

zwei Factoren, den , Doppelfactor’ und den ,,Verzweigungstactor* ein,
der eine den Schnittpunkten von f(x) mit einer beliehigen zu f adjungirten
Curve, der andere den iibrigen, die Polare vor einer solchen Curve
auszeichnenden, Schnittpunkten entsprechend.

Als Hiilfsmittel fiir diese Entwicklungen werden ausschliesslich
einige einfache Sitze aus der Theorie der Elimination aus zwei homo-
genen Gleichungen mit 3 Variablen benutzt. Dass diese Siitze hier
in II. eine eingehende Ableitung gefunden haben, bedarf einer Wr-
klirung. In dem citirten Aufsatze, B. N., (1873) sind dieselben eben-
falls zu Grunde gelegt, aber (mit Ausnahme von B. N., §7) als
bekannt angenommen. Nun enthilt aber keines der vorliandenen
Lehrbiicher von diesen Sidtzen einen strengen, in allen Filles giiltig
bleibenden Beweis; nur von den lingst bekannten Sitzen sind in ver-
schiedenen Vorlesungen, besouders tiber Geometrie, gelegentlich solche
Beweise gegeben worden. Da zudem der § 7, B.N., sehr knapp ge-
halten ist, so mochte sich aus Beidem erkliren, dass jener Aufsatz,
nach dem Verhalten von analogen spiiteren Arbeiten zu schliessen,
nicht immer richtig beurtheilt worden zu scin scheint, vor Allem in
Bezug auf die rein algebraische Grundlage; in der That wird aber dabei
von geometrischer Anschauung keinerlei Gebrauch gemacht und es
werden, wie es auch hier geschehen soll, nur einige wenige geometrische
Benennungen fiir hestimmte algebraische Processe eingefithrt. Von
Beweisen, wie sie in neuerer Zeit von St. Smith (London, Math.
Soc. 1876) und Stolz (Math. Ann. XV, 1879) verioffentlicht worden
sind, sehe ich hier ab, weil dieselben von den Wurzeldifferenzen und
Reihenentwicklungen Gebrauch machen. Die jetzigen Begriffe der
Eliminationstheorie erlauben aber, alle Beweise und Resultantendar-
stellungen ausschliesslich auf den Process des Bestimmens des grossten
gemeinsamen Divisors zweier algebraischer Formen zurtickzufiihren.

Um diesem Standpunkt, der dem Zweck der vorliegenden Arbeit
allein entspricht, gerecht zu werden und um diesen Aufsatz (wie den
B. N.) algebraisch unabhingig zu stellen, mussten die Eliminations-
sitze hier behandelt werden. Dieses, und die daraus unmittelbar zu
ziehenden Schliisse auf die Definition der ,mehrelementigen Punkte

*) Journal £ r. u. a. Math., Bd, 91, pag. 301,
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einer Curve und der , Multiplicitit“ des Schnittpunkts zweier Curven,
vermbge der ,,allgemeinen‘ und der ,,speciellen‘ Resultante, sowie das
Verhalten bei eindeutiger Transformation der Curveu, bilden die Ab-
schnitte 1., 1I. dieser Arbeit.

Abschnitt ITI. beschiftigt sich mit der Anwendung von 1I. auf den
Schuitt einer Curve mit ihren Polaven, wobei die Nr. 18, die Speciali-
sirung in die Discriminante, nur zum Vergleich mit anderen Arbeiten
hinzugefiigt wurde. Nachdem dann in IV. die ,adjungirten* Curven
definirt sind, 1ost V. die in diesem Aufsatz gestellte Aufgabe: die
rationale Zerfillung der Resultante von 1II. in die beiden Factoren,
die rationale Aufstellung der Geschlechtszahl und der adjungirten
Curven.

V1. endlich giebt solche Entwicklungen, welche die Stellung
dieser Betrachtungen in dem System der Theorie der algebraischen
Functionen, wie sie durch den Aufsatz B, N. und durch meinen Aunf-
satz ,,Ueber die invariante Darstellung algebraischer Functionen®,
Math. Ann. Bd. XVII, geschaffen ist, betreffen. Aus den Eliminations-
betrachtungen folgen niimlich einerseits die Sitze von B.N., andrer-
seits der vorliegende Abschnitt V.; dabei kaun die vorliegende Nr. 28, V1,
durch ausfiihrlichere Behandlung den § 7, B. N. crsetzen. Die Siitze
von B. N. liefern dann noch fir die rationalen Darstellungen von V.
wichtige Modificationen (Nr. 30, 31, V1.), wenigstens fir die Aufstellung
der zur Curve m' Ordpung, /(z) = 0, adjungirten Curven (m —3)'"
Ordnung, @ (z) = 0; Darstellungen, die iibrigens vermoge der Nr. 31
auch ‘ohne die Sitze von B. N. bewiesen sind. Die Aufstellung dieser
Functionen @ (z) geniigt aber nach meinem oben citirten Aufsatze,
Math. Ann. Bd. XVII, fir die Darstellung aller zu f gehdriger Func-
tionen und Zahlen: es sind die Zibler der zu f gehorigen Differentiale
erster Gattung (Nr. 32).

I
Elimination aus zwei bindren Formen.

1.
Wir benutzen aus der Eliminationstheorie fiir zwei biniire Formen
folgende Sitze, die als bekannt angenommen werden kbunen:
a) Als Resultante der beiden Formen
et P T
@ = byt* 4 byt 4 byt A bat'®
wird der Ausdruck
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[ao “1 “2 .« a?ll ;
ay U 4
2 3 D == ; " i Iy
@) by by by ..o o D '
[ by by ... . .bﬁ

i T

bestehend aus % Reihen der ¢ und m Rethen der &, bezeichnet.

b) Die Resultante D ist eine rationale ganze homogene Function
der @ vom Grade n, ebenso der b vom Grade m, und vom Gesammt-
gewicht mn; d. h., wenn

o & & _P’o A Fn
ea, a, - ..a,. b b ...b,

irgend ein Glied von D ist, wo ¢ ein Zahlenfactor, so wird

(3) {“0+“1+"'+“nz=”’
' ﬂo+ﬁ1+"‘+ﬁn=m;

4) Leay+2 ay4 -+ map+1-8, 428,44 np,
=m-oy+m—1) e+ - -+ 1 a1+ n 34 xn-1)8
+ oLy =mn.

¢) Das Verschwinden der Resultante D ist die nothwendige und
hinreichende Bedingung, dass die beiden Formen f und ¢ einen in
den homogenen Variablen ¢, t wenigstens linearen Factor gemein-
sam haben.

d) Der fir D = O auftretende von den ¢, abhiingige grosste ge-
meinsame Factor von f und ¢ ergiebt sich als ganze rationale Funection
der Coefficienten ¢ und .

e) Hat man an Stelle der beiden homogenen Formen (1)

@), o)

die nicht homogenen Formen m'e, bez. n'* Ordnung in

1) fe)=1(%1); o@D =g (%, 1)

gegeben, so bildet J) immer noch die Resultante von (1) und es gelten
die Sétze b), ¢), d); nur ist hinzuzufiigen dass, wenn das Verschwin-
den der Resultante D = 0 durch

a, =0, by=0
hervorgebracht ist, in den grossten gemeinsamen Factor, welcher dann
in d) einen Factor £* (x > 0) enthiilt, jetzt an Stelle dessen kein

endlicher gemeinsamer Factor von f(z, 1), @ (7, 1) tritt, sondern nur
eine gemeinsame x-fache Wurzel v — oc von

f(r1)=0, @,1)=0.
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f) Seien

fe=ait" = 4 g =1 4« .« 4 @, t',

P = bx o + bx-H ey + e + a,.t"“",

fr — ((‘0' e + {Lll fn—1¢ + . + a,n"t’m’

@ == bt b B e e bl
sei ferner D die Resultante von f und ¢, also vom Grade # — % in
den a, m — i in den b, und D, die Resultante von

tif+ef,  tro+ g,
also vom Grade » in den Grossen a, @, vom Grade m in den Grossen
b,V; und sei %> Dann zeigt die Determinantenform (2) fiir D,
dass man bis auf Glieder vou hoherer als ¢ Dimension in & erhilt:
De = & (ao' bi —_— bol a;)‘a;"“ . .D,

wo b; =0 fiir x > ¢. Ebenso tritt, wenn auf irgend andere Weise
zwei Formen mtr und n** Ordnung, F und ¢, vermoge ¢ =0 in f
und @ iibergehen, immer D als Factor des in & niedrigsten Gliedes
der Resultante von F und @ auf; so wird die Resultante D, von

AN K A Rl
bis auf Glieder von hoherer als (7x) Dimension in & zu

D, = &n{ay* b} + - - - + (= 1)*b,ap) - D.

11.
Elimination aus zwei terndren Formen.
2.
Die allgemeine Resultante.

Wir betrachten zuerst zwel Formen

(1) { f= (@), 2y, @) = &fy + 2"y + R M R
P =@, , %y, %) = L"Po+ TP+ TF Ryt Pus

wo f; und ¢; homogene ganze Functionen ¢'f Ordnung der Variablen
%, x, bedeuten. Von den Formen f und ¢ setzen wir dabel voraus:

a) dass dieselben keinen variablen Factor gemeinsam haben;

b) dass die Constanten f, und @, nicht zugleich verschwinden.

Diec beiden Formen f und @ haben dann bei Elimination von Zy
cine nicht identisch verschwindende Resultante D, welche in Deeug auf
z,, ¥, ganz, homogen und vom Grade m - n ist.

Denn wenn die mach Nr. 1 existirende Resultante D in ,: 2,
identisch verschwinde, wiirden nach Voraussetzung b) und nach Nr. 1,
d) und e) die beiden Formen f und ¢ als Functionen von &, einen ge-
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meinsamen Factor in x, besitzen, der cine ganze Function von x; und
auch eine ganze Function von g, z, wire. Sei P dieser Factor,

s0 wiire
f=7P°-4,

wo ¢ eine ganze Function von z;, eine rationale Kunction von zy, 2,
wiirde; der Nenner von @, eine ganze homogene Function von z,, ,,
miisste dann in P theilbar sein, und der Quotient wire eine in
x,, &y, x, ganze Function, die in f uud @ theilbar wire — gegen die
Voraussetzung a),

Der Grad m-x von D in z, x, ergiebt sich ans Gleichung (4) Nr. 1.

3.

Aus Nr. 2 geht hervor, dass die Gleichungen f=0, ¢ = 0 nur
durch eiue endliche Zahl von durch D = () gegebenen Werthsystemen
%4 ond durch eine endliche Zahl zugehdriger Werthe von -i—’— erfiilit
werden, Man kann daher durch cine vorgingige lineare Trausforma-
tion der Variablen immer erreichen, dass irgend 2 endlich verschiedenen
gemeinsamen Werthsystemen, welche f=0, ¢ =0 erfiillen, auch 2
endlich verschiedene Werthe von —2 | d. h, zwei verschiedene Factoren
von D), entsprechen, und dass zuglmch die Voraussetzungen a) und b)
von N]. 2 bestehen bleiben. Zu diesen konnen wir also die folgende

fiigen:
¢) dass nicht zwei endlich verschiedene gemeinsame Werthsysteme
. X tae
vou f==0, ¢ =0 auf dasselbe °? fithren.
1
4.

Mulliplicitiit der Schuittpunkte zweier Curven.

Wenn unter den Voraussetzungen a), b), ¢) der Nr. 2 und Nr. 3

die Resultante D einen Factor
(@2 + a,2,)*

besitzt, wihrend kein weiterer Factor von D mit a,x, 4 a,%, zusam-
menfillt, so wird dem entsprechenden Werthsystem z, : z, : x;, das
f=0, ¢ =0 befriedigt — oder, wie wir sagen wollen, dem ent-
sprechenden Schnittpunkt der beiden Curven f und @ — die Multiplicitiit
o beigelegt. Man hat dann unter Beriicksichtigung dieser so bestimm-
ten Multiplicitit und nach Nr. 2 zu sagen:

dass dic beiden Curven | und @ m . n Schuittpunkte besitzen.

5.

Die nach Nr. 4 bestimmte Multiplicitit eines f=10 und ¢ =
gemeinsamen Werthsystemes z, : z, : x; st unabhingig von dem zu
Grunde gelegien Coordinatensystem.
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Denn transformirt man die Formen (1), Nr. 2 durch eine nicht
specielle lineare Substitution zwischen den Variablen z, ,, #, und
neuen Variablen 2z, 2, 2;, so bleiben fiir die transformirten Formen

@, 2, ), ¢ (zy 2, )
die Ordnungen m, » und die Voraussetzungen a), b}, ¢) bestehen. Die
Elimination von z; aus ' und ¢ ergiebt also eine nicht identisch
verschwindende Resultante 1’ vom Grade m-» In z,, 2,, welche
einen, dem Factor (a,2, 4 a,7,)* entsprechenden Factor
(a) " + ay @y)*

besitzen mdge. Da nun die Resultante, als rationale ganze Function
der Coefficienten, eine stetige Function der oben eingefiihrten Substi-
tutionscoefficienten, o aber eine gamze Zahl ist, so muss, so weit
specielle Werthe der Substitutionscoefficienten vermieden werden, o
unabhingig von diesen Coefficienten werden, also mit e« itberein-
stimmen.,

Dureh speciellere Werthe der Substitutionseoefficienten — immer
bei nicht verschwindender Substitutionsdeterminante — kann der Fall
eintreten, dass entweder zwei im Allgemeinen verschiedene Factoren
von D', von den Exponenten « und 8, sich zu eirem Factor mit dem
Exponenten « -} § vereinigen, oder auch, dass die Resultante iden-
tisch verschwindet; je nachdem Voraussetzung c) oder h) nicht mehr
erfullt ist.

6.
Bestimmung der Schnittpunkte.

Um die Coordinaten drgend cines Theils der gemeinsamen Werth-
systeme von f=0, ¢ ==0 zu erhalten, fiihren wir wieder zuerst all-
gemeine lineare Kunctionen x,, %), ;" von z, x,, 2, ein und bilden
nach Nr. 5 die Resultante aus /' =0, ¢ =0, &, — 4z, =0:

D).

An Stelle von D'(4) setzen wir den Ausdruck A'(1), welcher aus 1)'(2)
dadurch hervorgelt, dass jeder in D'(A) in irgend ciner Potenz ein-
gehende Factor nur in erster Potenz genommen wird; dass also, wenn

D'A)y=D1D2Dg3...
wo mnicht zwei lineare Factoren eines D, oder zweier verschiedener
D,, D einander gleich sind,

ANA)y=D,D,D, ...
wird. A’(2) wird aus D'() dadurch gebildet, dass man I’ durch

an .
e . . . ’ _
den grossten gemeinsamen Divisor von 1 und a1 theilt. Aus

A'(1) sei weiter ein beliebiger Factor vom Grade o,



318 M. NorTusg,

r”
A7(4),
herausgenommen,
3 4 . . . <) ae
Um mit a), b), ¢), Nr. 2,3, vertrigliche Specialititen zu ver-
meiden, setzen wir ferner:

@ Xy + oy, = £,

Bz + Bz, — £,,

Ty + YT+ vy =K,
wo weder £ noch £, fiir ein zu A"(1) = 0 gehbriges gemeinsames
Werthsystem von f= 0, @ = 0 verschwinden sollen. Man kann dann

die Coefficienten der Substitution der z’ in die 2 so Spgcialisirgn, dass
aus A" () = O eine nicht identisch verschwindende Gleichung gten

Grades In z = éz,
A(w) =0,

entsteht; ferner so, dass eine solche Gileichung o' Grades in 4 .;_2:«} ,
B,(y) = 0O,

und endlich, dass eine solche Gleichung gten Grades in 2 = % _ _?:_’
Dy(2) = 0,

entsteht. Die Wurzeln seien beziiglich
Apy oy ooy Ggy Dyybyyo ooy By €y 0y o vy G

nach den Annahmen a), b), ¢) sind die Wurzeln a, von einander ver-
schieden und es gehort zu jeder Wurzel @, nur je eine Wurzel b, und

h

——; und diese Wurzeln sind nicht oo, da hierfiir
%

g, und &, nicht == 0 sein sollen. Giebt man ferner in der Gleichung

A, (—g—) =0 der Grisse z einen festen Werth g, aus den Wurzeln

eime Wurzel ¢, =

von A,(z) =0, so hat dieselbe, als Gleichung in y aufgefasst, die
Waurzeln

by bs1 b bpyt b .
a .E.._, ey O P ) s Py PN
1 i—1 i1 0

und keine dieser Grissen, ausser b;, wird mit irgend einer der Gréssen
by, by, .. ., by tibereinstimmen, wenn man nur specielle Werthe der
willkiirlichen Constanten «, 8, y ausschliesst. Unter der Bedingung
A, (2) =0 haben also die beiden Gleichungen in y:

Be(y) =0, By (”)——O

tmmer cinen und wur einen in y lineaven Factor gemein

Py + @,
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wo I’ und ¢ rationale ganze Functionen von z werden und wo P
auch fiir die Wurzeln @, von A, (2) =0 nicht verschwindet. Vermige

= — —Q-
1)
hat man also fiir alle zu A\ (2)==0 gehirigen gemeinsamen Werthsysteme
von =0, g =0, y= —g—j als rationale Function von x= %"’ und
1

an X,
(be'/.., fir 2, = 0: .3
L2

. 2. . . &,
damit auch -; als rationale Function von %—2
@, z,

als solche von %), unter der DBedingung
A@y=8/()=0

und unter dem Vorausselzungen a), b), ¢) Nr. 2, 3.

Wendet man dasselbe Verfahren auf f" = 0, ¢ = 0 an, s0 ergeben
sich allgemeiner fiir alle jene Werthsysteme =z, :x, : 2, also auch
T, a1 &y, als rationale Functionen des Parameters 4, fiir A" (4) = 0,
wo nur noch die Voraussetzung a) Nr. 2 fiir £ und ¢ zu erfilllen ist.

7.

Die specielle Resultante.

Analog der in Nr. 2—6 an den Formen (1), Nr. 2 gefiihrten Un-
tersuchung betrachten wir jetzt die bei Elimination von #, entstehende
specielle Resultante

: D' (z), =)
zweier Formen
@) T=ay ] T e o
¢ =2y ex o+ 2 Qe Ak s
in welchen f;, @, homogene ganze Functionen At Dimension von
xz,’, x, bedeuten, und welche aus f, ¢ durch lineare Coordinatentrans.
formation der z,, &,, Z; in z,, x,, x5 entstanden sind. Hs ist also
nur angenommen, dass von / und ¢ alle (¢— 1), bez. alle (x—1)ten
Differentialquotienten, dagegen nicht alle ¢, bez. alle x'n fiir
(z, = z, =) verschwinden; geometrisch gesprochen: dic Curve [==0,
bez. o = 0, soll im Punkt (x, =z, = 0) cinen -, bez. x-, clementigen
Punkt, mit iibrigens beliebigen Singularititen, besitzen.

Es soll die specielle Resultante D’ mit der allgemeinen Resultante
D aus Nr. 2 verglichen werden.

Wie in Nr. 2 folgt auch hier

) dass D' wicht identisch fir alle 2, : @, verschwindet;

V) dass der Grad dgr in z,, x, homogenen ganzen Function
D == mn — iz wird; denn aus (3) und (4), I. hat man, wenn

o X1 o Bx  Prti Bn
fi‘fi_;l 9 e,
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ein Glied von I ist, hier
o F a1t =0 — %,
- ﬁx+ﬁx+1+"'+ﬁn=m~i,
1w+ 2 g2+ - F m—Dean 4+ 1 By + 2 e+ -
+ (0 —%) B = (m—1) (n— %),
also
ioei+ Dot Fmean % B (1) - By +

+ 5 fp=mn—ix.

¢’) dagegen konnen bier, abweichend von Nr. 3, zwei endlich

verschiedene gemeinsame Werthsysteme von =0, @ = 0 auf dieselbe
y . . x z,

Wurzel 2 von D' =0 fithren; aber dann auf verschiedene —w-i, , bez. Eﬁ,- .

x, 1 2

’

8.

Die gemeinsamen Werthsysteme 2, :a,:2; von =0, ¢ =0
und die z," : ¢, : 2," von f' =0, ¢’ = 0in 7. entsprechen sich gegen-
seitig eindentig. Man kann nun wieder, analog Nr. 4, die Multipli-
citiit eines der letzteren Werthsysteme durch die Potenz des ent-
sprechenden Factors in D' definiren. Unter Beriicksichtigung dieser
Definition hat man dann den Inhalt von Nr. 7 so auszusprechen:

Die beiden Curven |" =0, ¢ = 0 haben ausserhald des Punlies
(2, = z, = 0) mn — ix Schnittpunkte gemein. Dies gilt, wic singuldr
der i-, bee. x-elementige Punlit von [ = 0, bes. 9" =0, auch sei; nur
dass bei solcher Singularitit cin Theil der mn — ix Schunittpunlite als
in die Nihe des Punlies (z," = z, == 0) [allend aufzufassen wire.

Die Uebereinstimmung dieser Definition mit derjenigen von Nr. 4
und die bestimmte Fassung des Satzes sollen in Nr. 9 u, 10 behandelt
werden,

9.

An Stelle der beiden Formen [, ¢’ von Nr. 7 betrachte man zwei
Formen

) . I+ & o' + &g,

wo
[ =y A
¢ =z ") + 2, - - g,
und die fi", @, ganze homogene Functionen Ate» Grades von z/, z,”
mit willkiirlichen Coefficienten sind. Die durch Elimination von z,”
aus (3) entstehende Resultante D), wird nach Nr. 1, f) bis aul Glieder
von hoherer als (Zx)' Dimension 2u

) Dim e (f 5 gli Ao - (= D)ir gy i) I,
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insbesondere fiir % — ; P

(4) & of — q;o"ﬁ')‘ D
Die Coordinatentransformation in Nr. 7, welche £, ¢ in f,
iberfiihrt, lisst die Formen (8) dieser Nummer in zwei Formen

®) [0, @4 &g
ibergehen. Die durch Elimination von a, aus (B) entstehende Re-
sultante D, gebt fiir e=0 in D, Nr. 2, tiber; jedem Factor (a, 2, -}- a, 2,)*
in D entsprechend, existiren somit in D, — das eine ganze rationale,
also stetige Function von & ist — genau « in z,x, lineare Kactoren,
welche sich fiir gentigend kleine & beliebig wenig von a,z, -+ a,z,
unterscheiden,

Nach Nr.5 hat daher auch D, wenn dieser Factor (a, 2, a,2,)*
von D zu einem von (@, = x,’ = 0) endlich verschiedenen Werth-

’

systeme von f=0, @ =0 gehort, wobei also z’, nicht unbestimmt
1

werden kann, o entsprechende, mit geniigend kleinem & beliebig wenig
von einander abweichende in z,', z,” lineare Factoren. Demselben
Werthsystem entsprechend, habe man in I einen «-fachen Factor
(@) 2] 4 a)z) (¢ > 1), wo a2, + a,z,’ von jenen a« Factoren
ebenfalls beliebig wenig abweicht.

Diese o Factoren treten auch auf der rechten Seite der Gleichung
(4) auf. Wenn nun zunichst f; und ¢, keinen Factor gemein haben,
so konnen die « Factoren in dem vor I stehenden, mit den willkiir-
lichen Grossen f,”, @,” sich endlich #ndernden Factor dieser rechten
Seite nicht enthalten sein, treten also alle in D’ ein; und jeder Factor
von D' ist auch in D, enthalten. Fiir das von (z," = x,” == 0) endlich
verschiedene Werthsystem ist also o = «. Zugleich wird dann fir

keinen D'=0 g bez,

1

gﬁ:—, zu oo; d. h, die mn — ix nach Nr. 8 folgenden Punkte liegen
2

alle endlich getrennt von (z," = 2," = 0). Der Factor ({x) Grades
vor I in (4) liefert nur z," = x," = O und keine zugehdrige gemein-
same Wurzel z,” von f =0, @ = 0; wohl aber ein (¢x)-faches
Werthsystem von f==0, ¢ = 0. Man hat also:

Hoben f{ und @ i (2), Nr. T keinen Factor gemein, so fallen
in (z, =z, = 0) genaw ix Schnitipunkte von f =0, ¢ = 0, wihrend
die tibrigen Schnitipunkte alle von (z," = x," = 0) endlich getrennt liegen
und sich aus D" =0 (Nr. 8) mit dersclben Multiplicitit ergeben, wie
aus D = 0 (Nr. 4).

Wenn aber f7 und ¢, einen Factor gemein haben, so variire
man zunichst @, In @) -+ 1 - ¥ derart, dass bei £/ und @, - 79,
dieses nicht mehr der Fall ist. Vir die variirten Functionen gilt dann

AMatharmaticohe Annalen. XXITI. - 29
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noch alles Vorhergehende; und « Schnittpunkte, die auch bei beliebig
kleinem % von (#," = 2z, = 0) endlic/, getrennt fallen, werden genau
a lineare Factoren zu ) liefern, dagegen keinen zu dem vor 7
stehenden Factor in Gleichung (4), Dies gilt also auch fir n = 0:

In allen Féllen lefert ein von (2, = z, = 0) endlich getrenntes
Werthsystem von [ =0, @ = 0 in D’ einen Factor von derselben Multi-
plicitit, wie in D; nur dass mehrere in D verschiedene Factoren mit
den Exponenten «, #,... in D’ sich zu einem Factor mit dem Ex-
ponenten « -4 B -} - - - vereinigen kbnnten.

10.

Trennung der Multiplicitit eines Schnittpunktes in
mehrere Theile.

Es midge nun nach Nr. 4 fiir das gemeinsame Werthsystem
(# =2, =0) von /=0, ¢ =0 die Multiplicitit g folgen, d. h.
D habe einen entsprechenden Factor (mx, 4+ m,2,)*. Die iibrigen,
von @, = &, = 0 endlich getrennten, Schnittpunkte haben also zn-
sammen aus D, Nr. 4, und nach Nr. 9 auech aus 0, Nr. 8, die Multi-
plicitit mn — g. D’ hat dann noch einen Factor vom Grade
(mn — ix) — (mn — w) = pu — ix%, welcher sich auf Schnittpunkte
bezieht, die nicht von x, = z," = O endlich getrennt liegen.

Somit hat man die u dem Factor (m,z, + m,z,)* von D zu-
gehdrigen Schnittpunkte i wverschiedene Theile zu trenmnen. Fiir den
ersten Theil, aus ¢x Punkten bestehend, verschwindet der erste Factor
(#x)ter Grades der yechten Seite der Gleichung (4), Nr. 9, wofiir keine
gemeinsame Wurzel z;" von f" = 0, @' = 0 auftritt. - Der zweite Theil,
aus u — t% Punkten bestehend, entspricht einem Factor (u —ix)wo
Grades von D’:

(6) (myy @)+ myp @y Yo (g @)+ Mgy ).,
wo
ot = —ix,
zerfillt also weiter in Theile von g, u,, - - Schnittpunkten; und
fir jeden dieser Punkte hat, obwobl dafiir z,’ == x, = 0 ist, doch

g—f— ein ganz bestimmites, durch (6) geliefertes Verhiltniss, fiir welches
fi und ¢, zug]elch verschwmden, wahrend =0, o =0 die ge-
meinsame Wurzel %, = oo (und 2. — oo) haben.

i 2

Wir driicken diese Beziehung geometrisch kurz so aus: dass wir
die ersten ix Schnittpunkte als in den Punkt (z, = z, = 0) fallend
bezeichnen; dagegen die weiteren w — ix als i die Néhe des Punkies
(%) = x) = 0) fallend oder an den Punkt (z, — z, = 0) herangeriickt,
und zwar g, derselben in der durch m,, z," < m, 2, = O gegebenen
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Richtung, wenn D’ in (6) den beziigl. Factor (m,z, 4 m ,2,)* hat;

oder auch: in dieser Richtung liegt e¢in Schwiltpunkt von w,-facher

Multiplicitit dem (ix)-fachen Schwittpunkt (2" = z, == 0) benachbart.

Die Aufstelling von D' neben I hat somit den Erfolg, dass der

() = &) = 0) zugehdrige Schnitt von w-facher Multiplicitit, welcher

aus dem beliebig singuliren ¢-elementigen Puunkt von / und #x-ele-
mentigen Punkt von ¢ resultirt, zerlegt worden ist:

1. in einen in (2 = z,/ = 0) gelegenen Schrittpunkt von

1%-facher Multiplicitiit;

2. in Schnittpunkte von beziigl. u,-, u,-, ... facher Multipli-

citit, welche in verschiedenen durch (G) gegebenen Rich-

tungen liegen, fiir die zugleich f/ und ¢, verschwinden;

wo .
: Ay =
wird.

Die folgenden Transformationsbetrachtungen lehren weitere Zer-
legungen.
11.
Diespecielle Resultante beieindeutigen Transformationen.
Dje Resultante 1) lisst sich noch anders auffassen. Der Kin-
fachheit halber sei hierbei, event. vermdge einer vorherigen Coordi-
natentransformation, angenommen, dass D’ nicht den Kactor z," und

keinen Factor, fiir welchen w,” =0 wird, besitze. (2, =1, == ()
sei als Punkt P bezeichnet.

Setzt man ' '
2 2
(7) "_,i.i" =Z, _é"" ==,
und fiihrt dureh
- Y
(8) n=-

die Variable  an Stelle von y ein, so gehen /" und ¢’ iiber in

aymat - Fz,n), @2 ® (@),

b FEﬂ,(l’ﬂ)'leﬁ:H(I”?)'l".' '+xm—iff;t(1r 7]):
) { ¢ = g (L, ) Fapap(ln) + - -+ 27 (1, 0)
sind.

War nun

(10)  f7 (2, @) = (myy 2+ maa @) (1o, Z A Mg @) -y
so hatte die Curve ' =0 im Punkte P i, in Mo 1%, me'gxg’ =0
fallende Elemente; und dementsprechend hat nach (9) die Curve
F(z,n) =0 in einem Punkte P,, der durch
z=0, m<,1+me2n==0
22"
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gegeben ist, die Eigenschaft. daselbst mit # =0 einen Punkt mit
genau i,-facher Multiplicitit gemein zu haben.

War ebenso
QA0Y @ (), 2,y = (Mg, 2)" 4 M2V (Mg 2 + Mo 2, - -y
so wird derselbe Punkt P, auch ein Schnittpunkt von genau #, - facher
Multiplicitit fir =0, ®(z, ) = 0. Dabei sind, wenn g, in (6)
> 0 war, zugleich 7,” und %, > 0, und umgekehrt.

Der Punkt P, selbst wird fir F =0 ein 4,-elementiger, wo
i, Z i, fiit ® =0 ein x,-elementiger, wo x, < %,.

Die durch Elimination von z aus (9) entstehende Resultante ist,
nach Nr. 1, e), identisch mit
(11) D(Q,y,
wenn D' (z,, z,) die Resultante aus (2), Nr. 7, war. Da nun nach
der Annahme fiir keinen der Schnittpunkte, zu denen D'(z/, z,") ge-
hért, = oo oder 7 = oo wird, so kann man sagen:

D'(1, ) ist auch als Resultante der iransformirten Formen F, ®
in (9) aufzufassen und Uefert alle den Schwittpunkten von [, @ ent-
sprechende  Schuittpunkte von F, ® genau in derselben Multiplicitit,
wie D' (&), z,) jene. Insbesondere folgt dic Multiplicitit u des Punktes
P auch = ix -+ den Multiplicititen w,, gy, ... der Punkte P, P,, ... .

12.

Die Transformation (8) ist eine specielle quadratische und ein-
deutige. In dieser Hinsicht lidsst sich nun die ganze Auffassung von

Nr. 11 verallgemeinern.
So sei zuniichst, unter der Voraussetzung, dass zwar der singu-

lire Schuittpunkt P von f', ¢ in (z," =x," = 0) falle, im Uebrigen
aber keine weitere specielle Lage des Coordinatensystems gegen f7, ¢’
stattfinde, die allgemeine eindeutige quadratische Ebenentransformation
{ Bty =aywy e af ),

m'rzyray= &8 1 & : §§,,
welche einen ,Fundamentalpunkt” in (2" = 2,"= 0) hat, auf ¢, ¢
angewandt, die hierdurch, bis auf einen Factor &7, bez. £, iiber-
gehen in

(13){1’_‘(&)5(%152)7"—7;’ (g2,51)+(g1§2)m_i_1 §3 f;-’-l—l (52,51)-{—---—]-%3’”—" f",‘(€27£1)7

(12

’

PE) = (5,8 " @ul0s81) (58 By @ua Bo B ) B " (£, 8,
KEs gelte (10) und (10°), Nr. 11. Dann erhélt auch hier #(£)
im Punkte P,, der durch
By =0, moify + mpe§ =0
gegeben ist, einen Schnittpunkt von 4, -facher Multiplicitit mit &, 0.
Und ferner wird, sobald alle Functionen
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fia@, @), fir h=0,1,-- (5—1),

den bez. Factor (mo 1, + mys2,')e™ haben, der Punkt P, fir I'(§)
ein g-elementiger (4, < ¢); eine Eigenschaft, die also von den Cou-
stanten der quadratischen Transformation, wenn dieselbe nur in
(# =@, = 0) einen nicht speciellen Fundamentalpunkt hat, unab-
hingig ist.

Ferner wird P, fir ®(E) =0 und & = 0 ein Schnittpunkt von
#g - tacher Multiplicitit; und P, wird ein x,-elementiger Puukt von
®(E), wo xy <%, Fiir keinen der Punkte P, wird £, == 0 oder &,=0,
nach der Annahme dieser Nummer 12.

In (E, =&, =0) erhilt F'(£) einen m-fachen, ®(§) einen 5n-fachen
Punkt, deren Elemente durch

(B 8) =0, bez. @, (8,§)=0

bestimmt sind; also nach der Annahme ohne Singularitiit und gemein-
same Elemente. In (§, = §; = 0) erhiilt F'(§) einen (m — 7)-fachen
Punkt mit den Elementen

Eifi(0,1) + B 6 £ (0, 1) + - 4§ (0,1) =,
entsprechend den m — ¢ den Curven f’ =0, "= 0 ausserhalb P
gemeinsamen Schnittpunkten, also nach der Annahme mit m — ¢ cin-
fachen getrennten Elementen; ebenso ®(E) n — x solecher, die alle
von den m — ¢ Elementen von F(E) verschieden sind. Ebenso in
(§) = & =0). Die Curven § =0 und £, = O treffen F'(£) oder ®(§)
nicht in weiteren Punkten.

Nun wird die durch Elimination von & aus (13) entstehende Re-
sultante nach Nr. 1 bis auf einen Factor, der eine Potenz von £, &,

ist, zu
D' (&, &)
Man erhiilt daher fir alle ausserhalb der dret Punkie
(gl == g'_) = 0)) (gj = 53 = 0)7 (gz = 33 = ())
gelegenen Schuittpunkte von F = 0, ® = 0 genau dicselbe Multiplicitit,
wie sie durch IV (z), z,) fiir die entsprechenden Schwittpunkte von
['==10, ¢ = 0 geliefert wird; insbesondere fiir dic Punlte P,, P,, . ..
genay, dieselben Zahlen u,, i,, ..., wie sie nach Nr. 10 fiir die ent-
sprechenden dem Punkt P benachbarten Richtungen folgen,

13.

Zerlegung der Multiplicitit mittels der eindeutigen
Transformationen.

Man kann nun die allgemeinen quadratischen Ebenentransforma-
tionen fortsetzen, indem man einen Kundamentalpunkt zunichst in
P, legt und avs F, & zwei neue Curven F’, ¢ ableitet, welche, P, ent-
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sprechend, dg1-, G-, + -+, bez. #p1-, %p1-, - - - -elementige Punkte
Pyyy Pyy, - -« erhalten werden, mit Schnittpunktmultiplicititen
to 1, Moz, -+ » - Die Multiplicitit von P, wird dann

o == To¥#o + o1 + o2 - - 1,

wonach sich also die von P weiter zerlegt. Diese Operationen, nach
und nach auf die P,, die Py, -+ angewandt, werden sich wegen
der Endlichkeit der zu P gehorigen Zahl w nach einer endlichen Zahl
von Operationen so schliessen, dass kein weiterer Schnittpunkt er-
halten wird.

Wendet man aber eine Anzahl von solchen quadratischen Trans-
formationen an, bei welchen der Pankt P, oder der diesem Punkte
nach und nach entsprechende Punkt nur cin Mal als nicht specieller
cinfacher Fundamentalpunkt benutzt wird, so setzen sich dieselben zu
einer eindeutigen hoheren Ebenentransformation zusammen:

§y 281 By = 90(2) : p®(@) : O (),

wobei der Punkt P(z," = x,” = 0) ein einfacher nicht specieller Fun-
damentalpunkt wird — in dem alle ¥® (2) einfach verschwinden, ohne
gemeinsames Element, wahrend auch die 9™ (z') keine weitere specielle
Lage gegen diesen Punkt haben —. Auch bei dieser hoheren Trans-
formation entsprechen dann nach Nr. 12 dem Punkte P von f, ¢’ in
den transformirten Curven F, ® Punkte P, P,,.- ., fir F bes. i,
ty-y + - - -elementig, fir ® bez. %,~, %,-, - - - -elementig, und von den
bez. Schnittpunktmultiplicititen u,, g,, ---, Zahlen die identisch werden
mit den aus (12) gefundenen. Wir konnen daher allgemeiner als in
Nr. 12 sagen: .

Unterwirft man ', " einer eindeutigen Ebenentransformation,
welche den Punkt P, der i-, bez. x-clementiger Punkt von [, bez. ¢,
ist, zum einfachen Fundamentalpunkt hat, ohne dass cine weitere spe-
cielle Lage der Transformationscurven gegen f', ¢ stattfindet, so wird
die Nr. 10 angegebene Multiplicitit w des Schuittpunktes P auch zu
ix + den Multiplicititen w,, g,, - - - der Punkte P,, P,, - - -, welche
in den transformirten Curven den am Punkte P gelegenen Elementen
entsprechen.*)

*) Der Satz gilt auch noch fiir einen nicht speciellen héheren Fundamental-
punktin P; ferner auch fiir solche rationale Transformationen, welche nur mit Hilfe
von f* = 0 rational umkehrbar werden. Das Letatere folgt am Einfachsten auch
durch eine vorhergehende quadratische Transformation und eine Grenzbetrachtung.
Wir bediirfen indess fir das Folgende dieser Erweiterungen nicht,
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IIL
Das Schnittpunktsystem einer Curve und ihrer ersten Polare.
14.
Erste Zerlegung der Resultante.

14, Wir wenden jetzt die vorhergehenden Betrachtungen auf den
Schnitt einer Curve m'¢ Ordnung

9] f=flay, zy,2) =0

mit einer ersten Polaren

‘ _ of af af

) = e 0t G 0 gy =0

an, zerlegen aber hierbei in Nr. 14— 17 dieses ganze Schuittpunkt-
systew weiter in zwei villig getrennte Theile.

Zunichst haben wir wieder vorauszusetzen: dass f und f; keinen
Factor gemein haben, d. h. da mit diesem von ¢ unabhiingigen Factor

die drei Ausdriicke or

7, verschwinden miissten: dass f(x,, ¥,,2,) keinen

Doppelfactor besitze.

Nimmt man dann, um ein nicht specielles Coordinatensystem zu
haben, eine Gleichung
3 Aydy + 4,2, =0
hinzu, wo A, und A4, willkiirlich gewdhlte lineare Functionen von
@y, T, & sind, derart, dass fir 4; = 4, =0 die Functionen f und
f. nicht verschwinden, und eliminirt z,, %,, %, aus (1), (2), (3), s0
erhilt man nach den vorhergehendem Nummern eine Resultante vom
Grade m(m — 1) in 4, 4,:
(4) D4y, 4,),
zu deren verschiedenen Factoren die von cinander getrennten Schnitt-
punkte von f =10, f, =0 in durch die Exponenten bezeichneter Mul-
tiplicitit gehoren, und aus deren (Jesammtheit, oder irgend einem
Theil A(4,, 4,) derselben, sich die zugehdrigen Schnittpunkte durch

rationale Ausdriicke
(5) Ty 2yt 2y =P (Ay, 4y) ¢ Wy (dy, A,) s (A, 4y),
A(ln '12) =0

ergeben.
Die Resultante D (4, 4;) in (4) kann in zwei Factoren zerlegt

werden, von denen der erste, D, von den ¢ ganz unabhéngig ist,
wihrend der sweite, D;, keinen von den ¢ unabhiingigen Linearfactor
enthilt, also fiir nicht specielle ¢ mit D, keinen Factor gemein hat.
Diese Zerlegung kann in rationaler Weise geschehen, indem man in
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der Function D(4,, 4,), welche in Bezug auf die ¢ rational, ganz und
vom m'*® Grade ist, den gemeinsamen Factor D, der Coefficienten
aller verschiedenen Producte der ¢ sucht:

(6) D4, )= D, D,.

Dieser erste Factor D, bezieht sich nur auf die mehrelementigen
Punkte von f=0. Denn er gehort zu solchen Schnittpunkten yon
f=0 mit f, =0, fiir welche zugleich jeder der drei Ausdriicke

of of of

(M % Pay’ Py
za Null werden. Fiir jeden mehrelementigen Punkt von f =0 liefert
D, alle Schnittpunkte mit f, = 0, welche von den ¢ unabhingig sind.
Specialisirt man jetzt ¢, nimmt man also etwa die Resultante

R vou f = 0, %z 0, so wird immer

R=D, R,
mit dem Factor D,. Es handelt sich jetzt um die weitere Zerlegung
von D,

15,
Weitere Zerlegung der Resultante durch Transformation.
Sel (#) = 2, = 0) ein ¢-elementiger (; > 0) Punkt, P, von f:
(1) F=a™ i@y, @) + 2™ oa (2, 2) + <+ + falzy, 3,),

dann wird
f of; of;
(2’) fo== a3 (ABT%'T ¢ + ¥rn 02) + .-

also P(x, =z, =0) fiir nicht specielle ¢ ein (5 — 1) - elementiger
Punkt von f..

Der auf diesen Schnittpunkt P beziigliche Factor von D, also
von Dy, sei

@ . (@44 + ady)~.

Wendet man jetzt eine der im vorhergehenden Paragraphen II.
behandelten eindeutigen Transformationen auf f und £, an, mit einem
gewdhnlichen Fundamentalpunkte in P, so erhilt man die in Nr. 13
angegebene Zerlegung von p in

i =D+ p o+
wo sich die Zahlen w,, ,, - - - auf die Punkte P,, P, .. beziehen,
welche den P benachbarten Schuittpunkten von f =0, =0 ent-
sprechen. Jede dieser Zahlen p, lisst sich nun wieder, wie nun ge-
zeigt werden soll, der Zerlegung (6), Nr. 14, analog, in zwei Theile
zerlegen. Es soll dies zuerst wieder an der speciellen Transformation
von Nr. 11 ausgefithrt werden.
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Sel

B Xy &y

gesetzt, So wird
f<x’ Y 1) =zt -F(337 ’7))
of g 8F on o, O
oy =% on oy =i an’
und g, wird nach Nr. 11 oder Nr. 13 gleich der Multiplicitit des
Schnittpunktes P, von F(x, %) = 0 mit % —0.

Wihrend nun % die Polare des Punktes (¢, =0, ¢, =1, ¢, =0),

also bei der nicht speciellen Lage des Coordinatensystems gegen f die
Polare eines nicht specicll gelegenen Punktes darstellt, mithin fir P

aus f=0, g;- = 0 dieselbe Multiplicitét p folgt, wie aus (1) und (2),

oF

Nr. 14, bei willkiirlichen ¢, so ist die Polare o die eines gegen F'
speciell gelegenen Punktes (z:7n:1=10:1:0) geworden.

Die Multiplicitit p, des Schnittpunktes P, von I'=0, %1;;— =0
zerfillt daher in zwei Theile: in cinen Theil »,, den der Schnittpunkt
von F =0 mit srgend eincr belicbigen Polaren von I'= 0 besitzt;
und einen Theil g, — v, der weiter nur auf den Schnittpunkt mit

der speciellen Polaren entfillt.
Dementsprechend zerlegt sich der Factor (8) von J); so:

@) (o dy + g dy ) = (a4 + a,4)' Y n (2,2, + ayAy)e
9 v
’ H (a2, + ayd,)fe .
¢

Der zweite Factor von (9), auf den Schnitt von F = O mit einer
allgemeinen Polaren von F beziglich, zerlegt sich alsdann durch
weitere Transformation in demselben Sinne, wie der Factor (8) selbst,
der sich auf f=0, f, =0 bezog. Man konnte noch zeigen, dass
fe — Vo = iy — 4, wird, wenn 4, und ¢ die Bedeutung wie in Nr. 11
haben.

16,

Die Betrachtung der vorigen Nummer werde jetzt auf die quadra-
tische Transformation von Nr. 12 (oder auch direct anf die allgemeine
Transformation der Nr. 13) ausgedehnt. Diese Transformation ist von
der Form
(10) §1: 6y 1 & = 9W(2) : ¥O() : ¥ (),
wo ¥®(z) rationale Functionen gleicher Ordnung in den &, die
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fiir (z, = z, = 0) in gleicher Ordnung verschwinden; mit der Um-
kehrung der Form )
(1) oy @y 1wy == @U(E) : @O (E) : o (E),

wo ‘

(11) pI(E) = AE) - e (E), @@ (E) = A{E)  ¢*I(§)

wird und mit den Annahmen der Nr. 13. Hiernach enthilt die Deter-
minante

(2) A= 34 2200 297® 29°6)

0 & 08
den Factor A(£) in der ersien Potenz:
(13) A=A()- A

und der weitere Factor A’ verschwindet nicht mehr fiir Dbeliebige,
nicht speciell gewiihlte Werthsysteme &, fur die A (%) = 0 ist, ebenso-
wenig alle ersten Unterdeterminanten von Aj; also auch nicht fiir die
Werthsysteme, die zu den VPunkten P,, I,, ... gehéren, die in der
Transformation dem Punkte P entsprechen.

Vermbdge z; = @@ (E) wird nun
(14) fl2) = M) - I'(§),
wo M (), dem i-elementigen Punkt P von f entsprechend, den Factor
Ai(E) erhilt:
(15) M— 4. M,
withrend der weitere Factor M’ fiir die Punkte P, P,, ... nicht mehr
verschwindet. Man findet dann fiir F(E) = 0:

i 0P 3k
sa;, — M 2 55 a0

ferner

953 - } (3113 ) acp(S) . 81;)(2) ‘a}})(b?’)
do A\ 0k 0% 08, 9& /)
etc., daher

of _ _ M e M oF
1 == o@=—4 O 2007,

wo

o 2 oF  oF
o0& 05 0ks
‘ aaq,g(l] aaq,(l) aq](l)
, _ 1 & 0&y
(16) ORI A
¢ 14 @ P
T EN 0&s
o P q,(3) 2 q)(S) 2 q,(3)
3 94 o0& 0
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Mit Hilfe von 77(g§) = 0 wird - —d)(‘g’ eine ganze Wunction der &

Nach Nr. 13 wird die Multlph(ntat g des Schuittpunkts P von
f=0,fe=0mili—1)4u, + oy -+ -, wo s1ch t, auf die Multi-

plicitit des Schnittpunkts P, von F =0 mit ~——(b (£) = 0, also, da
—1‘—2’,~ fir Po weder verschwindet, noch unendlich wird, mit ¢ (&) =0
bezieht. Unter den g, Schnittpunkten von

mit F(§) = 0 in P, sind aber wieder dicjenigen enthalten, welche von
allen C, unabhiingig siud; fiir welche also auch zu gleicher Zeit
oI o

84, S A
und alle linearen Combinationen dieser 3 Griossen =— 0 werden. Diese
seien v, an Zahl. Diese », Schnittpunkte lassen sich definiren als
diejenigen Schnittpunkte von 7'(§) = O mit einer beliebigen Polaren

_or oI
(17) F}'(g);; gg 7}1+ 0§ ;UZ_]_ ag V3= 07

welche von den Constanten p unabhiingig sind.
Wir erhalten daher hier dieselbe Art der Zerlegung von I, wie
in Nr. 15.

17.

Zerlegung der Resultante in Doppel- und Verzweigungs-
. factor. Geschlecht der Curve.

Der durch die Transformation Nr. 15 oder Nr. 16 entstandene, P
entsprechende Punkt P, von F'(£) = 0 mige ein 4,-elementiger Punkt
sein, wobei nach Nr.12 und Nr. 13 die Zahl 4, fiir jede unserer Trans-
formationen die gleiche wird. Dasselbe gilt von den zu P, nach Nr. 16
gehbrigen Zahlen w, und v,.

Setzt man die Transformationen in gleichem Sinne fort, so zer-
legt sich die Zahl v, in

te(lp—1) + Vo1 + Vg’z + -
=ip(le—1) -+ vo1 F oo+ - -+ W1 — V1) + (Vor — Ypu) -+ - -
wo sich v, anf den Schnitt der Curven F” und @', die F(§) = 0 und
Ly (§) = O entsprechen, in einem, P, entsprechenden, Punkte Poq be-
ziehen; und auns dieser Zahl sondern sich wieder diejenigen vy, Punkte
aus, welche dem Schnitt von. 7" = (O mit einer beliebigen Polaren
von F'=0 angehéren. War dieser Punkt Py, ein 4y,-elementiger
Punkt von F(£), so wird also
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Vga = 'iqa(iqa -1+ v,eal + Wiwz + -
=z‘00(i90' — 1) + Yoot + Vooe + R + (’Vlgax - 'Voal) + roes
Auf diese Weise zerlegt sich die dem Punkt P zugehdrige Multi-
plicitit g von f(z) =0, f; =0 auf eindeutige Weise in Zwel Sum-
manden
(18) w=M+N,
von denen

(19) M= i(i—1) + Diglie—1) + Dioa los— D + - + -
(4 ¢,

wird, aof alle Zahlen 4, 4,0, ... beziiglich, welche zu den bei den
successiven Transformationen dem Punkte P nach und nach entsprechen-
den mehr- (4, %po-, . . .) elementigen Punkten gehoren; wihrend
N=pu-—M

immer noch eine positive ganze Zahl oder 0 wird.

Entsprechend zerlegt sich der Factor (8), Nr. 15, von D in die
zwei Factoren:
(20) (34 + a0 = (o Ay + a,d) . (a4 + a,4)Y;
und, wenn sich das Productzeichen TT" auf alle von einander endlich ge-
trennten mehrelementigen Punkte von f(x) == 0 bezieht, D, selbst in
die zwel lactoren
@1 Dy =T (0 Ay ~+ @) - TV () 4) + a5 2,)%.
Da M eine gerade Zahl ist, so bezeichnen wir den ersten Factor als
Doppelfactor T?* von D(4,, 2,) ((6), Nr. 14) und verbinden den zweiten
Factor von D), mit D, zu einem Factor V, den wir als Verzweigungs-
factor von D (2,, 1,) bezeichnen:

(22) DA, ) =T2. 7,
wo

M
22) T=T" (a2 + “z"'z)z ’

V==D,. T (a,4; + a,2,)".
Aus den angegebenen Zahlen M definiren wir noch eine Zahl
(23) ) p=5 (m—1)(m—2) — + Z'M,

wo sich das Summenzeichen 3’ ebenfalls auf die von einander endlich
verschiedenen mehrelementigen Punkte von f(#) == 0 bezieht, als das
Geschlecht p der Curve m* Ordnung, f(x) = 0.

18.

Specialisirung der Resultante in die Discriminante.

Wegen des Zusammenhanges mit anderweitigen Untersuchungen
sei hier Folgendes hinzugefiigt. An Stelle der allgemeinen Resultante
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D(4,, 4,) aus (1), (2), (3), Nr. 14, betrachtet man gewohnlich nur
diejenige, welche durch zwei Specialisirangen aus jener hervorgeht,
und zwar

a) dadurch, dass man eine specielle Polare von f nimmt; etwa

fiir % =z, -% = s die Polare -g—g vou f(1, 2, s); also die Polare af

des Punktes (¢, = ¢, = 0) von f(x,, «,, x,);
b) dadurch, dass man 4, — 24, =0 statt (8), Nr. 14, nimmt,

also die durch Elimination von s aus f(1, z, s)=0, 'g£ =0 eunt-

stehende specielle Resultante in 2z, die sogen. , Discriminante nach s
von f,% aufstellt.

Die hierdurch entstehenden Modificationen sollen einzéln verfolgt
werden,

a) Wenn der Punkt (2, = x,=0) von f(z,, &,, 23) =0 (d. .
der Punkt s=oo von f(l,#,s) =0) ein i-elementiger Punkt P
(i > 0) fir die Curve m' Ordnung, f= 0, ist, so wird auch die

Polare ;—f——O in P sich specieller verhalten, als die allgemeine

Polare. War (1'y:
=z (@ @)+ -+ [y

:; m—1) 2" (@, 2) -y

so wird

91‘" mit denselben

durch fi(x,, 032) = 0 gegebenen i Elementen, wie f==0 selbst. Zu
dem ¢-elementigen Punkt P von f mdgen weiter, wie im Vorigen, die
Zahlen i, 4eq, . -. gehoren; so wird man aus der Resultante von

f==0, % == 0 zuerst wieder den Doppelfactor vom Grade
3
M= iG—1)+ D iole— 1)+,
e

(19), auf P beziiglich, abtrennen.
Vermoge einer Transformation

x, = bk, @, =58, %=§&
wird nun, wie in (14), (16) von Nr. 16:
= 'Fg )
und fir F(E) = 0: fla) =& 1)
fo= SwCh damf —_ g;—l ( E, + 02‘322 81’ + ¢85 8F),

und man hat, wie in Nr. 16, fiir f=0, fe=10 in P im Ganzen
i(i—1) Schnittpunkte, -~ der Zahl jener Schnittpunkte von
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1 or 91’
F=0, ¢’ g + 0 &y’ Ve + ¢d? ==0»
welche in die, P entsprechenden und auf §, = 0 gelegenen, Punkte

p . P.. ... von Fe0 fallen. Speciell fir f= 0, -"- — 0 hat man
Py, Iy, 7 E N

in P im Ganzen ¢(4— 1) Schnittpunkte, 4 der Zahl derin P, P,,...
fallenden Schnittpunkte von

F=0, §2 ag = 0.

Diese letzteren bestehen aber aus den in P, P,,... fallenden 2¢

Schnittpunkten von
F=0, =0,

und aus in P, P,, ... liegenden Schnittpunkten von
oF
I'=0, = 0.

Hiernach sondert sich hier von dem Verzweigungsfactor von
D(A,, 4,) fiir ¢, = ¢, =0 ein Factor vom Grade 2¢, auf P beztglich,
ab; ein Factor, der sich, da fiir ihn nicht 3 85 == 0 wird, wnicht auf

A :
Geraden durch (z, = x, = 0) bezieht, denen Tangenten an F = 0,

von (&, = £, = 0) aus, entspriichen; und man erhilt
D4y, 4y) =T? (a4 + a,4))* - V7,

wo V' aus ¥, (22') Nr, 17, durch Einsetzen von ¢, = ¢, == 0 und Ab-
trennen des Factors vom Grade 27 — und zwar eines Factors vom Grade

2(519 — vp) aus TT(a 4, + a,4,)%, vom Grade 2¢ —Z(MQ—vQ) aus

g e
D, — hervorgeht. Dieses ¥’ ist hier an Stelle von ¥ zu setzen.

b) Eliminirt man speciell z; aus f(z, 2,, z,) =0, g— =0
(d. h. s aus f(1,2,8) =0, ——--0) und stellt die Discriminante

R(z,, x,) auf, so lisst sich diese nach Nr. T—Nr. 10 direct auf D (2, 2,)
in a), diese Nummer, zuriickfiihren.
Hiernach enthilt R(z,, ,) fir die von P endlich getrennt hegen-

den Schnittpunkte von f =0, 38: 0 die entsprechenden Factoren

in derselben Multiplicitit, und ebenso gesondert, wie D(4,, 4,) in a).
Fiir den Punkt P dagegen, der i-elementiger Punkt sowohl von f=0),
of

als von = 0 ist, fallt ein Factor vom Grade ¢ .7 ganz aus, und
]

zwar aus T'? der Factor vom Grade 4(;—1), aus dem zweiten Factor
von D(4,, 4,) noch (a,4; 4 a,4,)’; und die iibrigbleibenden, auf P
beziiglichen Factoren zerlegen sich jetzt in weitere, je nach den ver-
schiedenen getrennten Elementen von £ in P. Wenn nimlich
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fi(2),2,) =”(m91 2y + mea ), (2i;, = z) ,
4

¢
Bz, 2y)=U%. Q. R,

wo U?der Doppelfactor, R der aus V' sich ergebeude Verzweigungs-
factor ist; so tritt in U, auf P bexiiglich, der Factor ein:

1![(,

l l(’"el T, A+ Moz zy)

4
MQ = ?:9(1.0—"1) +27:00<i(m - 1) +2i961(7‘g(11“" 1) + sy
a 0,7

DlMy= M —i(i—1);
Q

wo

Q wird zu

¢ =H(m(71 &y - g2 %)z‘;, = [i(2,2,)
¢
(wobei s == oo fiir ¢ = 0); und in R tritt, auf P beziiglich, der Ifactor
n(mel x; + mye x2)N9 ,
wo, unter der Bezeichriung von Nr. 17:
N, = Z(v;,, ~ 0 + 2 (Vyor — Vooe) + - - -

Dabei wird natiirlich in R’ noch ein weiterer Factor einem der
auf P beziiglichen gleich werden, sobald dieses in speciellem Fall bei
V' geschehen sollte.

R’ ist von einem um 2¢ geringeren Grade, als V, (22" Nr. 17,
und zwar vom Grade

’ mm— 1) — 2" M — 2¢.

Man konnte, durch Einschieben von quadratischen Transforma-
tionen der Form Nr. 15, wie in jener Nummer zeigen, dass alle die-
jenigen eindeutigen Transformationen, welche 2 unverindert lassen —
d. h. die Hinftihrung von

§ = w(s; 3)7
wo ¥ eine rationale Funetion, an Stelle von ¢ — den Factor R’ der
Discriminante nicht éindern. Hs ist dieses R’ der ,, wesentliche Theiler®

der Discriminante, nach dem vou Herrn Kronecker friher gebrauch-
ten Ausdruck®); U? der ,ausserwesentliche Theiler¢, Setzt man

*) Vgl. das Citat der Einleitung.



336 M. Noeracr.

= % und betrachtet, wie es gewthnlich geschieht, statt der obigen

Resultante R von f(1, 2,8) = 0, —g% = 0, die Resultante R” von

d [f”‘"‘f (1"”' %)] -0, i[fmji(,ljﬂ_ —~0

o6 -

ot ’

so fallt der Factor € == f;(1, z) heraus, und es wird, bis auf einen
numerischen Factor,

R =U?-R.

Iv.

Die zu eimer Curve adjungirten Cnrven.

19.
Definitionen,

Im Vorhergehenden wurde aus einem ¢-elementigen Punkt P einer
Curve /== 0 durch eindeutige Transformation eine Reihe P,, P,, .. .
von bez. %-, %, - - elementigen Punkten der transformirten Curve,
den endlich verschiedenen Richtungen in P entsprechend, abgeleitet,
Wir wollen diese Thatsache jetzt kurz so ausdriicken:

Die Curve f =0 besitet in P einen i-fachen Punkt und ferner eine
Reihe von 1y~ 4y, - - - elementigen Punkten, welche in endlich verschie-
denen Richtungen an den i-fachen Punkt herangeriickt sind.

Transformirt man nach dem Vorigen weiter, so zerlegt sich nach
diesem Satze jeder der ¢;- elementigen Punkte wiederum in einen ¢,- fachen
Punkt und eine Anzahl {y,-clementiger Punkte, etc. und wir kbnnen
zuletzt sagen:

Die Curve f = 0 besitzt nur (gewshnliche) hy-, hy-, - - - fache Punkie,

welche auch zum Theil in bestimmien Richtungen rusammengeriickt sein
kinnen. :
Dieser Ausdruck findet insbesondere dann passende Anwendung,
wenn man den Schnilt von f =0 mit einer zweiten Curve ¢ = 0 be-
trachtet. Zerlegt man so auch alle mehrelementigen Punkte von ¢ =0
in (gewthnliche) mehrfache, so sagen die Sdtze von Nr. 10 und
Nr, 13 aus:

In dem Schuitte von [==0 mit @ = 0 2dhlt jeder h-fache Punkt
von [ =0, der K-facher Punkt von @ == 0 ist, fiir einen Schnitipunkt
von hk-facher Multiplicitit, gleichviel ob mehrere dieser Punlite 2usam-
mengeriickt sind oder nicht.

In diesem Sinne schreibt sich dann der Doppelfactor 7% der Re-
sultante D (4, 4,) in (22) Nr. 17 und die dort definirte Zahl p (23):
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1) Tt = Th(ay A, + ass 4)% (5 7Y,
@ p=tOn—1)(m—2) —~ Dl —1),
J

wo sich die Product- und Summenzeichen, TT; und J,, auf alle (auch
die einander benachbarten) mehrfachen (-, k-, - - - fachen) Punkte
von /" = O bezieht.

Unter Zugrundelegung dieser Ausdrucksweise bezeichnen wir jetzt
eine solche Curve, welche jeden &;-fachen Punkt von f =0 zum
(Bj — 1)-fachen Punkt hat, als eine zu [ adjungirte Curve.

20.
Die Bedingungen fiir die adjungirten Curven.

Ks fragt sich, wie die Forderung des Adjungirtseins zu erfiillen
ist, wenn mehrere der vielfachen Punkte zusammen einen singuliren,
i-elementigen Punkt P von f == 0 bilden.

Der Punkt P sei fiir f == 0 ein i-facher Punkt 4 einer Reihe von
in verschiedenen Richtungen an denselben herangeriickten #-, 4,-, . .
elementigen Punkten; d. h. die erste eindeutige Transformation (Nr.
11, 12 oder 13) moge [ iberfibren in F, mit -, ?,-, . . . elementigen
getrennten Punkten P, P,,..., die P entsprechen.

Die zu bestimmende zu f adjungirte Curvenschaar n'® Ordnung
sel mit ¢ bezeichnet, eine ganze Function n'¢ Dimension in den Co-
ordinaten =z, x,, 2, Dann soll die Curvenschaar ¢ == 0 1) den Punkt
P zum (4 — l)-fachen Punkt, 2) in den benachbarten 4;-, iy, ... ele-
mentigen Punkten alle darin enthaltenen ’-fachen Punkte zu (A — 1)-
fachen Punkten haben. Nachdem die Forderung 1) erfiillt ist, sagt
aber die 2) nach Nr. 19 nur aus, dass die Schaar ® = 0, welche
aus ¢ == O durch die obige Transformation zugleich mit F aus f
hervorgeht, irgend einen A-fachen Punkt, der in den 4, ¢y, ... ele-
mentigen Punkten P, P,, ... von F' = O enthalten ist, zum (4 — 1)-
fachen Punkt besitzen soll; d. h. wieder, dass ¢ in den Punkten
P, P,,...sich wie eine ,,zu F adjungirte’* Curve verhalten soll.
Man hat daher:

Damit die Schaar von Curven n'* Ordnung, ¢ = 0, sich in einem
i-elementigen Punkte P von f= 0 wie ,,ou [ adjungirte* Curven ver-
halte, ist nothwendig und gentigend: 1) dass die @ = O den Punkt P
sum (gewohnlichen) (¢ — 1)-fachen Punkt erhalten, 2) dass die Curven-
schaar ® =0, welche aus p=0 durch dicselbe cindeutige Transformation
(N7. 11—13) entsteht, die [=0 in F==0 dberfiibrt, in den i-, iy, . . .
elementigen Punkten P, P,, ... von F =0, die P enisprechen, sich
wie ,eu F adjungirte’ Curven wverhalte. Nachdem 1), sodann 2)

Mathomatische Annalen, XXIIT, 23
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erfillt sind, ergiebt dic Transformation von @ auf @ den verlangien
Ausdruck fiir die @, soweit es den Punkt P von [ =0 betrifft.

Die Forderung 1) verlangt nur das Verschwinden aller (¢ — 2)ter
Differentialquotienten von ¢ fir den Punkt P.

Da ferner, wie der vorhergehende Abschnitt lehrt, die dem Punkte
P bei den successiven Transformationen entsprechenden Punkte in
ihrer Singularitit immer einfacher werden und nach einer endlichen
Zahl von Operationen die Mehrfachheit der Puunkte ganz verschwinden
muss, s0 ist vermbge einer ewdlichen Zahl von Transformationen, anf
alle singuliren Punkte von f=0 angewandt, das Verhalten der ¢
vollig festgesetzt.

Insbesondere ergiebt Nr. 15, dass alle Polaren von f die Eigen-
schaft von zu [ adjungirten Curven (m — 1)'" Ordnung haben, aber
daritber hinaus mit £ == 0 noch weitere in die mehrelementigen Punkte
von f=10 fallende Schnittpunkte besitzen, als die allgemeinen zu f
adjungirten Curven (m— 1)r Ordnung. Der Doppelfactor von D (4,, ,),
Nr. 17, bezieht sich gerade auf jenen Theil der Schnittpunkte, welcher
nur durch die Eigenschaft des , Adjungirtseins‘‘ bestimmt ist.

V.
Rationale Ausfiihrung der Operationen der Abschnitte IIL, IV.

21.
Hiilfsmittel.

Es soll jetzt gezeigt werden, dass alle in den vorhergehenden
Abschnitten vorgenommenen Processe — die Trennung der Resultante
D aus den Gleichungen einer Curve f und ihrer Polaren f, in die
beiden Theiler, die Bestimmung der Zakl p, die Herstellung der Glei-
chungen der zu f adjungirten Curven — in rationaler Weise, ochue
Auflosung irgend einer hiheren als linearen Gleichung, ausgefithrt
werden kbnnen, wenn nichts weiter gegeben ist, als die Gleichung
(1) -z, 2y, @3) = 0
der Curve m'e Ordnung, f, wobei f(z,, z,, #,) eine rationale ganze
homogene Function der Variablen z,, #,, x, mit gegebenen Coefficien-
ten ist, die auch reducibel sein kann, aber keine Doppelfactoren ent-
halten soll.

Die hierbei fortwihrend anzuwendende Operation ist diese:

Wenn ¢ getrennte Punkte durch rationale homogene Functionen
(2) Ty 2 &y 1 &y =Py (Ay, 4y) 2 (A, Ao) 1 P53 (2y, 4y),

G) B3, 4) =0

gegeben sind, wo die ¢ Factoren der ganzen Function E(4,, 4,) alle
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von einander verschieden sind, so sollen die Curven 7' Ordnung be-
stimmt werden, welche jeden dieser ¢ Punkte zum x-fachen Punkte
haben.

giese Operation wird auf rationale Weise so ansgefiibhrt:

el
4) D2y, 2y, 33) =0
die Gleichung eiper Curve 7 Ordnung mit unbestiumten Coefficienten.

Es miissen dann nur alle (x — 1)t Differentialquotienten von @ nach
den Variablen z,, z,, z;, die allgemein 1nit

(5) O (2, @y, w) (fir j=1,2, ..., *Fl)
bezeichnet seien, fiir die ¢ Punkte verschwinden, d. h. alle

O (9 (311 Aa), ¥y (R, Ay U (s Ag))
miissen IR (4,, 4,) aus (3) zum Factor haben:

(6) oty (W Vg, Y3) = R, 4,). Qi Ay, 4y),
(G=1,2,--- §#x+1)

wo die Q;(4,, 4,) ebenfalls ganze l'unctionen von 4,, 4, werden miissen.
Setzt man aber in (6) die ¢; mit unbestimmten Coefficienten an, so
liefert die Gleichsetzung der Coefficienten aller Potenzen der 1 auf
beiden Seiten jeder Gleichung von (6) ein System, aus welchem durch
Elimination der Coefficienten von @ ein System von genau ¢, in den
Coefficienten von ¢ linearen und homogenen, Gleichungen bervor.
geht — ein System, das man auch erhilt, indem man ®*- durch
R theilt und den Rest identisch fiir alle 4 verschwinden lisst. Aus

allen Gleichungen (6) ergiebt sich so ein System von ¢ - "—(1‘;—'—1)-, fiir

die Coefficienten von @ linearen und homogenen Gleichungen, in
welche die in (2) und (3) gegebenen Zahlen nur ganz und rational

1 .
"(”z'tl von einander unab-

I3

ecingehen. Dieselben stellen hdchstens @ -

hiingige lineare Bedingungen fiir die Coefficienten von (4) dar, in
deren Erfiillung die verlangte Operation besteht.

22.
Eindeutige Transformationen.
Das wesentlichste Mittel bei den Processen der vorhergehenden
Abschnitte waren eindeutige Transformationen einer Curve
f(@ys 4y %3) =0,
welche einen singuliren Punkt von f als einfachen, nicht speciellen
23%
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Fundamentalpunkt benutzten. Dem Zwecke dieses Abschnittes geméss
sind jetzt solche eindeutige Transformationen von f==0 vorzunehmen,
welche gleichzeitig eine ganze Gruppe von ¢, rational in der Form
(2), (3) der Nr. 21 gegebenen, getrennten Punkten von f als einfacle,
nicht specielle Fundamentalpunkte benutzen.

Statt der allgemeinsten, nur mit Hilfe von /= 0 eindeutig um-
keprbaren Transformation ist es geniigend, eine aus quadratischen
Ebenentransformationen zusammensetzbare Transformation anzuwenden,
insbesondere etwa die durch Curven s Ordnung mit (s —1)-fachem
gemeinsamem Punkte, wenn man nur s geniligend hoch wihlt. Sei
nimlich etwa (2, =, =0) ein gegen [ nicht speciell gelegener
Punkt; so ist
(7) E & =u - Sg_qg:my See1t S,

wOo
7 {Ss_l = & Us—s (.7?1 » Z9) + U-!—l(xi ) Za)s
) S =y Vi, 2) + Vo (20, 1),

und U, V, ganze Functionen At Ordnung bedeuten, eine solche
Transformation, mit der Umkehrung

Byt Ly Xy =81 t E, 2y Xy,
(8) Es—l = §3 Ua—2 (51 ) Eg) - Va—l(gn 52)7
23 = - 53 Ua~1 (gli 52) + VS(EH g?) .

Man bestimme nun nach Nr. 21 die Functionen S,_; und S, derart,
dass dieselben fiir die ¢ Punkte (2), (3) je einfach verschwinden,
withrend alle iibrigen Schnittpunkte von S,_; =0, 8, = 0 von diesen
o Dunkten getrennt liegen. Man wird dabei s so gross annehmen,
dass auch keines der Elemente von f = 0 in einem solchen i-elementigen
Punkte P mit der Richtung von S,_; oder mit der Richtung der Ge-
raden durch P und den Punkt (2, = %, = 0, zusammenfillt. Dadurch
wird bewirkt, dass in der transformirten Curve F(£) = O die P ent-
sprechenden Z,-, i,-, . .. elementigen Punkte P, F,, ..., die auf eine
Gerade durch (§, = £, = 0) fallen, alle von einander, von dem Schnitt-
punkte der Geraden mit X, ; = 0 und vom Punkt (§, = &, = 0) end-
lich getrennt liegen.

Man kann ferner s geniigend gross und den Punkt (z; =z, = 0)
geniigend willkiirlich wihlen, dass alle Schnittpunkte von f mit S, ;
und mit den Geraden, die durch (#; = z, == 0) und die Schnittpunkte
von S,—; und S, gehen, ausgenommen die in die obigen ¢ Punkte
fallenden, von einander getrennte einfache Schnittpunkte werden. Dann
werden entsprechend die in den Fundamentalpunkten, den Schnitt-
punkten von X, ; und X,, neu entstehenden vielelementigen Punkte
von F(f) = 0 gewbhnliche wiclfache Punkte, ohne jede Singularitit
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und von direct angebbarer Vielfachheit; so der einfache Schnittpunkt
von X,—; mit der oben bezeichueten Geraden durch P,, P,, ... ein
(m — 7)- facher fiir F(&) =0, wenn f von der m'*" Ordnuué ist.

Diese Transformationen fithren keinerlei Irrationalitit ein.

Zugleich sieht man, dass, wenn eine Gruppe von Punkten auf
f(x) = O rational von den tlibrigen Punkten getrennt ist, dasselbe
auch fiir die entsprechende Gruppe von F(E) = O eintritt; und um-
gekehrt, Denn man erhilt fiir die Gruppe (2), (3), Nr. 21 durch
Elimination von 4,:4, aus

(9) B4y, ) =0, z9y(Ay, &) — 039 (Ay, 4,) =0

eine Resultante

(10) S(zy, 2,) =0

in a,:,; und hat zugleich, nach Nr. 6, % als rationale Function
Ty

Z, . . . . .
von —*. Fiir die transformirte Gruppe wird also
1

(11) S5, &) =10,
und diese Gleichung liefert in Verbindung mit 2(§) =0
a) die den ¢ Punkten entsprechenden Punkte von I’ wobei
2.1 nicht = 0;
b) Punkte von I, fiir welche X,y = 0 ist.

Bildet map daher durch Elimination von §, : &, : &, die Resultanten
T, 4) auws F(E) =0, 8,8 =0, A A, 4+ AL =1
U@/, 4)) aus FE)=0, Zu(E=0, A A+ AL =0,

wo A,, A, allgemeine lineare Functionen der § sind; lisst 7" und U’

bez. aus 7 und U dadurch hervorgehen, dass man jeden Factor nur

in der ersten Potenz nimmt, und bestimms endlich den gemeinsamen

Factor ¥V vou 7" und U, so liefert

PR T {4, Ay

(12) P@y, 4)) == 'V(L[l"f‘;‘;:f)z‘ =0

die gesuchten Punkte a), von allen iibrigen getrennt, indem sich dazu

£, : £, : & hach Nr.6 als rationale Functionen von A, : 4, ergeben.

Ist umgekehrt ein rationaler Factor P’ von P bekannt, sowie

(13) B =2k X
wo die z ganze Functionen vor 4/, Ay, 80 folgt aus
(14) P, 4)=0, &L1.— bty =0
durch Elimination von 4, : 4, eine Resultante
(15) Sk, k=882 8- Sy,

wo die linearen Factoren jedes S, unter sich und von deven der iibrigen
S, alle verschieden sind; und wo ferner die einzelnen Kactoren
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Sy, Sy; Sy, ... von 8" sich obne Einfilhrung von Irrationalititen
ergeben, indem man nur nacheinander die grossten gemeinsamen
Divisoren ,
28"

) ' g2
S0 vyon 8 und 55

)
S® von S0 und ?_B%T; ete.

suchf, deren letzter 8, wird; oder indem man sogleich den grissten
gemeinsamen Divisor S, von §" und den (x — 1)t Differentialquo-
tienten von S sucht; hierauf S,_; aus S._; SJ; ete.

Dann wird

(16) 87" (@, %) = 8y(®y, B3) - Sy(wy, %) - -+ Su(y, x,)

rationaler Factor von S(z,, 2,); ebenso jedes Si(z,, z,). Da hierzu

nach dem Obigen auch _ii als rationale Function von % bekannt ist,
]

1
so liefert endlich, wenn %— mit den x durch 4,4, 4 4,4, = O zu-

sammenhing,

(17 Su(®y, ) =0, AA + A4, =0

durch Elimination von z,: x, einen rationalen Factor

(18) Ba(w, 2,)

von B(z,,%,), entsprechend Sy (¢, &,) oder einem Theile von P’ (4, 4,).
Eine kleine Vereinfachung wiirde noch dadurch erzielt, dass man

den Punkt (4, = 4, = V) urspriinglich mit (z;, = %, = 0) zusammen-

fallen liesse. )

23.
Erste rationale Zerfillung der Resultante.

Wir betrachten nun die rationale Zerlegung der Resultante D(,, 4;)
(aus (4}, Nr. 14) von

(19) f(2) =0, fi(@)=0, A + 4,4, = 0.

Die erste Zerlegung ist die durch (6), Nr. 14, gegebene, welche
den von den Grossen ¢ abhéngigen Theil D, in rationaler Weise aus-
scheidet, Der Rest D bezieht sich nur noch auf die mehrelementigen
Punkte von

f(z) = 0;

und es sei
(20) -Do = D22 * D33 : D44 e Drr:

wo die linearen Factoren jedes D, alle unter sich und von denen
aller fibrigen D, verschieden sind. Diese Zerlegung von D, in die

Factoren D,%, D, ... geschieht ebenfalls ohne Einfiihrung  von
Irrationalitéten, wie in Nr. 22 bei &,
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Man betrachte hieraus D, wo D), von einem Grade g, sei. Dieser
Factor gehort dann zu g, Punkten von f(z)==0, deren jeder ein
Schnittpunkt von g-facher Multiplicitit von f= 0, f. =0 ist.

Dieses D, zerlege man nun nach den Graden der Vielfachheit der
g, Punkte. Man betrachte nimlich auch der Reihe nach die Resul-
tanten aus
(21) f(x)y =0, A4 + 4,4, =0, fa=0

(fir h=2,3,...,(x—1))
wo f, die allgemeine L'® Polare von f, und wo

(x—Dxw
zu nehmen ist, weil ein Punkt, in welchem alle A'** (und nicht alle
(h—1)t") Polaren verschwinden, ein (2 -+ 1)-elementiger Punkt, mit
wenigstens (h - 1)k-facher Multiplicitiit fur f= 0, f =0 ist. Der
von den ¢ unabhiingige Factor dieser Resultante sei beztigl. mit Rt¢+v
bezeichnet (also R® = I)).
Hierauf sind der Reihe nach die gemeinsamen Factoren

(22) A5 AT e A0 Y

beziiglich von

D D
D, und R®; L und R&-D; ... £ 5 und RO
x - 3)
“ Al(:] AL).Aif 1'...5\;
zu bilden. Man hat dawn dic rationale Zerlegung
(23) D=0 857 AL

und hierbei gehort AL nur eu solchen von cinander getrennten Punlten,
welche genan i-elementige Punkte von f(x) = 0 sind.

Es giebt einen noch einfacheren Weg zu dieser Zerlegung vou
D,(%, 4,). Da 4,4, + A,4, =0, so verbinde man die beiden Curven
(24) fle)=0, D.(— 4,, 4,)=0,
indem man zunichst allgemeine lineare Functionen z,’, x,, #,” an Stelle
der z,, %,, x, einfiihrt und z,” eliminirt. So ergebe sich als [esultante
(25) Lz ,z)y=L!-L,2... LS, ,
wo die linearen Factoren eines L, unter sich und von denen der iihrigen
L; alle verschieden sind. Dann gehort L; gerade zu den i-elementigen
Punkten von f(x) = 0, fiir welche D, == 0 ist. Specialisirt man nun
die Substitutionscoefficienten in den Ausdricken der 2’ durch die z
derart, dass 2" = — 4,, z,’ = 4, wird, so verschwindet der so aus
L(x,, z,’) entstehende Ausdruck nicht identisch, weil (4, = 4,=0)
kein Punkt von f(z) =0 ist; und die Ausdriicke

L, L, ..., L,
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gehen also beziiglich in

IN N AP
von (22) iiber, “ome *

Sei Af,? vom Grade y“) , 80 hat man durch
(26) AY =0

@@ von einander getrennt liegende, i-elementige Punkte von f(z) =0,
welchen der Factor

(A::)’)M
von D, entspricht, vou den iibrigen mehrelementigen Punkten von
f(x) = 0 rational abgesondert.

24.

Rationale Bestimmung des Doppelfactors der Resultante.
Von dem Factor (AJ)* sondert sich, nach Nr. 17, zuniichst

@ (o

fir den ,,Doppelfactor® von D ab. Fir p==1i(i—1) ist die Zer-
legung hiermit abgeschlossen; andernfalls geschieht die weitere Zer-
legung durch eindeutige Transformation von /. Nach Nr. 6 werden

die Coordinaten der entsprechenden p® Punkte von f(x) =0 rationale
Functionen von 1, : 4,:

(28) Ty 22yt Wy =Ry, Ay) 1Py Py - -
WO
(29) AL (A, 2) = 0,

und man kann daher nach Nr. 22 eine Transformation der dortigen
Art, welche diese u'® Punkte als einfache Fundamentalpunkte benutzt,
in rationaler Weise ausfithren. Durch diese Transformation gehe f(x) =0
in F(g) = 0 {iber,

Fiir diese Curve F(E) = O stellt sich alsdann dieselbe Aufgabe,
wie sie in Nr. 23 fiir f(2) = 0 behandelt worden ist. Nur geniigt
es hier, um die Vielfachheit der den u® Punkten entsprechenden Punkte,
die allein in dem Doppelfactor von D benutzt wird, zu bestimmen,
den zweiten einfacheren Weg von Nr. 23 einzuschlagen, ohne auch
nur die Polare von F'(§) aufzustellen; denn diese Punkte sind ohnedies
durch die Transformation bekannt.

Dies geschieht nach den letzten Betrachtungen der Nr. 22, indem
man nur daselbst A}? an Stelle von R (9) zu setzen hat. Die dort
aufgestellten Gleichungen (13), (14):

(30) {P(A‘,, A)) = 0,
Er b =1y (445 4)) 12(4ys 45) 1 s (4, 4),
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wo

(31) A1111' -+ A2A2, == 0;

liefern alle Punkte von F(§)=0, welche den gt Punkten von f(z)=0
durch die Transformation entsprechen, und zwar jeden einfach, da
die Factoren von P(4/, 1,) alle von einander verschieden sind. Um
die Vielfachheit dieser Punkte zu bestimmen, wird man daher nach
Nr. 23 ((24) etc.) in die Gleichungen

FE) =0, P(—Ay,A)=0

allgemeine lineare Functionen &/, £, & an Stelle von §, §,, & ein-
fiihren und & eliminiren, wonach sich, wie dort,

(32) L, &)=Lt L2 - L
ergebe. Dann liefert
(33) Lf (glli ng) == ()

nur j-elementige Punkic; und L; ergiebt, nach Nr. 23, durch Speciali-
sirung einen Factor

(34) Py, 1))
von P(i/, A;)).
Aus
(39) P4, 4,y =0, & — &gy =0
folgt hierauf eine Resultante
(36) S;(&, &) == SI; . Sz? . Ss? I
dann liefert endlich (Nr. 22, (17}, (18))
(37) Suy @, @) = 0, Ak, + Ayl =0

. 2. - . . X . .
nach EKinsetzen von -9—;- und Elimination von Tvi einen rationalen Factor
1 1

(38) AL (4,5 1)
von APy, 4,)) :

In diesen Ausdriicken driickt der Grad von P(4,, 4,), dem der
Grad des Productes L, - L, - - - Ly gleich ist, die Anzahl der den
p® Punkten von f(z) = O iiberhaupt eutsprechenden getrennten Punkte
von F(£) =0 aus. Der Grad von L;, dem der von P; und der von
S; gleich wird, stellt die Zahl der darunter befindlichen j-elementigen
Punkte vor. Die Potenz % des Factors S von §; bedeutet, dass h
verschiedenen dieser Punkte, welche durch einen linearen Factor von
S:; gegeben sind, ein und derselbe Punkt von /() =0, oder viel-
mehr % diesem in verschiedenen Richtungen benachbart gelegene
Punkte von f(z) =0, entsprechen. Dem Grade von §,, wird der von
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A;(fjk) gleich. Nach Nr. 17 sondert sich von dem Factor (AL") * fiir
den Doppelfactor von D, ausser dem am Aufang dieser Nr. bezeich-

neten (AP)“~" noch, von S, herriihrend, in rationaler Weise ab:
(39) (Agjh))h-j(f—‘l) i

Solches ist fiir alle %, dann fur alle 7, fir alle 7, endlich fiir alle
w auszufiihren, wobei fiir j, ¢, g nur die Zahlen > 2 betrachtet zu
werden brauchen.

Der weitere Gang der Zerlegung ist klar: Es werden die durch
((30), (35))
(40) ‘PJ'(AI’) )*2') =0, §: Ez & =1 (A, j'2,) $Xat Xs
gegebenen j-elementigen Punkte von F(£) = O als Fundamentalpunkte
einer Transformation der Art Nr. 22 benutzt, und hierdurch, auf dem

in dieser Nummer fiir AP eingeschlagenen Wege, jetzt von Si; (§;, &),
(36), ein rationaler Ikactor abgesondert, und dementsprechend ein

solcher auch vou AE:J")(li, ,), (38), wobei sich im Laufe der Trans-
formation wieder die Potenz, in welcher dieser Factor in den Doppel-
factor von D eingeht, von selbst ergiebt.

Eine kleine Modification dieses Verfahrens besteht darin, dass
man gleichzeitig mehrere, rational von einander gesonderte, Punkt-
gruppen der zu transformirenden Curve, oder auch alle mehrelemen-
tigen Punkte derselben, als einfache Fundamentalpunkte einer und
derselben eindeutigen Transformation der Art Nr. 22 nimmt.

25.
Rationale Bestimmung der Geschlechtszahl
Aus dem Grade 3’ M des Doppelfactors von D und der Zahl m
bestimmt sich nach Nr. 17, (23) oder Nr. 19, (2) die Zahl p durch

die Formel
i 1 ’
p=5m—1)(m—-2)— 5 2 M.

Da es sich hierbei aber nur um den Grad, nicht um die wirkliche
Aufstellung des Doppelfactors von D, handelt, so gentigt zar Bestim-
mung der Zahl p schon ein Theil der in Nr, 23 und 24 geforderten
Operationen.

Hiernach ergeben zum Grade Z’"J des Doppelfactors die p'9 durch
AY = 0, (26) Nr. 23 gegebenen, i-elementigen Punkte von f(z) =0
zunichst den Beitrag

wo-i(i—1);

sodann ergeben, wenn IL; oder F; (Nr. 24, (33), (34)) vom Grade ¢



Die algebraisch-functionentheoretischen Operationen, 347

wird, die den u® Punkten auf F(f) — O entsprechenden, bez. durch
Li(&/, &) =0 oder P;(A, 1,) = 0 gegebenen j-elementigen Punkte
(j==2,3,...,%) zu Z°M den weiteren Beitrag:

j=x
i j(i=1).

=2

Zur Aufstellung dieser Zahl hat man also nur bis zur Bestimmung
der mehrelementigen Punkte von F(£) = 0 zu gehen, d. h. zu den
Gleichungen (30), (35}, Nr. 24
(40) B/, 2,)=0, & :&:8=n1%4) 15,
und gerade so weit nach Nr. 24 zur weiteren Transformation von
F(§) = 0; daher fillt hier die weitere Beziehung auf f(z) =0 in
Nr. 24, (36)—(38), weg.

Es folgt mittels Transformation von F(£) =0 die Bestimmung
des Beitrags zu X'M, welche von den, den i) j-elementigen Punkten
entsprechienden Punkten der transformirten Curve herriihrt; ete.

26.
Rationale Bestimmung der adjungirten Curven.

Auch fur die rationale Aufstellung der Gleichungen der zu f(x)=0
adjungirten Curven gilt die in Nr. 25 fiir die Zahl p gemachte Be-
merkung: man hat in Nr. 24 wiederum nur bis zu den Gleichungen
(40) Nr. 25, zu gehen.

Die hierzu auszufiihrenden Operationen ergeben sich aus dem Satze
der Nr. 20. Man ertheilt den zu bestimmenden Curven st¢ Ordnung,
@ (z) = O, zunichst unbestimmte Coefficienten und schreibt den Curven
alsdann vor, die durch ((28), (29), Nr. 24)

A(;)(;'u 2) =0, m a2 =194, 4,): ¢, 1 ¥y
gegebene Gruppe von g j-elementigen Punkten von f(z) =0 zu
(gewthnlichen) (s—1)-fachen Punkten zu haben (Nr.21); die diesen
Bedingungen geniigenden Curven ¢(z) =0 werden hierauf durch die
Transformation von Nr. 24 in Curven ®(§) = O iibergefiihrt, und den
®(£) = O wird weiter vorgeschrieben, die durch ((30), (35), Nr.24)

Pi(A/, ) =0, Bk E=0(A,4)) % 1
(1=2,8,...,%)
gegebenen Punkte von F(x) =0 zu vielfachen, die ¢/ j-elementigen
bez. zu (j—1)-fachen, Punkten zu haben; und nach Erfillung dieser
Bedingungen ist Analoges weiter bei den weiteren Transformationen
von F(§) =0, ®(&) = 0 auszufihren. Die siimmtlichen Transforma-
tionen in ihren Umkehrungen angewandt, liefern dann die gesuchten
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o (x), soweit es den Factor Aif) von D betrifft; wonach solches noch
tir alle 7 und g zu geschehen hat.

Die hier fiir die adjungirten Curven ¢ (z) = O aufgestellten Be-
dingungen liefern im Ganzen

- 1
M= Shl—1)

lineare homogene Gleichungen fiir die Coefficienten von ¢ (z), wo die
Zeichen dieselben sind, welche in die p-Formel, Nr. 17, (23) und
Nr. 19, (2) eingehen. In wie weit diese linearen Gleichungen von
einander unabhéingig sind, und wie die Behandlung der Aufgabe dieser
Nummer tiberhaupt bedeutend modificirt und vereinfacht werden kann,
dariiber vergl. den folgenden Abschnitt, Nr. 30 und 31.

VL
Bedeutung der adjungirten Curven.

21.
Der Restsatz fiir nicht-singulére Curven.

Sei zunichst eine Curve y'r Ordnung mit nur nichtsinguliren mehr-

fachen Punkten. vorgelegt:
FE)=0.

W(E) = O sei irgend eine Schaar von Curven »'r Ordnung, welche,
ausser gemeinsamen festen Punkten, die Curve F'(E) = 0 in einer
Schaar X von Gruppen I von je » Punkten treffen mdgen; W,(£)=0
eine specielle Curve dieser Schaar, welche F' in der speciellen Gruppe
I, aus [ treffe.

Bestimmt man.nun eine beliebige durch die Gruppe Iy gehende
und zu F' adjungirte Curve vt Ordnung, ¥, (§) = 0, so ist der Rest-
satz in der Gleichung enthalten (vgl. Math. Ann. VII, p. 271)

M YE) .Y E) =Y 0 . VBO=A F§.
in der A und W'(¢) ganze Functionen der £ bedeuten, und aus der
sich ¥'(§) = 0 als eine Schaar von zu F' adjungirten Curven o'ter

Ordnung ergiebt, welche ausser gemeinsamen festen Punkten, die Curve
F(§) = 0 in derselben Schaar X von Punktgruppen treffen, wie

¥(E) =0.

Diese Gleichung zeigt zugleich, dass die auf F'(£) = 0 existirende
lineare Gesammischaar von Gruppen von je r Punkten, unter denen
[y als eine Gruppe enthalten ist, immer durch eine Schaar ¥’ (£) =0
von Curven »"'** Ordoung aus F(£) = O ausgeschnitten werden kann,
welche keinen andéren Bedingungen unterliegen, als 2u ¥ adjungirt zu
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sein und durch den Restschnitt von F(§) =0, ¥, (§) = 0 (ausser [,
und den mehrfachen Punkten von F) hindurchzugehen.

Wenn ferner die Schaar W(£) = O einen j-fachen Punkt R von
I'(E) = 0 iberhaupt nicht zum festen Punkte hatte, so brauchen auch
Yy (&) =0 und ¥, (§) = O durch diesen Punkt nicht gelegt zu werden;
dann ergiebt die Gleichung (1) fiir W' (£) = O aber keinerlei auf den
Punkt R beziigliche Bedingung; und die Gleichung sagt aus, dass
diejenige lineare Theilschaar von Gruppen von je » Punkten auf
F(§) = 0, welche die Gruppe I, enthiilt und welche iiberhaupt von
solechen Curven ausgeschnitten werden kann, die den Punkt R nicht
zum festen Punkt haben, immer vollstindig durch eine Schaar von
Curven einer Ordnung v/, W'(§) =0, aus F(§) = 0 ausgeschnitten
wird, welche nur den Bedingungen unterliegen: zu I” in allen Punkten,
ausser It, adjungirt zu sein und durch den Restschnitt von I7(§)=0,
W, () = O zu gehen.

28.

Der Restsatz fir singulire Curven,

Seil nun zweitens eine Curve m' Ordnung
’ f(z) =0,
mit beliebigen Singularitiiten vorgelegt. s soll gezeigt werden, dass
der Satz fiir die Gesammischaaren von Nr. 27 auch hier gilt, indem
man zu f(z) = 0 adjungirte Curven benutzt.

Wir betrachten hier vorerst eine Schaar von Grippen H aut
f(x) = 0, ausgeschnitten durch Curven ' Ordnung z(x) =0, die
einen ¢-elementigen Punkt P von f zum (gewohnlichen) /i-fachen Punkt
haben, durch die iibrigen mehrelementigen Punkte R, It,, ... nicht
gehen und eine Anzahl fester einfacher Punkte von f gemein haben;
eine specielle der Curven, g, =0, treffe f in H,. Legt man nun
durch H, eine Curve #''* Ordnung, y," =0, welche P zam (@ — 1)-
fachen Punkt hat upd weiter f in einer Gruppe H,’ von einfachen
Punkten trifft, so hat man auch hier eine Gleichung, analog (1),
Nr. 22,

(2) ot —x- k=41

wo x’ und A4 ganze Functionen der x werden; denn die hierzu hin-
reichende Bedingung (vgl. meine Note Math. Ann. VI, p. 351), dass
1%, den Punkt P, der i-elementiger Punkt von 7, h-facher Punkt
von %, und Schnittpunkt von nur Aq-facher Multiplicitit ist, zum
(h + % — 1)-fachen Punkt habe, ist erfullt. 5 () =0 wird dann eine
durch H, gehende Schaar von Curven ‘e Ordnung, mit (i—1)-fachem
Pupkte in P, eine Schaar, die f ebenfalls in den Gruppen H trifft.
Und es folgt, dass die Curven #''* Ordnung, welche durch Hy' gehen
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und P zum (3— 1)-fachen Punkte haben, diejenige allgemeinste auf f
existirende lineare Schaar von Gruppen ausschneiden, in der H, als
eine Gruppe enthalten ist, und die von Curvenschaaren, welche P zu
irgend einem vielfachen Punkte, I, R,, ... gar nicht zu festen
Punkten haben, {iberhaupt ausgeschnitten werden kann. —

Sei jetzt die lineare Gesammtheit von Gruppen G auf f(z) == O,
der eine Gruppe G, angehort, zu betrachten. Wir legen eine Curve Xo
»’ ' Ordoung durch &, welche zugleich zu f adjungirt sei; dieselbe
treffe [ weiter in einer einfachen Gruppe H. ¢ (2) =0 sei die Schaax
aller Curven »''* Ordnung, welche durch H gehen und P zum
(¢—1)-fachen Punkte haben.

Auf f(z) =0 und die eben genannten Curvenschaaren wenden
wir eine eindeutige Transformation an. Da man durch fortgesetzte
Transformationen der Art von Nr. 22 die Curve f(#) =0 in eine
Curve ohne singuldre mehrfache Punkte verwandeln kann, fiir welche
dann die Restsitze von Nr. 27 gelten, so geniigt es, zu zeigen, dass
bei einer Transformation mit nur emem mehrelementigen Punkte als
Fundamentalpunkt die Restsiitze fiir die zu transformirende Curve
gelten, wenn sie fiir die transformirte Curve vorausgesetzt werden.
Wir machen daher eine, etwa quadratische Ebenen-, Transformation,
welche von den Punkten von f(2) = 0 nur P zum einfachen Funda-
mentalpunkte habe, aof f(2) == 0. Die transformirte Curve, fiir welche
die Restsitze gelten sollen, sei F'(£) = 0. Diese Curve erhilt in den
Fundamentalpunkten @,, ¢),,... der &-Ebene gewthnliche mehrfache
Punkte, hat ferner eine Reihe von mehrelementigen Punkten P,, P,, . . .,
den verschiedenen Richtungen von f(2) = O am Punkt P entsprechend
und eine Reihe von mehrelementigen Punkten R, R,’, ... einzeln
bez. den Punkten R,, K,, ... von f= 0 entsprechend und von der-
selben Singularitit, wie diese.

Bei dieser 1 ransformatlon geht die Schaar y'(x) == 0 iiber in eine
Schaar X (2)==0 von Curven v' Ordnung, welche die Punkte Q,, Q,, . ..
zu festen mehrfachen Punkten hat und durch die H entsprechenden
Punkte von F' geht. Nach Nr. 27 ldsst sich diese Schaar in Bezug
auf den Schnitt mit F'(E) == 0 ersetzen durch eine Schaar von Curven
v't® Qrdnung, X'(§) = 0, welche 1) sich in den Punkten Q,, Q,, . ..
adjungirt verhalten, 2) durch eine feste Gruppe K von einfachen
Punkten von F'(&) = 0 gehen.

Aber diese Schaar X'(E) = 0 geniigt auch keiner weiteren Be-
dingung als 1) und 2). Denn die ganze Schaar der Curven 2'ter Opd-
nung, welche 1) und 2) geniigen, transformirt sich in Curven, welche
P zu einem mehrfachen Punkte und eine Anzahl einfacher Punkte vop
f(#) =0 zu festen Punkten haben; diese Curven schneiden dann
f(x) =0 in Gruppen, zu deven jedenfalls die von den y' () = O aus.
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geschnittenen Gruppen gehdren. Dann aber treffen, nach den Be-
merkungen zur obigen Gleichung (2), gerade diese ' (z) =0 die
f(z)=0 schon in den allgemeinsten Gruppen, also auch die X(§)=0
und die X'(§) = 0 die F'(§) = 0 in den allgemeinsten Gruppen, welche
aus den Bedingungen 1), 2) sich ergeben.

Schreibt man nun den ' (z) = 0 die weitere Bedingung vor, in
allen mehrelementigen Punktea P, B, R,, ... von f(2)=0 = f
adjungirt zu sein, so geschieht dies nach Nr. 20 dadurch, dass die
X (&) = 0 die weitere Bedingung erfillen, in den Punkten P, P,,...
wnd R/, B,,... zu F adjungirt zu sein. Dieselbe Bedingung stellt
sich dann, nach der Annahme tiber F(§)==0, auch fiir die X'(§)=0;
und da diese Curven hierauf die allgemeinste Schaar von zu F ad-
jungirten, durch eine feste Gruppe K gehenden Curven ot Ordnung
bilden, so schneiden sie, wieder nach der Voraussetzung, F(§) =0
in einer Schaar von Punktgruppen, welche in keiner allgemeineren
Schaar als Theilschaar mehr enthalten ist. Dasselbe tritt also auch
fir die auf /(2) = 0 entsprechende Schaar von Punktgruppen ein; d. h.
die 2u [ adjungirten, durch H, gehenden Curven n'*" Ordnung schuei-
den dic oben genannte Schaar G aus f(x) =0 aus.

So gilt die Gleichung (2), wenn dabei unter y(x) = O eine ganz
beliebige Curvenschaar, unter y () ==0 eine Schaar von zu f ad-
jungirten Curven verstanden wird.

29.
Die weitere Theorie der algebraischen Functionen.

Mit dem Restsatze, dessen Ableitung von den Darstellungen in
Nr. 21—26 natirlich unabhangig, ist — in eingehenderer Weise als
im § 7 der Arbeit von Herrn Brill und mir: ,tiber die algebraischen
funetionen und ihre Anwendung in der Geometrie“, Mathem. Ann.
VII — auch fiir die beliebig singulire Curve f(z) = 0 die einzige
Grundlage gegeben, aus welcher in jener Arbeit §§ 2—6 zunichst fiir
nicht singulire Curven die Functionensiitze entwickelt werden. Diese
Entwicklungen bleiben, wie dort schon gesagt, auch fiir die singulire
Curve f{z) = O und ihre adjupgirten Curven wortgetreu bestehen.

Insbesondere leitet man also jetzt filr die drreducible Curve m'er
Ordnung, f(z) =0, deren Geschlecht p durch die Formel Nr. 17 oder 19
bestimmt ist, die Sitze her:

dass jede lineare Schaar von Gruppen von je ¢ Punkten auf
f(x) = 0, deren Mannigfaltigkeit ¢ > @ — p ist, von zu f adjungirten
Curven (m—3)e Ordnung, — den sog. Curven ¢ -- ausgeschnitten
werden kann; dass es von diesen Curven ¢ liberhaupt genau ocor—!
giebt, von den zu f adjungirten Curven (m — 3 - a)** Ordnung aber,
fir « > 0, vermbge f(x) =0 genau ocortmne—1?,
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Hieran schliessen sich fiir die irreducible Curve f(2) =0 der
Riemann-Roch’sche Satz iiber die geranere Bestimmung der Con-
stantenzahl der von Curven ¢ aus f ausgeschuittenen Schaaren von
Punktgruppen; ferner der Satz, dass diese Schaaren bei eindeutiger
Transformation von f{z) = 0 in eine Curve F(§) =0 in Schaaren
von gleicher Mannichfaltigkeil iibergehen, welche aus F(£) =0 von
zu F adjungirten Curven ¢ ausgeschnitten werden; also dass die Zahl
p hierbei erhalten bleibt.

Die in diesem Gedankengange sich ergebenden Definitionen fiir
die Zahl p sind die folgenden:

1) fiir eine auch reducible, nur keine Doppelcurve enthaltende,
Curve f(z) = O: die numerische Definition aus Nr. 17 oder 19; rational
nach Nr. 25 zu finden. Dawmit identisch ist die Definition, dass die
zu f adjungirten Curven (m — 3 + «)** Ordnung die Curve f(x) =0
in Gruppen von je

2p ~ 2 4+ ma
Punkten schneiden;
2) fiir eine irreducible Curve f(z) = 0:
a) aus der Mannichfaltigkeit
¢=@—p

einer Schaar von je ¢ Punkten, unter welchen cine Gruppe aus
ganz willkiirlich (nicht speciell) gewihlten @ Punkten besteht; wenn
g > 0 wird;,

b) aus der Zahl p der linear von einaunder unabhingigen zu f
adjungirten Curven (m — 3)* Orduung, der Curven g.

30.
Modificirte Bestimmung der Verh#@ltnisse der Curven ¢.

Fiir die rationalen Darstellungen der Nr. 21—26 ergeben diese
Sitze von Nr. 29 noch weitere Resultate.

Nach diesen Sitzen stellt die Forderung fiir die Carven (m —3 4 a)ter
Ordnung, in allen mehrelementigen Punkten von f(z) = 0 zu f ad-
jungirt sein, d. h. (Nr. 19) alle h;-fachen Punkte von f(x)=0 zu
(h; — 1)-fachen Punkten zu haben, fir ¢ >0 und eine irreducible

Curve f(z) = 0 genaun
1
Z 3 by — 1)
lineare von einander unabhiingige Bedingungen fiir die Coefficienten

der Curvenschaar dar. Die i Nr. 26 genonnien Zéhj(h,-——l)

yimearen Gleichungen sind also, sobald nur f(x) = 0 drreducibel und
dic dortige Zahl n 2 m — 3 ist, von einander unubhingig.



Die algebraisch-functionentheoretischen Operationen. 353

Die in Nr. 26 Dbehandelte rationale Aufstellung der zu f adjun-
girten Curven kann aber fir irreducible Curven f(z) = 0 nach Nr. 29
tiberbaupt noch bedeutend modificirt werden. Denn zunichst gehen
bei einer eindeutigen Transformation von f(z)=0 in eine Curve
gt Ordnung, F(£)==0, die zu f adjungirten Corven von der (m— 3)ten
Ordnung, ¢(z) =0, in die Schaar der zu F adjungirten Curven
(¢ — 3)'* Ordnung, ®(E) =0, iiber; vermége f(x) =0 und F(§) =0,
Wenn es sich daher nur um die Schuittgruppen von f(x) = 0 mit der
Curvenschaar ¢ (z) = 0 handelt, so geniigt es, durch successive Trans-
formationen f(z) =0 in eine Curve ohne Singularititen, F(§) = 0,
iberzufihren, die zu I’ gehdrige Curvenschaar ¢, ®(£) = 0, aufzu-
stellen und vermdge der Transformationen aus P () = 0 riickwiirts
eine Schaar ¢'(x) = () abzuleiten. Diese Schaar ersetzt dann vermdge
f(x) = 0 die Schaar ¢(x) = 0 vollstiindig.

Die hierzu aussufithrenden Operationen heschriinken sich auf
Folgendes:

Man zerlegt, wie in Nr, 23, den Factor D, der Resultante;D (4,,4,) in

Dy=Dz2D3 ... D7,
bestimmt, wie dort, die Coordinaten der zu
DDy - D=0

gehdrigen mehrelementigen Punkte von f(z) = 0 und benutzt diese
simimntlichen Punkife als Fundamentalpunkte einer ersten Transforma-
tion von f(x) =0 in eine Curve fW(2W) = 0, nach Art von Nr.22.
Die Unterscheidung dieser Punkte nach dem Grade der Vielfachheit
ist dabei unnbthig.

Sodann bestimmt man nach Nr. 22 die Coordinaten der allen
vielelementigen Punkten von f(x) = O entsprechenden Punkte von
[z =0, durch analoge Gleichungen, wie bei f(z)=0. Diese
saimmtlichen Punkte, soweit sie hohere als 1-elementige sind, werden
weiter als Fundamentalpunkte einer Transformation, nach Art von
Nr. 22, von f0)(2W) =0 auf eine Gleichung f® (@) =0 benutzt; etc.
Man gelangt so endlich zu einer Curve F(§) = 0, welche keine, den
mehrelementigen Punkten von f(z)==0 entsprechende, mehrelementige
Punkte besitzt, sondern nur noch gewdhnliche mehrfache Punkte in
den Fundamentalpunkten der £-Ebene.

Fiir diese Curve F(E) = O ergiebt sich die Schaar ®(§) =0 als-
dann lediglich nach Nr. 23 und 21, ohne dass man noch weitere
Transformationen, wie in Nr, 24, anzuwenden hiitte. Aus den ¢(§) =0
folgen endlich die @'(z) = 0, wie oben gesagt.

Was npun weiter die zu f adjungirten Curven von hdherer als
(m — 3)tr Ordnung betrifft, so habe ich in meinem Aufsatze ,Ueber
die invariante Darstellung algebraischer Functionen®, Mathem. Ann.

Alnthematische Annalen., XXIII, 24
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Bd. XVII, gezeigt, dass sich dieselben fiir /(z) == 0 durch ganze Fune-
tionen der @(z), also auch der ¢'(x) ersetzen lassen. Sei nimlich
eine Schaar von Gruppen G auf f(z) = O gegeben, @, eine specielle
dieser Gruppen; wenn dann Q¥ (x) =0 wo ®¢*(z) eine ganze ho-
mogene Function g' Ordnung der ¢'(z) vorstellt, irgend eine Curve
ist, welche durch G, hindurchgeht, so wird die Schaar der G aus
f(z) =0 durch eine Schaar von Curven ®® (x) = 0 ausgeschnitten,
wo auch ®®W(z) eine ganze homogene Function der ¢'(x) ist und wo
alle ¢ (z) = 0 durch den Restschnitt von f(z) =0 mit ¢ (z) =0,
ausser &y und den mehrelementigen Punkten von f(z) = 0, hindurch-
gehen. Diese Schaaren sind also mit den ¢'(2) = 0 bekannt. In der
rationalen Aufstellung von

@) ()

¢ (2)
hat man die einfachste Losung der Aufgabe, eine rationale Funection
der # zu bestimmen, welche nur in der Gruppe G, von f(x) =0,
oder in einem Theil dieser Gruppe, unendlich in der ersten Ord-
nung wird.

31.
Modificirte Bestimmung der Curven ¢.

Der in Nr. 30 angegebene Weg liefert zwar alle Schaaren von
Punktgruppen, welche aus der irreduciblen Curve f(z) =0 von den
zu f adjungirten Curven ausgeschnitten werden konnen; zunichst aber
nicht die Gleichungen dieser Curven selbst, wie es bei dem Verfahren
von Nr. 26 der Fall war. Denn die Anwendung des diesem Zwecke
dienenden Restsatzes verlangte noch die Kenntniss wenigstens einer
zu f adjungirten Curve (m — 3)tr Ordnung, @,(x)==0, welche f(z) =0
in derselben Gruppe {irifft, wie eine specielle Curve ¢, (2) =0 aus
der Schaar ¢'(z) = 0.

Ich will aber jetzt zeigen, dass die Curven, in welche sich die
®(E) =0 in Nr. 30 transformiren, sich von den Curven ¢(z) =0
in der That nur um einen angebbaren Factor unterscheiden.

Wenn néimlich unsere Transformation gegeben ist durch

b= Ou(Zy, 2,, 3) y (=12, 3),
(3) . 9O, 20, 5O
M@ = 2 E Got For T
“4) FE &, 8= A(2) - flz),
wo die O,(z) von der Ordnung s seien, so soll bewiesen werden, dass

®) Bl &y, ) =252 p(a)
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wird; und zwar, dass diese Identitit bei unseren speciellen Transfor-
mationen, wie den von Nr. 22, welche aus gewdhnlichen quadratischen
Ebenentransformationen zusammengesetzt sind, ohne Hiilfe von f(z)==0
besteht (welch letztere Higenschaft bei allgemeiner eindeutiger Trans-
formation nicht mehr stattfinden wiirde).

Es ist nur ndthig, die Gleichung (5) fiir die quadratische Trans-
formation und dann fiir die Zusammensetzung mehrerer solcher zu
beweisen.

Die quadratische Transformation, mit drei getrennten Fundamental-
punkten P, P,, P, fir die §-Ebene, @, @,, ¢, fiir die z-Ebene
{wo £, == £, =0 fiir P, ete.), sei

Ei=22y, & =uay3, =102,

A(x) = 22,2, 2.

Die Curve gp'¢ Ordoung, F(£) =0, habe die Punkte P,, P,, P,
bez. zu -, %p-, 43-fachen Punkten; dann wird

F(E, &), &) = zjiahmys - f(2),
also
A (z) = @, zyl2yh,

und die Curve f(z) = 0 wird von der Ordnung m=2y ~—1, —1i, — 1y,
mit (¢ — 4, — 7;)-fachem Punkte in ¢, , ete.

Ferner wird, wenn alle Zahlen 4, ¢,, 4, grosser als O sind, fiir
die zu F in den Punkten P,, P,, P, adjungirte Curve (¢ — 3)'r Ord-
nung, ®(E) =0:

wo ¢'(z) = 0 eine Schaar von Curven (m — 3)*r Ordnung ist, mit
(4 — %, — 45 — 1)-fachem Punkte in @, ete, also in @, ¢, & zu f
adjungirt, Schreibt man dann den (&) == 0 weiter vor, auch in den
iibrigen mehrfachen Punkten von F(§) = 0, ausser den Fundamental-
punkten Py, P,, P,, zu F adjungirt zu sein, so tritt dasselbe auch
fiir die @'(z) =0 in Bezug auf f(z) =0 ein, auch wenn die mehr-
fachen Punkte von F'(z) = 0 einem der Fundamentalpunkte benach-
bart liegen (Nr. 20); die Schaar ¢'(z) wird daher dann gerade zur
gesuchten Schaar ¢ (z).

Ist

i5=20, ¢4 >0, i2,>0,
so wird
A(x) = 2,27,

D&y, &y &) = i lai? . @' (2) = Ei(—:) - @3¢ (),

24*
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und z;¢ (z) wird in der That zur Schaar ¢@(z); und analog fiir
) =4y = 0.

Die Gleichung (b) gilt daher fiir die quadratische Transformation.
Seien jetzt zwel successive Transformationen betrachtet, fiir welche
die Gleichung (5) Giiltigkeit habe:

ye=W(x), (k=1,2,3; s, = Ordnung der y),
A, (@)= D) 4 Do Qv s

— om, Oz Oz’

©) 1 Aw) =iy, s 95) = 4, ) - (@),

Ay
(1) = % (o),

=), (*h=1,2,3; s,=O0rdnung der y)

- Ot 012 O1s
A2(y)~ :t oY1 0Y: 0y’

@ F(a) = Fty, 1y 1) = 42 () - (L®),

A
(o) = 52U . g, (y).

Dann folgt zuniichst aus (6) und (7):
2= 10(¥1; ¥ V),
08 08 0
D = 8@ A1)
@ ) Fe)=a,p@) 40 1),

O(z) e S84 (w(@) - 4 (2) .
) Dy (@) - A () @)

Beim Zusammensetzen der Transformationen (6), (7) wird sich
aber im Allgemeinen ein den g, (¥(x)) gemeinsamer Factor C(z), von

einem Grade 7, herausheben, so dass die resultirende Transformation
wird :

e Er= —(;—zé')- =0(2), (h=1,2,3; s=s,8,— r= Ordnung der ©),
)
Al(x) =2 4 00 00, 60,

—— 0® Omy Oty

Die transformirte Curve ist () — 0, wo F dasselbe Zeichen ist,
wie in (8); also:

(10) F() = - LI F(z) = _{13_@‘(@44_,‘@ f(@) = A(2) - f(z),

C* () T OOk ()
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1

ot . 5180 4y (9 () - Ay(z)
G 0 — ) A

5 oai@) ot O
_ Oty 4@ Gl
5@ Aw 7@

(1) ¢@¢) =

Aber man hat allgemein, wenn C eine homogene Function ' Ord-
nung, die O, solche von der s*r Ordnung sind:

Z’ + 0106y 9100, 91Oy __ li‘i o3 2 4001 00, 20, ,

3:01 EA LEN — &y an" ‘()xsi

also hier aus (11):

o) = % 9 @),

was die zu beweisende Gleichung (5) ist.

Sonach erhilt man nicht nur nach Nr. 26, sondern auch durch
diese Gleichung nach Nr. 30 die zu f adjungirten Curven (m—3)* Ord-
nung, @ (x) = 0. Zugleich ist durch diese Gleichuug (5) der Satz der
Nr. 28 wenigstens fiir die zu f adjungirten Curven (m — 3) Ord-
nung von Neuem bewiesen.

32.
Die Differentiale erster Gattung.

Fiir eine nicht-singulire Curve F(£) = 0, g' Orduung, sind die
Differentiale erster Gattung bekanxtlich die (von den p unabhingigen)
Ausdriicke:

_ 00 T Enkdh
(12) du = A

|

wo die ®(£), = O gesetzt, die Gleichungen der zu f adjungirten Curven
(@ — 3)er Ordnung vorstellen.

Auch fir eine, beliebig singulire, Curve f(3) =10, welche der
Curve F(E) =0 in gegenseitig rationaler Transformation eindeutig
zugeordnet ist, stellen die dw aus (12) die Differentiale erster Gattung
dar; denn die u sind auch Integrale iber rationale Functionen der z,
fitr f(z) =0, und sind fiir alle Werthsysteme von f(z) = O endlich.

Durch die Transformationsformeln von Nr. 31 erhdlt man fiir
diese Differentiale den (von den ¢ unabhingigen) Ausdruck:

o (D(O(w))-A(ac)-Zic,xgdxa .

3 )
s-Ax) - Zpep 8_5%}_
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und hieraus nach Nr. 31, wenn, wie wir annehmen kénnen, F(§) == 0

aus f(2) = O durch eine unserer speciellen Transformationen ab-
geleitet war: )

(13) T3, 0@

D. h. auch fir eine beliebig singulire irreductble Curve f(x) = 0, von
der mter Ordnung, stellen die im Zihler der zugehirigen Differentiale
erster Gattung (13) auftretenden Functionen ¢ (x), = 0 gesetet, die 2%
f adjungirten Curven (m — 3) Ordnung, ¢ (x) = 0, vor.

Die rationale Aufstellung dieser Differentiale aus der gegebenen
Gleichung, f(x) =0, erfolgt daher nach Nr. 26 oder nach Nr. 30
und 31,

Erlangen, 28. October 1883.




