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UBER DAS CARATHEODORY’SCHE PROBLEM,
POTENZREIHEN MIT POSITIVEM REELLEN TEIL BETREFFEND.

Von Ernst Fischer (Brunn).

Adunanza d:l'1y giugno 1911,

Diese Arbeit besteht aus zwei Teilen, die zu verschiedener Zeit entstanden sind.
In die Zeit zwischen beiden fallen die wichtigen Untersuchungen von ToepLitz '),
durch welche der zweite Teil erst veranlasst und ermdglicht worden ist.

I. TEIL.

EiNLEITUNG.

CaraTaEODORY hat ?) die Frage behandelt:
« Fiir welche Wertsysteme der 2# reellen Variablen

(1) a, b, a, b,...,a, b
« gibt es eine Potenzreihe Z — 1} ick(" der komplexen Variablen z==p¢" (p und
k=
« 3 reell, p 2\ 0), welche mit dem W(lertsystem (1) in dem Zusammenhange
¢, =a, —ib, ¢, =a,—ib,...,c,=a, —ib,

«steht und die Eigenschaft besitzt, fiir |z] <1 zu konvergieren und einen positiven
« reellen Teil R(Z) > o, also

1 -+ p(a,cosy 4 b sins) 4 -+ 4 p"(a,cosns 4 b sinny) - - >>0 (fir oLp<C1)

« zu haben? »

Iy Vorgetragen in der Sitzung der mathematischen Gesellschaft in Gottingen vom 28. Juni rgro.
Eine Mitteilung daritber ist in diesen Rendiconti erschienen {TOEPLITZ, Uber die Fourier’sche Ent
wickelung positiver Funktionen [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXXII (2. Seme-
ster 1911), S. 191-192];.

2y CararutoporY, Uber den Variabilititsbereich der Koeffizienten von Potenzreihen, die gegebene
Werte nicht annehmen [Mathematische Annalen, Bd. LXIV (1907), S. 95-115].
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Die Menge aller solchen Wertsysteme (1) bezeichnen wir mit CARATHEODORY als
die Menge R, .

Zur Beantwortung der gestellten Frage gibt Cararntopory fir ®, die folgende
Parameterdarstellung :

a, =2 cosks 4 .-+ 42X cosks,
by =2% sinks 4 .-+ 2} sinks,
(2) —r s L+7 .., -3 L+
A N0, ..., A No
SIS W

Er beweist ferner, dass das Wertsystem (1) Innenpunkt oder Grenzpunkt der Menge
®, ist, je nachdem die Grosse

(k=1,2,..., 1)

)\:I—)\]_)\ — e )

2 "

>o oder =o ist, und dass esin dem letzteren Falle A=o0 nur eine einzige zugeho-
rige Potenzreihe Z gibt, nimlich diese:

1 —[—i(z’)\ L S L O &
= +,< itz Izl <.
_)\_l—)\ + + n 13 —z

Man wird nun wiinschen, die Menge 8  auch ohne Vermittlung von Parametern
durch Ungleichungen zwischen den Grossen a , ..., b, selbst festlegen zu kinnen. Hiezu

(3)

filhrt eine Bemerkung von STiELT]ES.

Man kennt die Ueberlegungen, durch die HermiTe das Sturm’sche Problem auf
die Betrachtung quadratischer Formen zuriickgefithrt hat 3). In diesem Gedankenkreise
fortschreitend betrachtet STIELTJES *) die quadratische Form

P

1= 3 b
g PP
der Variablen u_, u , ..., u , deren Coeflizienten aus einer etwa im Intervalle

3) HERMITE: Remarques sur le théoréme de M. STurM [Comptes rendus hebdomadaires des séances
de 'Académie des Sciences (Paris), Bd. XXXVI (1. Semester 1853), S. 294-297]; Extrait d'une lettre
de Mr. Ca. HERMITE de Paris @ Mr. BORCHARDT de Berlin sur le nombre des racines d’une équation alge-
brique comprises entre des limites donndes [Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. LII
(1856), S. 39-511; (Euvres de CuarLes Hermite (Paris, Gauthier-Villars), Bd. I (1905), S. 284-287,
397-414.— Vgl auch: NeTTO, Vorlesungen ither Algebra (Leipzig, Teubner), Bd. I (1896), 20t Vorlesung.

4) StieLtTyes, Recherches sur les fractions continues [Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse, Iere série, tome VIIT (1894), pp. J1-J122; tome IX (1895), pp. A§-A471; E. COSSERAT,
Notice sur les travaux scientifiques de THOMAS-JEAN STIELTJES [Ibid., Iére série, tome IX (1895),
pp- [31-[6411; Correspondance d’HErMITE et de STIELTJES (Paris, Gauthier-Villars, 1905), Bd. I. Vgl. z. B.
S. 336 und fgde, und S. 423.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXII (20 sem. 1911). — Stampato il 23 agosto 1gix. 31
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o L x Z 1 stetigen Funkton h(x) nach dem Gesetze

h, = f x“b(x)dx (v=o0,1,...,2n)
gebildet sind. Wird nun vorausgesetzt, dass in diesem Intervalle stets
h(x) > o

sel, so muss nach StieLTjEs die Form y eine positive ®) Form sein; in der Tat hat
man :

y = f‘(uu—{— u x4 oo Ju x")h(x)dx.

Eine ihnliche Bemerkung nun habe ich zur Grundlage ciner crneuten Behandlung
des CaraTHEODORY’schen Problems genommen und bin zu folgendem Resultat gelangt.
Ich bilde die quadratische Form von n 41 Variablen w_, w , ..., wu,:

+TT
:-;—/ S‘-(I+“x°053+bx5in:‘+"'—{—zl,,cosnz—I—bnsinn:)dj
v T

worin ur Abkiirzung
s\ .o s .3y
S=u (LOS»—) + (cos M) sin — + - Fu, sin —~

gesetzt ist. Dann sind die Wertsysteme der Menge & dadurch charakterisiert, dass diese
Form ¢ eine nichtnegative ist. Die Innenpunkte der Menge & aber sind dadurch charak-
terisiert, dass die Form ¢ eine positive ist.

Als Beispiel diene der Fall n = 1; hier ist

3 o3y I} coss sin I —Cos¥
Szz(uocosj—l—ulsm?) :ué—i}—~+ 2 u——f— —

<p=(1+%)u -+ b ou —I—(I-———)uf
und die Bedingung fiir das Nichtnegativsein von o lautet:
a, b L4

was auch durch |a, — ib | £ 2 ausgedriickt werden kann.

Der nachstehend mitgeteilte Beweis meines Resultats trigt elementaren Charakter.
Und da sich das CARATHEODORY sche Resultat gleichzeiti mit ergibt, so ist auch dieses
nunmehr elementar begriindet, wihrend es von CArATHEODORY selbst durch eine zwar
ungemein interessante, aber nichts weniger als elementare Deduktion zutage gefordert

wutde.

5) Eine quadratische Form heisst nicht negativ, wenn sie fir reelle Werte der Variablen stets > o
ist; sie heisst positiv, wenn sie fir reelle Werte der Variablen, das einzige Wertsystem (o, o, ..., 0)
ausgenommen, stets > o ist (d.i. wenn sie nichtnegativ ist und eine von o verschiedene Determi-

nante hat).
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§ 1.

Das Nichtnegativsein der Form ¢ als notwendige Bedingung
fiir ein Wertsystem von &, .

Indem ich zur Abkiirzung wieder

2 X w—p . 1 ?
S = Z i, | cos — sin —
=3 2 2

setze, bilde ich zunichst aus einer beliehigen im Intervall — = £ 5 £ 4 = stetigen
Funktion g(3) den Ausdruck

1 +7 .
() L [Tse(as.

-7

Er ist eine quadratische Form von #_, » , ..., u_, deren Koeflizienten von der Wahl
der Funktion g (3) abhiingige Konstante sind. Genauer hat man

1 T -
2 -
?[W Se(x)ds = p);:f)s"*"v”uq

1 +T 3 2n—y A 3 v
s”:?[ﬂ (cos7) (sm—-Z—) g(3)ds (v=0,1, ..., 2n).

Nun kann man aber setzen

(5) (cos —z—) 7 (sin %) = 6,, + i [6,,cos ks 4 =, sink 3]
h=1

wobei die ¢ und = rationale Zahlen sind, die von # und ihren beiden Indices abhingen.
Daraus folgt, dass die ¢, schon durch die ersten 2n -+ 1 FouriERkoeffizienten von g (=)
allein bestimmt sind; denn wenn diese mit
1 T
- cosksg(s)ds = a,
I _
Py g(Pds=«,, . 7 (k=1,2,...,n
“ —T7 : . .
— sinksg(3)ds =
p £(3) By

-

U1

bezeichnet werden, hat man
”_
59226v0“0+2[6vkak+7vh-8k] (v=o0,1,..., 2n).
k=1

Natiitlich sind auch umgekehrt «_, a , ..., B durch ¢, ¢, ..., ¢, bestimmt; denn
die aus den s und 7 gebildete Determinante ist von o verschieden, da die 2n -1
Funktionen, welche fir v =o0, 1, ..., 2# die linke Seite von (5) bilden, linearun-
abhingig sind.

Nach diesen Vorbereitungen ziehe ich nun ein Wertsystem (1) der Menge & in
Betracht. Es gibt dann nach dem Begriff von &, wenigstens eine zugehorige Potenz-
reihe Z, und die eben dargelegte Eigenschaft der Ausdriicke (4) ergibt, fiir einen
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festen der Bedingung o £ p <7 1 geniigenden Wert ¢,
L[ n@zyds = f SZ(I—}—ipk[akcoskﬁ—}—bksinkb])dz.
4 —~T k=1

Da hierin ®(Z) > o ist, so ist die linke Seite eine positive Form, folglich auch die
rechte; sie ist aber ein Polynom in p, und wir erhalten daher fir ¢ = 1 den
Sarz. — Fiir jedes Wertsystem der Menge & ist die Form

@ == :_f 52(1—{——i[ahcosks—f—bksink:])ds
eine nichtnegative. - =
Dabei ist nach Obigem:

I

—
7

wenn man

7

(6) ev:26m+ Z[Gvkak_'l_Tvkbk] ( =o [""’2"')

k=1
setzt und darin die ¢ und = durch (5) definiert.

§ 2.
Die Moglichkeit der Carathéodory’schen Parameterdarstellung (2)
als hinreichende Bedingung fiir ein Wertsystem von &,.

Den Inhalt dieses § nehme ich unverindert aus der Cararntopory’schen Arbeit
heriiber. Sei ein Wertsystem (1) vorgelegt, welches sich in die Gestalt (2) bringen
lisst. Dann betrachten wir die Potenzreihe (3); ihr reeller Teil ist (fir o .20 <1):

1 —° . I —¢?
)\+)\'I — 2‘ocos(:sip—~ 7) 4 ¢ T +A”I — 2pcos(3”p—— 3)+ ¢’
mithin > o. Damit ist bewisen, dass das betrachtete Wertsystem (1) der Menge &,
angehort.

Y 3
Die Moglichkeit der Carathéodory’schen Parameterdarstellung (2)
als Folge des Nichtnegativseins der Form 9.

Wir beginnen mit dem bekannten und in verschiedenen Gebieten der Mathematik
verwendeten Satze:

Hirssatz I — Es seien ¢, ..., ¢,,, ¢, . gegebene 21 4 2 reelle Grossen von
der Beschaffenheit, dass die aus den ersien 27 -~ 1 von ihnen gebildete quadratische
Form

H

@ = e, U, U
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o e g [

der Variablen #_, ..., u, eine positive ist. Dann kann man setzen:

) e, =8+ o Fed (v =0,1,..., 2%
u.zw. (abgesehen von der Numerierung der Paare o, :,) nur auf eine Weise. Dabei
werden die £, reell und verschieden, die p; reell und > o.

Ich will far diesen Satz, wiewohl er bekannt ist, einen besonders durchsichtigen
Beweis angeben. Wir betrachten neben ¢ noch die Form

.
:2e ,u,
+pt
o=yl

wie das, wenn auch zu andern Zwecken, StieLTjES wiederholt getan hat ®). Da ¢ und
¢, reelle Koeflizienten haben und ¢ positiv ist, so gibt es nach der Theorie der qua-
dratischen Formen eine simultane Quadratdarstellung.

L 2
9= > (mu, 4 m, )
j=o
.
0, = ZE/.(mjo ty f oo g,
j=0

worin die m und ¢ gewisse von den # unabhingige Grossen bedeuten. Nun entnimmt
man, falls # > o ist, aus der Darstellung fiir ¢:

_ p==o0,....n—1,n
ep+fq+l) - HZOP ”lo +1 + —l— " nq-H ( 4

§=0,...,n—1
dagegen aus der Darstellung fir ¢ :

elJf‘P”“Z = EO m‘lp "loq _I— Tt _I— zn"’”np 1nnq’
ﬂlop (nl'oq+x - E’o Hluq) + e + ”ln[' (”lnq+x - En nlnq) = O;

da aber die aus den m gebildete Determinante nicht verschwinden kann, weil o als
positive Form den Rang # - 1 besitzt, so folgt

mithin ist

__ ¥ — — k1
Mmoo &M, =0 und daher m = E/.m/o,

was nun auch fiir den Fall # = o stimmt. Setzt man also noch

2
ﬂl]o = Pj

so erhilt man:
v=2 0+ &u, + oo &),
]=Q
=ij£j(uo -+ E,’”; + -+ 5,"%)5
]-":0

eine einfache Zusammenfassung des gewiinschten Gleichungssystems (7). —Nun sei um-
gekehrt eine Darstellung (7) vorgelegt. Dann gilt (8), und da ¢ als positive Form den
Rang # - 1 besitzt, miissen die £; untereinander verschieden und die p, von o ver-
schieden sein. Ferner sind t+ =¢_, ..., £ die Nullstellen der Determmante der Form
¢, — tg, also vollig bestimmt und bekanntllch reell. Endlich zeigt die erste der beiden

(®)

©) Vgl auch z B, NerTo, loc. cit. 3), Bd. I, § 234,
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Gleichungen (8), dass auch die p; vollig bestimmt, reell und > o sind, weil ¢ eine
positive Form ist.

Hicrssatz II. —Es seien ¢, e, ..., ¢, gegebene 2n—1 reelle Grossen (1> o)
von der Art, dass die quadratische Form

"
o = qu= €, 1,0,

der Variablen u_, u , ..., u  eine nichtnegative ist; dann kann man setzen:
AY
. v
e, = Ep]-E/ (v=o0,1,...,20—1)

)
€ = ZP;?”

mit der Bedingung, dass die Gliederzahl N -} 1 der uber j erstreckten Summe kleiner
als die Variablenzahl # -} 1 sein soll, aber sehr wohl auch = o sein darf 7); diese
Darstellung (9) ist, wenn man sie im Falle N 4-1>> 0 so normiert, dass die
untereinander verschieden und die p; von o verschieden sind, nur auf eine Weise mog-
lich, und es werden dabei die £, reell, die p; reell und > o, g reell und X o.

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall, dass e, von o verschieden ist. In diesem
Falle bilden wir die Abschnittsdeterminanten

(4 (4 (4

. e, ¢, ro
Eo - eo’ El = p) ¢ 3 Ez — ex ez 63 ’

v e, e, ¢

3 4

Die letzte E, lassen wir ausser Betracht; unter den iibrigen
E, E,...,E

n—1

sei E,, die letzte nichtverschwindende. Indem wir statt ¢ ausfithrlicher ¢ (u , #, , ., 1)
schreiben, bilden wir nun die Form

Pty «vvy Uyy Oy ouey O)== D ¢, H,1

der Variablen 1, ..., uy; sie ist eine positive Form dieser Variablen, da sie einer-
seits nach der iiber ¢ gemachten Voraussetzung nichtnegativ, anderseits von nichtver-
schwindender Determinante E, ist. Daher konnen wir nach Hilfssatz I setzen:

N
5»=Ze]—5f (v=o0,1,..., 2N+ 1),
J=0

worin die ; reell und verschieden, die p; reell und > o sind.
Wir definieren nun reelle Grossen ¢, ¢, ..., ¢, , indem wir setzen:

&y
(IO) ev:ZPjE;",‘ 8:, (v=o,1,..., 2m),

j=0

7) In diesem Falle ist (9) zu lesen als:
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sodass
(11) el=o0,...,¢

aNw1 — o
ist, und gehen darauf aus zu zeigen, dass fir alle v<2# die Beziechung e, == o und
ausserdem ¢, N\ o gilt. Zu dem Ende bilden wir aus (10) fiir einen beltebigen Index
s < n die Identitit

(12) o(u, ..., u,,,0 ..., 0)=p U: 4 ... —}-PNU;\,_f_P =og;+qupuq,

It

vy

worin Ui die Linearform
——— S+i
Uj - uo + urzj + e + u’s+x£j
bedeutet.

In dieser Identitit (12) nehmen wir 1.) zunichst s — N. Wegen (11) ist dann

(13) ze;wnpuq == ¢y ey
pra=o
und da man U, ..., Uy, u,,, als unabhingige Variable ansehen kann, so kann
aus dem Umstande, dass o(u,, ..., #,,, 0, ..., 0) eine nichtnegative Form ist,
dieselbe Eigenschaft fiir die Form (13) gefolgert werden; also ist ¢/, ™\ o.
Ist aber hierbei N -~ 1 noch < #, so muss ¢ ,.,, sogar = o sein; denn die fiir

s==N gebildete Form (12) hat in diesem Falle wegen Ey, =o nur den Rang N4 1,
sodass (13) verschwinden muss. Nimmt man in der Identitit (12) nun 2.) s=N-1,
so wird

~ ) - * ' 2
(14) Z ep—&—q up u’q - 2321\'—4—;“1\’4—1”N+2 + e;N+4 Unis

pa=o
und da man U, ..., Uy, u,,,, 4y, als unabhingige Variable ansehen kann, so
kann aus dem Umstande, dass o(«,, ..., #_ , 0, ..., 0) eine nichtnegative Form

ist, dieselbe Eigenschaft fiir die Form (14) gefolgert werden; es ist also €n,, = Oy
e;Nﬂ N 0. ¢
Ist nun N -2 noch <C#, so betrachte ich in der Identitit (12) noch 3.) einen
Index s ™\ N -} 2 und nehme an, dass bereits die Richtigkeit von
e, =0, ...,¢,_, =0, e . No
erwiesen sei. Dann ist

s+t ¢ L
] '
(15) DGt = D 6,
fg=o pa=i—t
und da man U, ..., Uy, uy,,, ..., u,_,, u, u, als unabhingige Variable an-
sehen kann, so kann aus dem Umstande, dass o,y .., u 0, ..., 0) eine nicht-
negative Form ist, dieselbe Eigenschaft fir die Form (15) gefolgert werden. Diese hat

aber, als Form von u,__, u , u,  betrachtet, die Matrix

s4-1 Y

U
o, 0, e,
] "
03 62: 3 e:s+1
' ' [
ezx ? ezs+x ’ 625+2

und man erkennt daher zunichst, dasse!, = o sein muss, da einerseits ¢/, ™\ o ist,
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anderseits die Determinante -— ¢’} dieser Matrix N\ o sein soll; sodann weiter, dass

’ J

e, =0, &, .\ 0 sein muss.
So ist also bewiesen, dass
I 4 _ !
e, = 0, 9 Yan—y 0, ¢, >‘ 0
ist, also, wenn noch
t —_—
€ = P

gesetzt wird, eiue Darstellung (9) mit dem aus den Abschnittsdeterminanten definierten
Werte von N und den behaupteten Eigenschaften der Grossen &), p;, g gewonnen.
Fir den andern Fall ¢, = o beniitzen wir die Identitit

D(tyy vy Uy Oy vevy O)== D 0, Ul

Wir nehmen in ihr 1.) zunichst s = o und schliessen, dass

2
. . . 2 61 zto ll/l + 62 ul
eine nichtnegative Form, also
e, =0, ¢, N0
sein muss. Ist nun 7>>1, so betrachten wir noch 2.) einen Index s>x1 und nehmen
an, dass die Richtigkeit von

6,=0y ..., ¢,  ==0, £ N0
bereits erwiesen sei. Dann schliessen wir, ganz dhnlich wie oben, dass ¢, =o, ¢,,,, =0,
™ o sein muss. Es ist also im Falle ¢, = o stets

eZS+2

6, T=0y «.0y £, =0, €, 0.

Man erhilt daher eine Darstellung (9) mit N4 1=10, p =¢,, °).
Nun muss noch gezeigt werden, dass eine Darstellung (9) mit der im Satze an-
gegebenen Normierung nur auf cine Weise moglich ist. Aus (9) folgt:

N

(16) b S oG 1k e, EY
j=o0

Daher hat man zunichst

N _
q’(“o? R | un—l’ O) = pr(lLO + tte _l— u’lAI E'llz 1)2’
]=0

sodass sich N 4~ 1 als der Rang der linksstehenden Form bestimmt. Weiter hat man,

wenn N 41> o ist,
(P(lto, ceay Uy, Oy onn, O): Z\oj(uo_{_ + uNEj‘\)'.
j=o0

Hier stcht links eine nichtnegative Form von N1 Variablen, rechts eine Form vom

8) Mun sieht, dass in beiden Fillen der Rang der Form ¢ ibereinstimuit [vgl. (16)] mit dem
Range der Form ¢ (u°, ..., uy, 0, ..., 0, u,). Dies hiitte man auch aus einer allgemeinen von Fro-

BENIUS gUeber das Trdgheitsgesety der quadratischen Formen [Journal fir die reine und angewandre
Mathematik, Bd. CXIV (1895), S. 187-230], § 8} gegebenen Formel fiir die Signatur «recurrenter »

Formen entnehmen uud sodinn zur Abkiirzung des obigen Beweises verwenden kdnnen.
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Range N -+ 1; wir haben es daher mit einer positiven Form von u, ..., #y zu tun,
also mit der in Hilfssatz I behandelten Sachlage. Aus den Gleichungen (9) fiir v=o,
I, ..., 2N -1 sind daher die ¢, ; vollig bestimmt. Daher ist schliesslich auch p.
vollig bestimme.

Hrwrssatz III. —Es scien ¢, ¢,, ..., ¢, gegebene 2n-~1 reelle Grossen (n> o)
von der Art, dass die quadratische Form '

= Z eF"‘gui’ u’l
pg=o0
der Variablen u_, u , ..., u, eine nichtnegative ist; dann kann man auf eine und nur
cine Weise setzen : )
(17) ::.Zz (cosi) n’v(sini"—)v (v=o0,1, ..., 2m)
j=o 2

mit der Bedingung, dass 1.) die Gliederzahl R -} 1 hichstens gleich der Variablenzahl
n-41 sein soll, aber sehr wohl auch = o sein darf 9), 2.) die % reell und > o sein
sollen, 3.) die 3 recll, in den Grenzen —n <3; £+ gelegen und untereinander
verschieden sein sollen, und im Falle R = « eine von ihnen = = sein soll *°).

Beweis: In der Darstellung (9) setze man, falls N 41> o ist,

.
§-=tg—2’—

7

mit reellem der Bedingung — = <{3,<{4-= geniigendem %,. Es sind dann 3, ..., 3y

. . . . B'
vollig bestimmt und von einander verschieden. Da ferner COS?L von o verschieden
ausfillt, kann man weiter setzen

3- 2%
= 2%, {cos L
Pl J( 2)

wobei 2. > o wird. Wenn ferner p.>> o ist, fithre man noch s, , Ay, ein durch:

Sy =T 2hy,, = e
Durch diese Substitutionen geht (9) tiber in (17) mit
R =N\, falls p=o
R=N+41, fdls p>o.
Es gibt also eine den angegebenen Bedingungen geniigende Darstellung (17)

Umgekehrt gewinnt man aus jeder solchen durch die umgekehrten Substitutionen
eine Darstellung (9); nach Hilfssatz 2 gibt es aber nur eine einzige Darstellung (9)

9) In diesem Falle ist (17) zu lesen als:
e, =0 V=o90,1,..., 28).
1) Auch im Falle R < » kann eine der Grossen 3, den Wert m erhalten, doch bedarf es dazu
keiner besondern Forderung; im Falle R = n hingegen 1st eine besondere Forderung deshalb notig,
weil es ausser der Darstellung (9) noch die Darstellung (7) (mit willkiirlichem ¢,,, ) gibt. Fiar das
Folgende kommt ibrigens der Fall R = # nicht in Betracht.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXII (29 sem. 1911). — Stampato il 23 agosto 1911. 32
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und daher, da die %, %, durch die ¢, &, p. und die geforderten Beschrinkungen
vollig festgelegt sind, auch nur eine einzige Darstellung (17).

Zusatz. — Sind umgekehrt %, 5; (j=o0, ..., R) reelle Grossen, o LR+1.Ln1,

A >0, —m <3 L7 und 3, ..., 3; von einander verschieden, so definieren
die Formeln (17) solche reelle Grossen ¢, dass ¢ eine nichinegative Form vom Range
R 41 ist.

Es wird eben :
R
—_— 2
v =225,
=0
worin S, den Wert bedeutet, den die in § 1 erklirte Linearform S der Variablen
thyy + ..y, fiir 3= 3% annimmt.
Hivrssarz IV. — Es seien ¢, ¢, ..., ¢
der Art, dass die quadratische Form

n
p== D e, tu
plmy p

der Variablen u_ , u , ..., u, eine nichtnegative ist; dann kann man auf eine und nur

gegebene 2141 Grossen (n>>0) von

2n

eine Weise setzen:

5

R s\ A\’
(18) e,:zlcvo—}—Zzlj(cos 7’) (sin 7’) GV=o0,1,..., 20)
j=0

worin ¢, die in § 1 erklirte Bedeutung hat, mit der Bedingung, dass 1.) A reell und

Mo sein soll, 2.) die Gliederzahl R+4-1 der tber j erstreckten Summe kleiner als n -1

sein soll, aber sehr wohl auch ==o sein darf ™), 3.) die %, reell und > o sein sollen,

4.) die 5, reell, in den Grenzen —w <3, £ 7 gelegen und verschieden sein sollen.
Beweis: Nach (6) ist .

I 2
226+ U = — S*ds.
prg=0 oo T J x

Daher ist (18) gleichbedeutend mit:
1 - 2 S 2
(19) p=X\— Sd%—l-—Zz)\ij,
_m j=o0
und mit Riicksicht auf Hilfssatz III kommt es also lediglich auf den Nachweis dafiir
an, dass sich 2 >\ o auf eine und nur eine Weise so bestimmen lisst, dass

(20) ¢ — A ! /w Sdx

™

eine nichtnegative Form von verschwindender Determinante wird. Dies erhellt aber

“—+T

. L : 1 )
unmittelbar aus dem Umstande, dass ¢ eine nichtnegative und — $*d s eine po-
™

Y . . . . . —ﬂ ~
sitive Form ist: man hat fur } die kleinste Nullstelle der Determinante der Form (20)
zu nehmen.

1y In diesemn Falle ist (18) zu lesen als:
e, = 2h0,, (v=0,1,..., 2n0).
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Sarz. —Es selen a,, b, ..., a,, b, gegebene 2n reelle Grossen von der Art,
dass die quadratische Form

(21) @:%fﬂrsz(l—|—§[akcosk3+bksink:])d3,

T
worin S die in § 1 erklirte Bedeutung hat, eine nichinegative ist; dann kann man auf
eine und nur eine Weise setzen:
R
Sak = 2 2);cosks,
;T{D Gk=1,2,...,m)
(bk =) 2)sinksy;

\ j=o0

(22)

mit der Bedingung, dass 1.) die Gliederzahl R~ 1_n sein soll, aber sehr wohl auch
== o sein darf '), 2.) die %, reell und den Beschrinkungen

R
>0, DXL
j=0

unterworfen, 3) die 3, reell, in den Grenzen — = <(3; £ -7 gelegen und verschieden
sein sollen. (CARATHEODORY’sche Parameterdarstellung).

Beweis: Die quadratische Form ¢ nimmt unter Einfohrung der durch (6) defi-
nierten Grossen e, die Gestalt

n

P = Z quuPMq

pi=o
an. Wir wenden auf sie Hilfssatz IV an und erhalten die Darstellung (18). Auf diese
wenden wir links die Gleichung (6), rechts die Gleichung (5) an und erhalten:

2 %y + kZ [Gvk a, + Tk bk]
R. " 3 R
= (27\ -+ 227\1.) s,, + Z["vkz 2% cos ks, |- TkaZ)\jSinkﬁ‘i] ,
j=o0 k=1 j=0 j=0

somit, da die aus den ¢ und v gebildete Determinante nicht verschwindet,

R
I ::‘A—i—Z)\j;

j=0

M

@, =D 2} cosk%,

j=0

by=) 2% sinks,.

j=o0

o |

Wegen % X\ o ist also

(h=1,2,...,m).
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mithin ist eine Darstellung (22) gewonnen. — Umgekehrt fiihrt jede Darstellung (22) auf
eine Darstellung (18), woraus erhellt, dass es nur eine einzige Darstellung (22) gibt.

Zusatz. — Es seien umgekehrt A, 3, (j=o, ..., R) reelle Grossen, 0 L R--1.n,
A >0 —rm <3 L+7und 5, ..., 5; von einander verschieden. Wir definieren
durch (22), (21) die quadratische Form ¢ der Variablen u,, u , ..., u, . Fihrt man
nun die Abkiirzung

)\:I——Z)\j

]j=0

ein, so gilt (19). Daher ist ¢
R
eine positive Form, wenn X > o, d.i. > %, <1 ist;

j=0

eine nichtnegative Form von wverschwindender Determinante, wenn A = o, d. i
Z)\j = I ist;

R
keine nichtnegative Form, wenn X < o, d.i. Zli > 1 st

j=o0

§ 4.

Konklusion.

Ist ein Wertsystem (1) der Menge &, vorgelegt, so muss nach § 1 die Form
(21) eine nichtnegative sein.

Ist umgekehrt fiir ein Wertsystem (1) die Form (21) eine nichtnegative, so
besteht nach dem Satze des § 3 die CARATHEODORY’sche Parameterdarstellung (2), und
hieraus folgt nach § 2, dass das Wertsystem (1) zu &, gehort.

Damit ist der Hauptsaty bewiesen, dass die Wertsysteme wvon &, durch das Nicht-
negativsein der Form (21) charakterisiert sind.

Zugleich erhellt aus dem Satze des § 3 und dem beigefiigten Zusatze, dass die
Wertsysteme von &, durch die CARATHEODORY sche Parameterdarstellung (2) charakteri-
stert sind.

NBE

Innenpunkte und Grenzpunkte von &, .

Auch die in der Einleitung erwihnten Erginzungssitze ergeben sich aus der Be-
trachtung der durch (21) definierten quadratischen Form ¢ der Variablen u,, u,, ..., u,.

I Ist (1) ein Wertsystem, fiir welches ¢ eine positive Form ist, so haben alle
unendlich benachbarten Wertsysteme dieselbe Eigenschaft; es ist also in diesem Falle
(1) ein Innenpunkt von R, .

Ist (1) ein Wertsystem, fiir welches ¢ eine nichtnegative Form von wverschwindender

Determinante ist, so wird in der Darstellung (22) nach dem am Schlusse des § 3
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R .
Bemerkten » ;== 1; man kann daher durch unendlich kleine Anderung der 1

j=o0

R :
sowohl > %, <1 als ﬁlj > 1 hervorbringen; unter den zu (1) unendlich benach-
j=o0 j=0

barten Wertsystemen gibt es daher sowohl solche, fir die ¢ eine positive, als auch
solche, fiir die ¢ keine nichtnegative Form ist; es ist also in diesem Falle (1) ein
Grenzpunkt von & .

Mithin sind die Grenypunkte von R auch charakterisiert durch:

R
Z)\.: I.
II. Es sei
(1) a, b, a, b

ein Gren;punkt von & , und es sei

R
4y = > 2} cosks,
(22) " (k=1,2,...,m)
by = ) 2% sinks,
j=v
seine Darstellung nach dem Satze des § 3. Dann soll gezeigt werden, dass fir jede
zugehorige Potenzreihe (siehe Eiuleitung):

Z = Z(ak — ibh)(k

k=0
(a,, b, reell) notwendig die Formeln (22) auch fir £ > n Geltung behalten miissen,
dass also nur eine eingige zugehiorige Potenzreibe Z existiert.
Fir die Werte
(23) a, b,...,a.,
die ja aus der Potenzreihe Z stammen und daher ein Wertsystem von &,
gibt es eine Darstellung

w1

bilden,

Rl
— ) ! 4
a, = > 2X\cosks]
=0
(24) IR, kb=1,2,..., 04 1)
_ [ '
b, = Zz)\j sink s
j=o0
im Sinne des Satzes aus § 3; dabei ist

R+1Ln+41 und ik;él.
j=0

Indem ich (24) bloss fir k=1, 2, ..., n beniitze, erhalte ich fiir die Form (21) die
Darstellung :

AT R!
(25) cp.—_w.%/ Sds4 Y 2x 8,
-7 j=o0

R!

wobei X =1 — > % X 0 und S} der Wert von § fiir 3 =15/ ist. Da nun ¢ eine
j=0

Form von verschwindender Determinante ist, kann aus (25) geschlossen werden, dass
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2 = o und:

R+1Ln

sein muss. Dann kann aber (24) nicht von (22) verschieden sein. Es gilt also (22)

auch fir k =n 4 1.

R
Da aber (1) Grenzpunkt von %, ist, muss Z—Xi =1 sein, und hieraus folgt,

H41

kann der Schluss fortgesetzt werden, und es gilt also (22) fiir alle %.

j=o0
da nun (22) auch fir k= #u -+ 1 gilt, dass (23) Grenzpunkt von ® ist. Daher

II. TEIL.

EiNLEITUNG.

Die mitgeteilten Resultate leiden an dem Uebelstande, dass die Koeflizienten ¢, der
Form ¢ ausser von v auch noch von » abhingen, dass also ¢ nicht als « n 4 1™
Abschnitt » einer Form von unendlich vielen Variablen erscheint.

Diesem Uebelstande vermochte ich zur Zeit der Abfassung des ersten Teils dieser
Arbeit nicht abzuhelfen. Nun hat seither ToEepLiTz, ohne Kenntnis des Vorstehenden,
eine andere Losung des Problems gegeben, welche den erwihnten Mangel nicht besitzt.
Er bildet aus den reellen Grossen (1) die komplexen Grossen

L= 4, — ib,
o .
¢, =a,+1ib,

und benutzt statt der reellen quadratischen Form ¢ die HermrTe’sche Form

(26) V=2 ¢,77,
prg==o
der komplexen Variablen v,, v,, ..., v, (v, und 774 konjugiertkomplex), die — ab-

gesehen von ihrem einfacheren Bildungsgesetz tiberhaupt—den Vorzug besitzt, Absch-
nitt einer Form von unendlich vielen Variablen zu sein.

Nun hat sich aber TorpLitz auf die urspriinglichen Resultate CARATHEODORY’s
gestiitzt und keinen algebraischen Beweis gegeben. Es erscheint daher wiinschenswert,
fir die TorpLrtz’sche Form ¢ Untersuchungen durchzufihren, die den im ersten Teile
dieser Arbeit fiir die Form ¢ angestellten analog sind.

Statt dessen will ich den direkten Zusammenhang der Form ¢ mit der ToepLiTz’
schen Form ¢ herstellen. Es wird sich ergeben, dass das Torpuirz’sche Resultat sich
unmittelbar aus dem Resultat des ersten Teils dieser Arbeit folgern lisst, womit es—
wenn auch auf einem Umwege — algebraisch begriindet ist. Bei dieser Gelegenheit wird
sich auch eine bemerkenswerte Eigenschaft der Torprrrz’schen Form selbst ergeben,
die Bedingungen fiir ihr Nichtnegativsein betreffend.
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§ 6.

Zusammenhang der Formen ¢ und , und Beweis des Toeplitz’schen
Resultats.

Wenn eine quadratische Form
"
Z h?}’l MP u‘}
pg=o

. o " . 3
nichtnegativ ist, d. h. fiir reelle Werte der Variablen u, u,, ..., u, stets reell *°)
und ™\ o ausfillt, dann ist auch die HermiTE’sche Form

D b, u,u

pg=o
eine nichtnegative, d. h. sie fillt stets reell und N\ o aus, wenn u_, %, ..., «  be-
liebige komplexe Werte und #,, u,, ..., u, die zu ihnen bzgl. konjugiertkomplexen

Werte sind.

Aus diesem Grunde kann das Ergebnis des ersten Teils dieser Arbeit auch so for-
muliert werden :

Damit das reelle Wertsystem (1) der Menge ®, angehort, ist notwendig und hin-
reichend, dass die Herarre’sche Form

Dyt
pg=o

deren Koeftizienten durch (6) definiert werden, eine nichtnegative ist.
Diese Hermire’sche Form kann aber auch als

(27) L +[S|’.(1—[—§[akcosk:+bksinks])ds
definiert werden, worin die Integrationsvariable % reell gedacht ist und S die bisherige
Bedeutung
u s\t (. 3\
S= gou‘b (cos 7) (sm 2)
hat.

Ich betrachte nun neben S noch den Ausdruck:
T fread i ‘UI,B %_!’)ﬁé,
p==0

worin v, v,, ..., v, neue Variable bedeuten. Man kann dann zwischen den Varia-
blen u einerseits und den Variablen v anderseits eine lineare Transformation (mit kon-

13) Also die Koeffizienten b, , reell sind.
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stanten, komplexen Koeffizienten) definieren durch die Forderung, dass identisch in 3:
§S=T
sein soll ™).
Durch diese Transformation geht nun die Hermite’sche Form (27) iber in

%!/—n |T|’(I>+}§[akcosk3 -+ bksinkﬁ])ds

d.i. in die durch (26) definierte ToEeeLiTz’sche Form {.
Damit also das reelle Wertsystem (1) der Menge R  angehirt, ist notwendig und
hinreichend, dass die ToepLTZ sche Form (26) eine nichtnegative ist.

§7

Eine Eigenschaft der Toszplitz’schen Form Y.

Der zu Anfang des vorigen § hervorgehobene Umstand, dass das Nichtnegativsein
der HermrTe’schen Form (27) schon aus dem Nichtnegativsein derjenigen quadratischen
Form o geschlossen werden kann, in welche sie iibergeht, wenn man die Variablen
#,, %,y ..., u, reell nimmt, hat eine entsprechende Eigenschaft der Form ¢ zur
Folge.

Hiezu muss festgestellt werden, welche Wertsysteme der v vermoge der durch
S = T definierten Transformation den reellen Wertsystemen der u entsprechen. Da
die letzteren durch das Reellsein von S charakterisiert sind, wofern man v als reelle
Variable betrachtet, so sind die ersteren dadurch gekennzeichnet, dass T reell, also
seinem konjugiertkomplexen Werte gleich wird. Dies gibt, wenn JP den konjugiert-
komplexen Wert zu v, bedeutet,

" 2 pYw oo ()
;vpe<2 ) :;vpe £-1)

oder, wenn man rechts » — p statt p schreibt,

” e(% —p )i % e(% ~p)i

v v
s ; ’ =
mithin
(28) Up =V, (p=o0,1,...,n.

Wenn also die TorpLrz’sche Form (26) fiir alle den Bedingungen (28) geniigenden
Wertsysteme ™o ausfdllt, so fallt sie itherhaupt fiir alle moglichen Wertsysteme 0 aus.

Briinn, im Mai 1911,
ErnstT FiscHER.

14) Fir n =1 z.B. wird diese Transformation:
U, — iu, =27,
o - iu, =29 .



