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{JBER DAS CARATHt~0DORY'SCHE PROBLEM, 
POTENZREIHEN MIT POSITIVEM REELLEN TEIL BETREFFEND. 

Von Ernst Fischer (Brtinn). 

Adunanza & I I ' H  giugno ~gl i ,  

Diese Arbeit besteht aus zwei Teilen, die zu verschiedener Zeit entstanden sind. 
In die Zeit zwischen beiden fallen die wichtigen Untersuchungen yon TOEVUTZ ~), 
dutch welche der zweite Teil erst veranlasst und erm6glicht worden ist. 

I. T E I L .  

E I N L E I T U N G .  

CARATHEODORY bat ~) die Frage behandelt: 
(~ Ffir welche Wertsysteme der 2n reellen Variablen 

O) a, b,, a~, b , , . . . , a ,  b 
eta 

(( gibt es eine Potenzreihe Z =  I + ~- ckz. k der komplexen Variablen Z - - e e  ~ (p und 
k = l  

~, ~ reell, p ~ o), welche mit dem Wertsystem (~) in dem Zusammenhange 

c - - a  - - i b ,  q - - a 2 - - i b 2 ,  . . . ,  c,-----a - - i b , ,  

~, steht und die Eigenschaft besitzt, ftir ]Z] ~ I zu konvergieren und einen positiven 
<, reellen Tell {R ( Z ) ~ .  o, also 

I + p(acos:~ + b sin~)-3 r- . . .  + t~"(acosn:~ + b,sinn~) -1- . . .  > o (ftir o ~ p < ~ )  

~c zu haben ? ,~ 

x) Vorgetragen in der Sitzung der mathematlschen Gesellschaft in G6ttingen vom 28. Juni 19to. 
Eine Mitteilung dariib~r ist in diesen Rendiconti erschienen {To~vUTZ, Uber die FOURIER'scbe Enb 

wickelung positiver Fa,ktionen [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXXII (2. Seme- 

ster xgI O, S. I9t-I92] t. 
e,) CARA.THgODORY, Ober den Variabilit~tsbereicb &r Koefi;(ienten yon Potenzreiben, die gegebene 

Werte nicbt annehmen [Mathematische Annalen, Bd. LXIV (I9o7), S. 95-II5]. 
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Die Menge aller solchen Wertsysteme (I) bezeichnen wir mit CARATHfiODORY als 
die Menge ~ .  

Zur Beantwortung der gestellten Frage gibt CARATHfiODORY ftir ~,, die folgende 
Parameterdarstellung : 

a k = 2 ~  cosk~ + . . .  + 2 X  cosk~,, 
(k 2~ n) 

b k - - 2 k  s ink~  + + 2 ; ~  s i n k z  
(2) - - ~  < ~ ,  ~ +  ~, . . . ,  - -~ .  < = ~ _ L +  ~ 

)h ~ O~ . . .  ~ ;k ~ O  

~ i +  " ' '  + X n ~  I" 

Er beweist ferner, dass das Wertsystem (I) Innenpunkt oder Grenzpunkt der Menge 
~ ist, je nachdem die Gr6sse 

> o  oder = o  ist, und dass es in dem letzteren Falle ) , = o  nur eine einzige zugeh6- 
rige Potenzreihe Z gibt, n~imlich diese: 

(3) 

I + ~ (2 x e -~i', 

=;~ + X'ei~' - -  Z 

Man wird nun wiinschen, die Menge 
durcb Unfleichungen zwischen den Grassen 
ffihrt eine Bemerkung yon ST~ELTJES. 

+ . . .  + 2 ~ e-~i~ 0z~ 
(1~1 < O. 

e'~" + Z 
k " ' "  + x  e~, ' -  Z 

~, auch "ohm Vermittlung yon Parametern 
a ,  . . . ,  b selbst festlegen Zu kbnnen. Hiezu 

Man kennt die Ueberlegungen, durch die HERMITE das STURM'sche Problem auf 
die Betrachtung quadratischer Formen zui'flckgeffihrt hat a). In diesem Gedankenkreise 
fortschreitend betrachtet ST~ELTJES r die quadratische Form 

der Variablen t~ o ~ tt t 

p,q~o q 

. . . ,  u ,  deren Coeffizienten aus einer etwa im Intervalle 

8) HERMITE: Remarques sur le tbdorkme de M. STURM [Comptes rendus hebdomadaires des stances 

de l'Acad~mie des Sciences (Paris'), Bd. XXXVI (i .  Semester I853), S. 294-297]; Extrai t  d'une lettre 

de Mr. CH. HERMITE de Paris d Mr. BORCHARDT de Berlin sur le nombre des racil,es d'une dquation algd- 

brique comprises entre des limites donn/es [Journal fClr die reine und angewandte Mathematik, Bd. LII 

0856), S. 39-5t]; (Euvres de CHARLES HERMITE (Paris, Gauthier-Villars), Bd. I (I9O5) , S. 284-287, 

397-414.--VgL auch: NETTO, Vorlesungen iiber Algebra (Leipzig, Tcubner), Bd. I (i896), 2o t* Vorlesung. 

4) STIELTJES, Recbercbes sur les fractions continues [Annales de la Facult6 des Sciences de Tou- 

louse, Ie~ s6rie, tome VIII (I894), pp. J t - J  I22; tome IX (i895), pp. A 5 - A 4 7 ] ;  E. COSSERAT, 
Notice sttr les tra.vaux scientifiques de THOMAS-JEAN STIELTJES [Ibid., D re s6rie, tome IX (I895), 

pp. [3]-[64]] ; Correspondance d'HERMITE et de STIELTJES (Paris, Gauthier-Villars, I9o5) , Bd. I. Vgl. z.B. 

S. 336 und fgde, und S. 423 . 

.Rend. Circ. Harem. Palermo, t. XXXII (i o sere. I9I I ) .  - -  S t a m p a t o  il 23 agosto iglx. 3x 
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o zZ x ~ I stetigen Funktio,~ h(x)  nach dem Gesetze 

h ~ =  x ~h(x) dx  ( v = o ,  I . . . .  , 2 , 0  

gebildet sind. Wird nun vorausgesetzt, dass in diesem Intervalle stets 

> o 

sei, so muss nach Sa'IELTJES die Form Z eine positive s) Form sein; in der Tat  hat 
man 

z =  (,t o + , , x + . . . + u x ' T h ( x )  dx. 

Eine ~thnliche Bemerkung nun habe ida zur Grundlage einer erneuten Behandlung 
des CAV, ATH~ODORY'schen Problems genommen und bin zu folgendem Resultat gelangt. 

Icb bilde die quadratische Form yon n -Jr- I Variable~t u o, a , . . . ,  u,, : 

I f'~= ? - -  - -  S ~ . (~ n t- a cos z -1-- b I sin z -}- . �9 �9 -]-- a cos u z + b,, sin n ~) d z 

worin zur Abkt~rzung 

S - - -  u o sin + . .  + .  (c~  -2~--)" -~- u' ( c~ ~-- ) .... 2 " " ( s in  ~ I "  

gesetzt ist. Dann dud die Wertsysteme der Menge ~ dadurcb charakterisiert, dass diese 
Form ? eine nicbtuegative ist. Die Innenpunkte der Menge ~,  abet sind dadurch charak- 
lerisiert, dass die Form ? eine positive ist. 

Als Beispiel diene der Fall n = I ;  hier ist 

S ~ =  u o c o s T  n t - tqs in  ~---,t; i - -{ -cos~  }_2u ou - - n  t - u  
2 ~ 2 2 

~ = I + ~a' u; + [7 16 olt t + I - -  ~ -  , 

und die Bedingung for das Nichtnegativsein yon ~ lautet: 

< + d 4 
was auch durch l a ~ i b I ~  2 ausgedriickt werden kann. 

Der nachstehend mitgeteilte Beweis meines Resultats tr~,gt elementaren Charakter. 
Und da sich das CA~aTH~ODORY'SChe Resultat gleicbzeitig mit ergibt, so ist aucb dieses 
mmmehr elementar begriindet, w~ihrend es von CARATHEODORY selbst durch eine zwar 
ungemein interessante, aber nichts wcniger als elementare Deduktion zutage gef6rdert 
w u l ' d e .  

s )  Eine quadrat ische Fo rm heisst  nicbt negativ, w e n n  sie ffir reelle Wer t e  der Var iablen stets ~ o 

i s t ;  sie heisst positiv, w e n n  sie ft~r reelle Wer te  der Variablen,  das einzige Wer t sys t em (o, o, . . . ,  o) 

ausgenommen ,  stets ~ o ist (d.i .  w e n n  sie nichtnegat iv  ist und eine von o verschiedene  Determi- 

nante  hat).  
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Das Nichtnegativsein der Form ? als notwendige Bedingung 
ftir ein Wertsystem yon ~,,. 

Indem ich zur Abkfirzung wieder 

S - - ~ _ o U p ( c o s ~ - ) " - P ( s i n ~ - )  p 

setze, bilde ich zun~chst aus einer beliebigen im Intervall - -  ~ L ~ ~ + 7v stetigen 
Funkfion g(a)  den Ausdruck 

(4) ~. 

Er ist eine quadratische Form von Uo, u ,  . . . ,  u ,  deren Koeffizienten yon der Wahl 
der Funktion g(u)  abh~ingige Konstante sin& Genauer hat man 

~ = --~v = cos T - ]  ~,sin g (a) d 

Nun kann man aber setzen 

(5) cos - -  sin = %~ + Z [%k cos k ~ -[- "t~k sin k ~] 

wobei die z und v rationale Zahlen sind, die yon n und ihren beiden Indices abb~ingen. 
Daraus folgt, dass die ~, schon durch die ersten 2n + I  FouRIERkoeffizienten Yon g(a) 
allein bestimmt sind; denn wenn diese mit 

Is 
s g ( : ) d :  = ~o, 

bezeichnet werden, hat man 

I f ~  cosk~g(~)d~ ~ - %  

I j_-+~z 
- s i n k z g ( ~ ) d z  --~ ~k 

(x~ ~-.~.o~ I~ . . . ~  2 r  0 .  

(k = I,  2, . . . ,  n)  

= + + . . . .  , 

Natfirlich sind auch umgekehrt %, ~ ,  . . . ,  ~. durch %, ~ ,  . . . ,  L,, besfimmt; denn 

die aus den ~ und "~ gebiIdete Determinante ist yon o verschieden, da die 2 n -+- x 
Funktionen, welche ffir ~ = o, I, . . . ,  2 n die linke Seite von (5) bilden, linearun- 

abMngig find. 

Nach diesen Vorbereitungen ziehe ich nun ein Wertsystem ( i )  der Menge ~ in 

Betracht. Es gibt dann nach dem Begriff yon if,, wenigstens eine zugeh6rige Potenz- 

reihe Z~ und die eben dargelegte Eigenschaft der Ausdrficke (4) ergibt, ffir einen 
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festen der Bedingung o _~L p ~ I gentigenden Weft p, 

i , '-~-~ i r+'~ ( ,, ) 
l S~{R(Z)d~=- -J_  S~ ,qt_ "--\-P~[akc~ ] dz. 

t - - ~  ~ ~'c k~=l 

Da hierin 9 1 ( Z ) ~  o ist, so ist die linke Seite eine positive Form, folglich auch die 
rechtc; sie ist aber ein Polynom in P, und wir erhalten &her far p = i den 

SATZ.-  Fl'iT jedes H/ertsytem der Menge ~ ist die Form 

q~= --r~ I -~- ~="; [a k cos k z o r- b k sin k z d z 

eine nichtnegative. 
Dabei ist nach Obigem: 

1L. 

r~ ~ r,'l =~''Oep§ ltp lt l 

w e n n  m a n  

(6)  
/ L VIr L' 

setzt und darin die ~ und "r durch (5) definiert. 

( =--: O~ [~ , - .  ) 2 t  0 

2 .  

Die MOglichkeit der Carath6odory'schen Parameterdarste l lung (2) 
als hinreichende Bedingung ffir ein Wert sys tem yon $~. 

Den Inhalt dieses ~ nehme ich unver~indert aus der CARATItI~ODORY'schen Arbeit 
hertiber. Sei ein Wertsystem (I)  vorgelegt, welches sich in die Gestalt (2)br ingen 
ktsst. Dann betrachten wit die Potenzreihe (3); ihr reeller Teil ist (f{ir o / p ~ I):  

- ,  p cos ( ~  - ~) + r + "'" + ~,,~ - ~p cos ( <  - ~) + p~' 

mithin ~ o. Damit ist bewisen, dass das betrachtete Wertsystem ( i )  der Menge ~ 
angeh6rt. 

~ 3 .  

Die MOglichkeit der Carath6odory'schen Parameterdarstel lung (z) 
als Folge des Nichtnegat ivse ins  der Form ~. 

Wir beginnen mit dem bekannten und in verschiedenen Gebieten der Mathematik 
verwendeten Satze : 

HILFSSA'rz I . - - E s  seien eo, . . . ,  e2,,, e~,~, gegebene 21l + 2 reelle Gr6ssen yon 
der Besclaaffenheit, dass die aus den ersten 2n-1- i yon ihnen gebildete quadratische 
Form 

(p ~ F,'I ='L~ Up l/,q 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7 -  . . . . . . . . . . . .  

der Variablen Uo, . . . ~  u eine positive ist. Dann kann man setzen: 

(7) e~ = ~o ~.~o q-  " '"  -J- P. ~,~ (~ = o, ~ . . . . .  2 ,,) 

u. zw. (abgesehen yon der Numerierung der Paare pj, ~:) nur auf eine Weise. Dabei 
werden die ~j reell und verschieden, die ?j reell und ~> o. 

Ich will far diesen Satz, wiewohl er bekannt ist, einen besonders durchsichtigen 
Beweis angeben. Wir betrachten neben ? noch die Form 

~l  ~ -  ~ -  e i+p+ q llp lt, q 
p,q=o 

wie das, wenn auch zu andern Zwecken, STmLTJES wiederholt getan hat 6). Da ~? und 

~?, reelle Koeffizienten haben und ? positivist, so gibt es nach der Theorie der qua- 
dratischen Formen eine simultane Quadratdarstellung. 

'~ = Z ('";o"o + " "  + , , ,  j,, , ' , , Y  , 
j~o 

% = Y ~ ( , , , . . o  + - . .  + ,,,~,,,,,,)~, 
j=o 

worin die m mad ~. gewisse yon den u unabh':ingige Gr6ssen bedeuten. Nun entnimmt 
man, falls n .~  o ist, aus der Darstellung ffir ~?: 

_ . . . . .  , , _ ,  . )  
eP+l'l+t) - -  ?tl~176 + " ' "  + ~lluPttl"Cl+l o, , n ~ i ' 

dagegen aus der Darstellung ftir 9, : 

e,vt,+q "-- ~om]pmoq "dr .... "~ ~ 'm em q, 
mithin ist 

% (too,+, - -  ~o'"o) + "'" + '% ( m + ,  - -  ~. % )  = o; 

da aber die aus den m gebildete Determinante nicht verschwinden kann, weil ~ als 
positive Form den Rang n q-  I besitzt, so folgt 

mi,,~+, - -  ~jmjq -~- o und daher mi~ - -  ~mjo , 

was nun auch ft~r den Fall n - -  o stimmt. Setzt man also noch 

so erh~ilt man: 
~l/,yo ~ [~j 

= >- Pj("o + ;j",~ + �9 �9 �9 + ~7..) ," 
(8) ,=o 

~, = fi- ej~(Uo + ;~"i" + "'" + ~j TM".)', 
j=o 

eine einfache Zusammenfassung des gewt~nschten Gleichungssystems ( 7 ) . - - N u n  sei um- 

gekehrt eine Darstellung (7) vorgelegt. Dann gilt (8), und da q~ als positive Form den 

Rang n -{- I besitzt, mfissen die ~j untereinander verschieden und die pj yon o ver- 

schieden sein. Ferner sind t - - ~ o ,  r die Nullstellen der Determinante der Form 
�9 " ' '  5 ~ ' n  

% - -  t% also v611ig bestimmt und bekanntlich reell, Endlich zeigt die erste der beiden 

~) Vgl, auch z. B, NETTO, loc. cit, a), Bd. I, ~ 274, 
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Gleichungen (8), dass auch die p: v611ig bestimmt, reell und ~> o sind, well ~p eine 

positive Form ist. 
HILFSSATZ I I . - - E s  seien eo, e ,  . . . ,  e2, gegebene 2 n + I reelle Gr6ssen ( n ) o )  

yon der Art, dass die quadratische Form 

~p ~ ~ ep+qUpUq 
p,q=o 

der Variablen Uo~ u ,  . . . ,  u eine nichtnegative ist; dann kann man setzen: 

N 
Z v (v---~ o,  I ,  . . .  2 n - -  I )  e~ - -  p: ~. 

(9) ,=o 
N 

j = o  

mit der Bedingung, dass die Gliederzahl N - + - I  der /~ber ] erstreckten Summe kleiner 

als die Variablenzahl n -i t- I sein soll, aber sehr wohl auch ~ o sein daft 7); diese 

Darstellung (9 ) i s t ,  wenn man sie im Falle N - ~ - i  ~ o so normiert, dass die ~i 

untereinander verscbieden und die pj yon o verschieden sind, nut auf eine Weise mOg- 

lich~ und es werden dabei die ~i reell, die Pi reell und ~ 0, tz reell und ~ o. 

Beweis:  Wir betrachten zuerst den Fall, dass eo yon o verschieden ist. In diesem 

Falle bilden wir die Abschnittsdeterminanten 

---- ~ E 2 ~ e I e 2 (3 3 ~ . . . .  
g e 

g2 e 3 e 4 

Die letzte E lassen wir ausser Betracht; unter den tibrigen 

Eo, E , . . . , E ,  

sei E u  die letzte nichtverschwindende. Indem wir statt q~ ausftihrlicher ? (u o, u ,  ..., u,,) 

schreiben, bilden wit  nun die Form 
N 

 PCUo, . . . ,  o, . . . ,  o ) =  p o ~P+q gt' l~q 

der Variablen Uo, . . . ,  ux;  sie ist eine positive Form dieser Variablen, da sie einer- 

seits nach der tiber q~ gemachten Voraussetzung nichtnegativ, anderseits yon nichtver- 

schwindender Determinante E N ist. Daher k0nnen wir nach Hilfssatz I setzen: 

N 
eV = X p j ~  ~ ( V = O ,  I . . . . .  2 N - ] - I ) ,  

J=o 

worin die ~,; reell und verschieden, die ?j reell und ~> o sind. 

' e' . . .  e' indem wir setzen: Wir definieren nun reelle Gr6ssen eo, ,, , ~., 

N 
,'v , ( v ~ o ,  I . . . .  , 2 n ) ,  0 0) e, =~pj~: + ev 

]~0 

7) In diesem Falle ist (9) zu lesen als: 
8~ ~ 0  
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sodass 
f �9 . .  /3 ~ 

( I  I )  e o : 05* ~ 2 ~ ' + I  ~ 0 

ist, und gehen darauf aus zu zeigen~ dass ftir alle v ~ 2 n die Beziehung e'~ - -  o und 

ausserdem e'~. ~ o gilt. Zu dem Ende bilden wit aus (IO) ftir einen beliebigen Index 

s < n die Identit~it 

( i~ )  ~(Uo, . . . ,  , , + , ,  o, ...5* o ) =  v ~ ~ Po o +  '"  + P ~ G +  ~,,~==o ~'~+~"p"~' 
worin U i die Linearform 

= ,to + u : ~  + . . .  + ,, + ,  : 5+ ,  
bedeutet. 

In dieser Identitttt (12) nebmen wir I.) zun?tchst s :=-N. Wegen ( i i )  !st dann 

w t 

p, ,l=O 

nnd da man U ,  . . . ,  U y,  ux. , als unabh~ingige Variable ansehen kann, so kann 

aus dem Umstande, dass ? ( u  o, . . . ,  n ~ ,  o, . . . ,  o) eine nichtnegative Form ist, 

dieselbe Eigenschaft for die Form 0 3 )  gefolgert werden; also ist e' ~ o. 2 N ~ 2  __ 

Ist abet hierbei N + i noch ~ n, so muss e'.~§ sogar = o sein; denn die f/it 

s - - N  gebildete Form 0 2 )  hat in diesem Falle wegen E~.+, = o  nut den Rang N +  t, 

sodass ( I3)  verschwinden muss. Nimmt man in der Identit~it ( i 2 ) n u n  2.) s = N +  ~, 

so wird 

0 4 )  ~_ e'p+qup uq ~ "  2 e'2/,,-+~ ltN+II'N_~2 + e'2N+4 ftN-~,- 
p , q = o  

und da man U ,  . . . ,  UN, u~.+,, ux+_, als unabhiingige Variable ansehen kann, so 
kann aus dem Umstande, dass ? ( u ,  . . . ,  u + , ,  o, . . . ,  o) eine nichtnegative Form 
ist, dieselbe Eigenscbaft ftir die Form ( i4 )  gefolgert werden;  es ist also e'~.+3 = o5* 
e' ~ O. r 

Ist nun N +  2 noch ~ n, so betrachte ich in der Identit~tt ( i 2 )  nocb 3.) einen 
Index s ~ N - ~ - 2  und nehme an, dass bereits die Richtigkeit yon 

e o - -  o~ . . .  5* ezs ~ = 05* gt ~ 0 
- -  2 S  _ _  

erwiesen sei. Dann ist 

( I 0  Y dp+q lt~p Uq ~ ~p4-q ~p Uq 
p . q ~ O  p , q = ~ - - I  

und da man Uo, . . . ,  UN, U~.,, . . . ,  U_,,  U,  U,+, als unabh~ingige Variable an- 
sehen kann, so kann aus dem Umstande, dass ?(Uo, . . .  , u ~., o, . . .  , o) eine nicht- 

negative Form ist, dieselbe Eigenschaft for die Form (15) gefolgert werden. Diese hat 
aber, als Form yon u .... ~ u ,  u,~, betrachtet, die Matrix 

C)~ ()~ 8 2 

05* 81 e' 
2 s  5* 7 8 + i  

et et e r 
2S ~ 2S-ar ) 2 s + 2  

und man erkennt daher zun~ichs b dass e'2, = - o  sein muss, da einerseits e '  ~ o ist, 
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,3 dieser Matrix ~ o sein soil; sodann welter, dass anderseits die Determinante - -  % 

' ' _~ o sein nmss. g2s+x "--- O, g~s+2 

So ist also bewiesen, dass 

f ---- O, t ~ O, f ~ O 
o " ~ " ' e 2 n - i  211 _ _  

ist, also, wcnn noch 
'2n 

gesetzt wird, eine Darstellung (9) mit & m  aus den Abschnittsdeterminanten definierten 

Werte von N und den behaupteten Eigenschaften der Gr6ssen ~J' O/, F gewonnen. 

Far den andern Fall e o - - o  bentitzen wir die Identit5t 

'~ ( l l o ,  . . .  , l~ . . . .  O,  �9 . �9 , O )  = - - y  t,'/.+~] ~/,p l/, �9 
p , q = o  

Wit nehmen in ihr t .)  zun~chst s ~---o und schliessen, dass 

2 e u o zq + e u~ 
eine nichtnegative Form, also 

e ~ -  O~ r "~__ 0 

sein muss�9 Ist nun n ~  I, so betrachten wir noch 2.) einen Index s ~ x  und nehmen 

an, dass die Richtigkeit yon 

e ~ - - -  O, . . . , e2s_x ~ O, e2s _ ~  0 

bereits erwiesen sei. Dann schliessen wir, ganz ~thniich wie oben, dass % = o, %+, = o, 

e . . . .  ~ o sein muss. Es ist also im Falle e o == o stets 

Man erh~ih daher eine Darstellung (9) mit N + I - -  o, V- - -  e s). 
Nun muss noch gezeigt werden, dass eine Darstdlung (9) mit der im Satze an- 

gegebenen Normierung nur auf eine Weise m6glich ist. Aus (9) folgt: 

N 
( t6)  ' ~ - -  'F-?i(uo -Jr- u E., -[- . . .  + u ~;)" -]- Fu  ~ 

j~o 

Daher hat man zun~ichst 
N 

�9 . . , , - ~  �9 �9 �9 u ~ " - ~  V , .  , o ) =  5- jO,o+ + .... j , ,  

sodass sich N + I als der Rang der linksstehenden Form bestimmt. Weiter hat man, 

wenn N + I ~ O  ist, 
N 

. . .  o, o )  = C,o + . . .  + 
j=o  

Hier steht links eine nichtnegative Form yon N +  I Variablen, rechts eine Form yore 

8) Man sieht, dass in beiden F~illen der Rang der Form ? iibereinstimmt [vgl. (I6)] mit dem 

Range der Form ~ (u ~ . . . ,  u N, o, . . . ,  o, u,). Dies hStte man auch aus einer allgemcinen yon FRO- 

BENIUS l Ueber das Tri~gbeitsgeset z clef quadratiscben Formen [Journal far die reine und angewandte 

Mathematik, Bd. CXIV (1895), S. i87-23o], ~ 8} gegebeilen Formel f[~r die Signatur c(recurrenter )~ 

Formen entnehmen und sodmn zur Abki~rzung des obigen Beweises verwenden k6nnen. 



0BER DAS CARATHI~ODORY'SCHE PROBLEM) ETC. 249 

Range N +  i ;  wir haben es daher mit einer positiven Form yon Uo, . . .  ,u~v zu tun, 
also mit der in Hilfssatz I behandeken Sachlage. Aus den Gleichungen (9) ffir v---o, 
I, . . . ,  2N-[--  I sind &her  die ei' ~i v611ig bestimmt. Daher ist schliesslich auch e. 
v61lig bestimmt. 

HtLFSSATZ I I I . - - E s  se iene  o, e ,  . . . ,  e,,, gegebene 2 n + I redle Gr6ssen ( n >  o) 
yon der Art, dass die quadratische Form 

p,q~o 

der Varlablen u o, u ,  . . . ,  u eine nichtnegative ist; dann kann man auf eine und nur 
eine Weise setzen : 

07)  e~--- 2) 7 cos-d- ) sin ( ,=o,  , . . . . .  2,,) 
J=o 

mit der Bedingung, dass I.) die Gliederzah[ R + I h&hstens gleich der Variablenzahl 

n +  i sein soll, aber sehr woht auch = o sein darf 9), 2.) die X i reell und ~>o sein 

sollen, 3.) die a i reell, in den Grenzen ~ r ~  ~ ~i ~ / +  ~ gelegen und untereinander 
verschieden sein sollen, und im Falle R = u eine yon ihnen - - 7 :  sein soil ,o). 

Beweis: In der Darstellung (9) setze man, falls N - ~ - I  ~ o ist, 

~i - -  tg--ff- 

mit reellem der Bedinguug - - ~  ~ j ~ - { - 7 :  genfigendem =i" Es find dann ~o, "'" ,~N 

v611ig bestimmt und yon einander verschieden. Da ferner cos ~ yon o verschieden 
2 

ausf~illt, kann man welter setzen 

Pi = 2),j ~ c o s ~ - j  

wobei ~ . / ~  o wird. Wenn ferner ~,. ~> o ist, ffihre man noch :~N§ ) XN+, ein durch: 

Durch diese Substitutionen geht (9) fiber in (~7) mit 

R ~ N ,  falls F = o  

R = N + I ,  fails F > o .  

Es gibt also eine den angegebenen Bedingungen genfigende Darstellung (17) 

Umgekehrt gewinnt man aus jeder solchen durch die umgekehrten Substitutionen 

eiue Darstellung (9);  nach Hilfssatz 2 gibt es aber nut eine einzige Darstellung (9) 

9) In diesem Falle ist (I7) zu lesen als: 
e v ~ o  (v= o,  I ,  . . . ,  2 n ) .  

to) Auch im Falle R < n kann eine der Gr6ssen ~j den Wert = erhahen, doch bedarf es dazu 
keiner besondern Forderung; im Falle R ~- n hingegen ist elne besondere Forderung deshalb n6tig, 
well es ausser der Darstellung (9) noch die Darstellung (7) (mit willkflrlichem ~,+~) gibt. F~r das 
Folgende kommt flbrlgens der Fall R ~ n nlcht in Betracht. 

Rend. Cirr. Malera. Palermo, t, XXXII  (2 ~ sere. z9[i ). - -S tarnpato  il a 3 agosto zg~z. 32 
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und daher, da die ~i, zi dutch die ?;, ~-i' I* und die geforderten Beschrankungen 
v/511ig festgdegt sind, auch nur eine einzige Darstellung (I7). 

ZUSATZ.--Sind umgekehrt )./, z i (j---:-o, ..., R)reelle Gr6ssen, o ~ R + I . / n + I ,  
~i ~ o, - -  x ~ zj / + r. und %, . . .  , ~R yon einander verschieden, so definieren 
die Formeln (I7)  solche reelle Gr6ssen e~, dasa ? eine 11icbtnegative Form yore Range 
R +  i i s t .  

Es wird eben: 
R 

e~ ~--- L 2 ~.jS 2 i '  
j=o 

worin S i den Wert bedeutet, den die in ~ i erkl~irte Linearform S der Variablen 
u o, . . .  , % for z -~ ~j annimmt. 

HILFSSATZ IV. ~ Es seien co, e ,  . . . ,  e gegebene 2 n +  i Gr6ssen ( n > o )  von 
der Art, dass die quadratische Form 

~ ,~=oep+qf~p t~ p ,=  q 

der Variablen %, u ,  . . . ,  u,, eine nicbtnegative ist; dann kann man auf eine und nur 
eine Weise setzen: 

( I 8 )  e v - -  2~.gvo + ~ -  2~kj cOS sin ( v=o ,  ~ . . . .  , 2,0 
j=o 

worin %0 die in ~ I erklarte Bedeutung hat, mit der Bedingung, dass i.) ;~ reell und 
[~o  sein soll, 2.) die Gliederzahl R +  I der tiber/" erstreckten Summe kleiner als n + i  
sein soll, aber sehr wohl auch - - 0  sein darf ") ,  3.) die ;~i reell und ~ o sein sollen, 
4.) die z i reell, in den Grenzen --,x ~ zj .~-~-r: gelegen und verschieden sein sollen. 

Beweis: Nach (6) ist 
" I /~+~S 

2P,~ ~=or176 = = - -  J - r r T ~  2 d ~ "  

Daher ist ( i8 )  gleichbedeutend mit: 
R x i + 

(19) qa-~- . -~- j_= i=o ' j '  

und mit Rticksicht auf Hilfssatz III kommt es also lediglich auf den Nachweis daftir 
an, dass sich ~. ~ o auf eine und nut eine Weise so bestimmen lasst, dass 

(20) ~e--  . , :  J_~ S ~d= 

eine nicbtnegative Form yon verscbwimtender Determinante wird. Dies erhellt aber 

I t ~ unmittelbar aus dem Umstande, dass q~ eine nichtnegative und - -  S~dz eine po- 

sitive Form ist: man hat ftir ~ die kleinste NMlstelle der Determinante der Form (2o) 
zu nehmen. 

i~) In diesem Falle ist 0 8 )  zu lesen als:  

e v ~ 2 ~. ~vo V ~ O~ I) , . , ~ 2 Z l . ) .  
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SATZ.--Es seien a ,  bl, . . . ,  a ,  b gegebene 2n reelle Gr6ssen v o n d e r  Art, 
dass die quadratische Form 

" 1) I S = I + _ y [ a ~ c o s k ~ + b  ksinka  d~, ( 2 0  ~ =  ~ _ ~  . ~=, 

worin S die in ~ I erklarte Bedeutung hat, eine nichtnegative ist; dann kann man auf 
eine und nur eine Weise setzen: 

ak ~ Z 2 ) ' j c ~  
( = )  j=o 

R 
( bk --  Z 2;~jsink~i 

j=o 
mit der Bedingung, class I.) die Gliederzahl R--}-I ~ n  sein soll, aber sehr wohl auch 
- - o  sein daft '~), 2.) die ),j reell und den Beschr~inkungen 

R 
),j ~ O ) Z ) , j  ~ I 

j~o 

unterwors 3) die ~j reell, in den Grenzen ~ ~ ~ ~j.L-[- ~ gdegen und verschieden 
sein sollen. (CARATHEODORY)SChg Parameterdarstellung), 

Beweis: Die quadratische Form ~? nimmt unter Einftihrung der durch (6) deft- 
nierten Gr6ssen e~ die Gestalt 

n 
r~ ~p,~q~oep+q, = Hp lr 

an. Wir wenden auf sie Hilfssatz IV an und erhalten die Darstellung (i8).  Auf diese 
wenden wir links die GMchung (6), rechts die Gleichung (5) an und erhalten: 

2 ~o + Z [ ~  ~ + "~ b~] 
k=l 

= ( 2 ) ' ' - { - s  2[~'v/~ 
j=o . k=t 

somit, da die aus den ~ und z gebildete 

Wegen ), "~ o ist also 

2 ),j COS k ~] -~  T~k Z 2 ).j sin k ai , 
/:o /=o 

Determinante nicht verschwindet, 

= >" + 2_xj; 
i=o 

R 
a k --- ~- 2 ?,j cos k ~j 

j=o 
R 

b k - -  ) -  2 ;~j sin k ~i' 
j~o 

R 

j=o 

( k =  I, 2, . . . ,  n) 

xu) In diesem Falle ist (22) ZU lesen als: 

akin- 0 
b k ~ O  
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mithin ist eine Darstellung (22) gewonnen. - -  Umgekehrt f0hrt jede Darstellung (22) auf 
eine Darstellung (18), woraus erhellt, dass es nur eine einzige Darstellung (22) gibt. 

ZVSATZ.- Es seien umgekehrt i ,  ~i (] = o ,  . . . ,  R) reelle GrSssen, o ~ R - ~ - I  ~ n ,  
~'i [~ o, - - =  ~ =i . / -}-7:  und ~o, - . ' ,  :R von einander verschieden. Wir definieren 
durch (22), (21) die quadratische Form ? der Variablen uo, u ,  . . . ,  t* . F0hrt man 
nun die Abktirzung 

R 
k ~  I --ZI] 

]=o 

ein, so gilt (19). Daher ist 
R 

einep0sitive Form, wenn t > o ,  d.i. ~--i] < i  ist; 
j=o 

eine nichtnegative Form yon verscbwindender Determinante, wenn t == o, d.i. 

~-~,j ~--- I ist; 
R 

keine nichtnegative Form, wenn ;~ ~ o, d.i. 'Y- )'] ~ I ist. 
j=o 

Konklusion.  

Ist ein Wertsystem (~) der Menge ~, vorgelegt, so muss nach ~ i die Form 
(21) eine nichtnegative sein. 

Ist umgekehrt for ein Wertsystem (I)  die Form (2I) eine nichtnegative, so 
besteht nach dem Satze des ~ 3 die CARATHgODORY'sche Parameterdarstellung (2), und 
hieraus folgt nach ~ 2, dass das Wertsystem ( i )  zu f13 gehSrt. 

Damit ist der Hauptsat z bewiesen, dass die Werts).stone von ~ d1~rcb das Nicht- 
negativsein der Form (2I) charakterisiert sind. 

Zugleich erhellt aus dem Satze des ~ 3 und dem beigef0gten Zusatze, dass die 
Wertsysteme yon ~,, dnrch die CA~ATH~ODORY'sche Parameterdarstellung (2) charakteri- 
siert sind. 

Innenpunkte und Grenzpunkte yon ~ .  

Auch die in der Einleitung erw~ihnten Erg~inzungss~itze ergeben sich aus der Be- 
trachtung der durch (2I) definierten quadratischen Form ~? der Variablen Uo, u,, . . . ,  u .  

I. Ist ( i ) e i n  Wertsystem, far welches ~? eine positive Form ist, so haben alle 
unendlich benachbarten Wertsysteme dieselbe Eigenschaft; es ist also in diesem Falle 
(I)  ein Innenpunkt yon ~,.  

Ist ( I )e in  Wertsystem, for welches ? eine nicbtnegative Form yon verschwindender 
Determinante ist, so wird in der Darstellung (22) nach dem am Schlusse des ~ 3 
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R 
Bemerkten ~ - a i - - - I ;  man kann daher durch unendlich kleine Anderung der ),j. 

i=o 

sowohl ~ ;~i  ~ ' I  als )'i ~ I hervorbringen; unter den zu ( I )  unendlich benach- 
j~o j=o 

barten Wertsystemen gibt es daher sowohl solche, s die qa eine positive, als auch 
solche, ffir die ~ keine nichtnegative Form ist; es ist also in diesem Falle ( I )  ein 
Gren~punkt yon ~ .  

Mitbin sind die Grenzpunkte von ~, aucb cbarakterisiert durcb: 
R 
y ~ , = I .  
j=o 

II. Es sei 
( 0  a ,  b ,  a.,  / , ~ , . . . ,  a ,  b 

ein Grenzpunkt yon ~ ,  und es sei 

(22) 

R 
ak - -  Z 2).j cos k ~j 

j=o (k = I, 2, . . .  n) 
R 

/'k = ~- 2 )'i sin k ~i 
j~o 

seine Darstellung nach dem Satze des ~ 3. Dann soil gezeigt werden, dass for jede 
zugeh6rige Potenzreihe (siehe Einleitung): 

oo 

z = 5- (a, - i/,~) ~ 
k=O 

(a~, b k reell) notwendig die Formeln (22) auch f~ir k ~ u Geltung behalten mfissen, 
dass also m~r eine einzige zugebiSrige Polen(reihe Z existiert. 

FOr die Werte 
(23) a,, D, . 

die ja aus der Potenzreihe Z stammen 
gibt es eine Darstellung 

(24) 

b k 

im Sinne des Satzes aus ~ 3; dabei ist 

�9 . ,  a,+,, b +, 

und daher ein Wertsystem yon R,+, bilden, 

R t 

5 2xScosk  5 
j=o 
R t 

2 x', sin k *5 
j=o 

(k-~-  I~ 2 . . . . .  n-~-  I)  

Rr 
R ' - l - I ~ n - - ] - i  und ~ - ) J . ~ I .  

j=o 

Indem ich (24) bloss ffir k - -  I, 2, . . . ,  n benfitze, erhalte ich ffir die Form (2I)  die 
Darstellung : 

I j ~ + ' n  R I 

v . - -  + Z s'2, (25) ~ = '~ ,~ ~=o 
R r 

wobei ) , ' =  I - -  ~ - - ) , ' ~ o  und S'. der Wert von S ffir ~ -=~ ' .  ist. Da nun ~ eine 
J - -  j J 

j=o 

Form yon verschwindender Determinante ist, kann aus (25) geschlossen werden, dass 
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~,' - - "  0 u n d :  

sein muss. Dann kann aber (24) nicht yon (22) verschieden sein. Es gilt also (22) 
auch ffir k = n + I .  

R 
Da aber ( i )Grenzpunk t  yon ~ ist, muss ~ - ) , i - - - I  sein, und hieraus folgt, 

j=o 

da nun (22) auch ffir k - -  u + ~ gilt, dass (23) Grenzpunkt yon ~ .... ist. Daher 
kann der Schluss fortgesetzt werden, und es gilt also (22) far alle k. 

II.  T E I L .  

E I N L E I T U N G .  

Die mitgeteilten Resultate leiden an dem Uebelstande, dass die Koeffizienten q der 
Form ~ ausser yon ~ auch noch yon n abh~ingen, dass also ~ nicht als (( n + I ~"r 
Abschnitt ~ einer Form yon unendlich vielen Variablen erscheint. 

Diesem Uebelstande vermochte ich zur Zeit der Abfassung des ersten Tells dieser 
Arbeit nicht abzuhelfen. Nun hat seither TOEPLITZ, ohne Kenntnis des Vorstehenden, 
eine andere L6sung des Problems gegeben~ welche den erw~ihnten Mangel nicht besitzt. 
Er bildet aus den reellen Gr6ssen ( I )  die komplexen Gr6ssen 

I c k = a k - -  i b k 
c o =  2, ( k = i ,  2 . . . .  , n) 

und benutzt statt der reellen quadratischen Form ~? die HERMITE'sche Form 

(26) + = ~ cp_qvt, vq 
p,q~o 

der komplexen Variablen %, v ,  . . . ,  % (vq und vq konjugiertkomplex), d i e -  ab- 
gesehen von ihrem einfacheren Bildungsgesetz tiberhaupt - -  den Vorzug besitzt, Absch- 
nitt einer Form yon unendlich vielen Variablen zu sein. 

Nun hat sich abet To~PuTZ auf die ursprtinglichen Resultate CARATR~ODORY'S 
gestfitzt und keinen algebraischen Beweis gegeben. Es erscheint daher wfinschenswert, 
ftir die TOEPLIVZ'sche Form + Untersuchungen durchzuRihren, die den im ersten Teile 

dieser Arbeit ffir die Form ~ angesteliten analog sin& 
Statt dessen will ich den direkten Zusammenhang der Form ~ mit der TOEPLITZ' 

schen Form + herstellen. Es wird sich ergeben, dass das ToEPLITZ'sche Resultat sich 
unmittelbar aus dem Resultat des ersten Tells dieser Arbeit s l~sst, womit e s ~  
wenn auch auf einem U m w e g e ~  algebraisch begrfindet ist. Bei dieser Gelegenheit wird 

sich auch eine bemerkenswerte Eigenschaft der ToEPztxz'schen Form selbst ergeben~ 

die Bedingungen fflr ihr Nichmegativsein betreffend. 
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~ 6 .  

Z u s a m m e n h a n g  der Formen  ~? und ~,, und B e w e i s  des  Toepl i tz 'schen 
Resultats .  

Wenn eine quadratische Form 

ht,,q up uq 
p,q=o 

nichtnegativ ist, d. h. ffir reelle Werte der Variablen Uo, u ,  . . . ,  u, 
und ~ o  ausf~illt, dann ist auch die HERMITE'SChe Form 

stets reell ~a) 

~- bl,,q up u--q 
p,q=o 

eine nichtnegative, d. h. sie f~_llt stets reell und ~ o  aug wenn Uo, u ,  . . . ,  u be- 

liebige komplexe Werte und leo, u ,  . . . ,  t7 die zu ihnen bzgl. konjugiertkomplexen 

Werte sind. 
Aus diesem Grunde kann das Ergebnis des ersten Tells dieser Arbeit auch so for- 

muliert werden : 
Damit das reelle Wertsystem ( i )  der Menge ~ angeh6rt, ist notwendig und hin- 

reichend, dass die HERmTE'sche Form 

L ep+q Up llq 
p,q=o 

deren Koeffizienten durch (6) definiert werden, eine nichtnegative ist. 
Diese HERmTE'sche Form kann aber auch als 

(27) T ~, _ ~  k = ,  

definiert werden, worin die Integrationsvariable ~ reell gedacht ist und S die bisherige 
Bedeutung ( ~\"-P'" ~)P 

s= I tsm2 
hat. 

Ich betrachte nun neben S noch den Ausdruck: 

T= 2 vpe(~-@ ~, 
pko 

worin Vo, v ,  . . . ,  % neue Variable bedeuten. Man kann dann zwischen den Varia- 
blen t, einerseits und den Variablen v anderseits eine lineare Transformation (mit kon- 

xa) Also die Koeffizienten hp,~ reell sin& 
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stanten, komplexen Koeffizienten) definieren dutch die Forderung, dass identisch in ~: 

S = T  
sein soll i,). 

Durch diese Transformation geht nun die HERMiTE'sche Form (27) fiber in 

I ( §  ~ 
W t - - ~  k = i  

d.i. in die durch (26) definierte ToEeLITZ'sche Form +. 
Damit also das reelle Wertsystem (~) der Menge ~,, angeb~rt, ist notwendig und 

binreicbend, dass die TOEPLITZ'scbe Form (26) eine nicbtnegative ist. 

~7.  

Eine Eigenschaft der Toeplitz'schen Form ,}. 

Der zu Anfang des vorigen ~ hervorgehobene Umstand, dass das Nichtnegativsein 
der HERMITE'schen Form (27) schon aus dem Nichtnegativsein derjenigen quadratischen 
Form ? geschlossen werden kann, in welche sie fibergeht, wenn man die Variablen 
uo, ul, . . . ,  u reeU nimmt, hat eine entsprechende Eigenschaft der Form + zur 
Folge. 

Hiezu muss festgestellt werden, welche Wertsysteme der v verm6ge der durch 
S = T definierten Transformation den reellen Wertsystemen der u entsprechen. Da 
die letzteren dutch das Reellsein yon S charakterisiert sind, wofern man ~ als reelle 
Variable betrachtet, so sind die ersteren dadurch gekennzeichnet, dass T reell, also 

seinem konjugiertkomplexen Werte g[eich wird. Dies gibt, wenn vp den konjugiert- 
komplexen Wert zu vp bedeutet, 

p=o p=o 

oder, wenn man rechts n -  p statt p schreibt, 
, ,  , ,  

~ - v p e  \ *  / = ~__ .~_p  
p=o p=o 

mithin 
( 2 8 )  vp = v,,_~ (p = o, ~ . . . . .  , 0 .  

Wenn also die TOEPLITZ'scbe Form (26) fiir alle den Bedingungen (28) geniigenden 
Wertsysteme ~ o  ausfMlt, so fallt sie ~iberbaupt flir alle mOglicben Wertsysteme ~ o  aus. 

Brann, im Mai I9II .  
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I4) Fflr n = i z.B. wird diese Transformation: 

U o - i u  t ~ 2"/2 o ,  

Uo --~ iu~ ~ -  2v~ . 


