Ueber unbeschrankt integrable Systeme von linearen totalen
Differentialgleichungen und die simultane Integration linearer
partieller Differentialgleichungen.

Von A. Maver in Lrrezia.

Jede einzelne lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung
ist #quivalent einem gewissen System von gewGhulichen Differential-
gleichungen. ‘In ganz dhnlicher Weise besteht zwischen den Systemen
von linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die eine
gemeinsame Losung zulassen, und zwischen gewissen Systemen von
linearen totalen Differentialgleichungen ein leicht erkennbarer reci-
proker Zusammenhang, der iibrigens in einzelnen Fillen, z B. bei
der Ampeére’schen Integrationsmethode derjenigen partiellen Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung, die ein Zwischenintegral besitzen,
schon mehrfach bemerkt und benutzt worden ist.

In der That, wenn die m — 1 simultanen partiellen Differential-
gleichungen
@) 4(N=0, L(N=0, ... 4u"s(f)=0,
in welchen allgemein: , l

¢ of i
Ay =F+a, L a L
ist und die Coefficienten o] gegebene Functionen von Lyy By o v v By
sind, eine gemeinsame Ldsung f besitzen, so ist diese Losung zu
gleicher Zeit und welche willkiirlichen Functionen von a,, z, ... %,
man auch fir 4;, 1,...2,..; setzen mag, immer auch eine Losung
der linearen partiellen Differentialgleichung:

44, (f) + 4 4,(f) T lm—lAm-1(f) =0,
also, einer willkiilichen Constanten gleichgesetat, ein Integral der
% — 1 gewdhnlichen Differentialgleichungen:

dxy cdzy 1o oo s dly—y ALy 2o v oo 1 da,
A==m—1 h=m—1
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wnd folglich auch ein Integr: _ : .
tia,lgleiﬁmngen: ntegral der n — m 4 1 linearen totalen Differen-

h=ni—1
(II) dxk = 3 (t; ([xh ,
h=1
E=m,m+41,.. .n,
die aus den vorhergehenden durch Elimination von 2,, 2 1
? 3 4 s e n w1

h‘er\.vorgehen, un(% man sieht unmittelbar, dass nmgvkohrf~ , wenn dic
Gleichung (IT) cin Integral f= Const. besitzen, d. h. wenn es eine
Function f von Lyy Eyyoo e Ln giebt, deren Differential durch die Glei-
chungeri (IT) allein idfentisch Null wird, diese Function ecine gemein-
same Losung der Gleichungen (I) ist.

. Die ‘Aufgab.e, eine gemeinsame Lodsung der m — 1 linearen par-
tiellen Differentialgleichungen (I) zu finden, ist demmach identisch mit
der Aufgabe, ein Integral der # — m - 1 linearcn totalen Differential-
gleichungen (II) zu entdecken. Hiernach steht zu erwarten, duss jede
Methode, die uns die Gleichungen (II) integriren lehrt, gleichzeitiy
auch den Keim in sich enthalten muss zu einer Integrationsmethode
der Gleichungen (I). Dieser Gedanke gab die Veranlassung zu deu
folgenden Untersuchungen, deren Hauptzweck es ist, einen Weg aus-
findig zu machen, auf dem man durch mdglichst wenig Integrationen
gur Ermittelung einer gemeinsamen Losung mehrerer gleichzeitiger
linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung mit derselben
unbekannten Function gelangen konne.

Dabei konnte aber von vornherein eine sehr wesentliche Verein-
fachung eingefithrt werden. Da nimlich, wie Herr Clebsch gezeigt
hat*), jedes System solcher partieller Differentialgleichungen, das
iiberhaupt eine gemeinsame Losung besitzt, sich zuriickfithren lisst
auf ein Jacobi’sches System, d. h. im Besonderen auf ein System
von der Form (I), in welchem zwischen den Operationen 4 die

(Ln:—?)?@——_—lz Tdentititen stattfinden:

(1) A4 () — Ax(4i(f)) =0,

% war es auch nur nothig, solche Systeme totaler Differentialglei-
chungen in Betracht zu ziehen, deren Coefficienten die aus (IIT) folgen-
den Bedingungen erfiillen.

Diese Systeme besitzen die Eigenschaft, dass ihnen durch_n ~—m41
Integrale Geniige geschieht, und es wird sich zu.niichst zeigen, dass
ihre Integration zuriickkommt auf -die vollst’sinfllge Tntegration von
m — 1 Systemen von je # — M 4+ 1 gewdhnlichen Dl‘ﬁ'etentlalglex-
chungen erster Ordnung, wie dies, unter Voraussetzung eines Systemes

*) Crelle J. 65, p. 257.
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totaler Differentialgleichungen, welches die angegebene Zahl von In-
tegralen besitzt, schon frither von Herrn Natani bemerkt worden
ist*).” Durch eine Transformation der gegebenen Gleichungen aber,
die derjenigen nachgebildet ist, mit Hilfe derer Herr P. du Bois-
Reymond die durch eine Gleichung integrirbaren linearen totalen
Differentialgleichungen auf je eine einzige gewthnliche Differential-
gleichung erster Ordnung zwischen 2 Variabeln zurtickzufiihren ge-
lehrt hat*¥), kann man bewirken, dass schon die Integration des
ersten jener m — 1 Systeme zur vollstindigen Integration der ge-
gebenen Gleichungen gentigt, womit gleichzeitig die vollstindige Lo-
sung des Hquivalenten Jacobi’schen Systemes zuriickgefithrt ist auf
die vollstindige Integration eines einzigen Systems von % — m - 1
gewbhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Hieraus endlich
wird sich, was fiir die Anwendungen ungleich wichtiger ist, ergeben,
dass zur Ermittelung einer gemeinsamen Losung des Jacobi’schen
Systemes nur die Kenntniss eines einzigen Integrales jenes Systemes
gewthnlicher Differentialgleichungen nothwendig ist, wodurch z. B. die
Anzahl der Integrale, deren man zur vollstindigen Liosung einer nicht
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung bedarf, wenn
man absieht vom ersten, gerade um die Hilfte reducirt wird gegen
die Anzahl von Integralen, deren Kenntniss nach der vorziiglichsten
der fritheren Methoden, der Methode von Weiler-Clebsch***) er
forderlich war.

§ 1.
Bedingungen der unbeschrinkten Integrabilitit.

Zu den Systemen von linearen totalen Differentialgleichungen, die
im Folgenden ausschliesslich betrachtet werden sollen, gelangt man,
wenn man » — m -1 beliebige, von einander unabhingige Func-
tionen von % Variabeln z, z, . . . x, willkiirlichen Constanten gleichsetat
und die also entstehenden Gleichungen vollstindig differentiirt. Durch
Auflosung der derivirten Gleichungen nach # — m -4 1 von den #
Differentialen erhiilt man-# — m - 1 simultane Differentialgleichungen
von der Form:

h==ay—

k=<1
be=m,m-4+1,...n,
. . Y/ . . .
in denen die «; gegebene Functionen aller » Variabeln sind wnd denen

*) Crelle J. 58, p. 303.
*#) Crelle J. 70, p. 312.
#+%) Crelle J. 65, p. 263,
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in Folge ihrer Entstehungsart dadurch geniigt werden kann, dass man
fr %m Zm+1 - - - Lo passende Functionen der unabhingigen Variabeln
By Ty -+ Tm—t setzt, Functionen, die iiberdies noch % — m <+ 1 will-
kiirliche Constanten enthalten. Um mich kurz fassen zu kénnen, will
ich ein solches System linearer totaler Differentialgleichungen (1) ein
unbeschrinkt integrables nennen,

‘Wenn umgekehrt ein System linearer totaler Differentialgleichungen
von der Form (1) vorliegt, so fragt es sich zuniichst, unter welchen
Bedingungen ist dasselbe unbeschrinkt integrabel, und weiter, wenn
diese Bedingungen erfiillt sind, wie kann man dasselbe integriren ?

Soll es % — m - 1 Functionen %, %41 . .., der unabhiingigen
Variabeln @, @, ... %,—1 geben, welche die gegebenen Gleichungen
(1) identisch erfiillen, so muss, wenn % und s irgend zwei verschiedene
der Zahlen 1, 2, ...m — 1 bezeichnen, fiir diese Funectionen

ox . o
2) 'a‘w‘f;=“;c ’ %‘kfzak’
folglich, wenn man durch die Charakteristik J andeutet, dass bei der
Differentiation @, ..., als solehe Functionen von z, und z; anzu-
sehen sind, fiir welche die Relationen (2) stattfinden,

% 1

g,

de,  dx,
werden, oder es miissen diese Functionen den Gleichungen gentigen:

3“];2 aafc = 9“2 b a“fé
@ e, 7m, T2\ % v T % 78 ) =0
Fithrt man allgemein die Bezeichnung A;(f) ein fiir die Operation
A or 7.::ni af

) i(f) = 3z, + 2o Fu; 7

so kann man die Gleichungen (3) kiirzer also schreiben:
(5) Ai(ay) — 4 (@) =0
Diesen Bedingungen, deren Anzahl

= (n—m + 1) m = ,14.).2.(,”?_:‘1%)

ist,. muss demnach Gentige geschehen durch diejenigen Fundtionen
Zn ... %, der unabhingigen Variabeln ;... .-, welche die Glei-
chungen (1) losen. Wenn aber, wie hier angenommen wird, diese
Functionen # — m - 1 willkiirliche Constanten enthalten sollen, so
ist dies nicht anders moglich, als wenn diese Bedingungen schon an
sich identisch sind.

Das identische Bestehen der Relationen (3) oder (5) ist hiernach

jedenfalls nothwendig, wenn die Gleichungen (1) unbeschriinkt integrabel
29
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sein sollen. Dass dasselbe auch hinreichend ist, wird der folgende §
zeigen, welcher lehrt, wie man unter Voraussetzung der Identitiiten
(3) m ...z, als Functionen von @ ...&, _, und von n —m 4 1
willkiirlichen Constanten so bestimmen kann, dass den Gleichungen
(1) identisch gentigt wird.

Zuvor bemerke ich noch, dass, da nach (4):

A(A(F) — A(4:(F))

A=n , : !
= 5 () — A} 2L
ist, die Identititen (5) auch die folgenden nach sich ziehen:
®) 4:(4x(f) = 4(4i(P) ,

die fiir jede beliebige Funetion f gelten, und umgekehrt die Bedingungen
(5) ersetzen kdnnen,

§ 2.
Zuriickfiihrung des Systems (1), falls die Relationen (3) identisch

stattfinden, auf m — 1 Systeme von je » — m 4 1 gewdhnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung.

Wenn es iiberhaupt » ~— m + 1 Functionen z,, . . . , der unab-
hiingigen Variabeln @, ...r,_, giebt, welche die Gleichungen (1)
erfilllen, so miissen dieselben zunéichst den # — m 4 1 Gleichungen
gentligen :

(7 LL s LEZI
8391 ' ‘o y am‘ = Um41, « .- ami == Uy .
Diese Gleichungen, in denen , ... z,_, nur wie Constante eingehen,

bilden ein System von # — m - 1 gewhnlichen Differentialgleichungen
zwischen %, ... 2, und z,.
Sind daher:

8

% —m <1 von einander unabhiingige Integrale dieses Systems, so
miissen die Losungen 2, ...z, der Gleichungen (1) enthalten sein in
den Gleichungen (8), deren Integrationsconstanten ¢; nur von Zy our Lm—1
abhiingen diirfen.

Die Gleichungen (8), als vollstindige Integralgleichungen des Sy-
stems (7), sind stets auflosbar nach =, ...z, Man kann diese Glei-
chungen daher benutzen, um durch dieselben Cn v . €, an Stelle von
Zn ... %, als neue abhingige Variabeln einzufithren.

Aus (8) ergiebt sich durch vollstindige Differentiation und Sub-
stitution der Gleichungen (1):

(p}'(xi x?’ . ‘xm—-lxm--.xn)=cl
Ae==m, m41,...n
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h=m—1 /] k—n
dag= X A + & a a(pl) dzy .

=1 ax/ kemm ¥ D,

4 = [
Hierin ist aber der Coefficient von dz, identiseh Null , weil die Glei-
chungen (8) nach Voraussetzung Integrale des Systems (7) sind. Unter
Binfihrung der Bezeichnung (4) bleibt dalier nye:

h=m—

1
(9) (,ZC}( = 2 AIL (lpl) CZQ}/, .

k=2

Aus diesen % — m -~ 1 Gleichungen, in denen man’ rechter Hand fiir
Gy .. - %n die aus den Gleichungen (8) folgenden Werthe einzusetzen
hat, sind demnach die neu eingefiihrten Grossen c,, . . . ¢, zu bestimmen.

Sollen aber die Gleichungen (8) Integrale des Systems (7) bleiben
so miissen die ¢; unabhingig von z, werden; also darf Zz; in den Glei-’
chungen (9) nicht vorkommen.

Dies ist in der That auch der Fall. Da nimlich nach (6)

A, (4i(F)) = A4, (1)
wnd A, (@2) = 0 ist, so ist auch
f = Aln(‘pl)
eine Losung der Gleichung A4, (f) = 0, oder 4,(¢;) = Const. ein In-
tegral des Systems (7); daher werden nach Substitution der Werthe
VoD Zp . - . Ty, die sich auns den Integralen (8) dieses Systems ergeben,
die Ausdriicke A,(g:) unabhiingig von z,.

Die Gleichungen (9) sind somit simmtlich frei von x, und kinnen
sich daher wicht dndern, wenn man i ihnen dieser Variabeln irgend
welchen, Werth beilegt.

Das gegebene System (1) ist nunmehr zuriickgefiihrt auf das
System (9), welches nur noch m — 2 unabhingige Variabeln enthilt.
Dies letztere System lisst sich im Allgemeinen, d. h. solange man
tiher das System Integrale der Gleichungen (7), durch welches die ¢;
als Integrationsconstanten eingefiihrt werden, nichts Niheres festsetzt,
offenbar erst aufstellen, nachdem man diese Integrale gefunden hat.
Nimmt man aber fiir die ¢; ein bestimmtes System Integrationscon-
stanten der Gleichungen (7), nimlich die Anfangswerthe der abhiingigen
Variabeln, so erhiilt man den grossen Vortheil, die Gleichungen (9)
vor aller Integration bilden zu kdnnen.

Man kann dies direct aus dem System (9) erkennen, es zeigt sich
aber moch klarer, wenn man ausgeht von einem andern, den Glet-
chungen (9) dquivalenten Systeme.

Bezeichnet man durch:

(10) By = Yr (B By« « + Tt G+ + + Cn)

die Auflosungen der Integrale (8) nach Zy ... %» oder di_e vollstiu-
digen Lissungen der Differentialgleichungen (7), uud fithrt direct durch
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(10) die ¢; als neue abhiingige Variable in die Gleichungen (1) ein,
s0 erhiilt mau jetzt zur Bestimmung der ¢; die Gleichungen:
A=n 27/’k . ——h:m—l ( i alpji)
(b ,1—_Z—:m g da = hf? ak L0, 4y
in denen durch die Substitutionen (10) auch die az auszudriicken sind

i @y B—1 G - - - €y, und bel deren Aufstellung benutzt worden
ist, dass durch diese Substitutionen identisch

ak 0%
- L
ax}l.
wird.
Wenn man diese # — m -+ 1 Gleichungen nach de, ... dec, auf-

16st, so muss man wiedernm zu den Gleichungen (9) gelangen. Man
kann daher die letzteren ersetzen durch die Gleichungen (11). Und
da nach dem Vorhergehenden die Gleichungen (9) frei von x; sind,
s0 ist es gestattet, auch vor der Auflisung direct in den Gleichungen
(11) der Variabeln x, irgend einen belicbigen Werth beizulegen, fir den
diese Gleichungen noch auflosbar bleiben.

Dies vorausgeschickt seien nun

(12) Ty == 44 (B Ly oo o Ty LY« . . TH)

die vollstindigen Ldsungen der Gleichungen (7), ausgedriickt in %, und
den Werthen x, ...z} der abhiingigen Variabeln z, ... x, , welche
dem constanten Anfangswerthe x,9 von x, angehdren. — Dieser An-

fangswerth #,' kann heliebig gewihlt werden, nur darf fiir denselben,
damit die zugehorigen Werthe der abhiingigen Variabeln willkiirlich
bleiben, keine der Grossen af unendlich oder unbestimmt werden, —
Die Ausdriicke y;, indem sie die Werthe sind , die sich durch Auf-
16sung der aus den Integralen (8) folgenden Gleichungen

PUB By o D1 B oo Tn) = (B0 Xy s B XY . . x%)

fiir die Variabeln , ergeben, haben dann die Eigenschaft , fir o) == a,°
sich auf 2! zu reduciren.
Setzt man daher in dem Systeme
'St om PRl dn
zfm oz dh = hﬁ’2 (a" o 555;) 4
welches sich aus (1) ergiebt, wenn man durch die Substitutionen (12)
die Anfangswerthe 28, . . . 2% an Stelle von @ « « . &y als neue Variable
einfiihrt, und in welchem nach dem Vorhergehenden %, einen beliebigen
Werth erhalten darf, z, = #,9, so reducirt sich dasselbe auf:
h=m~1

(18) dd, = X o dm,

h=2
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R0 : . .
worin allgemein ¢~ den Werth bezeichnet, den & durch die Substi-
tutionen . .

Xy =X" , Tp=1D%n, ... =L
annimmt.

Aus diesen » — m -+ 1 Gleichungen (13), die, wie man sieht,
vor jeder Integration des Systems (7) aufgestellt werden konnen, sind
also die Anfangswerthe als Functionen von «, . . . z,,_; zu bestlmmen

Die Gleichungen (13) aber bilden ein ganz ebensolches System
wie die gegebenen Gleichungen (1), nur m1t einer unabhiingigen
Variabeln 2, weniger. Denn da nach Voraussetzung identisch:

1 L
A= p
gd, 300 Zn ;04 Y (Bak 0
JEL @G 5 — G o =
o & ” '%/1 A== m Lo F e

ist, so Liat man auch identisch:
; P 20 n 70
(/020 ‘ CL'LO h=af o4, w 0%
&l r— —
s - X g % T =0,

o - 4
o, axlz A==m 4 1253

also erfiillt anch das System (13) die Bedingungen der unbeschriinkten
Integrabilit'c'mt Man kann dieses System daher genau so weiter be-
handeln, wie vorher das gegebene, nimlich durch Integration eines
zweiten Systems von # — m + 1 gewdhnlichen Dlﬂerentlalrrlelchungen
erster Ordnung dasselbe zuruckfuhren anf ein unbeschriinkt integrables
System mit nur noch # — 3 unabhingigen Variabeln u. s. f, so dass
man schliesslich nach Integration von m —1 Systemen von je n—m--1
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordunung, von denen jedes
unabhéingig von den andern aufgestellt und behandelt werden kann,
zur vollstindigen Integrdtion des gegebenen Systems (1) gelangen und
durch ein recurrirendes System von Formeln , . .. x, ausgedriickt in
%y &y o o Zp—y und den n — m -4 1 willkiirlichen Constanten des letzten
jener m — 1 Systeme erhalten wird.

§ 3.

Zuriickfiithrung des unbeschrinkt integrablen Systems (1) auf ein ein-
ziges System von n — m -+ 1 gewohnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung.

Durch die im vorigen § angegebene Methode wird die Integration
des gegebenen, unbeschriinkt integrablen Systems (1) zuriickgefiihrt
auf die Integration von m — 1 Systemen von je # — m -+ 1 gewthn-
lichen Differentialgleichungen. Wenn aber der besondere Fall eintreten
sollte, dass man die Constante z,° so wihlen konnte, dass fiir 2, = z,"
simmtliche (m — 2) (n — m -+ 1) Grossen:

2 3 1
coa
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den Werth Null erhielten, so wiirden die Gleichungen (13), auf welche
durch Integration der Gleichungen (7) das gegebene System (1) zuriick-
gefiibrt ist, sich auf

dz) = 0

k

reduciren und daher sofort ergeben
xf, == Const. , ap4.==Const., ... 2] == Const.

Es wiirden uns dann also schon unmittelbar die vollstindigen Losungen
des ersten jener n — m - 1 Systeme gewthnlicher Differentialglei-
chungen, ansgedriickt in z, und den Anfangswerthen von z,...z,
fir z; = #,°% sobald darin diese Anfangswerthe als willkiirliche, von
£y« .+« Zm—1 Wuabhiingige Constanten angesehen werden, die volistin-
" digen Losungen des Systems (1) ergeben.
Dieser scheinbar sehr besondere Fall lisst sich nun stets durch
eine passende Transformation der Gleichungen (1) herbeifiihren.
Fiihrt man an Stelle von #, @, ... %, m — 1 andere Grossen
@y &y . .. @y~ durch m — 1 beliebige, von einander unabhiingige Glei-
chungen
(14) Xy == xh(ul Oy ov . Otm_.l)

aly neue Variable ein, so verwandeln sich die Gleichungen (1) in:

{==m—1

(15) doy =" 3 b da,
i==1

worin:

(]6) b;c :h':%—lah awh

=1 F 90‘;

Zu gleicher Zeit erhiilt man, wenn man in einer beliebigen Function
fvon z, &, ... 2, die Substitutionen (14) macht:

th_“,’::m—[ 81‘ 8517”

. oey 2, =, oy
folghichy
af k==n ‘ af Ai=m——1 a-’ﬂ k=n
1y 2 E or 9% (of wk_@zi).
an oK +k=m ko hfl da; \Ju, k_;}”mak ox,

Da wir aus dem Vorhergehenden wissen, dass das urspriingliche Sy-
stem (1) ein unbeschrinkt integrables ist, sobald die ldentititen (3)
bestelien, so folgt unmittelbar, dass unter dieser Voraussetzung auch
das transformirte System (15) dieselbe Eigenschaft besitzt und daher

zwischen den Coefficienten &, desselben die Relationen identisch statt-
finden miissen: ’

aue 8D,  a=a Y 359\
(18) L e 7% o Y% )
b 7 .5 (B =
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ip denen k= m, m +1,...n und ¢ und ¢ irgend zwei der Zahlen
1,2, ...m — 1 sind, und die, wenn wir allgemein

. ﬁ_f_ A=n e af
(19) Bo(f) = Deq +l§mb1 7,

setzen, die folgenden mach sich ziehen:

(20 B, (BU(IP)) = B, (BM/'))-
Dies lasst sich auch leicht durch die Rechnung verificiren.
Man hat némlich nach (16):

oy Bbf  n=me—a (‘Ba;f bz, oo 3%)

a“g deg L2y

Oey Day,  dey, J e,
b
=t ks (amh b, oa, ax,u)

he=1 /.u,:'l -2—37‘; 7‘;;7 —((;‘X—g - 55; _8‘0?,
nnd:
o e _ - g, 0
(a0 2o g D) S et (20 e DU 0,
l=m * 0“9 4 aau A=m =1 4 (3«%‘1 awg 8x3 aua

__h=%—~l .“:5’5'"1 2§n o aa,': <amk o, oy, Bmﬂ) ]

- b1 u=1 A=m 4 aml 8050. aag a"‘g aaa

Bildet man hiermit die linke Seite der Gleichung (18) und vertauscht
in den negativen Gliedern die beiden Summationsindices A und g, so

erhdlt man:
g
aabk . 207 +l§n 1 E_zi’ o 2%
“Q a"‘:o' A=m awl a_xl

- e a k 13 _ ‘1 13

=m—1 p==m—1 Jg, Bx‘u o, auk i=n “ 811% . 8a,k

=2 Z de 7e 7z, " om T2\ % as )
=1 u=1 % 0% L Tn i=m 3 2

welche Formel direct nachweist, dass von den beiden Systemen iden-
tischer Relationen (3) und (18) das eine stets das andere nach sich
zieht.

Man kann somit zur Integration des aus dem gegebenen unbe-
schriinkt integrablen System (1) durch die Substitutionen (14) hervor-
gegangenen Systems (15) genau dieselbe Methode benutzen, die im
vorigen § fiir die Integration von (1) gewonnen wurde.

Nach dieser werden wir zuerst die » — m -+ 1 gewdhnlichen
Differentialgleichungen

O%nt1 _ g 0%y _ o

@1) T =bh , Sty o g = Db

ooy
vollstindig zu integriren und die Integrationsconstanten auszndriicken
haben .durch die Werthe . ...22 der Variabeln , ... @, welche
dem constanten Anfangswerth ,° von e, entsprechen. Die also er-
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baltenen vollstindigen Ldsungen der Gleichungen (21} geben uns dann
zugleich auch die vollstindigen Ldsungen des Systems (15), wenn wir
in ihnen fiir ) . .. #% diejenigen Functionen von e, ... &,_; setzen,
die gich durch vollstindige Integration des Systems ergeben:

o iz —1 o
£y oy = N
(22) diy = ;é2 b, de,,
dessen Coefficienten b;o aus den Coefficienten
3 h=—=m—1 2 x
% %
b= X ot
k he==1 ke o
der Gleichungen (15) durch die Annahwmen:
o, =00, Ty==an, ..., By =Tl
hervorgehen. .
Nun aber steht uns die Wahl der Substitutionen (14) vollkommen

frei und es erhellt leicht, dass wir dieselben immer so einrichten kdnnen,
dass simmtliche Coefficienten .’ der Gleichungen (22) verschwinden.
In der That hrauchen wir zu dem Ende diec Substitutionen (14) wur
von der Form zu nehmen:

0 5
(23) Ty =2, + (e — %) fi,
worin % und die s Constaute, dagegen [} /4 .. . fe1 beliebige m — 1
Functionen von e @, ... @, sind, die nur selbstverstindlich stets
s0 gewihlt werden miissen, dass die Gleichungen (23) unabhingig von
cinander in Bezug auf e, , . .. @, —; werden.

Hierdurch wird:

h:nf'—l A , af
bi: 2 a,i (f)a + (& — o) Ba,h)
und fiir ¢ > 1

. hizpy—1 0 f
Z)t « o 0) 2 a/h % .
S A

Wenn wir daher der Grosse ,° irgend einen solchen constanten Werth
beilegen, dass keine der m — 1 Functionen f; upendlich oder wnbe-
stimmt wird fiir @, == o,% weun wir tiberdies die Constanten
A A
s0 annehmen, dass fiir:
Ty =x° , Zy=zl, .. oy =ab_,

simmtliche a; endlich und bestimmt bieiben » 80 wird fiir o0, == a,% jedes
b, =0, in welchem i > 1 ist, wihrend die Grossen b. fir o, — of
endliche und bestimmte Werthe behalten.

Bei dieser Wahl der Substitutionen (14) sind daber die vollstin-
digen Losungen der » — m + 1 gewdhnlichen Differentialgleichungen
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(21), ausgedriickt in «; und den Anfangswerthen von &, ...x, fir
o, = oY, wenn man in denselben diese Anfangswerthe als willkiitliche,
VOD &, & . . &y unabhingige Constanten betrachtet, zugleich auch
die Losungen des Systems totaler Differentialgleichungen (15) dar.
Aus diesen erhilt man aber die Losungen des gegebenen Systems (1),
wenn man fiir @, o, . .. &,—1 dic ans den Substitutionen (23) folgenden
Werthe einsetzt.

Die Integration des gegebenen Systems von % — m linearen totalen
Differentialgleichungen:
h=m-—1
(1 doy = X a, du
A=1
Leem, m41,...n

lasst sich somit in der Voraussetzung, dass zwischen den Coefficienton
desselben die identischen Relationen bestehen:

80,;: 800; Z*Z-:;n ; caz % (,u,;\ 0

7o T T2\ T T % om) T
in folgender Weise zuriickfiihren anf die Integration eines einzigen
Systems von n— m - 1 gewbhnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung:

Man fiikrt an Stelle von %, %, . . . Tn—1 durch dic, unter den vorhin
angegebenen Beschrinkungen willkiirlich gewdhlten Substitutionen
(23) Py = 5’/'2 + (g — &) £
die Grissen a, oy . . . Ga_1 Gls ncue unabhingige Variable cin. Hier-
durch geht das gegebene System (1) dber in das folgende :

i=m—1
(15) day = ._2_1 b, des,
aus dessen Coefficienten
==t 1 . 0 f "
i =5 (5 =) )

he=m—1 'd/' B
i 0 h h 1
b; = (“1 — 061 ) )‘51 ak a“i, ? >

(24)

L, Ly - o« Lm—y durch die Substitutionen (23) zu climi.niren sfnd’. f[at
man dann die aus (15) folgenden n — m =1 gewdhnlichen Differential-
gleichungen erster Ordnung

oz o 0 _ 1
(25) ?% =bY , —_aﬂg—‘ =blhy1s + Y b: |
vollstiindig integrirt und die Integrationsconstanten ausgedriickt durch

i = a," 1) ] erhaltenen
die Anfangswerthe % . .. x4 fir =&, 0 sind dic so

Gleichungen swischen _
oy Oy oo Om—1 Fae e + Zn
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und den willkiirlichen Constamten n, . . . zn die vollstindigen Infegral-
gleichungen sowohl der gewdhnlichen Differenticlgleichungen (25) als
auch der totalen Differentiolgleichungen (15) und man braucht daher
nur aus diesen Gleichungen oy o, . . . o, mit Hilfe der Formeln (23)
su climiniren, wm dic vollstindigen Integralgleichungen des gegebenen
Systems (1) eu erhalten.

Die einfachste Art, den an die Substitutionen (23) gestellten For-
derungen in allen Fillen zu gentigen, ist die, dass man

&y == a,

und fiir h=2,3, ... m—1

Z, = mz + (ot ~— %) a,

setzt, worin die Constanten «,°x,°...25_; nur so zu wihlen sind,
dass fiir

=0 , Xy=2" .. By = xh_,
keine der Grissen “Z unendlich oder unbestimmt wird. Man erhiilt

dann:
1 1 2 m-—1
be=a, 4 oya, 4 a0

b;;:"‘(“l«_%o)“i , ¢>1.

Bei der Ableitung des vorstehenden Satzes ist kein Gebrauch gemacht
worden von der Aequivalenz der unbeschriinkt integrablen Systeme von
linearen totalen Differentialgleichungen und der Jacobi’schen Systeme
von linearen partiellen Differentialgleichungen in der bestimmten Ab-
sicht, die Integration der letzteren lediglich aus der Untersuchung der
ersteren zu schopfen. Will man aber die bekannten Eigenschaften der
Jacobi'schen Systeme zu Hilfe nehmen, so kann man sich von der
Zuriickfiihrbarkeit des unbeschrinkt integrablen Systems (1) auf das
System gewbhnlicher Differentialgleichungen (25) auch noch auf anderem
kiirzeren Wege ganz ohne Rechnung iiberzengen. Um den Gang der
Untersuchung nicht aufzuhalten, lasse ich diese zweite Ableitung des
obigen Satzes, die sich moch mehr als die vorhergehende der Schluss-
weise anschliesst, durch welche Herr P. du Bois-Reymond diese
Zuriickfiihrbarkeit fiir den speciellen Vall einer einzelnen lineaven
totalen Differentialgleichung nachgewiesen hat, erst am Schlusse (§ 7.)
folgen.

§ 4.
Integration des Jacobi’schen Systemes A,(f) = O.

Nach dem vorigen § sind die'vollstﬁndigen Integralgleichungen
der gewbhnlichen Differentialgleichungen (25), ausgedrickt in e, und
den constanten Anfangswerthen von a,, . . . &, fiir &, = @,° gleichzeitig
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auch. die yol]stiiudlgen Integralgleichungen des Systems totaler Diffe-
re‘ntm.lglemhungen (1), das aus dem gegebenen (1) durch die Nub-
stitutionen (23) hervorgeht.

' Die .vollst%indigen Integralgleichungen eines Systems gewbhnlicher
D)ffere.ntla.lglemhungen erster Ordnung besifzen aber die Eigenschaft,
dass sie auflésbar sein miissen, sowohl nach den abhiingigen Variabeln
als auch nach den Anfangswerthen derselben. Man kanu daler die
vollstindigen Tutegralgleichungen des Systems (205) benutzen, einmal,

um aus ihnen ... %, 9as andere Mal, nm &), ... 2} 20 bestimmen,

Es seien:

(26) W = (@ Gy oo Bt Tin v o . BN
und:

(27) T(L) = Xt (0[1 Cg oo o lnt Lo« -« w,n)

die also erhaltenen Werthe der x; und der a;’ Durehi die Substitutionen
(26) miissen dann die Gleichungen (27) identisch erfiillt werden, miissen
folglich die Ausdriicke

N T

a—&; A=zm 5“7’72‘ zﬁx}a

identisch verschwinden. Da aber nach dem Vorhergehenden dicse
Substitutionen zugleich dem Systeme (15) oder den Gleichungen:

%
be — O
gentigen, so muss dasselbe auch von den Ausdriicken gelten:
; 1 | P O
Bﬁ(xk) = 6_&; + limb‘ B"ci ’

wie auch direct daraus hervorgeht, dass die Ausdritcke By (1) t‘hn'G}?
die Substitutionen (26) unabhingig von ¢ werden miissen, weil bei
unseren Annahmen B () =0 und damit wegen

B,(Bi(£) = Bi(B,(D)
zugleich auch B, (B, (1)) = O ist, diese Ausdriicke aber verschwin{len,
wenn man e, = «° setzt, weil hierdurch g sich auf 2 reduciren
muss und iiberdies jedes &) = O wird, in dem 4 > 1.

Das Resultat Null der Substitution der Werthe (26) in die Au.s-
drticke B,(z:) kann aber nicht abgetindert werden, wenn n?nn dan?
riickwiirts fiir die 25 ihre Werthe (27) einsetzt, wodurch die ?mbfstl-
tution selbst aufgehoben wird. Also muss schon vor der Substitution
jedes Bu(ge) = 0

sein, oder es sind
f""‘— Ymy Amer1ls =« Xn
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Losungen des Jacobi’schen Systems von m — 1 linearen partiellen
Diﬁ'erentialgleichungeu
x Of
Bi(f) = '3;;,‘ + b,z b, —

Dieses Jacobi’sche System aber geht, wie die Formel (17) lehrt, aus
dem andern:

8f [ *3ra of _
Al =55, T.2,5% ouy ="

dadurch hervor, dass man durch die Substitutionen (23) o, «, ... ¢,
an Stelle von z, x, ... 7.1 einfiihrt und muss sich umgekehrt wieder
in letzteres verwandeln, weun man riickwirts die ¢ durch die z aus-
driickt. Die Losungen /== fm, Znt1, - - - I» des ersten Systems geben
uns daher, sobald wir in denselben fir «, «,...an—, die.aus den
Substitutionen (23) folgenden Werthe setzen, zuglelch auch die Ld-
sungen des zweiten, dem gegebenen System (1) squivalenten Jacobi-
schen Systems.

Hieraus entspringt die folgende Methode zur vollstandlgen Inte-
gration des gegebenen Jacobi’schen Systems von m — 1 linearen
partiellen Diiferentialgleichundem

(28) Ay =L+ Fa o
h-_..l, 2, ...m—l.
Man driicke durch dic m — 1, unfer den im vor. § angegebenen Be-
schrimkungen beliebig gewdhlten Substitutionen
(23) Zh =2, 4 (& — %) filey ... tp_1)
dic Grissen:

h.-m—-l

b, = (f,, + (2 — % a—), und

h::l
h=m—1 . pf,
i . o % ] .
b, = (¢ — %) h__Z:'l @, B, i>1
durch oy €y o . . Gpey Lo oo T ous und bilde mit den ersteren die
n — m - 1 gewihnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung

oz, o, dx,
1 M1
Toy = O g Dby o gy =i

Hat man diese Gleichungen vollstindig integrivt und die Integrations-
constomten ausgedriickt durch die Anfangswerthe x% . . . x5 der ab-
hingigen Variabeln fir oy == «,% so lefert die Auflosung der erhaltenen
Integralgleichungen nach diesen Anfangswerthen n — m -+ 1 Functionen

xk mx’“(wl“Z"'0"7”.-—1_ xﬂ’L"-xn))

welche die n ~— m + 1 Lisungen sind des Jacobi’schen Systems:
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_ o e A=un [N
(29) W)= 1 5y
5 = P = ()
) ‘4, +;.=mb}' «y
m.;d dze > WONH Man aus ihnen mit Hilfe der Gleichungen (23) e, fyooofly—y
ehmzzmt, wbergehen o dic w — m + | Lisungen des gegebenen J a-
cobi’schen Systems (28).

Zur Auffindung einer Losung des gegebenen Jacobi’schen Systems (25)
ist nur erforderlich die Kenntniss eines beliebigen Integrales der ge-
wohnlichen Differentialgleichungen (2).

Durch den letzten Satz ist die Auffindung ailer Losungen eines
Jacobi’schen Systems von der Form (28) zuriickgefithrt anf die coll-
stindige Integration eines einzigen Systems von » — m < 1 gewdhn-
lichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Bel den meisten und
wichtigsten Anwendungen der Jacobi'schen Systeme, hei der Inte-
gration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und bei
dem Pfaff’schen Probleme handelt es sich aber gar nicht um die
allgemeine Losung der auftretenden Jacobi’schen Systeme, sondern
es kommt immer nur darauf an, von jedem eine Losung zu ermitteln,
Daher ist es von der grossten Wichtigkeit zu untersuchen, ob man
nicht, anch ohne das System (25) vollstindig integrirt zu haben, eine
Losung des Jacobi’schen Systems (28) oder (29) finden konue.

Angenommen, man habe irgend ein Integral

Tley oty oo Gt Byyo o X)) = Const.

der Differentialgleichungen (25) gefunden. Die vollstiindigen Lisungen
dieser Differentialgleichungen, “ausgedriickt in «; und den Anfangs-

werthen von #, . . . #, fir @, = @,° geniigen danu der Gleichung:
o] U
(30) Us=F(a 00y .. Cpi L - ) — Flaef ay. .. oy @5 ... T) == (),
. . N z b H
Nach § 3. geniigen aber diese Ldsungen, wenn man in ihnen ), .. . %y

als unabhiingig von ¢, . .. ®p—1 ansieht, auch den totalen Differential--
gleichungen (15) odert den  Gleichungen:

0%y 41
(31) oo =l
Sie miissen folglich auch den Gleichungon identisch genilgen:

ou k=n . aUu _
(82) Bi(U) = e, +)’cfmbk T 0,

die man durch Differentiation der Gleichung U =10 nach @, unter



464 A. Mayer.

Berticksichtigung der Relationen (31) erhdlt*). Hierbei ist die Form
der Gleichung U = 0 ganz gleichgiiltig. Genau dasselbe gilt auch
fiir jede Gleichung ¥ = 0, die durch irgend welche algebraische
Operationen aus der Gleichung (30) hervorgeht.

Vou den m — 1 Gleichungen (32) ist die erste stets identisch,
oder, falls man diese Gleichung nicht direct mit der Gleichung (30),
sondern mit einer belichigen anderen, dieser #quivalenten Gleichung
gebildet hat, doch eine blosse algebraische Folge der Gleichung U = 0.
Unter Umstinden kann auch von den fibrigen ein Theil identisch oder
eine blosse algebraische Kolge der Gleichung U = O sein. Diejenigen
aber der Gleichungen (32), welche diese Eigenmschaft nicht besitzen,
sind neue Integralgleichungen des Systems (25). Mit jeder solchen
neuen Integralgleichung kann man nun ganz ebenso verfahren, wie
mit der Gleichung U =0 und erkennt so die Moglichkeit, aus einem
einzigen Integrale der gewdhnlichen Differentialgleichungen (25) durch
blosse Differentiation eine ganze Reihe neuer Integralgleichungen der-
selben abzuleiten, Integralgleichungen, die alle demjenigen System
vollstindiger Integralgleichungen dieser Differentialgleichungen ange-
horen, aus dem sich die abhiingigen Variabeln durech e, und die fiir
o, = ¢, genommenen Anfangswerthe bestimmen.

Verbindet man hiermit die Bemerkung (die auch schon im vor. §
hiitte benutzt werden konnen, um zu zeigen, dass die dort erhaltenen
Ausdriicke By(y:) identisch Null sein miissen), dass sich aus Glei-
chungen, welche einem solchen System vollstindiger Integralgleichungen
angehtren, niemals eine von den Apnfangswerthen der abhingigen
Variabeln vollig freie Gleichung ergeben kann, oder dass, wenn man
eine solche Gleichung erhalten hat, dieselbe nothwendig identisch sein
muss, so wird man auf den folgenden Weg gefithrt, wum von dem ge-
gebenen Integrale F — Qonst. oder U =0 dor Gleichungen (95) au einer
Lisung des Jacobi’schen Systems (29) au gelangen.

Wir bringen durch Auflosung nach irgend einem in dem Integrale
U = 0 vorkommenden Anfangswerthe der abhiingigen Variabeln, z. B.
nach z,, diese Gleichung auf die Form:

*) Dies Itisst sich wiederum auch direct einsehen. Nach Voraussetzung ist
ntimlich B, (F') = 0, folglich anch B,(U) =0, folglich wegen:

By (B, (1) = B, (By(f))

auch By(B),(U))==0. Der Werth, den B, (U) fiir die vollstindigen Losungen der

Differentialgleichungen (25) erhilt, ist also unabhingig von &, Dieser Werth
verschwindet aber, wenn man o, = o, setzt, weil hierdurch @, == 29, ... 2, _—:mg,

daher nach (30) %U— == 0 wird und zugleich jedes b} verschwindet.
7]
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| —
(33) Lgp == I,"(O(' Gy oo el Ly oo« Tp ﬂ73‘+1 [ .’1‘}:
und bilden hiermit die m — 1 Gleichungen
cU h=mn U
(34) 1; (U )_ " OV
h m) = o= = b R - = O
00!,‘ +1\ =m 4 Gfl'k ’

von denen die erste identisch ist. Von diesen Gleichungen kann keine
eine b‘losse algebraische Folge der Gleichung (33) sein, da xf, in thuen
gar nicht vorkommt. Sind sie sfmmtlich, ebenso wie die erste, an
sich identisch, so ist unmittelbar der aus U = O erlaltene Werth U,
von a9, eine gemeinsame Lsung der m — 1 linearen partiellen Differen-
tialgleichungen (29). Ist dies aber nicht der Fall, so muss sich aus
den Gleichungen (34) stets noch ein Theil der iibrigen Anfangswerthe
241 - - . 23 bestimmen lassen, weil es nach dem Vorhergehenden un-
moglich ist, diese Anfaugswerthe vollstindig zu eliminiren. Nehmen
wir an, dass sich 2941, ... Zh4s—1 aus den Gleichungen (34) be-
stimmen liessen, so kounen wir nun mit jedem der also erhaltenen

Werthe

0 — 1

@hqn = Ubgr (o)« Gt T oo T Tog o - - %)
Q 1

Emttn—1 = Um-l—lx-—-l (lxl e Ol Xmoe e Xy x,‘i,H [ w,‘l)

ebenso operiren, wie vorher mit der Gleichung (33) und werden hier-
durch zu Gleichungen gelangen, die nicht eine blosse algebraische
Folge der vorhergehenden sein kiunen, weil sie die Grissen
5679,, s .’1?2,4_;,..1
gar nicht enthalten, die vielmehr an sich identisch sein oder ihrerseits
wieder einen Theil der iibrigen Anfangswerthe bestimmen milssen.
Auf diese Weise wird man, falls man nicht vorlier schon auf eine
gemeinsame Losung der m — 1 Gleichungen (29) gekommen ist,
schliesslich dazu gelangen miissen, alle in dem gegebenen Integrale
[/ — O enthaltenen Anfangswerthe der abhiingigen Variabeln auszu-
driicken durch «, &) . .. @n—1 Tm -+ - Tn allein. Bildet man aber nun
mit irgend einem dieser Ausdriicke die m — 1 Gleichungen Bi(f) =0,
so sind diese frei von allen Anfangswerthen und milssen daher an
sich identisch sein. Jeder dieser Ausdrlicke ist also (was ﬁl?rigens
auch direct aus dem vorigen § folgt) eine Losung des J acobi’schen
Systems (29) und folglich auch, nachdem man riickwirts fiir
oy Oy o oo Oy 1

ihre Werthe aus den Substitutionen (23) gesetzt hat, eine Losung des
gegebenen Jacobi’schen Systems (28).

Um also eine Lisung dieses Jacobi’schen Syste?mg von M — 1
lincaren particllen Diffeventialgleichungen mit n unabhingigen Variabeln
zu finden, st es nur niithig, irgend ein Integral der m — 4+ 1 ye-

Mathematische Annalen. Y. 30
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wihnlichen Differentialgleichungen (25) zu kenmen. Nach der vorziig-
lichsten der fritheren Methoden*) dagegen erforderte die Auffindung
einer solchen Losung die Kenntniss je eines Integrales von m — 1
Systemen, von denen das erste aus n—m 4 1, jedes der iibrigen
hochstens aus chensoviel gewdhunlichen Differentialgleichungen erster

Ordnung besteht.
§ 6.

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
und das Pfaff’sehe Problem,

Jacobi hat bekanntlich die Integration der partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung zurlickgefithrt auf die Aufgabe, von einer
Reihe Jacobi’scher Systeme linearer partieller Differentialgleichungen
von der Form (28) successive je eine Liosung zu finden. Kommen in
der gegebenen partiellen Differentialgleichung, die man frei von der
unbekannten Function selbst annehmen kann, # unabhingige Variable
vor, so bestehen diese Jacobi’schen Systeme resp. aus:

1,2,...m—1,...n—1
linearen partiellen Differentialgleichungen mit
2n—1,2n—2, ... 20 —m +1, ... n-+1
unabhiingigen Variabeln.

Nach der im vor. § auseinandergesetzten Methode erfordert daher
dic vollstindige Lisung der gegebenen Qleichung nur die Ermittelung
cines Integrales von je einem System von

2in—1),2mm—2), ...2—m-+4+1), ...2

gewihnlichen  Differentialgleichungen erster Ordnumg, wihrend man
friher™) der Kenntniss bedurfte je eines Integrales fiir ein System
von 2(n — 1) gewdhnlichen Differentialgleichungen und fiir je 2 Sy-
steme von 2(n — 2), ... 2(r —m - 1), ... 2 gewbhnlichen Differen-
tialgleichungen und in ungiinstigen Fillen selbst diese Anzahl von
Integrationen noch nicht ausreichend sein konnte.

Die Integration gestaltet sich, wenn man die einfachste Form der
Substitutionen (23) wihlt, hier folgendermassen:

Es hat **#) allgemein das (m — 1) Jacobi’sche System die Form:

af im=n (aph 8f aph af)
35 () = 5~ 00, 99,  opmdqy) T
(35) () 7q, +lfm 04, 0P, 0p, 04 0
7&:1,2,..‘.-,”2'—1;

*) Vgl. Clebsch, Crelle J. 65, p. 261,
*¥) Vgl. Clebsch, Crelle J. 65, p. 265.
*#¥) Vgl Jacobi, Vorlesungen fiber Dynamik p. 202, Crelle J. 60, p. 23,
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worin. Py Py - - - Pr—1 aus den vorhergehenden Jacobi’schen Systemen
pestimmte Functionen von q, ¢, ... ¢, p. . ..p, sind, fir welche die

sdriicke
- A (A1) — 444, (F)
jdentiseh verschwinden. ’
Setzt man nun:

(36) 9,=%, &= g, (o=, ey, oo =g — 1+ (&) — ,%) @y,
worin &,° ¢,° . .. gn.—1, unter der Voraussetzung, dass die Functionen
PPy Pu—r flr

¢ =, @ = Q'zn’ e e =
bestimmte endliche Werthe behalten, belielig gewihlte Constanten
sind, und eliminirt hiermit ¢, ¢, ... g,—1 aus den Ausdriicken:

{wl == P + oy P + cen Oy P
E1)) 0 .

wi:“_(‘xl__“t)pi , 12> 1,

so verwandelt man hierdurch das vorgelegte Jacobi'sche System (35)
in das folgende:

A N L af) -
@ B =5 .20 0, w5, 00) =0
Von diesem kann man nach den Auseinandersetzungen des vor. § eine
Lésung finden, sobald man ein Integral des Systems von 2(n — m + 1)
gewShnlichen Differentialgleichungen kennt:

® e e
A=m,m+1,...n
und braucht daher in dieser Losung nur:
G — Gs° Tt = Ui — 1

Uy ==, 0=

e e

¢ — e
zu setzen, um aus ihr eine Losung des gegebenen Systems (35) zu
erhalten.

In ganz analoger Weise, wie bei der Integration der partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung, wird auch bei dem Pfaff’schen
Probleme, d. h. bei der Aufgabe, die gegebene lineare Differential-
gleichung ‘

y e
¢ — o°

xf dw, + x? dxg + o x2n dx277 = O

durch » Gleichungen zu integriren, durch das angegebene Verfahren
die Anzah! der erforderlichen Integrationen fast um die Hilfte ver-
mindert. Man erkennt nimlich ohne Schwierigkeit aus der Methode,
die Herr Clebsch zur Losung dieses Problems vorgeschrieben hat™),
dass sich dasselbe zuriickfithren lisst auf die Auffindung je einer Losung

*) Vgl. namentlich Crelle J. 61, p. 153 und 65, p. 266.
30%*
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von n Jacobi'schen Systemen von der Form (28), die resp. bestehen
aug 1, 2, ... »n linearen partiellen Differentialgleichungen mit je 2
unabhiingigen Variabeln. Nach dem Vorhergehenden hingt die Auf-
findung einer Liosung des d‘*® dieser Systeme nur ab von der Ermitte-
lung eines Integrales von 25 — ¢ gewdhnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung. Aber dieses ¢ System, welches erst aufgestellt werden
kann, nachdem man von jedem der vorhergehenden eine Liosang ge-
funden hat, besitzt in Folge der Art, wie es aus diesen entsteht, selbst
¢ — 1 bekaunte Losungen. Keine von diesen Losungen ist diejenige,
die maun wirklich braucht, — denn diese muss unabhiingig sein von
jenen — aber jede derselben liefert uns, wenn wir sie (ausgedriickt
in den neuen Variabeln «) einer Constanten gleich setzen, ein Integral
jener 2xn — ¢ gewbhnlichen Differentialgleichungen. Man kennt also
von vornherein ¢ — 1 Integrale dieser Gleichungen und kann mittelst
derselben die 2n — 4 Differentialgleichungen zuriickfithren auf

2 —f— (@ — D =2n—2¢{ 4 1.
Die Auffiudung einer braachbaren Losung des ¢n Jacobi'schen Sy-
stems verlangt demnach nur die Kenntniss eines Integrales von

2n — 2741

gewOhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Zur wollstin-
digen Losuny des Pfaff’schen Problems ist es folglich ausreichend, ein
Integral von je einem System wvon

2n—1,2n—38, 2n—5, ... 1
gewdhmlichen Differentialyleichungen evster Ordnung zu kennen.

§ 7.
Anderer Beweis des Satzes von § 3.
Unter Voraussetzung der Identitiiten:
(40) A; (ai) — A, (ai) =

besitzen, wie Herr Clebsch nachgewiesen hat*), die m — 1 linearen
partiellen Differentialgleichungen

A==z
(41 A(f) =g+ 2'd L =0

A=m A awl -._
% —m 1 von einander unabhingige Losungen, die durch

fm; fm+1, S fn

bezeichnet werden mogen.

*¥) Crelle J. 65, p 260,
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Da, wenn man

SEtZt'. f:: P (‘T‘ .7/'2 e Xy f;ll f;u.-+-l P fn)

L ? 2
’41 ) TR e 24 ; i By 42«
l(]( amh +k‘:m il(/k) afk aa"h
w1'rd y SO s1el.1t man, das§ diese Losungeu von einander unabhingig
sein niissen in Bezug auf x,, Tuyy . . . Za.
Setzt man daher:
(42) fm == Ly, fm+1 === b1y o oo o fn == Cp
so miissen sich ans diesen Gleichungen r, .4 . . . %, bestimmen
lassen als Functionen der Variabeln #, x,...2,—; vnd der Grossen
Cp Cpyd1 o« « Cpoe
Betrachtet man die letzteren als willkiirliche Constanten, so ge-
niigen die aus (42) folgenden Werthe von %, ... z. den #—m 41
Gleichungen:
A== af:é he=m—1 A
= 2 (am —"TE d dn ) =0,
A= O% =1
die sich durch vollstindige Differentiation der Gleichungen (42) unter
Benutzung der Identititen A4,(fi) =0 ergeben. Da aber die Deter-
minante dieser Gleichungen
2+ afm afm-tl afn

- a‘,‘vm 0%y, 41 awn

an sich nicht Null ist und daher auch nach Substitution jener Werthe

nicht identisch verschwinden kann, so folgt, dass dieselben den n—m--1

linearen totalen Differentialgleichungen Geniige leisten miissen:
hr=m-—1

(43) adxg = X af{ dxy .

h=1

Bestehen daher die Identititen (40), so giebt es stets » — m - 1 Fune-
tionen von &, &, . .. %p—1 und von n — M ~+ 1 willkiirhichen Con-
stanten ¢, €nagr - -+ Cn,y unabhiongig von einander in Bezug auf die
letzteren, welche, filr «n Zmag1 ..+ % gesetzt, den Gleichungen 43)

identisch genfigen.
Bezeichnen wir diese Liosungen des Systems (43) durch
(44) =@ %, .. Tm-1 Cm » + - Cn)
und versteheu unter z," 2,° . . . . #3 unbestimmte Constanten, so milssen
sich hiernach die n — m - 1 Gleichungen:
2 = 1 (@ %0+« Bt O v - - On)
stets auflosen lassen nach ¢, . . . ¢,. Durch Substitution dieser Werthe
nehmen die Losangen (44) die Form an:
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J 0
(45) T =1 (x, Xy o oo Bp—1 mlﬂ xg” e {L‘n)’
wo, in Folge ihrer Entstehungsart, die Function ¢, fiir

=" Ty =0 o Ba—i = Th1
sich auf xg reduciren muss,.

Fiihrt man nun fiir 2, &, . . . &1 die neven Variabeln e, &, . . . a,,_,
durch die m — 1 Gleichungen ein

(46) Ty == xg 4 (oy — o) fulog oy o eyy)

wodnreh:

(4T Ya(@) %y - - L1 B 2,0 @) =Wl 0y oy 0" 2" 2,0 1))
werden moge, so erhilt man aus (45) die Lbsungen.

(48) ay o= Walery @y oo 10" 20 20 27)
des Systems linearer totaler Differentialgleichungen zwischen z, . . . z,
und @) @, . .. @p_1!
he=m—
(49) digg = 2} b dey ,

in welches das System (43) durch dle Substitutionen (46) itbergeht,

Die Gleichungen (48) geniigen hiernach im Besondern auch den

1 -~ 1m - 1| gewthnlichen Differentialgleichungen:

0%, 1
(50) T b, -
Hat man aber die Constante ' so gewihlt, dass keine der m — 1
Functionen f; unendlich oder unbestimmt wird flir ¢, = «,% so wird
fiir @ == ,% nach (46) jedes x, = 2, und daher nach (47) ¥, = ).

BEs sind folglich die Gleichungen (48) diejenigen Losungen der
gewbhnlichen Differentialgleichungen (50), die sich fiir o, = &, auf
die dem Anfangswerth «,® von ; zugehorigen Werthe der abhingigen
Variabeln x; reduciren.

Umgekehrt muss es daher stets moglich sein, die Integrations-
constanten in einem System vollstindiger Losungen der n — m 4 1
gewbhnlichen Differentialgleichungen (50) so zu bestimmen, dass diese
Lbsungen fiir e, = «,® die willkiirlich bleibenden Werthe iy Ly oo n g
annehmen, und die so erhaltenen Lidsungen miissen, wenn man da.rm
diese Anfanaswerthe als unabhingig von o, @ ... &, ansieht, zu-
gleich die tota,len Differentialgleichungen (49) erfullen, miissen also,
nachdem man in denselben riickwirts fiir 0 Oy ... 0, ihre Werthe
aus den Substitutionen (46) gesetzt hat, auch den totalen Differential-
gleichungen (43) Geniige leisten.

Leipzig, Februar 1872.



