
Ueber unbeschr~nkt~ integrable Sys teme yon l inearen fiotalen 

"[)ifferentialgleichtmgen und  die s imul tane  In tegra t ion  l inearer  

partieller Differeatialg]eichungen. 

Von A. MAYER in LEIPZlO. 

Jede einzelne lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
ist ilquivalent einem gewissen System yon gewShnlichen Differential- 
gleichungen. I n  ganz i~hnlJcher Weise besteht zwischen den Systemen 
yon linearen par~iellen Differentia]gleichungen erster Ordnung, die eine 
gemeinsame LSsang zulassen~ und zwischen ~ewissen Systemen yon 
linearen totalen Differentialgleichungen ein leieht erkennbarer reci- 
proker Zusmumenhang~ der iibrigens in einzelnen Fiillen, z. B. bei 
der A m p ~ r e'schen Integrationsmethode derjenigen partielten Differen- 

t * �9 O ~ halgleichungen zweiter Ordnung, die ein Zwlschemnt%ral besitzen, 
schon mehrfach bemerkt nnd beau%zt worden ist. 

Iu der That~ wenn die m -  1 simultanen partiellen Differential- 
gleiehungen 

(I) A ~ ( f ) = O  , A 2 ( f ) . : - - O  , . . . A m - l ( f ) = O ,  

in welchen allgemein: "' 
~ f  a i ~/ '  ~ ~f + . ,  + ' " %  

gegebene Functiollen yon xl~ x~ . . .  x, ist und die Coefficienten a k 

sind, eine gemeinsame Ltisung f besitzen, so ist diese LSsung zu 
gleicher Zeit und welche willkiirlichen Functionen yon x l ,  x 2 . . .  x .  

man auch ftir ~tl, i t2 . . .  )~-1 setzen mag, immer auch eine L5sung 
der linearen partiellen Ditferenti~lgleichung: 

Z,A, (f) -t- Z2A~(f) + - ' '  Z~_~A~_~(f) = 0, 
als% einer willMirlichen Constanten gleichgesetzt~ ein Integral der 
n ~ 1 gewShnlichen D!fferentialgleichungen: 

d x l  : d x 2  : . . �9 : d x , , _ l  : dx, , ,  : . . . . . .  : dx,~ 

h~..~-.m--1 h = m - - 1  
~ l :  2 . ~ : . . . :  ~ - 1 :  2: ~/,d~ , . . :  27 ~ a  k 

rt~ 
h~---I h ~ - - 1  
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und folglich auch ein InbgTal.der n -- m -~- l lineare, t,~talen l)itl~.r~,u- 
tialgleichungen: 

(II) d x i  = .E ~t~. dx,, ,  
h ~ l  

k -~--- m , m -~- 1, . . . ~ ,  

die aus den vorhergehenden dutch Elimination yon ,tl, i~: . . . .  1 ...... 
hervorgehen, undt man sieht unmittelbar, dass umg~,kehrt, wenn die 
Gleichung (]I) tin Integral f =  Const. besitzen, d. h. wenn es t,im, 
Function/e yon xl, x .~, . . ,  x,~ giebt, deren Differential dutch die (llei- 
ehungen (]I) allein identisch Null wird, diese Function eine gemeln- 
same LSsung der Gleichungen (I) ist. 

Die Aufgabe, eine gemeinsame L5sung der ~ -  1 liuearen par- 
tielien Differentialgleichungen (I)zu linden, ist demnach identiseh mit 
der &ufgabe, ein Integral der n ~ m -~- I liuearen tot~den Diffcrentlal- 
gteichungen (II) zu entdecken. Hiernach steht zu erwarten, dass ,iode 
Methode, die uns die Gleiehungen (II) integriren lehrt, gleichzeitig 
auch den Keim in sigh enthalten muss zu ether Integratiousmethode 
der Gleichungen (I). Dieser Gedan]~e gab die Veranlas~ung zu den 
folgenden Untersuchungen, deren Hauptzweek es ist, ehmn Weg aus- 
findig zu machen, auf dem man durch mSgliehst wenig Integrationen 
zur Ermittelung ether gemeinsamen LSsung mehrerer gleichzeitiger 
linearer pars Differentialgleichungen erster Ordnung mit derselben 
unbekannten Function gelangen kSnne. 

Dabei konnte aber yon vornherein eine sehr wesenfliehe Verein- 
fachung eingef~ihr~ werden. Da nKmlid~, wie I]err Clebseh gezeigt 
hat*), jedes-System solcher partieller Differentialgleichungen, das 
iiberhaupt eine gemeinsame LSsung besitzt, sieh zurtickfiihren li[sst 
auf eta Jacobi ' sches  System, d. h. im Besonderen auf ein System 
yon tier Form (I),  in welchem zwischen den Operationen A die 

(~n -- ~) (m -- *) Identit i ten stattfinden: 
2 

(UI) A , ( A ~  ( f ) )  - -  A ~ ( A , ( f ) )  = O,  

so war es auch nur nSthig, solche Systeme totaler Differentiatgtei- 
chungen in Be~racht zu ziehen~ deren Coefficienten die aus (HI) folgen- 

den Bedingungen erfilllen. 
Diese Systeme besitzen die Eigenschaft, dass ihnen durch n -  m-~ 1 

Integrale Geniige geschieht, u n d e s  wird sich zmliichst zeigen, dass 
ihre Integration zuriickk~mmt auf-die vollstiinaige Integration yon 
m ~ 1 Systemen yon je n ~ m -~ 1 gewShnlichen Differeutialglei- 
chungen erster Ordnung, wie dies~ unter Voraussetzung eines Systemes 

*) Crelle J. 65, 13. 257. '29 
Mataematische ~.nn~len, V, 
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totaler Differentialgleichungen, welches die angegebene Zahl yon In- 
tegralen besitzt, schon frfiher yon Herrn N a t a n t  bemerkt women 
is t*) .  Dutch eine Transformation der gegebeneIl Gleichungen abet, 
die derjenigen nachgebildet ist~ mit Hilfe deter Herr P. du Bois -  
t~eymond die durch eine Gleichung integrirbarea linearen totalen 
Differentialgleiehungen auf je eine einzige gewShMiche Differential- 
gleiehung erster Ordnung zwischen 2 Variabeln zurfickzufiihren ge- 
lehrt hat**), kann man bewirken, dass schon die Integration des 
ersten jener m -  1 Systeme zur vollsti~ndigea Integration der ge- 
gebenen Gleichungen geniigt, womit gleichzeitig die vollst~ndige LS- 
sung des iiquivalenten Jaeobi ' schen Systemes zurtickgeftihrt ist auf 
die vollstiindige Integration eines einzigen Systems yon ~ -  m-~  1 
gewShnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Hieraus endlich 
wird sieh, was fiir die Anwendungen ungleich wichtiger ist, ergeben, 
dass zur Ermit tehng ether gemeinsamen LSsung des Jacobi ' schen 
Systemes nut die Kenntniss eines einzigen Integrales jenes Systemes 
gewShnticher Differentialgleichungen nothwendig ist, wodurch z. B. die 
Anzahl der Integrale, deren man zur vol]stiindigen LSsung ether nicht 
linearen partiellen Differentialgleichung erster 0rdnung bedarf, wenn 
man absieht vom ersten~ gerade um die Hiilfte reducirt wird gegen 
die Anzahl yon Integralen, deren Kenntniss nach der vorziiglichsten 
der frfiheren Methoden, der Methode yon Wei ]e r -C lebseh***)  er- 
forderlich war. 

w  

Bedingungon dot unboschr~nkt~n Integrabflit~t. 

Zu den Systemen yon linearen totalen Differentialgleichun~en~ die 
im Folgenden aussch]iesslich betraehtet werden sollen, gelangt man, 
wenn man n -  m - ~  1 be]iehige, yon einander unabh~ngige Func- 
tionen yon n Variabeln x t x ~  . . .  x~ willkfirliehen Constanten gleichsetzt 
und die also entstehenden Gleichungen vollsf~ndig differentiirt. Durch 
Aufl5sung der derivirten Gleichungen naeh n -  m-~-1 yon den n 
Differentialen erh~ilt man- n ~ m -~- 1 simultane Differentia]gleichungen 
yon der Form: 

(1) dx~ ~ 27, a~ dxh 
h..~.l. 

k ~ m ~  m-}- l , . . . n ~  

in denen die a~ gegebene Functionen aller n Variabel~ sind und denen 

*) C r e l l e  J. 58, p. 303. 
*~) C r e l l e  J. 70, lo. 312. 

***) C r e l l e  J. 65, p. 263. 
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in Fotge ihrer Entstehungsart dadurch geniigt werden kann~ class man 
~r  x~ x ,~+ l . . ,  x~ passende Functionen der unabhKngigen Variabeln 
~l x2 �9 �9 �9 xm-1 setzt, Functionen, die tiberdies noch ~ - -  m -4- 1 will- 
kiirliche Constanten enthalten. Um mich kurz fassen zu k5nnen, will 
ich ein solches System linearer totaler Differentialgleichungen (1) ein 
unbeschriinkt integrables nennen. 

Wenn umgekehrt ein System linearer totaler Differentialglelchungen 
yon der Form (1) vorliegt, so fragt es sich zun~ehst, unter welehen 
Bedingungen ist dasselbe unbesehr~nkt integrabel, und welter, wmm 
diese Bedingungen erfiillt sind, wie kann man dasselbe integriren? 

Soll es ~ -  ra-J- 1 Functionen x~ x,~+~. . ,  x~ der unabhiingigea 
Variabeln xl x 2 . . .  x~_~ geben., welche die gege~enen Gleiehungen 
(1) ideatisch erfiillen, so muss~ wenn h und i irgend zwei verschiedene 
der Zahlen 1, 2, . . .  m ~ 1 bezeichnen, fiir diese Functionen 

~xk z~ Cxk i 

folglieh~ wenn man durch die Charakteristi]~ d andeutet~ dass bei der 
Differentiation x . . . . .  x~ als solehe Functionen yon xl, und x~ anzu- 
sehen sind, fiir welehe die Relationea (2) stattfiaden~ 

aa~ . da i = 0  
dx~. dx~, 

werden~ oder es miissen diese Functionen den Gleichungen geniigen: 

(3) ~ ~ + =  a~ -~,=~ - -  a~ ~ ]  = o .  

Ftihrt man allgemein die Bezeiehnung A~(f) ein fiir die Operation 

so kann man die Gleichungen (3) kfirzer also sehreiben: 

- = o .  

Diesen Bedingungen: deren Anzahl 

= (n - -  m q-  1) (m_-  ~)(m ~ ~_) 
�9 2 

ist,.muss demnach Gentige geschehen durch diejenigen Fun~ioaen 
x , , . . ,  x,  der unabh~ingigen Variabeln x ~ . . .  x.~_ ~, welche die Glei- 
ehungen (1) 15sen. Wenn abet, wie hier angenommen wird, diese 
~unctionen n -  m-~-1 willktirliehe Constanten enthalten sotlen, so 
ist dies nieht amders mSglich, als wenn diese Bedingungen sehon an 
sieh iden~iseh sin& 

Das iden~ische Bestehen der Relationen (3) oder (5) ist hiernach 
jedenfalls nothwendig~ wenn die Gleichungen (1) unbeschr~nkt integrabel 

2 9 *  
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sein sollen. Dass dasselbe auch hinreichend ist, wird der folgende w 
zeigen, welcher lehrt, wie man unter Voraussetzung tier IdentitKten 
(3) x . . . .  x, als Functionen yon x l . . .  x,,_l und yon n - - m  + l 
willkiirlichen Constanten so bestimmen kann, dass den Gleichungen 
(l) identisch genfigt wird. 

Zuvor bemerke ich noch, dass, da naeh (4): 

A ~ ( A k ( f ) )  - A , , . ( A , ( / ) )  

ist~ die Identitiiten (5) auch die folgenden nach sich ziehen: 

(6) A ~ ( A ~ ( f ) ) - - - -  A*~(A~( f ) )  , 

die fiir jede beliebige Nunction f gelten, und umgekehr~ die Bedingungen 
(5) ersetzen kSnnen. 

w  

guriickfiihrung des 8ystoras (1), falls die Rolationen (3) idontisch 
stattfinden, auf m -  1 Systome yon jo n -  m + 1 gow6hnlichen 

Differontialgleichungon erstor Ordnung. 

Wenn es iiberhaupt n ~ m -{- 1 Functionen x . . . . . .  x,~ der unab- 
h~ingigen Variabeln x l . . .  x .... 1 giebt, welche die Gleichungen (1) 
erffillen, so mfissen dieselbel~ zun'~ichst den n ~ m - ~  1 Gleichungen 
geniigen : 

?x,~ ._~ a I ~)xr,,+l , ~x~ 
(7) ~x, J,~ , ~.~, a;~+~ , . . .  ~ .~  ~ a t , .  

Diese Gleichungen, in denen x . ~ . . ,  x, ,_~ nur wie Constante eingehen, 
bilden ein System yon n - -  m -~ I gewShnlichen Differentialgleiehungen 
zwischen x , , , . . ,  x~ und xj. 

Sind daher: 

(8) ~ (x~ x ~ . . .  x,,~_~ x ~ . . .  x~) = c~ 
, ~ m ~  r e + l ,  . . . n  

n -  m-F-1 yon einander unabhiingige Integrale dieses Systems, so 
miissen die LSsungen x m . . .  x~ der Gleiehungen (1) enthalten sein in 
den Gieichungen (8), deren Integrationseonstanten ca nur yon x,~ ... x,~-i 
abh~ingen diirfen. 

Die Gleichungen (8), als vollst~ndige Integralgleichungen des Sy- 
stems (7), sind stets aufliisbar naeh x ~ . . .  x~. Man kann diese Glei- 
chungen daher benutzen, um dutch dieselben c m . . .  c~, an Stelle yon 
x,,~.., x~ als neue abhiingige Variabeln einzufiihren. 

Aus (8) ergiebt sich durch vollsts Differentiation und Sub- 
stitution der Gleichungen (1): 
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elc~ = 27 

glerin ist aber der Coefficien~ yon dx  I identisch Null, weil die Glei- 
chungen (8) nach Voraussetzung Integrale des Systems (7) sind. Unter 
Ehlffihrung der Bezeichnung (4) bleibt d~her 1mr: 

]l-~-*n-- 1 

(9) alex -~ 22 Aj,(tpz) dx~,. 
h -~- 2 

Aus diesen n ~ m + 1 Gleichungen, in denen man" rechter Hand fiir 
xm " �9 x~ die aus den Gleichungen (8) folgenden Werthe einzusetzen 
hat, sind demnach die neu eingeftihrten GrSssen c . . . . . .  c~ zu bestimmen. 

Sollen abet die Gleichungen (8) Integrale des Systems (7) bleiben, 
so miissen die cx unabhiingig yon x I werden; also darf xt in den Glei- 
chungen (9) nicht vorkommen. 

Dies ist in der That auch der Fall. Da niimlich nach (6) 

A~ (Ah (f))  = A~,(A~ (f))  
uud Aj (9~)~-0  is~, so ist auch 

f----- A~,(9~) 
eino LSsung der Gleichung A I (f) ~--- 0, oder A~(tp~) ~--- Const. ein In- 
tegral des Systems (7); daher werden nach Substitution der Werfihe 
yon x ,~ . . ,  x,~, die sich aus den lntegralen (8) dieses Systems ergeben, 
die husdrficke Ah(~0~) unabhiingig yon x 1. 

Die Gleichungen (9) sind somit silmmtlich fret yon x I u n d  ki]nne~t 
sich daher nid~t iindern, wenn ma~, in ihne~ diescr Variabeln i,rgend 
wdchen Werth beilegt. 

Das gegebene System (1) ist nunmehr zurtickgeffihrt auf das 
System (9)~ welches nut noch m -  2 unabh~ngige Yariabeln enth~itt. 
Dies letztere Sysiem l~st  sich im Allgemeinen, d. h. solange mail 
fiber das System Integrale der Gleichungen (7), durch welches die cx 
als Integrationsconstanten eingefiihrt werden, nichts Niiheres festsetzt, 
offenbar erst aufstellen, nachdem man diese Integrale gefufidefl hat. 
~immt man aber fiir die c~ ein bestimmtes System Integrafdonscon- 
stanten der Gleichungen (7), n~mlich die Anfangswerthe der abhilngigen 
Variabetn, so erhMt man den grossen Vortheil, die Gleichungen (9) 
vor aller Integration bilden zu kSnnen. 

Man kann dies direct aus dem Sysiem (9) erkennen, es zeig~ sich 
aber noch klarer, wenn man ausget~t von einem andern, den Glei- 
chungen (9) ";~quivalen~en Systeme. 

Bezeiclme~ man dutch: 

(10) x ~  = ~,~ ( x ~  x 2  . .  �9 x , , _ ~  c,~, . . �9 c ~ )  

die huflSsungen der Integrale (8) nach x , , . . ,  x~ oder die ~ollst'~h~- 
digea LSsungen der Diii~ren~ialgleichungen (7), uad fiihrt direc~ dutch 
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(10) die cz als neue abhiingige Variable in die Gleiehungen (1) ein, 
so erh~|t man jetzt zur Best!mmung der cz die Gleielmngen: 

z=~ aV'k /,=,,,-I ( ~V~ 
( l l )  22 d ca -~- .,~ a a 

in denen dureh die Substitutionen (10) aueh die a~ auszudrfieken sind 

�9 in .q :z~ . . . X .... ~ C . . . . . .  C,,, and bei deren Aufstellung benutzt worden 
ist, dass durch diese Subs~itutionen identisch 

wird. 
Wenn man diese n ~ m q- 1 Gleiehungen naeh dc~, . . . .  de,, auf- 

15st, so muss man wiederum zu den Gleiehungen (9) gelangen. Man 
kann daher die letzteren ersetzen dureh die Gleiehungen (11). Und 
&~ naeh dem u die Gleiehungen (9) ~'rei yon x, sind, 
so ist es gestattet, auch vor der Aufl6sung direct in den Gleichungen 
(11) der gariabeln x, irgend einen beliebigen Werth beizulegen, ftir den 
diese Gleiehungen noeh nuflSsbar bleiben. 

Dies vorausgesehiekt seien nun 

(12)  x~ ~ z~- (x ,  x . _ , . . ,  x . . . .  ~ x, ~ . . . .  x ~ )  

die vollst~ndigen hSsungen der Gleiehungen (7), ausgedrOekt in xj und 
den Werthen x ~  x ~ tier abhgngigen V~iabela  x,, . . . .  xa~ welche 
dem eonstanten Anfangswer~he xl 0 yon x I angehSren. ~ Dieser An- 
fangswerth xl ~ kann beliebig gewghlt werden~ nur darf for denselben, 
dumit die zugehSrigen Werthe der abhKngigen Variabeln willkfirlieh 
bleiben, keine der GrSssen a~. unendlich oder unbestimmt werden. 
Die AusdrOcke ~ indem sie die Werthe sind, die sich dureh Auf- 

lSsung der aus den Integralen (8) folgenden Gleiebungen 

~ ( x ~  x2 �9 �9 �9 x ~ _ ~  x ~ . . .  x~) = ~ ( x , O  x~ . . .  x ~ _ ~  x ~ . . .  x .  ~ 

fiir die u xk ergeben, haben dann die Eigensehaft,  flit x I ~ xl o 
sich auf x~ zu redueiren. 

Setzt man daher in dem 8ysteme 

X dx~ = 22, a ~  dxa 

welches sieh aus (1) e r~ebt ,  wean man dutch die Subs~itufionen (12) 
die Anfangswerthe x,~ x~ an Stelle yon x , , , . . ,  x,, als neue Variable 
eilffiihrt, and in welehem naeh dem Vorhergehenden x~ einen beliebigen 
Werth erhalten daft ,  x 1 = xl0, so redueirt sieh dasselbe auf: 

h~---m--1 
( t a )  d x  ~ = z C d x ^ ,  
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worth allgemein a~ ~ den Werth bezeichnet, den a~ durch die Substi- 
~u~ionen 

X 1 -~-XI0 ~ X~n ~ X ~  . . .X~ ~ X ~  
annimmt. 

Aus diesen n - - m - ~ - 1  Gleichungen (13), die, wie man sieht, 
vor jeder Integration des Systems (7) aufgeste]It werden k S n n e n ~  sind 
also die Anfangswerthe als Functionen yon x,~ . . . x , , , - 1  zu bestimmen. 

Die Gleichungen (13) aber bilden ein ganz ebensolches System 
wie die gegebenen Gleichungen (1)~ nur mit einer unabhilngigen 
Variabeln xl weniger. Denn da nach Voraussetzung identisch: 

( 
~, x i ~ x~, ~ . . . .  ~ x ~  / - ~  

isl, so hat man auch identisch: 
/,0 / 0  , ~ 1,0 ~ i 0  

G g h  

c x;,; (; X~ / O ~ 

also erfiillt aucl~ alas System (13) die Bedingungen tier unbeschrilnkten 
Integrabilit~t. Man kann d~eses Syslem daher genau so wetter be- 
handeln, wie vorher das gegebene, n~mlieh dutch Integration eines 
zweiten Systems yon n - m -p 1 gewShnliehen D~fferentialgleiehtmgen 
ers~er Ordnung dasselbe zurfickftihren auf ein unbeschr~nkt integrables 
System mit nut noch m -  3 unabh~ngigen Variabeln u. s. f., so dass 
man sehliesslich naeb Integration yon m - - 1  Systemen yon je ~ - - m ~  1 
gewShnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung, yon denen jedes 
unabh~ingig yon den andern aufgestellt und behandelt werden kann, 
zur vollst~ndigen Integrgtion des gegebenen Systems (1) gelangen und 
dutch ein recurrirendes System yon Formeln x , ~ . . ,  x~, ausgedrtickt in 
x~ x~ � 9  x,,_~ und den n - -  m-~  l willktirlichen Constanten des letzten 
jener m ~ 1 Systeme erh~lten wird. 

w  

Zuriiekfiihrung des unbeschr~nkt integrablen Systems (1) auf ein ein- 
ziges System von n -  m ~ 1 gewShnlichen Differentialgleiohungen 

erster Ordnung. 

Dutch die im vorigen w angegebene Methode wird die Integration 
des gegebenen~ unbeschr~inkt integrablen Systems (1) zuriickgefiihrt 
auf die Integration yon m --  1 Systemen yon je n - -  m -{- 1 gewShn- 
lichen Differentialg]eichungen. Wenn aber der besondere Fail eintreten 
sollte, dass man die Cons~ante xi ~ so w~hlen kSnnte~ dass fiir x~ ~ xj" 
siimmtliehe (m - -  2) (~z - -  m ~- 1) GrSssen: 

a 2  3 m ~ 1 
k 6bk " ' " 6bk 
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den Werth Null erhieRen, so wiirden die Gleichungen (13)~ auf welehe 
durch integration der Gleichungen (7) das gegebene System (I) zuriick- 
geftihr~ ist, sich auf 

d x~ ~ -  0 

reduciren und daher sofo~t ergeben 

x, ~ ~ Const. , x~ ~ Cons~., . . .  x ,  ~ ~ Const. 

Es wiirden uns dann also sehon unmit~elbar die vollsti~ndigea LSsurJgen 
des ersten jeaer n - -  m --~ 1 Systeme gewShnlicher Differentialglei- 
chungen, ausgeddiekt in xf und den Anfangswerthen yon x . . . .  x, 
ffir x I ~ x t  ~ sobald darin diese Anfangswerthe als willkiirtiehe, yon 
x ~ . . .  x,,_~ unabh~ngige Constanten angesehen werden, die vollst~n- 
digen LSsungen des Systems (1) ergeben. 

Dieser scheinbar sehr besondere Fall l~sst sich nun stets dureh 
eine passende Transformation der Gleiehungen (1) herbeifiihren. 

Flihr~ man an Stelle yon x I xe . . . x~_a m - -  1 andere GrSssen 
a 1 a 2 . . .  a,,,_~ dutch m ~ i beliebige, yon einander unabh~ngige Glei- 
chungen 

(14) x~ - ~  x~(a  1 %  . . .  ~ , , - 1 )  

als neue Variabie ein~ so verwandeln sich die Gleichungen (1) in: 

(15) dx~  ~ 27, b ~ dt~t k 

w o r t h  : 

h~-m- -1  ~ X  h 
(16) b~ ~ 27 a h 

h=l k ~a~ 

Zu gleicher Zeit erh~ilt man,  wenn man in ether beliebigen Function 
f yon x~ x ~ . . .  x ,  die Substitutionen (14) macht: 

iblglich :" 

o 

O~ i k~--ra k ~ m  

Da wit aus dem Vorhergehenden wissen, dass alas urspriingliche Sy- 
stem (i) ein unbesehriink~ integrables ist,  sobald die lden~i~i~ten (3) 
bestehen, so folgt unmRtelbar, dass unter dieser u auch 
das transformirte System (15) dieselbe Eigenschaft besRzt und daher 

zwischen den Coeffieienten b~ desselben die Relationen identiseh s~att- 
finden mfissen : 

~b~ ( , (is) 
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in denen k ~--- m, m + l ,  . . .  n Lind 9 und a irgend zwei der Zahlen 
1, 2~ . . .  m -  1 sind, und die, wenrl wir allgemein 

~f ~=~ ~f 
(19) / ~ ( f ) - - - - - ~  + = Z b ~  ~xz 

selden, die folgenden nuch sich ziehen: 

(Bo (f)) = ( f ) ) .  
Dies lisst sich auch leicht dutch die Rechnung verificiren. 

Man hat n:,imlich nach (I6): 

~bak ~bek h=m--l ( Oa~ ~x,, ~a~ _~xl~ ~ 

= ~' . . . .  r 

l i n d  : 

~l~---m 

Bilde~ man hiermi~ die linke Seite der Gleichung (18) und vertauscht 
in den negativen Gliedern die beiden Summationsindices h und g, so 
erh~ilt man : 

welche Formel direct nachweis~, dass yon den beiden Systemen iden- 
fischer Relafionen (3) und (18) das eiue stets das andere nach sich 
zieht. 

Man kann somit zur Integration des aus dem gegebenen unbe- 
schrlnkt iniegrablen System (1) dutch die Substitutionen (14) hervor- 
gegangenen Systems (15) gena~l dieselbe Methode benu~zen, die im 
vorige~ w fiir die Integration yon (l) gewonnen wurde. 

Naeh dieser werden wir zuerst die n - -  m + 1 gewShnlichen 
Differentialgleichungen 

(21) ~ z ~  ~ x,~+ 1 ~ ~ x~ 

vollstlndig zu integriren und die Inbgrationsconstanbn anszudrficken 
haben.dureh die Wer~he x~ , . . ,  x ~ der Vari~beln x . . . . . .  x,, welche 
dem constunten Anfangswerth a~ ~ yon % entsprechen. Die also e~- 
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hal~enen vo[lst'~ndigen LSsaagen der Gleichungen (21) gebell uas daub 
zugleich aueh die vollstindigen LSsungen des Systems (15): wenn wit 
in ihnen fiir x~  x~ diejenigen Functionen yon % . . . a,~_l setzen~ 
die sich dutch vollstindige,Integration des Systems ergebea: 

(2_9) d :~  = " : ' ~ -  ~ 

dessen Coefficienten Fk ~ aus den Goeffieienten 

b~ ~ ~ %: 

der Gle~ehungej~ (15) durch die Annahmen: 

ez t ~ l  ~ ~ x , n ~ x ~  . .  .~  x , ~ x ~  
hervorgehen. 

r i . �9 Nun aber steht uns die Wahl de Substttutmnen (14) vollkommell 
frei und es erhell~ leieht~ dass wir dieselhea immer so eindchtea kSnnen, 

dass s~mm~liche Coefficien~en b~ ~ der Gleiehangen (22) verschwinden. 

]- der Tha~ brauche~ wir zu deal Ende die Subsl[i~u~ionel~ (]4) attr 
yon der Form zu nehmen: 

(23) x~ ---~ x ~ + (% __ ~ o ) / ; , ,  

o Co~s~aut% dagegen [l f~ /~,~-1 betiebige m 1 worin cq ~ und die xl, . . . .  

~u chonen yon aj a,, ~m-~ sind, die nut  seibs~verst~adIich stets 
so gewahlt werden miissen, dass die Glelchungea ( 2 o )  unabh~ngig yon 
einaader in Bezug auf % ~ . . .  e .... ~ werden. 

HieMurch wire]: 

b ~ --": . . . .  ~ ~ (A ~h~ 
und t~r i > 1 

~ = ( ~ - " , 9  ~ ~ �9 

Wean wit daher der ~rbsse a~ ~ irgend einen so]ehen cons~anbn Worth 
beilegen, dass keine der m -  i Funetioaen fz unendlich oder unbe- 
s~imm~ wird f~ir a t = a o, wenn wit fiberdies die Constanten 

. 0  :z'IO ~ 2  0 . . . 3~u_ i 

so annehmen, class fiir: 

�9 T,,j ---~ Xl 0 ," ~ ~ ~ 2 0 ~  �9 �9 ' ~m--I ~ ~0~--i 

sSmmtliche a,~ endlich and bestimm~ bleiben~ so wird ffir a~ = a~ ~ jedes 
b { ~- 0, in welehem i > 1 is% w~hrend die GrSssen b l~ ffir ~ ~- a ~ 
endliche und bestimmte Werthe behalbn. 

Bei dieser Wahl der Subs~i~uLionea (14) siud daher die volls~a- 
digen LSsuagen der ~ - -  m + 1 gewShnlichen Differeafialgleichm~gen 
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(21),  ausgedriick~ in aj uild detl Aafangswcr th~ yon x . . . . . .  x,  fiir 
gl ~ a~ wenn man in denselbea diese Anfaagswerthe als willktlrliche~ 
yon a 2 as �9 - . a , ,_ l  unabhgngige Constanten betrachtet, zugleich auch 
die LSsungen des Systems totaler Different~algleiehungen 05)  dar. 
Aus diesen erh'~lt man abet die LSsungen des gegebenea Systems (1), 
wenn man fiir a I ~.z �9 ." ~,,~-1 die aus den Substitutionen (23) folgendea 
W er the  einsetzt. 

Die Integration des gegebenen Systems yon n - -  m linearen to~len 
Differentialgleiehungen: 

l ~ = m - -  1 

(1) dz~ = ,V ~,~ dx,, 
h : ~ ] .  

k = ~ m ,  r e + l ,  . . . u  

liisst sieh somit in der Voraussetzung, dass zwisehen den Coeffieien~n 
desselben die identischen Relationen bestehen: 

( ) /I I 

---~0 
~x~ ~ ~=~ 

in folgeader  Weise zuriiclffiihren auf die Integration eines einzigcn 
Systems yon n -  m + 1 gewShnlichen Differentialgleichungcn erst~r 

Ordnung:  
M a n  fiihrt an Stelle yon x I x~ . . . Xm--1 dutch die, unter den vorhi~t 

angegebenen Beschrtinkungen willlciirlich gewghlten Substitutione~ 
,0 

(23) xl, -~- :5, ~- (al - -  aJ~ /i  

die Grgssen al a2.  . . a,,~-i als ncue unabhgiugigc Variabh" tin. Hip',r- 
du tch  geht das gegebene System ( l )  iiber in  da~ [blgendc: 

i = m - - 1  . 
$ 

(15) dx~ ~ F. b~ cl~,  

aus dessert Coefficiente~ 

h..~-I \ 

(24) . ." ,,=~-~ ~ ~/~, 

x~ ~ . � 9  xr~-~ d~urch die Substitutione~ (23) zu climiniren sind. IIat  
m a n  dan~  die aus (15) folgenden n - -  m .~- 1 gcw6hnliclw~ Diff~reatial- 

gleichungen erster Ordnung 

(25) ~,, ~ ,  

vollst~indig integrirt und die Integrationsconstanten ausgedriickt dutch 
die Anfangswerthe  x ~ . . .  x ~ f~ir r  r o, so ~ind dic so erhaltem ~ 

~te ichungen zwischen 
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und den willkiirlichen Constante~ x ~  x~ die vollst~ndigen lntegral- 
gleichungen sowold der gew6hntichen 1)ifferentialgleichungen (25) ~ls 
auch der totalen Differentialglvichungen (15) and man braucht daher 
nur aus diesen Gleichu~wen al ~.).. �9 a,~_, mit Hilfe der Formeln (23) 
zu etiminiren, um die vollst~indigen Integralgleichungen des gegebenen 
Systems (1) zu erhalten. 

Die einfachste Art, den an die Substi~utionen (23) gestellten For- 
demngen in allen Fiillen zu genfigen~ ist die, dass man 

X, 1 ~ ~Z 1 
und ffir h ~ 2 ,  3, . . . m - - 1  

setz~, worin die Constanten a l~176  x ~ - i  nur so zu w'~hien sind~ 
dass ftir 

X t ~ ~10 ~ X2 ------ X20.~ �9 . �9 gin--1 ~ XO~_l 

unendlich oder unbestimmt wird. Man erh~lt keine der GrSssen a k 
dann : 

b~ l a 2 m -  1 

b k ~ (0:1 , - -  (~10) ( ~  , i > 1 .  

Bei der Ableitung des vorstehenden Satzes ist kein Gebrauch gemacht 
worden von der Aequivalenz der unbeschriinkt integrablen Systeme yon 
linearen totalen Differentialgleiehungen und der J a c o b i'sehen Systeme 
yon ]inearen pargel]en Differen~algleichungen in der bestimmten Ab- 
sicht, die Integration der letzteren lediglich aus der Untersuehung der 
ersteren zu schSpfen. Will man abet die bekannten Eigenschaften der 
Jacobi ' schen  Systeme zu ttilfe nehmen, so kann man sieh yon der 
Zurtiekftihrbarkeit des unbesehr~inkt integrablen Systems (1) auf das 
System gewShnlieher Differentialgleichungen (25) auch noeh auf anderem 
kiixzeren Wege ganz ohne Rechnung iiberzeugen. Um den Gang der 
Untersuchung nich~ aufzuhalten, lasse ich diese zwei~e ~kbleitung des 
obigen Satzes, die sieh noch mehr als die vorhergeher, de der Schluss- 
weise anschliesst, durch welche Herr P. du B o i s - R e y m o n d  diese 
Zuriickfiihrbaxkeit fiir den speciellen Fall einer einzelnen linearen 
totalen Differentialgleichung naehgewiesen hat~ erst am Schlusse (w 7.) 
fotgen. 

w  

Integration des J,ar Systomes A~(f)~ O. 

Nach dem vori~en w sind die volls~ndigen Integralgleichungen 
der gewShnlichen Differentialgleichu~gen (25)~ ausgedrti~kt in a I u n d  
den constauten Anfaagswerthen yon x, . . . .  x~ fiir aj ~ al ~ g-leichzeitig 
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auch die vollstEudigell Integralgleichungen des Systems tokMcr Diffe- 
rentialgleiehmlgen (15), das aus dem gegebenen (1) durch die Sub- 
stitutionen (23) hervorgeht. 

Die vol]stis Integralgleichungeu eines Systems gewShnlicher 
Differentialgleichungen erster 0rdnung besitzen aber die Eigensch~fft, 
dass sie auflSsbar sein miissen, sowohl nach den abh~ngigen Variabeln 
a]s auch nach den Anfangswerthen derselben. 5laiz kmm dal.,r die 
vollstiindigen In tegralgleichungen des Systems (25) benutzen, eimnal, 
um aus ihnen x , , . . . ,  x , , ,  das andere Ma]~ um .d',,-.- .d', zu l~e~i.immen. 
Es seien : 

(26) xk  = ~pk(a I u~ . . . .  ~ ,~ -1  x~ .~,,,)'~ 

and: 
0 . 92~4 ) (27) Xk ~ Z~ (~1 a2 �9 " ~,~- 1 X . . . . . .  

o l)urch dlc Substitut{(meu die also erhaitenen Wer~he der xk und der x~. 
(26) miissen dana die Gleichungen (27) identiseh erf[illt werden, mfisseli 
folglich die Ausdriicke 

iden~isch verschwinden. D a  abet nach dem Vorhcrgehendcn diese 
Substitutionen zugleic]l dem Systeme (15) oder den Gle, ichungen: 

genfigen~ so muss dasselbe auch yon den Ausdriickcn gelten: 

~zk + 2.' b~ ~z~ 

wie auch direct daraus hervorgeht~ dass die Ausddlcke //~,(Z~) dutch 
die Subs~itutioaea (26) unabh~ngig ~oa at werden mlissen, weil bei 
unseren Anaahmea Bu (Z~)-----0 mid damit wegen 

B, (B,,( f ))  ----- .B,,(B,(f)) 
zugleich auch Bl (B~, (Z~)) : 0 ist, diese Ausdr[icke aber verschwinden, 
wenn man al ~ at ~ setzt, well hierdurch ~, sich auf x~ reduciren 

muss und iibexdies jedes b ~' --~ 0 wird, in dem h > I. 
, k 

Das l~esultat Null der Substitution der Werthe (26) in die Aus- 
driicke B~,(Z~) kann abet nicht abgeiindert werden, wenu man darin 

riickwiirts filr die x ~ ihre Werlhe (27) einsetzt, wodureh die Substi- k 
tufion selbst aufgehoben wird. Also muss schon vor der Substitution 

jedes B~ (~) ~ 0 

sein, oder es sind 
f - - - ~  ~, ~ . , + i ,  - �9 �9 ~- 
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LSsungen des Jacobi 'schen Systems yon m ~ 1 linearen partiellen 
Differentialgleiehungen: 

Of sL(f) 
Dieses Jacobi ' sche  System aber 
dem undern: 

A~,(f) ~ ~-:xf 

geht, wie die Formel (17) lehrt, aus 

+ 

dadurch hervor, dass man dutch die Substi~utionen (23) a 1 % . . .  a,,-1 
an Stelle yon x I x ~ . . .  x ..... ~ einfiihrt und muss sieh umgekehrt wieder 
in ietzteres verwandeln, wenn man rfickwiirgs die r dureh die x aus- 
drtickt. Die LSsungen [ = Xm, Z,~+x, . �9 �9 X~ des ersten Systemsgeben 
uns daher, sobald wit in denselben far a t a ~ . . .  a,~-i die. aus den 
Subsfitutionen (23) folgenden Werthe setzen~ zugleich auch die ]55- 
sungen des zweiten, dem gegebenen System (1) iiquivalenten Jaeob i -  
sehen Systems. 

Hieraus en~springt die folgende Me~hode zur vollst~ndigen Inte- 
gration des gegebenen Jacobi ' schen Systems yon m -  1 linearen 
parfiellen Differen~ialgleichungen: 

~ _  ~='*,, 0/'___0 (28) A,,(f) = % S=~ a z 

h~--1,  2~ . . . m - - 1 .  

Man driicke dutch die m ~ 1, unter den im vor. ~ angegebenen Be- 
schriinkv/agen beIiebig gewi~hlten Subst#utionen 

(23) - -  + _ . ? )  

die Gr~ssen: 

= .~ ak fa + ( a  1 -  aO) gfa] b Z~ 

b~ ~ ( .~ - -  ato ) z a ~ h=x ~b-~'  i >  1 

dur& % a 2 . . . a,~-a x , ~ . . ,  x ,  aus und bilde mii  d~n ersteren die 
n ~ m + 1 gewShntichen Differentialgleichungen erster Ordnung 

Hat man diese Gleichungen vollstiindig integrirt und die Integration~ 
constanten ausged~iiel~t dutch die Anfangswerthe x ~  x~ der ab- 
hiingigen Variabeln fiir a~ ~--- a~ ~ so liefert die Aufl6sung der erhaltenen 
Integralglei&ungen nach diesen Anfangswerthen n - -  m + 1 ~unctionen 

welehe die n ~ m + i L6s~mgen sind des Jacob i ' s&en  Systems: 
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;) f ~ = ,, ---- + x ~,~ , r  = o (~9) ] o ; , ( f )  , % ~ . . . .  ,~.,. 

~nd die, wenn ~ a n  aus ihnen rail Hills d,,,' GleM~ung,,n (23) re, cg,~.., a . . . .  , 

el'imi~irt, iibergehen in die , n -  m + 1 Liisungcn des geRcbcm,,, J a -  
co bi'schen Systems (28). 

w  

Zur Auffinclung einer L~sung dos gegebenen J acobi 'schen Systems ~.~ 
ist nut erforderlich die Kenntniss eines beliebigen Intograles der ge- 

wbhnlichen Differontialgleichungen (25), 

Dutch  den letzten Satz is~ die Auffindung alb.r LSsungcn sines 
J a c o b i ' s c h e n  Systems yon der Form (28) zurflckgefiihrt auf die coll- 
st~ndige Integration sines einzigen Systems yon ,~ - ~n -}- I gewShn- 
lichen Differentialgleichungen erster 0rdnung. Bei den moisten und 
wichtdgsten Anwendungen der J .~cobi 'schen System% bei der Inte- 
gration tier partiellen Differentialgleiehungen erster Ordnung xmd bei 
dem P f a f f ' s c h e n  Probleme handelt  es sich aber gar nicht am die 
allgemeine LSsung der auftretenden J a c ob i ' s c he n  Systeme, sondern 
es kommt  immer nut  darauf an ,  yon jedem eine LSsung zu ermitfeln. 
Daher is t  es yon der grSssten Wichtigkeit zu untersuehen, ob man 
nid~t~ auch ohrte des System (25) volls~ndig integrirt zu haben, sine 
LSstmg des J a c o b i ' s c h e n  Systems (28) oder (29) finden k5nne. 

Angenommen,  man habe irgend ein Integral 

l i ' (~ ~2 �9 �9 �9 r x,, . . . .  x,,) = Const. 

der Differentialgleichungen (25) gefunden. Die vollstgndigen LSstuagen 
dieser Differenti~lgleichungen, "ausgedrtickt in a, und den Anfangs- 
wer~hen yon x . . . .  x= flir ~l ~ a, ~ genilgen dann der Gleichmg: 

,,o z~)  = 0. 
(nO) U ~  F ( , ~ ,  , ~ . . .  ,~ . . . .  ~ l~,~. .  �9 x , , ) - -  F ( ~  ~ ~ . . .  ~ . . . .  ~.,  . . . . . .  

Rach w 3. genfigcn aber diese LSsungen, wenn man in ihnen :,;'), . . . .  ~ 
uls unabhgngig  yon a 2 . . �9 ~,~-1 ansieht, each den totalen Differentiab- 

gleichungen (15) ode1" den 'Gleichangen:  

~xk p, 

8ie mtlssea ~blglich aueh den Gleichungon identiseh genilgen: 

die man dutch Differentiation der Gleichung U--~-0 naeh ~, unter 
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Berficksichtigung der Relatlonen (31) erhKlt*), l:Iierbei ~st die Form 
der Gleiehung U-----0 ganz gleichg~iltig. Genau dasselbe gi]~ auch 
fiir jede Gleichung V~---0, die durch irgend welche algebraische 
Operationen aus der Gleichung (30) hervorgeht. 

Von den m -  1 Gleiehungen (32) ist die erste stets identisch, 
oder, falls man diese Gleichung nieht direct mit der Gleichung (30), 
sondern mi~ einer beliebigen anderen, dieser ~quivalenten Gleichung 
gebildet hat, doch eine blosse algebraische Folge der Gleichung U ~ 0. 
Under Umst~nden kann auch yon den ~ibrigen ein Theft identisch oder 
eine blosse algebraische Folge der Gleichung U--" 0 sein. Diejenigen 
aber tier Gleiehungen (32),  welche diese Eigensebaf~ niche: besitzen, 
sind neue Integralgleichungen des Systems (25). Mit jeder solchen 
neuen Integralgleichung kann man nun ganz ebenso verfahrefi, wie 
mit der Gleichung U ~---0 und erkennt so die MSgliehkeit, aus einem 
einzigen Integrale der gewShnlichen Differentialgleichungen (25) durch 
blosse Differentiation eine gauze Reihe neuer Integralgleichungen der- 
selben abzuleiten, Integralgleichungen, die alle demjenigen System 
vollst~ndiger Integralgleichungen dieser Differentialgleiehungen ange- 
hSren, aus dem sigh die abhi;ngigen Variabeln dureh ~1 und die far 
~, ~_ r genommezien An#angswer~he bes~imraem 

Verbinde~ man hiermi~ die Bemerkung (die auch schon im vor. w 
h'~tte benutzt werden kSnnen, um zu zeigen, dass die dor~ erhaltenen 
Ausdriicke /~(;~) identisch Null sein mfissen), dass sich aus Glei- 
chungen, welche einem solehen System vollstiindiger InSegralgleichungen 
angehSren, niemals eine yon den Anfangswerthen der abh~i~ngigen 
Variabeln vSllig freie Gleichung ergeben kann, oder dass, wenn man 
eine solche G]eichung erhalten hat~ dieselbe nothwendig identisch sein 
muss, so wird man auf den folgenden Weg gefiihrt, urn yon dem ge- 
gebenen Integrale i~ ~ Cbnss oder U ~ 0 tier Gleic]~ungen (25) zu  einer 
L6sung des J a c o b i ' s c h e n  Systems (29) zu gela~gen. 

Wir bringen durch AuflSsung nach ]rgend einem in dem Integrale 
U ~ 0 vorkommenden Anfangswerthe der abh~ngigen Variabeln~ z.B. 
nach x,~ diese Gleichung auf die Form: 

*) Dies liisst sicb wiederum auch direct einsehen. Nach Voraussetzung ist 
n~mlieh /~1(~')-~ 0, folgiich auch B I ( U ) ~  O, folglich wegen: 

auch ~i ( .B l , (U))~  O. Der Wer~h, den BI,(U ) ffir die vollstiindigen L(isungen der 
Differentialgleichungen (25) erhi~l~, is~ also unabhgngig yon a i. Dieser Wm~h 
versehwindet abet, wenn man a I ~ ai o setzt, weft hierdureh x m ~ xOm . . . .  x n ~xOa~ 

daher nach (30) OU ~ 0 wird und zugleieh jedes bk ~ versehwindet. 
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0 (33) .~,~, ~ U , , , ( , ,  ,~., . . . , . . . .  ~ x . . . . . .  x , ,  ~ : , , , §  . . . x:~,) 

und bilden hiermit (lie m ~ 1 Gle]ehun~en 

(34) ]S,,(U..) ~u,. + , = .  /, v.U,,, , - Z b ~  ~ - ~ O ,  
(9 r162 /, ~ m 6 ,%' k 

roll denen die erste identisch ist. Vou diesen Gleichungen kann keine 
3 t " Cr eine blosse algebraische l~olge der Glelchun o (33.) sein, da '~ in ihnen d m 

gar nicht vorkommt. Sind sie siimmtlich, ebenso wie die erste, an 
sieh identisch, so ist umuittelbar der aus U = 0 erhaltene Werth U,, 
yon ~o eine gemeinsame LSsung der m - -  1 linearen partiellen Differen- 
tiMgleiehungen (29). Ist dies abet nieht der Fall,  so muss sich aus 
den Gleichungen (34) stets noch ein Theil der iibrigen Anfangswerthe 
x,~ x ~ bestimmen lassen, well es nach dem Vorhergehenden un- 
mSglieh ist,  diese Anfangswerthe vollstihldig zu elinfir, iren. Nehmeu 
wir an,  dass sieh o ~o x,,+l~ . . . .  v , ,+h-i  aus den Gleichungen (34) be- 
stimmen liessen, so k5tmen wit nun mit jedem der also erhaltenen 

Wer~he 
x~ = U),~+~ ( t q . . . t ~  .... ~ x . . . . . .  x,  x , , + l , . . .  
�9 �9 . . . .  �9 . . , �9 . , , �9 , �9 , �9 , 

o U ~ , + ~ , _ ,  ( a t  �9 �9 �9 a , . _ ~  x ~ .  x ~  x ~ , + h ,  x ~  

ebenso operiren~ wie vorher mit der Gleiehung (33) und werden hier- 
dutch zu Gleichungen gelangen, die nicht eine blosse algebraische 
Folge der vorhergehenden sein kSnnen, well sie die GrSssen 

X Or . . 0 �9 ~ m  + h - 1 

gar nicht enthalten, die viehnehr an sich identisch seil~ oder ihrerseits 
wieder einen Theil der fibrigen Anfangswerthe bestimmen milssen. 
Auf diese Weise wird man, falls man nicht vorher schon auf eine 
gemeinsame LSsung der m -  1 Gleichungen (29) gekommen ist, 
schli'esslich da~u gelangen mtissen, alle in dem gegebenen Integrale 
U ~  0 enthaltenen Anfangswerthe der abhiingigen Variabeln auszu- 
driicken dutch a I u2 �9  �9 a , ,_~  x,n �9 �9 �9 x~ alleiu. Biidet man aber nun 
mit irgend einem dieser Ausdriieke die m - -  1 Gleiehungen Bh(f) ~ 0, 
so sind diese fret yon allen Anfangswerthen und miissen d,~her an 
sieh identisch seth. Jeder dieser Ausdriicke ist also (was iibrigeas 
such direct aus dem vorigen w folgt) eine L5sung des J a e o b l  sehe 
Systems (29) und tblglich ~uch, nachdem man riIekwlirts ftir 

ihre Werthe aus den Substitutionen (23) gesetzt hat, eine LSsung des 

gegebenen J u c o b i ' s c h e n  Systems (28). 
U~n also eine Lt i sung dieses J a c o b i ' s c h e n  S y a e m s  yon m - -  1 

l inearen par t ie l ten  Dif f~.ent ialgleichungen ~nit n unabhiingi.qen Variabr'ln 

zu  f inden ,  is t  es nqxr ,~6thig, izye~d ein Integral  der n ~ m + 1 ye- 
30 

~ a t h e m ~ t i ~ l ~  A - ~ n a l e n .  u  
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w6hnlichcn Differentialgleiehungen (25) z~e kc~men. Nach der vorziigr 
lichsten der frfiheren Methoden*) dagegen erforderte die Auffindung 
einer solchen LSsung die Kenntniss je eines Integrales yon m ~ 1 
Systemen, yon denen das erste aus n ~ m-~-1,  jedes der iibrigen 
hSchstens aus ebensoviel gewShnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung besteht. 

w  

Die Integration der partiollen Differentialgleichungen erster Ordnung 
und das Pfaff'sche Problem. 

J acobi hat bekanntlich die Integration der par~iellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung zuriickgeffihrt auf die Aufgabe, yon ether 
Reihe J acobi'scher Systeme linearer partieller Differentialgleichungen 
yon dot Form (28) successive je eine LSsung zu finden. Kommen in 
der gegebenen par~iellen Differentialgleichung, die man fret yon der 
unbekannten Function selbsr annehmen kann, n unabhiingige Variable 
vet, so bestehen diese Jacobi 'schen Systeme resp. aus: 

1, 2, . . . m ~  1~ . . . n - - 1  
linearen partiellen Differentialgleichungen mit 

2 n ~ l ,  2 n - - 2 ,  . . . 2 n - - m - } -  1, . . . n +  l 

un abh:,ingigen Variabeln. 
Nach der imvor.  w auseinandergesetzten Methode er[brdert daher 

die vollsffindigc L6sung der gegebenen Gleichung nu t  die ~Ermittelw~g 
eines Integrales yon je einem System yon 

2 i n  - -  1 ) ,  - -  2 ) ,  . . .  2 i n  - -  m + 1 ) ,  . . .  2 

gew6hnliehen .DifferentiaOleiehungen erster Ordnung, w~hrend man 
frtiher**) der Kenntniss bedurfte je eines Integrales ftlr ein Systenl 
yon 2 i n -  1) gewShnlichen Differentialgleichungen und fiir je 2 Sy- 
sterne yon 2in ~ 2), . . . 2 in  - -  m %- l), . . . 2 gewShnlichen Differen- 
tialgleichungen und in ung(instigen Fhllen selbst diese Anzahl yon 
Integrationen noch nicht ausreichend sein konnte. 

Die Integration gestaltet sich, wenn man die einfachste Form der 
Substitutionen (23) w~hlt, bier folgendermassen: 

Es hat***) allgemein das (m ~ 1) (~ Jacobi 'sche System die Form: 

~ 0 / 

h ~ l ,  2, . . . .  , m ~ l ,  

*) Vgl. Clebsch, Crelle J. 65~ p. 261. 
**) Vgl. Clebseh, Crelle J. 65, p. 265. 

***) Vgl. J~cobi, Vorlcsungen fiber Dynamik p. 292, Crelle J. 60, p. 23. 
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worin Pl ~ ' " "  P, ,-1 aus den vorhergehenden J a c o b i ' s c h e n  Systemen 
bestimmte Functionen yon ql q~ -- �9 q~ P . . . . . .  p~ sind, fiir welche die 
$usdrficke 

A , , ( A , ( f ) )  - -  A~(A, ,  ( f ) )  
identisch verschwinden. 

Setzt man nun: 

, (36) q, = a, q: - -  q O .+. ( c ~ t _  a, o) "2, - . .  q,~- o 

worin a, ~ q O . . .  q,O,,_l, unter der Voraussetzung, dass die Functionen 
io I ~o~.. �9 y ~ - ,  fth. 

q, ~--- al (*, q: ~ q~", . . .  q,,,_, ~ q~,_l 

bestimmte endliche Worthe behalten> belielig gew~ihlte Constanten 
sind, und eliminirt hiermit qt q, . . .  q , , - ,  aus den Ausdrtieken: 

~ w l ~ - - - P , + ~ 2 2 - k -  . . . .  u . . . .  l p , , - ,  
(37) ( w ; ~ ( a  l - a i ~  p; , i >  1 ,  

so verwandelt man hierdurch das vorgelegte .]racobi'sche System (35) 
in das folgende: 

(3S) /71,(#<)= 

Von diesem kana man nach den Auseinandersetzungea des vor. w eine 
LiSsung finden~ sobald man ein Integral des Systems yon 2(1~ - -  m -t- 1) 
gewShnliehen Differentialgleichungen kennt: 

(39) ~ ,  ~p~ , ~ ,  - - ~ q ~ ,  

; t ~ m ,  m - } - l ,  . . . n  

and braueht daher in dieser LiSsnng nut:  
0 q~ __ q0 qm-i -- q,.- 

ZU setzen, u m a u s  ihr eine LSsung des gegebenen Systems (35) zo 
erhalten. 

In gafiz analoger Weise, wie bei der Integration tier partiellen 
Differentialg]eichungen erster Ordnnng~ wird auch bei dem Pfaf f ' schen  
Probleme, d. h. bei der Aufgabe, die gegebene lineare Differential- 
gleiehung 

~ d x ,  Jr- )~.~ dx~ ~ �9 . �9 ~ ,  dx~, ,  ---- 0 

dutch n Gleichungen zu iategriren, dutch das angegebene Verfahren 
die Anzahl tier erforderliehen Integrationell fas~ um die H~lfte ver- 
mindert. Man erkennt n~mlich ohne Schwierigkeit aus der.Methode, 
die Herr C l e b s e h  zur LSsung dieses Problems vorgeschrieben hat*), 
dass sich dasselbe zuriiekfiihren liisst auf die Auffindung je einer LSsung 

*) Vgl. namentlich Crelle J. 61, p. I53 und 65, p. 266. 
30* 
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yon n Jacobi ' schen Systemen yon der Form (28), die resp. bestehen 
aas l ,  2 , . . .  n linearen partiellen Differentialgleichungen mit je 2n 
unabh~ngigen Variabelm Nach dem Vorhergehenden hilngt die Auf- 
findung einer LBsung des i to" dieser Systeme nut ab yon der Ermitte- 
hmg eines In~grales yon 2n ~ i gewBhnlichen Diffe~'entialgleichung0n 
erster Ordnung. Aber dieses i t~ System, welches erst aufgestellt werden 
kann, nachdem man yon jedem der vorhergehenden eine LSsung ge- 
funden hat, besitzt in Folge der Art, wie es aus diesen entsteht, selbst 
i ~ 1 bekannte LSsungen. Keiue yon diesen L5sungen ist diejenige~ 
die man wirklieh braneht, ~ denn diese muss unabh~ingig sein yon 
j e n e n -  aber jede derselben liefert uns, wenn wir sie (ausgedr~ickt 
in den neuen Variabeln a) einer Constanten gleich setzen, ein Integral 
jener 2n ~ i gewShnlichen Differentialgleiehungen. Man kennt also 
yon vornherein i -  1 Integrale dieser Gleichungen and kann mittelst 
derselben die 2n ~ i Differentialgleichungen zariickftihren auf 

2 n - - i - - ( i - - l ) - - - - - 2 n ~ 2 i + l .  

Die Auffindung einer brauchbaren LSsung des i t." Jaeob i ' s ehen  Sy- 
stems verlangt demnach nur die Kenntniss eines Integrales vbn 

2n - -  2i -~- 1 

gew5hnliehen Differentialgleiehungen erster Ordnung. Zur voHstiin- 
digen L6s~mg &s Pfa f f ' sehen  _Problems ist es [blglich a~4,~reie]~end, ein 
Integral yon je einem System yon 

2 n ~  l ,  2 n - - 3 ,  2 n ~ 5 ,  . .  . l 

gew6hnliehen Differentialgleichungen erster Ordnung zu kennen. 

w  

Aaderor Bewois dos $atzes yon w 3. 

Unter Voraussetzung der Identit~iten: 

(40) A,(aH) - -  A,, (a~) • 0 

besiCzen, wie Herr C l e b s e h  nachgewiesen hat*)~ die m - -  1 ]inearen 
partiellen Differentialgleichungen 

~f ~=~ 1, ~f (4J) Ah( f )  = b-~ +a=~,2" a~ ~ = 0 

n --  m @ 1 yon einander unabh~ing.ige LSsungen, die durcti 

f-~, fro+l, . .  �9 
bezeiehnet werden mSgen. 

*) Crelle J. 65, p 260. 
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D a ~  W e l l l t  l l l a I !  

f'~ ~ (x, x., . . . z,,_, f,, /;,,+, . . . s 
setzt: 

k ~ n  

wird, so sieht man, dass diese LSsungcli w~li einallder unabh~ingig 
sein mtissen in Bezug auf x , ,  x , , + ~ . . ,  x,~. 

Setzt man daher: 

(42) f , ,  =~ c,,,, f , , ,+~ -~- c , , ,+ i ,  �9 . �9 --~ c ,  , 

so miissen sich aus diesen Gleichur~gen .r,, x , , + t . . ,  x .  bestimmen 
lassen als Functioneu der Variabeln x I x ~ . . .  x .... 1 und der Gr5ssen 

Czn en~+l. , �9 . C~ ,  

Betrachtet man die letzteren als willktirliche Constanten, so gc- 
niigen die aus (42) folgendeu Werthe yon x , , . . ,  x ,  den n - - m  q- l 
Gleichungen : 

die sieh dutch voilst.~ndige Differentiation der Gleiehungen (42) ullter 
Benutzung der Identitiitel, A h . ( f k ) ~ - - - 0  ergeben. Da abet die Deter- 
minante dieser Gleichungen 

an sich aichf Null ist und daher auch nach Substitution jener Werthe 
nicht ideatisch verschwinden kann,  so folgt, dass dieselbea den n ~ m q - 1  

linearen totalen Differentialgleiehungea Geniige leisten mtissen: 

(43) d x z  ~ Z a~ d x ~ , .  
h~'--I 

Bestehen daher die Identitiiten (40), so giebt es stets n ~ m -t-- 1 Func- 
~ionen yon x~ x~ �9 . .  x,~_~ und yon n ~ m q- 1 willkiirlichen Con- 
stanten c, ,  c,,,+~ . . .  c,~, unabhiingig yon einander in Bezug auf die 
letzteren, welche, ftir x,, x , , + ~ . . ,  x ,  gesetzt, den Gleichungen (4;3) 

idenlisch geniigen. 
Bezeiehnen wit diese LSsungen des Systems (43) durch 

(44) x z  = q ~  (x~ x,. . . . x , ~ - ~  c , ,  . . . c,,) 

trod versteheu unter x~" x~ ~ . . . .  x~ unbestimmte Conslanten~ so miissen 
sich hiernach die n ~ m q- 1 Gleichungen: 

o . . .  x~  c,,, c, ,)  x a . -~ ~fx ( x~  ~ x ~  ~ �9 �9 " 

stets auflSsen lassen naeh c . . . . . .  c~. Dutch Substitutioa dieser Werthe 

aehmen die LSsangen (44) die Form an: 
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(45) ~ --- ,~  (x, ~2 �9  ' x~,_~ x,o x 2 o . . ,  x~) ,  

we, in Folge ihrer Entstehungsart,  die Function ~p~ flit 
X 1 ~ XI0~ ~ 2  ~ X2  0,  �9 �9 �9 X m - - I  ~ X 0 t - - 1  

sich auf x~ reduciren muss. 
F~'ihrt man nun ffir x I x 2 . . .  x,~-i die ~leuen Variabeln a I ~2 . . .  ~,~-i 

dutch die m -  1 Gleichungen ein 

(46) ~,, = x~ + (~, - ~?)  5 (~, ~ . ~ , , , - , )  

wodurch: 
(47) ~P~(xt x ~ . . .  x ,~_,  xi ~ x . ,C . . ,  x~) ~ %(r  a ~ . . .  a,,-.1 a~l' x O x2O.., x~) 

werden mSge, so erhKl~ man aus (45) die L S s u n g e n :  

(48) xz -~- W~(ut c~2. �9 �9 u,,,_1%0 xlO x O . . x o) 

des Systems linearer ~otaler Differeatialgleichungea zwischen x . . . . . .  x ,  

"tLO..(1 a 1 a 2 . . , e c r u _ l :  
h ~ m - - 1  h 

(49) dxa --~ 22 b~ dub , 
h ~ l  

in welches alas System (43) dutch die Substitu~ionen (46) iibergeht. 
Die G ieichungen (48) genfigen hiernach ira Besondern auch den 

n --- m + 1 gewShnlichea Differentialgleichungen : 

~x~ l 
(50) ~-~ = b~ .  

Hat man abet die Constante al~ so gew:,ihlt~ dass keine der m ~ 1 
gunctionen /~ tmeadlich odor unbestimmt wird far u l -~ -a l  ~, so wird 

flit a, = a~ o naeh (46) jedes x~ = x ~ und d~her nach (47) W~ = x~. 

Es sind folglich die Gleichungea (48) diejenigen LSsungen der 
gewShnlichen Differenti~dgleiehungen (50), die sieh fiir u~ ~ a, o auf 
die dem Anfangswerth %0 yon e~j zugehSrigen Werthe der abh~ngigen 
Variabelu x~ reduciren. 

Umgekehr~ muss es daher stets mSglich seth, die Integrations- 
constanten in einem System vollstiindiger LSsungen der n -  m + 1 
gewiihnlichen Differe~tialgleichungen (50) so zu bestimmen, dass dieso 
LSsungen ftir a~ -~ u~ ~ die willkiirlich bleibenden Wer~he x,~,~ x;,,_~ . . .x~ 
annehmen, und die so erhalbenen LSsungen miisse~ wenn man darin 
diese A~fangs~ver~he als unabh~ngig yon a.~ ~.s �9 �9 �9 ~ - ~  ansiehr zu- 
gleich die toCalen Differen~ialgleichuugen (49) erfiillen, miissea also, 
nachdem man in denselbea riickw~rts fiir a t a ~ . . .  a,,,_~ ihre Werthe 
aus den SubstiC.ulionen (46) gesetzt ha ~  auch den iotalen Differential- 
gleichu~gezz (43) Gen~ige leis~en. 

L e i p z i g ,  Februar 1872. 


