
Fr iedr ich  Lud:wig Wach te r ,  

ein Beitrag zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie. 

V o n  

PAun STXCK~L in Kiel. 

1, 

In dem achten Bande der Werke yon Gauss (S. 175--176) finder 
man Stficke eines Briefes abgedruckt, den ein ehemaliger ZuhSrer, 
Friedrich Ludwig W a c h t e r ,  am 12. December 1816 yon Danzig aus an 
]hn gerichtet hat. Dieser Brief ist gewiss vor allem wegen der darin 
iiberlieferten Aeusserungen yon Gauss wer~hvoU, er enthiilt abet auch die 
Ergebnisse yon Untersuchungen fiber die Parallelentheorie, zu denen 
Wachter selbst durch eine Unterredung mi~ Gauss angeregt worden war 
und in denen er sich als selbst~indiger~ schiipferischer Denker bew~hrt, 
eine Meinung, die durch Wachters iibrige Briefe an Gauss und durch 
eine kleine im Jahre 1817 verSffentlichte Schrifi fiber das elfte Axiom 
Euklids nut bekriiftigt wird. Auf diesen Beweisversuch Wachters hat 
bereits Camere r  in seinem vortrefflichen Exe~trsus ad El.  I. 29 hin- 
gewiesen (Euclidis Elementorum libri sex priores. Edidit J. G. Camerer. 
T. I. Berlin 1824. S. 439 ~40); w~ihrend er lobend anerkennt, dass der 
Verfasser den Gegenstand auf neuen, verborgenen Wegen angegriffen 
babe, glaub~ er sein endgfil~iges Urtheil aufschieben zu miissen, his die 
in Aussicht gestellte ausfiihrlichere, die noch vorhandenen Dunl~elheiten 
anfkl~ende Darstellung erschienen sei. Sonst habe ich, abgesehen yon 
mangelhaften Angaben in biographischen und biblio~o-rat)hischen Nach- 
schlagewerken, Wachter nirgends erwiihnt gefunden. Es liegt das wohl 
daran, dass jene Schrift sehr selten is~ und dass Gauss' l~Iachlass bis vor 
kurzem unzug~uglich war. Nachdem diese reichhaltige Quelle erschlossen 
ist, will ich im Folgenden fiber Wachters Leben und seine Leistungen 
ffir die nichteuklidische Geome~ie einen kurzen Bericht geben und darauf 
als Belegstticke einige Briefe sowie die Demons~ra~io yon 1817 in deutscher 
Uebertragung folgen lassen. Der Kiiniglichen:Gesellschaft der Wissenschaften 
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zu GSttingen, die mix die Benutzung des Gauss-Archivs und den Abdruck 
der oben erw~hnten Briefe freundlichst gestattet hat, sowie der KSnig- 
lichen A]~ademie der Wissenschaften zu Berlin, die mir einen Brief yon 
Wachter an Bessel zur Verffigung gestellt hat, mSchte ich auch an dieser 
Stelle meinen ergebenen Dank aussprechen. 

. 

Friedrich Ludwig W a c h t e r  ist am 20. Juli 1792 zu Cleve geboren. 
Nachdem er das yon seinem Vater Christian Friedrich Wachter geleitete 
Gym-asium in Harem absolvirt hatte, wurde er am 1. Juli 1809 in 
GSttingen immatriculirt und studirte daselbst Mathematik und, unter 
Gauss' Leitung, Astronomie. Gauss war damals mR den 1801 bis 1807 
entdeckten kleinen Planeten Ceres, Pallas, Juno und Vesta besch~ftigt. 
W~hrend er die umfangreichen Rechn. ungen zuerst allein auf sich genommen 
hatte, zog er jetzt seine Schiller Encke,  Ger l ing,  M5bius,  Nicola i ,  
W a c h t e r  zu Hilfe. Im Besonderen erhielt Wachter die Juno zugewiesen; 
Zachs Monatliche Correspondenz aus den Jahren 1811 und 1812 sowie 
die w~ihrend derselben Zeit erschienenen Astronomischen Jahrbficher ffir 
1814 und 1815 enthalten die Ergebnisse der Recbnungen Wachters, dessen 
grosse Sorgfalt und Geschicklichkeit Gauss in den begleitenden Worten 
wiederholt lobend hervorhebt. Astronomischen Inhalts war auch eine 
tfichtige Dissertation, die Wachter angereg~ dutch Gauss im Jahre 1813 
entwoffen hatte, die aber wegen seiner Theilnahme an dem Befreiungskriege 
(Dec. 1813 his Mai 1814) erst 1815 unter dem Titeh De elementis quae 
ad corl~ru~n coelestium revolutionem circa Fro~riu~n axe~n, spectant, ex obser- 
vationibus geocentricis derivandis in G5ttingen erschienen ist. Die Druck- 
le~omng hatte Encke besorgt, da Wachter auf Gauss' Empfehlung seR 
Juni 1813 als Professor der Mathematik an dem Friedrichsgymnasium zu 
Altenburg angestellt war. Im Frfihjahr 1816 le~e er seine Stelle nieder 
und folgte im Herbst desselben Jahres einem Ruf an das Gymnasium 
illustre in Danzig. Hier nahm er schon frfiher begonnene Untersuchungen 
fiber ,,die Philosophie der Mathematik" wieder auf. Er beabsichtigte fiber 
diesen Gegenstand ein Buch zu schreiben, als dessen Vorl~iufer er im 
Februar 1817 die kleine Schrift: Demonstratio axiomatis in Euclideis 
undecimi (16 S. 16 ~ drucken liess. Zur Ausffihrung seines Planes ist 
Wachter nicht gekommen. Am 3. April 1817 begab er sich auf den 
gewohnten Abendspaziergang, yon dem er nicht zurfickgekehrt isk Alle 
l~achforschungen seiner Freunde und Collegen waren vergebens, und das 
l~ithsel seines plStzhchen Verschwindens ist niemals gelSst worden. 
Welchen Eindruck die Nachricht yon dem j~hen, geheimn]ssvollen Ende 
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seines ,,jungen Freundes" auf Gauss gemacht hat, ze i~  ein Brief an Gerling 
yore 15. Mai 1817: ,,Ich bin im lnners~en erschtit~er~"~ heisst es darin. 
,Wachter  hatte einen braven Charakter~ gewiss ausgezeichnete Talente, 
eine reine Leidenschaf~ ffir die Wissenschaft~ und wenn aueh seine meta- 
physischen Schw~irmereien ihn auf Abwege fiihr~en, so glaube ich doch, 
(lass ein reiferes Alter ihn immer mehr yon jenen geheilt h~tte, und dass 
er viel ftir die Wissenschaft geleistet haben wtirde".*) 

. 

In ,metaphysischen Speculationen" hatte Wachters Interesse fiir die 
Grundlagen der Geometrie seinen Ursprung; dass fiberhaupt das Wieder- 
erwachen dieses Interesses seit dem Ende des achtzehnten Jahrhunderts 
mit dem Einflusse der Kantischen Philosophie zusammenhiing%, babe ich 
schon an anderer Stelle hervorgehoben.**) Wie Wachter selbst bezeugt, 
wurde es verstiirkt durch die flit den Schulunterrich~ erforderliche Be- 
sch~ftigung mit den Elementen. Dazu kam endlich im April 1816 eine 
m~ichtige Anregung dutch eine Unterredung mit  Gauss. 

Noch vor diese Unterredung fiillt eine Kritik der 1815 erschienenen 
Folls~ndigen Theorie der ~arallelen yon Matthias M e t t e r n i ch, ein Beitrag, 
den Wachter  ffir die soeben dutch v. Lindenau und Bohnenberger ins 
Leben gerufene Zeitschrift fiir As~ronomie u'ad verwandte Wissenschaften 
geliefert hatte. Wachter deckt zuniichst den argen FehlscMuss auf, dessen 
Metternich sich schuldig gemacht hatte (Bd. II~ S. 6 4 ~ 7 4 )  und setz~ dann 
seine eigene Ansicht fiber einen mSglichen Beweis des Parallelenaxioms 

auseinander~ indem er folgende Betrach$ung anstellt. 

*) Ms Quelle ftir die vorstehende Skizze haben gedient: die gedruckten Brief- 
wechsel Gauss-Olbers (Gauss, den 8. April 1813, 24. Juni 1815, ~. April und 
4. Juni 1816, 28. April und 2. Au~omst 1817, Olbers, den 15. April 1816), Gauss-Schu- 
toucher (Gauss, den 10. hs 1811, Schumacher, den 17. Juni 1814), Bessel-Olbers 
(Bessel, den 8. Mai 1817, Olbers, den 23. Mai 1817) und die ungedruckten Briefe Gauss 
an Gerl ing,  den 15. Mai 1817, Gerling an Gauss, den 15. Juni 1817 und 25. M~rz 
1818 und Wachter  an Gauss den 19. Mai, 29. Juni, 27. September und 16. December 
1814, 28. Mi~rz 1815, 12. December 1816 und 25. Februar 1817, sowie zwei Briefe yon 
Wachters  Vater an Gauss, einer vom 10. Mai 1817, ein sp~terer olme Datum. 
Dazu kommen einige zum Theft ungenaue Angaben in den Schriften: M. Geyer, 
Geschichte des Friedrichsgymnasiums z~t Altenburg seit 1789, Altenburg 1891, S. 6, 
33, 80 und C. Bruhns,  Johann 14"ranz ~ncke, Leipzig 1~69, S. 16, 17, 18, 25, auf 
die reich F. Engel in Leipzig hingewiesen hat. 

**) Die TheoHe der Parallellinien yon Euklid his auf Gauss, eine Urkunden- 
sammlung zur Vorgeschichte der nichteu~idischen Geometrie, in Gemeinschaft mit 
F. Enget herausgegeben yon P. St~ckel, Leipzig 1895, S. VI; fin Folgenden mit P. Th. 
angeftihrL 

4* 
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Steht die Gerade N D  auf der Geraden M N  senkrecht, wiihrend die 
Gerade M E  mit MA r einen spitzen Wintrel bildet, so besagt das Axiom, 
(lass M E  und N D  gehSrig verl~i~gert einander schneiden werden. ,Man 
setze jetzt M E  sey parallel [nicht schneidend] mit ND. Daraus wfirde 
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N 

,, 

D 
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folgen~ dass es senkrechte, wie qq, zwischen M und N gebe, welche die 
M F  nicht schneiden, oder, wenn auch keine andere, wenigstens N D  selbst 
eine solche senkrechte w~e. Eine yon diesen, welche die M F  nicht 
mehr schneider, ist yon N nach M zu gewiss die letzte. Man nehme un- 
bestimmt qff' daffir; dann ist zwischen ihr und der M F  keine senlrrechte 
mehr m6glich~ ohne die M E  zu schneiden. Auch fallen die Durch- 
sctmittspunkte derselben~ wie der p'p, der p"~"  u. s. w. in immer grSssere 
Enffernungen yon M, je mehr sie sich der Asymptote qq' niihern. Der 
letzte Durchschnittspunkt aber, liisst sich wegen der Unendlichkeit der 
M E  nicht angeben; er wiirde in dem Augenblicke~ wo p'"p" in qq' iiber- 
gienge, start gefunden haben in einem Abstande yon M, der fiber alle 
Griinzen hinausfiele. Die Winkel abet, wie Mp"p", unter welchen M E  
yon jeder Senlrrechten geschnitten wird, kSnnen nie Null werden, weft 
keine Senlrrechte mit M E  zusammenfallen kann; sie fallen also nothwendig 

1 1 1 
zwischen irgend ein 2.----- Y/~ und 2~/~, so dass hie 2~/~ ----- 0. Nach Satz I 

liegt dann aber der Durchschnlt~ in einer Enffernung yon M stets kleiner 
als 2~L. Dieser mfisste abet wegen der Unendlichkeit der M E  fiber jede 
Gr'~.nze hinauswachsen. Mithin fiihrt die Annahme, dass qq' die M E  nicht 

schneide, auf den Widerspruch: dass die Gr~nze fiir 1--nicht -~-0, 
2 n 

zugleich abet docIz die Gr~nze fiir 2"~--oc seyn soll. Also kann 
M E  nicht parallel mit qq' also auch nicht mit ND seyn; weft, was jetzt 
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yon der M F  mud qq" gezeig~ ist, offenbar auch aUgemein yon jeder 
andern Linie dutch M und jeder andern Asymptote gilk W . Z . B . W .  c~ 

In dem Versuche einer apagogischen Beweisfiihrung ist Wachter mit 
Sacche r i  und L a m b e r t  zusammengetroffen~ deren Arbeiten ibm freilich 
unbekannt waxen. Ja noch mehr, seine Deduction, eine Asymptote qq' 
sei deshalb nicht miiglich, well sie mit M/7 den W~nkel Null bilden 
und alsdann M/~ mit qg' zusammenfallen miisste, ist der Kern des ersten 
Beweises yon Saccheri*). Wachter selbst scheint die Unzuliinglichkeit 
seines Vegahrens gefiiMt zu haben, denn am Schlusse seiner Besprechung 
bemerkr er: ,Oh abet der eben versuchte Beweis fiir das effte Axiom 
des Euklides wirklich die yon den Mathematikern gewiinschte Form babe, 
oder ob sich ibm nicht vielleicht eine noch strengere Form geben lasse, 
wag~ Rec. nicht zu entscheiden", und meint, wollte man als Axiom 
aufstellen, dass eine gerade Zinie nicht Asymptote einer andern geraden 
Zinie sein k6nne, ,,so schiene dieses wenigstens viele andern, in der 
Parallel~heorie versuchten~ Axiome an Anschaulichkeit zu iiber~reffen."**) 

. 

,,Es bleibt in der Geschichte der Mathematik gewiss merkwiirdig'; 
schrieb Wachter am 17. M~rz 1817 an Bessel, indem ~r ibm seine 1)emo~ 
stratio iibersandte, ,,dass noch niemand die Wahrheit des el len euklidischen 
Axioms bezweifelt hat, wie es~ der Form nach, schon die sonst gebr~uch- 
liche apagogische Beweisar~ mit sich gebracht haben wiirde; und wie es 
des Geometers allein wiirdig gewesen w~re, wenigstens die Folgen zu 
entwicke]n, die Start haben mfissten, sobald der Satz vielleicht falsch, 
oder doch v5Ilig unbeweisbar war. Doch diese Folgen~ yon denen einige 
interessant genug scheinen, darzulegen, kommt mir - -  obgleich ich der 
erste gewesen bin, der die ersten uus einer dem elften Axiom en~gegen- 
gesetzten Hypothesis handgreiflich folgenden Siitze angedeutet hat, in 
einer in der ash-onom. Zeitschrift abgedruckten R e c e n s i o n -  weniger 
zu als Gauss~ der, wie ich sparer yon ibm erfuhr~ schon seit vielen Jahren 
mit solchen Entwickelungen beschiiftigt gewesen ist." 

Wachter bezieht sich hierbei auf eine Unterredung mii Gauss, die 
er auch in seinem Briefe an Gauss yore 12. December 1816 wiederholt 
erw~mt. Fiir den Zeitptmkt dieses ,letzten Aufenthalts in GS~tingen" 
giebt ztmiichst der Eingaug des Briefes einen Anhalt. ,~Naeh einem in Zer- 
stremmgen verleb~n halben Jab_re, nach einer ermiidenden Reise, nach 

*) •uclides ab omni naevo vindicatus. Mailand 1733, S. 86. P. Th. S. 122. 
**) Dieses Axiom hat te  bereits D u t t e n h  ofe  r vorgeschl~gen ( Versuch eines strengen 

~eweises der Theoreme yon den t)ara~lelli/aien. St-a~gar~ 1813). 
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dem Eint~i~ in einen neuen Wohnorr so erklKr~ Wachter entschuldigend, 
schreibe er endlich an seinen verehrCen Lehrer. Verbindet man hiermi~ 
die Angabe, die Gauss selbst in dem Briefe an Olbers yore 4. Juni 1816 
machO: er [Wachter] war im April bier'; so ist als Zeitpunk4 jener 
Unterredung der April 1816 gesichert. 

Dass in ihr das eli~ euklidische Axiom beriihrt wurde, is~ sehr 
erkl~rlich; Gauss und Wachter hatten sich damals beide mit Metternichs 
Parallelentheorie befasst. Wachters Besprechung ist schon erw~ihnt worden. 
Gauss' Recension erschien anonym in den GSttingischen Gelehrten Anzeigen 
yore 20. April 1816"); es ist gewiss kein Zufall, dass sie yon Wach~er 
in der Einlei~ung zur 1)emonstratio erwiihnt und als Verfasser ,,summus 
geometrd' gen~.nnt wird. Indem man die Angaben in den beiden vorher er- 
wiihnten Briefen Wachters verbinde$, wird man annehmen dtirfen, dass Gauss 
seinem jungen Freunde berichtet hat, er habe sich schon seit vielen Jahren 
mi~ der ,,antieuklidischen Geometrie" beschii~igt und sei sogar dazu gelangt, 
die dabei geltende ,,transcendente Trigonometrie" auszubilden. Die Art, 
in der Wachter diese Trigonometrie erw~.hnt, erweckt den Eindruck, als 
babe Gauss ihn aufgefordert, nun auch seinerseits die be~reffenden Formeln 
herzuleiten, eine Aufgabe, der Wachter freilich nicht gewachsen war. 

Wan,  bathe Gauss die ,,transcendente Trigonometrie" entdeckt? Um 
auf diese Frage zu antworten, muss man, was bisher nicht gentigend ge- 
schehen ist, scharf unterscheiden zwischen n i c h t e u k l i d i s c h e r  Geomet r ie  
und U n b e w e i s b a r k e i t  des e l f ten Axioms.  Auch ein Mathematiker, der 
yon der unbedingten und ausschliesslichen Giiltigkeit der euklidischen 
Geometrie iiberzeugt ist, k,.nn eine nichteuklidische Geometrrie hypo~he~isch 
ausbilden, hat doch Saccher i  weder an der Beweisbarkei~ des Parallelen- 
axioms noch an der empirischen Richtigkeit des Euklidischen Systems 
gezweifelt. Daher daft auch aus Schumache r s  Aufzeichnung yore 
November 1808, <<Gauss babe die Theorie der Parallelen darauf zuriick- 
gebracht, dass wenn die angenommene Theorie nicht wa.br w~ire, es eine 
constante a priori der Liinge nach gegebene Linie geben mtiss% welches 
absurd ist >>, nicht geschlossen werden, dass Gauss damals die ,,transcendente 
Trigonome~rie" noch nich$ besessen habe; es is~ vielmehr sehr wohl denkbar, 
dass er sie bereits im Sept. 1799 entdeck~ hat, als er in sein Tagebuch 
die Nor einh'ag: In princil~iis Geometriae egregios progressus fecimus**), 

*) Sie ist abgedruckt Werke Bd. IV, S. 364m368, Bd. VIII, S. 170w17&, P. Th. 
S. 220--223. 

**) Werke, Bd. VIII, S. 162; auch tier Brief yon Gauss an Bolyai vom 16. Dec. 
1799 spricht nut zu Gunsten dieser Vermuthung. Dass Gauss' Nachlass keine Auf- 
zeichnungen dariiber enth~t ,  ist kein en~scheidender Gegengrund, denn Gauss besass 
auch auf anderen Gebiet~n viel mehr, als er aufgeschrieben hat. 
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und wen,, E n g e l  sag~, class Bar re l s ,  der bis 1807 mR Gauss verkehrte, 
yon diesem ,ruich~ wesenflich mehr fiber die Parallelenfrage erfahren ha~ 
als das was er ebensogut aus Gespr'~chen mR K a e s t n e r  oder aus den 

P �9 

d_~:maligen Lehrbiichern der Geometrie, insbesondere aus den ~-~ldments 
L:egendres entne~men konnte"*), so scheint mir damit mehr behauptet, 
als sich beweisen l~isst. Dagegen s~imme ieh Engel darin vollst~ndig zu, 
dass ,Gauss in der Zeit his 1808 . . .  zwar an der unbedingten WahrheR 
des Euldldischen Parallelenaxioms zweifelhaf~ geworden, abet seiner Sache 
doch noch nich~ ganz sicher war" und glaube sogar, dass man auf 
Gnmd des Briefes yon Wachter dasselbe flit die ZeR bis 1816 annehmen 
darf. Denn }s Gauss seinem jungen Freunde gerade heraus erkl~rt, 
das elf~e Axiom lasse sich SctLlechterdings nich~ mit~elst eler iibrigen 
Axiome beweisen, so mfissten sich doch irgend welche Riickwirkungen 
einer solchen Aeusserung bei einem Mann, wie Wachter zeigen, der yon 
der grSssten Verehrung ffir Gauss beseelt war. Hiermit stimmt auch 
sehr gut fiberein, dass Gauss am 20. April 1817, veranlasst dutch 
Wachters Demonstratio, an Olbers schreibt: ,,Ich komme immer mehr zu 
der Ueberzeugtmg, class die Nothwendigkeit unserer Geometyrie nicht be- 
wiesen werden ks,nn, wenigstens nicht veto menschhchen Verstande noch 
f i ir  den menschlichen Verstand. Vielleicht kommen wit in einem andern 
Leben zu andern Einsichten in das Wesen des Raumes, die uns jetzt 
tmerreichbar sind. Bis dahin mfisste man die Geometrie nicht mR der 
Arithme~ik, die rein a priori steh~, sondern etwa mR der Mechanik in 
gleichen Rang se~zen" und class er in dem Briefe an T a u r i n u s  veto 
8. November 182~ yon seinen vergeblichen Anstrengungen erz~ihlt, ,,einen 
Widerspruch~ eine Inconsequenz in dieser nich~eukl_idischen Geometrie zu 
entdecken, a 

Man dad hierin eine Best~tigtmg der yon mir frfiher ausgesprochenen 
Ansicht sehen, ,,dass die Erkenn~niss yon der logischen UnanfechtbarkeR 
der niehteuldidischen Geome~rie Gauss nicht durch eine geniaJe Intuition 
zu Theil geworden is~, sondera dass er sie ers~ im har~en Kampfe gegen 
das alte u errungen hat"**). 

Hierzu mSchte ich eine Bemerkung psychologischer NaSur hinzu- 
fiigen, die das Vorangehende wohl ers$ in dem rec~ten Lichte erscheinen 
l~ssk Es w~ire irrig sich vorzustellen, dass Gauss die Fragen, um die es 
sich bei den ~run~agen clef Geome~rie bandeR, mi$ der KlarheR und 
DeutliehkeR erfasst hatte, die nach ikm dutch die ArbeR einer Generation 

*) Nieoiaj Iwanowi~seh Lobagschefskij. Zwei Geome~rische Abhandlungen. Zweiter 
Theft. Leipzig, 1899, S. 378--379. 

**) P. St~ekel und F. Engel, G~uss, die beiden Bolyai und die nlchf~,,l~lMische 
Geometric. Diese Annalen, Bd. 49, S. 151. 
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yon Ma~hematikern erworben worden ist. Wir miissen zwar  annehmen, 
dass er, um einen Ausdruck Goethes zu gebrauchen, mit der Dumpfheit 
der Genies so munches voransgeschaut hat, was wir jetzt besitzen, abet 
das schliesst nicht aus, class tier Process der Losl~sung yon der zwei- 
tausendj~2arigen Autorit~it Euklids sich bei ihm _allm~ihlich und unter 
Schw~.nkungen voUzogen hat, unter Riickfiillen in die alte Anschanung, 
wenn er bei der Durclffiihrung der neuen Ideen anf Schwierigkeiten stiess, 
wie zum Beispiel auf die Forderung, dass es eine constante, a priori der 
L~inge nach gegebene Linie geben solle. Von diesem Gesichtspunkte aus 
wird man die Annahme, dass Gauss schon im Jahre 1799 in jugen~lkriif~iger 
Entfaltung seines Genies zu der Conception einer nich~euklidischen Geo- 
mettle mit Einschluss der transcendenten Trigonometrie vorgedrungen ist 
und dass ihm diese Entdeckung ,,die Wahrheit der Geometrie zweifelhai% 
gemacht" hat (Brief an Bolyai vom 16. Dee. 1799), mit der Thatsache in 
Einklang bringen k~innen, dass derselbe Gauss dennoch ffinf Jahre spi~ter 
einen Beweis des elften Axioms ftir mSglich gehalten hat (Brief an Bolyai 
yore 25. Nov. 1804). 

Zum Schluss dieses Abschnittes mSge noch bemerkt werden, dass 
aach der wiederholt auftretende Begriff mehrdimensionaler Riiume durch 
Gauss an Wachter vermittelt worden zu sein scheint. Allerdings reicht 
die Geschichte dieses Begriffs mindestens his ins siebzehnte Jahrhunder~ 
zuriick, sodass die MSglichkeit einer andern Quelle nicht geleugnet 
werden kann; allein Wachter coquettirt mit den n Dimensionen wie jemand, 
der erst kiirzlich davon erfahren hat, ja er versteigt sich in jugendlichem 
EntJlusiasmus zu Riiumen yon unendlich vielen DimensionenI Dass Gauss 
schon frtth die n-fach ausgedeh-ten Mann igfaltigkeiten gehabt hat, kann 
als sichergestellt gelten. 

. 

Was hat nun Wachter in seinem langen Briefe yore 12. Dec. 1816 
fiir (tie Grundlagen der Geometrie geleistet? Da muss zun~ichst constatir~ 
werden, dass es ibm an Selbstkri~ik gar sehr mangelte. Ein betriicht- 
licher Theft seiner Ausfiihrtmgen muss als unreif und verfehlt bezeichnet 
werden. ~ Vor allem tr~ig~ hieran seine unldare Auffassung des Unendlichen 
Schuld, die schon in der Besprechung der Metternichschen Parallelen- 
theorie zu Tage tritt. Auf der andern Seite aber linden sich viele scharf- 
sinnige Bemerkungen, und dutch sein geniales Aper~u, dass, tmabh~ingig 
yon dem Parallelenaxiom, auf der Kugel yon unendlich grossem Radius 
die Euklidische Geometrie verwirklicht ist, erhebt sich W a c h t e r  zu der 
HShe yon Loba t s che f sk i j  und J o h a n n  Bolyai.  
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Dass in der Euklidischen Geometrie die Ebene als Grenze der Kugel 
angesehen werden ka~n, ist gewiss schon den griechischen Geometern 
bekanut gewesen, denen ja bereits der Sache nach die Transformation 
durch reciproke Radienvectoren im Raume gel~ufig war. hllein die Er- 
kenntniss, dass umgekehrt die A nnahme, die Grenzkugel set eine Ebene, 
mit dem Parallelenaxiom ~quivalent ist, scheint jungen Ursprungs zu sein. 
Vor W a c h t e r  kann ich daffir nur G r a s h o f  anffihren, in dessen 1806 
erschienenen Theses sphaerologiae*) dieser Gedanke in etwas verschwom- 
mener Form entwickelt wird. Aus der spiiteren Zeit ist die vortreffliche 
Darstellung yon J. W. H. L e h m a n n  (Mathematische Abhandlungen, Zerbst 
1829) zu nennen**). Ein ganz neuer Gedanke abet war es, die Geometrie 
auf ether Grenzkugel zu betrachten, und Wachter gebfihrt der Ruhm auch 
schon diesen weiteren Schritt gethan zu haben. 

Wetter ist hervorzuheben, dass Wachter die gerade Linie als die nut 
auf einzige Weise zwische~ zwei gegebenen Punkten liegende def in i te .  Bet 
Euklid lautet die E r k l i i r u n g  der geraden Linie: ,,Eine Linie ist gerade, 
were1 sie gegen die in ihr befindlichen Pun~e  auf einerlei hr~ gelegen 
ist'~ es fo l~  dann die F o r d e r u n g ,  dass sich yon jedem Punkte nach 
jedem Punkte eine gerade Linie ziehen lasse~ und endlich besag~ der 
neunte G r u n d s a t z ,  dessen Echtheit allerdings angezweifelt wird, dass 
zwei gerade L~n~en keinen Raum einschliessen. Schon die griechischen 
Geometer haben versucht, diese Erkliirung zu verbessern oder dutch eine 
brauchbarere zu ersetzen~ und spi~ter ist eine umfangreiche Li~eratur fiber 
die Definition der Geraden entstaaden.***) Die Definition, deren sich 
Wachter bedient, babe ich in den ii~lteren Schriften nirgends gefunden. 
Es scheint fast, als ob sie au fKl i ige l  zuriickgeht. In seinem Mathematischen 

*) P. Th. S. 304 und 315, wo nachzutzagen ist, dass Grashof 1770--18&I gelebt 
hat. Er ist iibrigens 1826 auf diesen Gegenstand zuriickgeko~rnen (Ueber die ersten 
Begriffe der Geometz~ie, zuni~chst mi~ Bezug auf Paxallelen-Theorien, Progra.~nm des 
Karmeliter-Gymn_asinms zu KCiln), otme dass seine Auseinandersetzungen an Klarheit 
gewonnen h~en. Zum ScMuss (S. 11) fasst er das Ergebniss seiner Untersuchungen duhin 
zusammen, ,dass eine Parallelen-Theorie ohne sphaerologische Be~oT'dndung nothwendig 
eines Axioms bedarf, um in allen ihren Folgerungen bewiesen zu werden, und class 
es vergeblich ist, einen Beweis ffir das elfte Euklidische Axiom oder ffir jedes i~hn- 
liche auf dem bisherigen Wege zu suchen." 

**) Siehe meine Biographie yon F. A. Taurinus (Abhandlungen zur Geschiehte 
der Mathematik. Heft 9. Leipzig 1899. S. 426--&27). 

***) Ffir die Griechen is~ auf die Euklid-Kommen~are yon Proklos and yon An- 
Nairizi  (herausgegeben yon M. Curtze, Leipzig 1899) zu verweisen. Eine Zusumr, en- 
stellung der neueren Li~teratur finder man bet Schot~en, Inhalt und Methode des 
l~lanimetrischen Unter~'ichts, Bd. I, Leipzig 1890, Kapitel 5; frel]ich giebt dieses Saomel- 
werk fiber die historische Entwicklung der Untersuchungen in Be~reff der Grmad- 
begriffe der Geome~rie keine • 
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tF6rterbuche (Theil III. Leipzig 1808. S. 449) heisst es: ,,Daher kann man 
auch die ger~le Linie far diejenige erkl~ren~ welche durch zwei Punkte, 
in ihrer ganzen unbegr~inzten Ausdehnung, nut auf eine einzige Ar~ ge- 
zogen werden kann." glilgel filgt hindu, diese Eigenscha~ der Geraden 
benutze EuClid bei seinen Beweisen, seine ursprangliche Erkl~rung brauche 
er dabei gar nicht*). 

Gegen Klagels Erkl~rung, die auf den ersten Blick etwas bestechendes 
hat, ist schon yon seinem Schiller Grashof  mit Recht eingewendet worden, 
class diese Eigenschaf~ der Geraden nicht ausreicht, alle abrigen zu be- 
weisen, ,,z. B. dass jede Gerade nach beiden Seiten verlgnger~ werden kann~ 
dass sie als Ganzes, wie man sick ausdrilckt, unendlich ist und dass es 
ilberhaupt yon jedem Punlcte nach jedem Punkte eine Gerade giebt."**) 

Etwas ganz anderes ist es~ wenn Hilbert***) unter seinen sieben 
Axiomen der Ferkniipfung als erstes aufstellt: ,,Zwei yon einander ver- 
schiedene Punkte A, B bestimmen stets eine Gerade a". Immerhin war 
die Erkenn~iss, dass Euklids Definition der Geraden filr die Beweise ent- 
behrlich sei, ein wesentlicher SchrRt vorw~rts auf dem Wege zu der Auf- 
stellung eines formalen Systems der Geometrie. 

Auch auf die Definition der Ebene kommt Wachter zu sprechen und 
bemerl~ sehr richtig, dass schon dutch zwei gerade Linien, die einen 
Punkt gemein haben, eine Ebene bestimmt ist und dass man aus dieser 
Definition die gew5hnliche ableRen masse, wonach die Ebene diejenige 
Fl~che ist, in welcher nach allen Richtungen gerade Linien gezogen 
werden kSnnen. Er tritg bier mR Gauss zusammen, der, wie sein geo- 
metrischer Nachlass gezeigt hat, wiederhoR auf diese Lacke in der Definition 
der Ebene zurackgekommen is~t)- 

. 

Die in dem Briefe yore 12. December 1816 ausgesprochenen Gedanken 
hat Wachter weiter veffolgk Die Ergebnisse seiner Untersuchungen enth~lt 

*) Genau ebenso ha~ L e i b n i z  gedacht. In Aufzeichnungen, die Gerhardt 1858 
herausgegeben hat (Leibniz' Mathematische Werke, Bd. 5), bemerkt er zu Euklids 
Definition: ttaec definitio nullius momenti est, neque uspiam ab Euclide in demon- 
s t rando  adhibitur neque satis intelligitur (In Euclidis ~ e ~ a ,  S. 185), und in der 
Characteristica geometrica yon 1679 sagt er (a. a. O. S. ltS): Haec aut~m linea quae 
a duobus solis punctis, per quae ~ransit, determinata e s~ , . . ,  lines dicitur recta. 

**) G r a s h o f ,  Theses s2haerologiae, Berlin 1806, S. 62. Vergl. auch K i l l i n g ,  
Einfiihrung in die Gru~dlagen der Geometrie. Bd. ]3. Paderborn 1898, Abschnitt 
VII, w 

***) Grte~lagen der Geometrie, Festschrif~ zur Enthfil]ung des Gauss-Weber- 
Denkmals in GSttingen. Leipzig 1899. 

t) Werke, Bd. VIII, S. 193--199. 
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seine Schrif~: Demonstratio axiomatis in ~uctideis undecimi; ihren wesent- 
lichen InhaR giebt ein Brief wieder, den er am 25. Februar 1817 an 
Gauss gerichtet hat. 

Wachters Ziel ist: ohne Benutzung des Parallelenaxioms zu beweisen, 
dass dutch drei beliebige Punl~e der Ebene stets ein Kreis geleg~ werden 
kann, woraus dann die Richtigkeit des elften Axioms selbst erschlossen 
werden kSnnte. In dieser Tendenz trifle er einerseits mit L a m b e r t  zu- 
sammen, dessen Beweisversuche auf die Frage nach der Existenz eines solchen 
Kreises hinauslaufen, was freilich bet Lambert selbst nicht deutlich zu Tage 
tritt*), andrerseRs mR W o l f g a n g  Bolya i ,  dessen Ausspruch: ,,kSnnten 
jede 3 Punkte, die nicht in einer Geraden sind, in eine sph~irisehe [Fli4che] 
fallen; so wiire das Euel. h• XI bewiesen"**), wie man leieht erkeo-t, 
auf dasselbe herauskommt. MR Reeht hat F r i s c h a u f  erkliirt, class yon 
den Axiomen, die zum Ersatze des ParaUelenaxioms vorgeschlagen worden 
sind, die Voraussetzung, dass drei Punkte, die nich~ in ether Geraden 
liegen, stets auf einer Kugelfl~iche liegen sollen, z.m ansehaulichsten ist***). 

Dass Wachters Beweisversuch, der an Originalitiit fast alle Versuche 
dieser Art weir iiberrag~ und Camerers Lob, dass darin neue, verborgene 
Wege eingeschlagen worden seien, durchaus verdient, dennoch gescheitert 
is~, hat zwei Ursachen. Seine Deduction in w 3, Fall II ent~hiiR einen 
Fehlschhss, es wird dabei die MSglichkeil der Hyl~ersphiirent) iiber- 
sehen, deren Normalen zu einander Hy2erasymptoten sind. Aber auch 
wenn man hiervon absehen wollte, kann seine Demonstratio nich~ be- 
ffiedigen, weft ihre Grundlage: die Theorie der ,,Fliiche yon vier Punkten" 
ungentigend ist. 

Wachter definirt die Fl~iche yon vier Punkten als diejenige Fliiche, 
die durch vier Punkte und nicht mehr vollst~udig bestimmt is~ und mit einer 
andern Fliiche derselben Art nicht mehr als einen Schnitt gemeinsam hat, 
der seinerseRs dutch drei Punkte und nicht mehr bestimmt ist; auf 
ganz g.hnliche Art set die ,,Linie yon drei Punkten" zu erkl~iren, w~rend  
die gerade Linie die ,Linie yon zwei Pun]d~en" ist. Wenn Wachter nun 
fortfs ,,Man schliesst hierans leicht, dass unsere Fliiche stetig ist, 
dass sie keine verschiedenen Fortsetzungen (Zweige) und keine doppelte 

*) Theorie der t)arallellinien w 17--26, w 88, P. Th. S. 167--176, 206--207, vergl. 
dazu die Bemerkung auf S. 144, die S c h u r  bei seiner Besprechung (Jahrbuch der 
Fortschri~e der Mathematik, Bd. XXVI ffir 1895, S. 59) fibersehen ha~. 

**) Kurzer Grundriss eines Versuches u. s. w., Maros-Vs163 1851, S. 46. Auf 
S. 45 hatte Bolyai bemerkt, dass in der absoluten Geometrie die MSglichkei~, ,,urn 
jeden A einen Kreis zu beschreiben" wegf:~t.  

***) Absolute Geometrie nach Johann Bolyai. Leipzig 1872. S. 91. 
i') VergL Gauss  Werke Bd. VIII, S. 221. 
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Kriimmung [d. h. nicht die Gestalt einer Sat~elfliiche] hat", so m6ch~e 
ich reich frotz Wachters Versicherung, class er diese Behauptung zur 
hSchs~en Evidenz bringen kSnne, K i l l i n g  anschliessen, der in seiner 
Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie (Bd. II. Paderborn 1898. 
S. 178) sich so iiussert: ,,Was kann denn der Ausdruck: Eine Linie oder 
eine Fl~iche ist dutch eine gewisse Zahl yon laun_~en bestimmt, f'tir einen 
!nhalt haben, solange man die Eigenschaf~en der Linie oder der Fl~iche 
nicht als bekannt voraussetzt? Vergebens sieht man sich nach einer Er- 
kl~rung dieses Ausdrucks urn, die doch gegeben sein muss, ehe man mi~ 
der aufgestellten Definition operieren daft. Man versuche nur, der 
Untersuchung des Kreises [allein] die Eigenschaf~ zu Grunde zu legen, 
dass er dutch drei Punkte bestimmt sei; man wird schwerlich zum Ziele 
gelangen." 

Somit hiilt vor der Kritik nur der erste Paragraph der Demonstratio 
Stand, auf den Wachter selbst grossen Wer~h geleg4 zu haben scheint; 
sag~ er doch in einem Briefe an seinen Vater, der wahrsche~n]ich 
aus dem Februax 1817 stammt, nachdem er sich geriihmt hat, das 
Problem der Paxallelentheorie gelSst zu haben, f'tir das die Ans~engungen 
zweier Jahrtausende nicht hingereicht batten: ,Doch hiernach wiixe der 
Werth dieser Arbei~ zu gering angeschlagen. Man hat bisher noch gax 
nicht einmal daxan gedacht, die eminenten Folgen zu iiberb]icken, die es 
hiitte, wenn die Paxallelentheorie nich~ wahr wiire. Man hat nicht e~nmal 
gewag~, an der Wahrheit des 11 t~" Eucl. Axioms zu zweifeln, obgleich alle 
Bemiihungen es zu beweisen vergebens waxen." In der That enthiilt w 1 
einen bemerkenswerthen t~satz zu einer nichteuklidischen Geometrie. 
Wachter beweist bier auf originelle Art den Lehrsatz ,Leugnet man das 
elfte Axiom, so giebt es aus jedem Punkte auf dem einen Schenkel eines 
rechten Winkels eine gexade Linie, die den andern Sehenkel asymptotiseh 
ber'fihrt, und umgekehrt: auf dem einen Schenkel eines jeden spitzen 
Winkels giebfi es einen solchen Punkt, dass die aus ihm unter rechtem 
Winkel gezogene Linie eine Asymptote des andern Schenkels ist, ': ein 
Theorem, das freilich schon Saecher i  in seinem Nuclides ab omni naevo 
vindicatus im Jahre 1733 ausgesprochen hatte (Lehrsatz XVII, XXVH 
und XXXII, P. Th. S. 70, 98--100, 107). 



Belage .  

Wachter an Gauss. Danzig, den 12. Dec. 1816. 

�9  Als ich reich vor ein paar Tagen mi~ den Principien der Geometrie 
beschii~igte, ward mir yon neuem klar, wie die K a n t i s c h e  hnsicht, class 
die Geometrie auf einer blossen Anschauung des Raumes beruhe, (desselben 
Ansicht der Arithmetik, als auf Anschauung der Zeit begriindet, enthiilt, 
wie sich sh-eng zeigen li~sst, einen Paralogismus) das innere Wesen der 
Wissenschaft gar nicht erfasse, u_ad eigeiitlich leer und nichtssagend da- 
stehe. Und wenn man noch betrachtet, was sein bester Ausleger mid 
Epitomator, der KSnigsberger Schulze, der, nach Kants eigenem Gestiiad- 
niss% ikn am besten und durchaus verstanden haben soll, ffir die Prim 
cipien der Geometrie geleistet hat: so daft man nicht fiirchten, dem 
grossen M~.nne dutch dieses Urtheil Unrecht zu thun. Ich schlug den 
entgegengesetzten Weg ein; zeigte durch die strengste psychologisch- 
mathematische Analyse in mathematischer Form: 

1) Dass mit der urspriinglichen Vorstellung des Ausgedehnten die 
urspriingliche Vorstellung der Bewegung~ eine zugleich mit der andern, 
und wechselsweise dutch die andere gegeben sey~ ohne welche Nachweisung 
sich, meinem Urtheil nach, die metaphysischen Einwiirfe der Eleatiker 
vorztiglich des Zeno gegen die MSglichkeit der Bewegung iiberhaupt, und 
dann des Sextus Empiricus gegeii die MSglichkeit einer Geometrie a priori 
nie b e f r i e d i g e n d  mSchten widerlegen lassen. 

2) Dass wirklich kein beschr~nkter, sondern ein IIach allen Seiten 
bin mlendlicher Raum mls gegeben sey. Erst wenn auf solche Weise 
Imchgewieseii ist~ dass man aus einem beschr'~.nkteii, vo rge sch r i ebe i i e n  
Raume herausgeheii kSnne, (lass z. B. die Welt nicht in eiaer einzigen 
Kreislinie, Spirale oder Kugeltiiiche u. dergl, enthalten sey, kann man 
sich yon einer specieHen Geometrie, die in jeiiem Falle allein mSglich 
seyii wiirde, zur allgemeinen uiid reineii Wissenschaft erheben. 

Wie nun diese mit der Auigabe, die Lage  zweie r  Pu i ik t e  zu 
b e s t i m m e n ,  anfange, daraus die N o t h w e n d i g k e i t  der ge raden  Linie~ 
als der nut au_f e inz ige  Weise  zwischen zwei gegebenen Punkten 
liegenden, erhelle; - -  wie also der Geometer sich die D e f i n i t i o n  der 
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geraden Linie, als derjenigen, welche yon einer andern geraden in nicht 
mehr als einem Punkte geschnitten wird, selbst mache, und in keinem 
andern  Sinne~ als insofern  sie ihm no thwend ig  ist ;  - -  wie erst 
bewiesen werden muss: dass ibre andere Eigenschaft, dass sie nicht 
mehrere Zweige babe, oder auch ihre Yerl~ngerung auf einzige Weise 
mSglich sey, erst Folge  dieser  Def in i t ion  sey; (den Beweis ffihrte 
ich anf eigenthfimliche Weise apagogisch, indem ich diesen Satz auf den 
zurfickffihr~e, dass eine gerade Linie keinen Raum einschliessen kSnne; 
denn das oft gebranchte Verfahren, nach dem man zuerst die Gleichheit 
aller rechten Winkel beweist, und d,.nn hieraus den Satz ableitet, dass 
eine gerade Linie nich~ Segment einer andern seyn kSnne, beruhet auf 
einem Paralogismus) etc. das versteht sich, glaube ich, fiir den eigent- 
lichen Geometer yon selbst; obgleich die meisten, alle aus der Kantischen 
philos. Schule, und alle empirischen, die gerade Linie nur als durch An- 
schauung gegeben sich denken kSnnen, wenn ihnen gleich nie eine in 
der reinen Anschauung zu Theft geworden ist. 

Die Aufgabe der Lagebestimmung dreier Punkte fiihr~ soda.nn zur 
Aufgabe der Lagebestimmung zweier gerader Linien, die einen Punkt 
gemein haben, und zur LSsung dieser Aufgabe dutch den Winkel in der 
Ebene, als derjenigen Flgche, welche yon einer andern derselben Art in 
nicht mehr, als einer geraden L~n~e geschn]tten wird. Aus dieser, durch 
jene Aufgabe sich als nothwendig ergebenden Definition der Ebene, ist 
dann die gewShnHche abzuleiten: dass sie diejenige Fl~iche ist, in welcher 
nach allen Richtungen gerade L~nien gezogen werden kSnnen. Nach diesen 
Grundbegriffen-  andres, als weniger hieher gehSrig, fibergehe ich w 
kam ich wieder zur Parallel-Theorie und fand darfiber Folgendes. Die 
yon dieser Theorie unabh~ugigen S~tze Euklids setze ich voraus. Von 
dem ger~li~ig~en W~nkel, und der 0efnung seiner Schenkel ging ich 
wieder aus. 

I) Die Basis eines gleichschenklichten Dreiecks A B C ,  welches ent- 
steht, wenn auf beiden Schenlreln eines geradlinigten W~n~rels yore Scheitel 
aus gleiche Abschn~e genommen, und deren Endpunkte dutch eine gerade 
Linie verbunden werden, w~chst mi~ grSssern Abschni~ten fiber jede 
endliche Gr'~nze hinaus. 

Beweis. Man setze der Satz sey falsch: so muss es ffir jene Basis 
irgend eine Graze geben. Sie sey gleich der endlichen Linie L - ~ - B C  
-~-CD ~ D E ,  welcher sich jene Dreiecksbasen asymptotisch mehr und 
mehr n~i~ern, je wetter sie yore Scheitel A abstehen. 

Man denke sich an dem Winkel B A C  die P , n ~ e  B, C in unend- 
licher Entfernung yore Scheitel A (oder in einer Projection so, dass bet 
Verkfirzung der Abst~ude A/~, A C, die Winkelschenkel am Scheitel A 
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noch innerhalb der alsda.nn krummen Linien A B ,  A C  liegen, und erst 
im tmendlichen asymptotisch sic erreichen), ziehe darauf in derselben 
Ebene die geraAen AD,  A E  etc., so 
dass <):. B A C.---- ~ C A D  ~ ..~F. D A .E etc., 2J 
wiederhole es, bis derWinkelBA E >  90 ~ ~ '  s 
(])ass dieses mSglich ist, li~sst sich aus 
der unendlichen Theilbarkeit des Raumes 
s t r e n g  beweisem Doch bedarT es 
hier keines Weitern, und ich erw~i.bne 
das nur, weft ein solcher Beweis s 
die oben angedeutete Art ether Be- 
g'riindung der Geometrie nothwendig Fig 2. 
gehSrt.) Alsdann wiire (Euklid I, 19, 20) E33 < B C  ~ CD -q- .ED etc. 

nL,  wenn n, L endliche GrSssen, und zugleich ~ A B  d. i. oo, welches 
widersprechend. 

2) Das GriinzverhKltniss der Peripherie des mit unendlichem Radius 
beschriebenen Kreises, oder anch nut des einem Winkel B A C  ent- 
sprechenden Theils zu diesem Radius, ist ~ ~ .  

Beweis.  Der Winkel .BAC kann ins unendliche fort in kleinere 
Winkel getheilt werden. Von jedem gilt Satz (1), d. i. das Gr~tzver- 
hi~ltniss des ihm entsprechenden Thefts der Peripherie zum unendlichen 
Radius ist ---1 und fiir n solche Winkel -----n. Da nun jene Theilung 
keine Griinzen hat, so hat auch n kehte Gr~inzen, (und w~ichst fort 
his c~?) 

Auf diesen Satz grfindete ich nun, nach mehrern vergeblichen Ver- 
suchen fiir 'oder gegen die Euldideische Parallel-Theorie, einen Beweis 
gegen sic. Ich glaube abet nicht, dass er Ihre Bil]igxmg finden kann~ 
so wie ich ihn auch jetzt nicht mehr ffir bindend halte, und er mir yon 
neuem zeigte, wie man beim Gebrauche des Begriffs oo nie vorsichtig 
genug seyn kann; - -  er stehe hier nur um des ferneren sich an ihn 
knfipfenden Ideengangs willen. 

3) In der Euklideischen Paralleltheorie haben die Parallel-Linien 
iiberaU gleichen Abstand; also wfirde das Verhi~ltniss des Perimeters des 
Quadrats yon u n e n d l i c h  g r o s s e t  Seite, zu dieser Seite ~ 4 : 1  seyn. 
(Weft nun aber sowohl dutch dieses Quadrat, da fiber den fiberall un- 
endlich welt yon einander abstehenden Seiten kein Theft der Ebene wetter 
hinauslieg~, als auch dutch die mit tmendlich grossem Radius beschriebene 
Kreisfl~iche die gan~e unendliche Ebene umfasst wird, and derselbe Peri- 
meter n ~ h  S. ( 2 ) =  ~ ,  nach S. (3) aber = 4 ist, so ~t  dieses wider- 
sprechend, trod die Euklideische Theorie muss falsch seyn.) In der ihr 
entgegengesetzten wird dieser Widerspruch aufgehoben, weft dort eben- 
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falls der Abstand der-Parallelen, so wie der Winkelsehenkel fiber jede 
endliche GrSsse hlnaus w~ichst. 

Also die an~i-Eudideisehe oder Ihre Geometrie w~re wahr. ~Die 
Cons~ante in ihr abet bleibt unbestimmt: warum'? liesse sich vielleicht 
dutch folgendes begreiflieher machen. 

Wenn in einer Ebene die geraden AB,  AC, .BD und ::(> C A B  
'~ "5~ D B A  < 1800 gegeben siad, soll entschieden werden, ob die B D  

die A C schneide oder nicht. Hier ist 
nun zu bemerken, dass die Ebene dutch 

~ " ~ ' - - ' ~ ~ ~  die 3 Pun~e A, B, C vSllig gegeben ist, 
dass sie aber, nach meLaer oben gegebenen 
Erkliirung, nu t  in so fern cons t ru i r t  
wurde,  als die Lage yon drei Plm~en 

.4 -C zu bestimmen war, und im al lgemeinen 
also auch nichts welter leisten k,.nn, a~ 

Fig. 3. 
dieses. Jetzt aber ist yon einem Problem 

yon 4 Punkten die Red% da zu A, B, C noch ein 4 tCr Punk~ in der- 
selben Ebene hinzukommen muss, um die Lage yon ~ / )  zu bestimmen, 
und es handelt sich also bier um einen speciellen Fall des allgemeinen 
Problems der Lagebestimmung yon 4 Punkten, welches nur durch rKum- 
liche Construction zu 15sen m5gli6h ist. Mithin nut dutch Herausgehen 
aus der Ebene kann entschieden werden, ob die BD die A C schneide 
oder nicht; aber auch, dass es fiberhaupt unentsch ieden  blieb% wiire 
sehr woM denkbar. Es kSnnte als zuF~lig erscheinen, dass die Natur 
der geraden Linie und der Ebene, anf~inglich dutch ganz andere 
geometr ische Beziehungen bes t immt ,  auch schon impllcite eine 
bes t immte auf den Parallelismus Bezug habende Eigenschaft in sich 
schlSsse. - -  Aber gesetzt: jenes mfisste also, dem Wesen der geraden 
Linie und Ebene nach, wirldich unbes~imm~ bleiben, g~be es dana keine 
Geometrie fiber Euklid's 28 Satz hinaus? 

1) Gewiss nicht~ sobald man bei der geraden Linie und Ebene stehen 
bleiben wollte. 

Mi~hln mit derselben Nothwendigkeit, mit der die Bfldung der 
geraden Linie trod Ebene zur Lagebestimmlmg yon 2 trod 3 PunkCen 
gefordert wurd% wfirden jetzt Linien gefordert, welche jene bestimmte 
Eigenschaf~ der Euklid. Parallelen haben, weft ohne diese alle Geometrie 
aufhSren wfirde. Jenes Gerfiste mfisste dann wieder fallen; gerade Linie 
und Ebene trKten in das Gebie~ anderer Linien zurfick, trod es w~en 
eben so, wie ftir diese, Gleichungen darzustellen, nur mit der ilmen noth- 
wendig beiwohnenden Unbestimmtheit; ~ nut Verh~tnisse kSnnten gegeben 
werden, and Ihre transcendente Trigonometrie w~e es, welche dieses teistete. 
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2) Diese Linien mit ihrer Ebene w~en auch bald gefunden. Es 
sind die grGssten Kreise einer mit unendlich grossem Halbmesser be- 
schriebenen KugelflKche. Wenn sonst die Geometer, nm den Begriff der 
Ebene festzustellen, sagten: man solle sich eine Flgche denken, in der 
nach allen Richtungen bin gerade Linien mGglich: m wiirde man jetzt, 
um die Vorstellung der nothwendigen Fundamentalfl~iche zu erhalten, 
fordern: s ich eine Kugel f l~che  ins unendl iche  hin  e rwe i t e r t  zu 
denken. Alles kKme nur darauf an~ class diese classische Fl~iche nut auf 
einzige Weise mSglich sey. W~ire sie es nicht: so vers~inke alle 
Geometrie in einem unbestimmten Unendlichen; das Loos des Geometers 
sowie des ganzen mensehlichen Geistes kSnnte furchtbar genannt werden; 
es g~be niches absoh~ Wahres, keine Geometrie, keine As~ronomie, keine 
Physik; alles liige vergraben in dem unergrtindlichen Yleere des unendlich 
real unendlichen Raumes. Wunderbare unbegreifliche Grg.nzen der mensch- 
lichen Fassungskraft; - -  nicht einmal wesenlose, ohne gSttliehen Geistes- 
hauch todte Raumformen vermSchte selbstKndig zu erschaffen der Mensch. 
Abet es ist zum Gliick nicht so. Denn~ wie man sich leicht tiberzeugen 
kann, ist jene unendliche Kugelfl~che nut einzig, oder wenigstens eine 
mit der andern symmetrisch. 

3) Auf jener Kugelfl~iche gilt offenbar die ganze Euklidische Geometrie, 
aber nut bis zur S t e r eome t r i e ,  welche unbestimmt bleibt. Nut in 
einem Raume mit vier Dimensionen 
wfirde auch diese sich geben lassen. 
Man denke sich nemlieh als mSglich, 
dass fiber der ge raden  Linie A C B  

stair 2 Recht. Winkel 4 R. W. liigen, 
und besehreibe mit dem Radius C A  

einen Halbkreis A D E B ,  ziehe CD 

und CE so, dass A CD ~- B C E  = 90 ~ 
Dann wfirde man das einemal eine 
Kugel beschreiben, far welche CD die 

E 

Fig.  4. 

Aequatorebene bfldete, das audremal eine far CE. Beide Kugeln wiirden 
eine Berfihrung der dritten Ar~, oder eine kSrperliche Begr~nzung an 
ihrem Durchschnitt haben. Man denke sich diesen kSrperlichen Raum 
zu einer Fl~he zusammengezogen. Dann w~ire diese die far die Stereo- 
met-rie klassische Fl~he,  durch welche der Raum bei stereometrischen 
Constructionen begr~.nzt gedach~ werden miisste. 

Vor kurzem suchte ich die Consh~uction des FundamentalkSrpers, 
(der, was der Wfirfel fiir den t~um yon drei Dimensionen) allgemein 
fiir einen Raum yon beliebig vielen Dim ensionen. Ich land, class dieses, 
wofern eine gewisse  Sch lus sa r t  r i~h t ig  is t ,  mit der Zahl der 

Mathemati~che Annalen. I~I~r 5 
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rechten Winkel um einen Punkt in der Ebene zusammenh~nge, dass 
niimlieh der Ranm n Dimensionen haben wiirde, wenn die Summe der 
rechten Winkel um einen Punkt he~lm ~ 2 "-1, und dass d~.nn die ZaM 
der E cken  des FundamentalkSrpers in diesem Raum yon n Dimensionen 
durch 2 ~, die Zahl der Begriinzungen der ersten Art yon der Dimension 
( n -  1) fiir jede Ecke durch e, und die Zahl derselben, der Gr~inzkSrper 
yon der Dimension (n 1) flit den ganzen KSrper dutch 2n, die Zahl 

der Berfihrungen der 
zweiten Art yon d. Dim. 
( n - - 2 )  durch 4n, sein 
kSrperlicher lnhalt, wenn 
die Seit;e L, d~rch L~ 
und seineDiagonale durch 
L ] /n gegeben werde. - -  

/ Von einer andern Seite 
/ l~sst sieh zeigen: dass 

! 

, wenn  es mSgl ich ,  dass I 
I 
, e ine  ge rade  L in i e  

I 

' Zwe ige  babe ,  sie der- t 
! 

' selben unendlich viele, 
und auch  der  R a u m  un- 

, /  end l i ch  v ie le  Dimen-  
s S 

/ s ionen  haben wiirde. 
, / ' /  Auf gewi s se  Weise  

/-" kSnnte man sagen, dass 
/ auch in lhrer, der anti- 

eukhdeischen Geometrie, 
der Raum unendlich viele 
Dimensionen babe, die 
aber alle wieder im un- 
endlichen liegen. Niim- 
lich es sey*) .BAC ein 

.B rechter Winkel, AD die 
~i~. 5. ConstanCe fiir das recht- 

winklichte asymptotische Dreieck~ dessen anderer Winkel ~---45~ der 
rechte Wiukel werde dutch AD halbirt, dann hesse sich dieselbe Con- 
struction dutch / ) E ,  E/~ u. s. w. an den Pnn~en  /) ,  /~, F u. s. w. 
wiederholen, ohne dass die Linie A C jemals erreicht wfirde, - -  und 
dieses auf analoge Art r~iumlich gedacht g~be innerhalb des yon den drei 

*) [Die iifichtig gezeichnete Figur des Originals ist dutch eine genauere ersetzt 
worden. Sk} 
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rechtw~n~l]gen Ebenen begr~nzten Raumes kSrperliche Ecken, welche 
zuers~ durch 3 Ebenen yon 45 ~ 0 e ~ u n g  begr~nT.t, der Reihe nach dutch 
eben so viele KSrper yon der Dimension 3, 4, 5 u. s. w. bis ~ ,  begr~.n~t 
gedaeh~ werden kSnnten. 

Das Resultat des Bisherigen w~ire also so auszusprechen: 
Die Eukl~deisehe Geometrie is~ falseh; abet dennoch muss die wahre 

(~eometrie mit demselben elf~en Euklideischen Axiom d. i. mi~ dem Postulat 
yon Linien und Pl~ichen anfaugen, welche die in jenem Axiom behaupte~e 
Eigenschaf~ haben. Start der geraden Linie und Ebene sind nur die 
g'rSss~en Kreise jener mit unendlichem Radius beschriebenen Kugel nebst 
~hrer 0berfl~he zu setzen. Es entsteht zwar die eine Unbequemlichkeit 
daraus, dass die Theile dieser Fl~che bloss symmetrisch, nieht wie bei 
der Ebene, congruent sind, d. i. dass der Radius nach der einen Seite 
b_in unendlich, nach der andern imagin~r ist; allein wie jene Unbequem- 
lichkeit dutch viele audere Vor~hefle, welehe die Construction auf einer 
Kugelfi~che darbietet, wieder aufgewogen werde, ist klar: sodass  viel-  
l e i e h t  auch  dann  noch,  wenn die Eukl~deische Geometrie wahr w~re~ 
zwar nicht mehr die Nothwendigkeit obwaltete, die Ebene als eine un- 
endliche Kugelfliiche zu betraehten, abet doch noch die Fruch~barkeit 
dieser A nsich~ dieselbe empfehlen kSnnte. 

Allein als ich alles dieses durchdach~, als ich reich fiber das Resultat 
schon vSllig beruhig~ hatte, theils well ich glaubte der Grand (la m6ta- 
physique) jener der {~eome~rie nothwendig s.nh,.ftenden Unbestimmtheit, 

auch selbst der vollendeten Unentschiedenheit in dieser Saeh% d~.nn~ 
wenn jener Beweis gegen die Euklideische Geometrie, wie ich nicht er- 
war~en durf~% nicht fiir s~ringen~ zu halten sey ~ [j lasse sieh aufkl~ren]; 
theils wail doch alle die vielen bisherigen Untersuchungen aus der ebenen 
Geometrie nicht ffir verloren zu acht~n: sondern mit einigen Modificationen 
zu gebrauchen w~ren, und denn doeh wenigstens bis zu einer ziemlich 
weiten Gr~.nze bin, die sich vielleicht such n~her bestimmen liesse, auch 
die S~tze der kSrperlichen Geometrie und der Mechanik n~herungsweise 
Gfiltigkeit h~tten; land ich heute Abend ~ eben mit einem Versuch be- 
sch~ftig~, einen Eingang zu Ihrer ~ranscendenten Trigonome~ie zu finden, 
und weil es m~r nicht gelingen woll~e, in der Ebene daffir hinreiehende, 
bestimmte Func~ionen zu erhal~en, zu r~mlichen Cons~ructionen for~- 
gehend, ~ zu meiner nicht ger~ngen Uberraschung folgenden Beweis  ffir 
die E u k l i d e i s c h e  P a r a l l e l - T h e o r i e .  

1) Man beschreibe mit einem asymptotischen r e c h ~ w i n k l i c h t e n  
Dreieck einen geraden Kegel, welches mSglich nach Eukl. ~I. Lehrs. 4. 
Die krumme Oberfl~he desselben wird also ebenfalls mit der Basis 
asymptotisch zusammenlaufen. 

5* 
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2) Man nebroe yore Scheitel A aus in der Oberfliiche des Kegels 
drei gerade L~nien ASB, AC, AD, so class alle drei in d iese lbe  Halb-  
kegelf l~che fallen; und lege dutch je zwei A B  u. A C, A B  u. AD, 
A C u. A_D Ebenen resp. ABCA,  A B D A ,  ACDA,  yon denen also jede 
nur in den zwei gegebenen geraden Linien yon der Kegelfli~che begr~.nzt 
lind ausserdem in ke ine r  andern  yon ihr  ge schn i t t en  wird. 
Ferner k~nnen diese Ebenen nicht die Kegelbasis schneiden, well sonst auch 
ihre Griinzen AB~ A C, AD sie schneidza w~den *) gegen die Construction 
(1). Mithin mtissen diese Ebenen soweit sie innerha~lb des Kegels liegen, 
mit der Basis, also auch mit der 0ber~i~che des Kegels asympto~isch 
zusammenlaufen, und werden daher einen a sympto t i s chen  Raum 
einschl iessen.  

3) Man setz% yon den Linien AB~ A C, AD liege AC in der Mitre, 
sodass der ebene Winkel J~AD ~ B A C >  CAD, und ziehe aus irgend 
einem Punkte der begr~nzten Ebene A B D A  ein Perpendikel auf dieselbe 
(es wird bier nur gefodert, class es ein solches Perpendikel gebe, (Eukl. XI 
Lehr. 4), n i c h t  [dass es] eigentlich construir~ werde, obgleich auch diese 
Construction, welche bei Euklid die Paralleltheorie voraussetzt, unab- 
hii~gig und zwar mit mehr Concinnit~t dutch die Kugel geleistet werden 
kSnn~e), so muss dieses gehSrig verli~ngert, aus jenem asymptotischen 
Raum (2) wieder herausgehen, und also die Ebenen A B C A  oder A C D A  
schneiden. Dutch einen Punkt dieses Perpendikels, innerhalb des asympto- 
tischen Raums, denke man sich eine Ebene, parallel der Ebene A B D A  
d. i. eine solche, auf welcher jenes Perpendikel ebenfalls senkrecht steht. 
Dieselbe wird entweder eine der Ebenen A B C A  oder A CDA oder beide 
u. in diesem Falle auch ihre gemeinschaftliche Durchschnittslinie A C 
schneiden, und aus der Figur der Durchschnittslinie wiirde, wie man sieh 
leicht iiberzeug~, folgen, dass entweder eine Ebene eine andere in mehr 
als einer geraden oder in einer krummen Linie schneiden, oder folgen, 
dass entweder eine gerade Linie, oder zwei eine Ebene begriinzen kSnnten, 
welches unmSglich. 

Also ist kein solcher asymptotischer Kegel mSglich, also auch kein 
solches asymptotisches Dreieck. W. Z. B. W. 

Der Beweis hiitte sich iibrigens auch leicht auf den Satz zurfickffihren 
lassen, class zwei gerade Linien nicht zugleich in einem Punkte einander 
schneiden~ und nach der andern Sei~e kin asymptotisch zusammenlaufen 
kSnnen. 

Kiinnten Sie iibrigens, g~osser Mann! dieses und anderes Aehnliche 
Ihrer Billigung nicht unwerth achten: so wiire ich geneig~, in einiger 

~} [Das ~rsiv gedruckte ist ha Originale rot unterstrichen.] 
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Zei~, under dem Namen: Philosophie der Mathema~ik, ein Werk er- 
scheinen zu lassen, welches die Grundprincipien dieser Wissenschaf~, der 
Arithmetik, Geomet-rie und Analysis, und vielleich~ auch der reinen 
Mechanik enthalten soll. Schon vor geraumer Zei~ wurde ich yon zwei 
M~.nuern, welchen in deutscher Philosophie, Ar~ und Kuns~, eine be- 
deutende S~imme zuerk,.nnt wird, yon Bouterwek und Fries dazu er- 
muntert~ meine Ansichten fiber Mathematik, so weir diese mi~ der Philo- 
sophie zusammenh~ngt, bekannt zu machen. Ieh zfgert% einesthefls weil 
ein solches Unternehmen nur durch die s~rengste m a t h e m a t i s c h e  Ana- 
lyse begrfindet werden darf, und mir hier noch manches fehlt~; und dann 
auch, weft ich dutch l~ngeres Studium, vorzfiglich des Plat% mir eine 
gewisse Form der Darstellung anzueignen hoffte, yon welcher jenes Werk, 
das auch einen rein philosophischen Theil erhalten musste, nich~ entblfsst 
sein sollte. Wfirden Sie urtheflen~ dass dasselbe yon mir nich~ temere 
susceptum sey: so wfirde es mir zum grossen (~lttcke gereichen~ wenn 
ich d~.nn dem Zuge meines Herzens folgen und diese Arbei~, yon der ich 
alles, was yon eigentlich mathematischem Sinn zeugen kfnnte, nur Ihnen 
zu verdanken h~t~e, als ein 5ffentliches monumentum pietatis Ihnen 
weihen dfirfte. 

Gerade im Begriff zu schliessen bemerke ~ch noch, class der obige 
Beweis ffir die Eukl. Parallel-Theorie fehlerhaf~ ist. Der FetLler liegt 
offenbar in den roth unters~richenen Zeilen. Der Durchschn i~ t  jener 
drei Ebenen mit der Kegelbasis geschieh~ nur in einem asymptotischen 
Dreieck~ dessen 3 Winkel -~-0 sind. 6~be es eine yon drei ebenen 
Winkeln begr:&nzte kSrperliche Ecke, yon denen der eine Winkel ~ der 
Summe der beiden iibrigen, so hesse sich auch dana noch der Beweis 
fiihren; abet dieses ist nicht m f g l i c h . -  Also w~re auch bier die Hofnung 
verschwunden~ zu einem vfllig entschiedenen Resultat zu kommen, und 
ich muss reich wieder bei dem vorhin Angeffihrten beruhigen. ~'brigens 
glaube ich auf jenem Wege wenigstens einen Schritt zu Ihrer transcen- 
denten Trigonome~rie gethan zu haben~ indem ich mit Hiilfe der sph~- 
rischen Trigonometrie, die Verh~ltnisse aUer Constanten~ wenigstens dutch 
Cons t ruc t ion  in r e c h t w i n k l i c h t e n  Dreiecken, angeben kann. Es fehlt 
mir noch die wirkliche Berechnung der Basis eines gleichschenklichten 
Dreiecks aus der Self% woffir ich suchen werde vom gleichsei~igen Dreieck 
auszugehen . . . .  
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Waehter an Gauss. Danzig, den 25. Februar 1817. 

Wohlgeborener, 

Hoehgeehr~ester Herr Professor, 

Sie haben noch nicht die Gfite gehabt, verehr~ster Lehrer, meinen 
Brief yore Dec. v. J. zu beantworten, and ich muss daraus schliessen, 
class sie ihn keiner hntwort wfirdig geachtet haben. Mir wollte es spiiter, 
in der Erinnerang, selbst so seheinen, als sei manches noch zu schtilerha~, 
Wahres mi~ vielem Ha~bwahren vermischt gewesen, als class Sie es Ihrer 
Aufmerksamkeit hiitten werth halten kSnnen. Es bleibt mir nichts anders 
fibrig, als dass ich versuche, meinen Fehler wieder gut zu machen, indem 
ich Ihnen etwas Gediegeneres mitzulheilen wage, im Vertrauen auf Ihre 
gfitige Nachsicht. 

Sie finden reich nach zweimonatlicher Un~erbrechung wieder zu dem- 
selben Punkte zurfickgekehr~, zur Paralleltheorie. Ich weiss nicht, ob es 
meine wissenschaftliche Ausbildung hindern oder f'Srdern mag, dass ieh 
reich immer noch an der Schwelle der Mathematik herumdrehe~ ich muss 
selbsi ffirchten, dass Sie solches sehr mi~sbilligen werden; allein eines- 
theils ~reib~ mieh leider der Elementartmterricht, zu dem meine Ver- 
hi~ltnisse reich nSthigen, immer wieder daza zurfick; and dann auch glaube 
ieh ein tieferes Eindringen in die Wissenscha~, durch ein vSlliges Klar- 
werden fiber ihre Grandbegriffe und Methode, erst gehiirig begrfindet zu 
haben. Genug, ich hoffe, (lass diesmal mein Bemfihen nich~ vergebens 
gewesen ist, and ich glaube jetzt, das R~ithsel der Paralleltheorie gelSst 
zu haben. 

Vor einigen Tagen ergab sich mir die Idee, und ich hielt sie lest, 
dass der Satz: D u t c h  jede  3 P u n k i e  in der E b e n e  sei ein Kre i s  
mSg l i ch ,  nicht erst dutch Hiilfe der Paxalleltheorie: sondern umgekeh r~  
diese dutch jenen erwiesen werden mfisse. Allein es zeig~e sich bald~ 
class der letztere Beweis auch nicht mSglich. Es blieb nichts anders 
fibrig, als zu 4 Punkten forLzugehen, and zu untersuchen~ ob durch  
jede  4 P u n k t e  im R a u m e  eine K u g e l f l i i c h e  mSglieh~ oder nicht 
miiglich; mit welcher Untersuchung die gauze Geome~rie stehen, oder 
fallen muss. Es gelang mir bald der Beweis, and ich wage es, lbnen 
hier die Grtmdziige desselben vorzulegen. Idb seize dabei voraus, dass 
das 11 u Euk]idische Axiom falsch sei~ und zeige, dass jener Satz wahr 
sei, v~illig unabh~ingig  yon aller Paralleltheorie. 

1) Pos~ulat .  Dutch jede 4 Pun~e  im Raume is~ eine Fl~iche 
mSglich, welche yon einer andern, einzig und allein durch 4 PunkCe be- 
stimm~en, in nicht mehr als einer aUein dutch 3 Punk~e bestimmten 
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Linie gesehnitten wird. Ich sehe dieses als die Definition der Fl~che an, 
welche ich kurz die Fl~che der 4 Plm]r~e nennen will. 

Es ist dieses das allgemeinste und einzige Postulat der Geometrie, 
yon dem die Postulate einer Ebene dutch 3 Punkte, oder der geraden 
Linie durch 2 Pnnk~e, oder auch einer krummen Linie dutch 3 Punkte 
in einer Ebene, nut besondere F~lle sin& Ich bin ~iberzeugt, dass sieh 
dieses Postula~ zur hSchs~en Evidenz bringen liisst, und man muss es 
entweder zugeben, oder die gauze Geometrie 1Kugnen. 

2) Theorem.  Die F1Kche yon 4 Punkgen schliesst einen Ranm ein. 
Gesetzt es sei falsch, so wird sie entweder dutch eine Ebene irgend 

wo asymptotisch beffriiazt, oder es giebt f/ir sie keine solche asymptotische 
Ebene zur Gr~nze. 

I. Man setze, sie babe eine solche Gr~rze. Dann f'~le man aus 
irgend einem Punkte der Fl~che eine Senkrechte anf diese asymptotische 
Ebene. Aus ihrem Durchschnittspunkte mit der FIKche giebt es eine 
gerade Linie, welche Asymptote der asymp~otischen Ebene. Mit dieser 
beschreibe man einen asymptotischen Kegel, welcher en twede r  die 
Fl~che in einem Thefte schneidet~ sodass gerade Linien in tier Kegel- 
fl~iche erst aus der inneren Seite der Fl~iche yon 4 Punkten auf die 
~ussere treten, und sparer wieder asymptotisch diese Fl~che zwischen sich 
und der asymptotischen Ebene (der Kegelbasis) einschliessen, oder  die 
Fl~che bloss yon innen asymptogsch beriitrren. In beiden FKllen ist eine 
(Beriihrungs)ebene an der Kegelfliiche mSg'lich, welche im letztern Falle 
die Fl~che yon 4 Punkten in zwei Linien (yon drei Punk~en) schneider, 
gegen die Definition, oder im ersteren Falle in einer Linie yon soleher 
Gestalt dass die beiden Zweige ~fl und 
a~, asymptotisch zusammenlaufen, welches ~ ~ , 8  
aber eine Linie nicht yon 3 Pun~en, .er 
sondern yon 4 Punk~en seyn wiirde, eben- 
falls gegen die Definition. 

Der zweite Theft des Beweises is~ 
leichter, da er sich auch schon yon der Fi~. 6. 
Linie durch drei P-n~te in einer Ebene auf gleiehe Weise fahren liiss~, 
welches yon dem ersten Fall des vorigen Theils nicht gilt, denn sonst 
branchte man bei dem ganzen Beweise fiir das 11 tr Eucl. Axiom nicht 
ans der Ebene heranszugehen. Doch fund ich diesen Theft des Beweises 
erst sparer, und erst nach erhaltener l~berzeugung, class er in v ier  
Dimensionen mSglich. 

II. Man setze die Fliiche yon 4 P u ~ e n  habe keine asymp~tische 
Ebene. Es werde eine Ebene A so durch die FIi4che gedacht, dass sie 
diesdbe in ke iner  geschlossenen Linie schneidek Anclere Ebenen darauf 
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sen]creche, und unter einander parallel, werden mithin, der Hypothesis 
gem~ss, his ins unendliche fort die krumme Fl~iche schneiden. Daranf 
wiihle man irgend 3 Punk~ in dieser Fl~iche, nur  n i ch t  in der Ebene 
A, sondern auf einer Seite derselben, und beschreibe dutch sie eine 
Kugelfl~che yon unendlich grossem Halbmesser, welche, wie leicht zu be- 
weisen, ihre home Seite der convexen der Fl~che yon 4 Punkten zu- 
kehren und in den hohlen Raum der letzteren eintreten wird. Der Durch- 
messer der Kugel ist die Linie, die auf einer Ebene durch jene 3 
Punk*~e senkrecht, und schneide~ entweder die Ebene A oder irgend eine 
andere dieser parallelen Ebene. Woraus mit Hfilfe der S~tze, die ich schon 
bei Gelegenheit der Metternichschen Recension in der Zei~schrift bewiesen, 
folgen*) wiirde, dass der Mi~elpunkt der Kugel wieder ausserhatb des 
yon der hohlen Fl~che umgebenen Raumes fallen mfisste; als die Ebene 
die krumme Fl~iche noch in einer zweiten Linie schnitte; gegen die De- 
finition. 

3) Theorem.  Die Fl~che yon 4 Punkten ist eine geschlossene, 
und mithin eine Kugel. Wie leicht zu beweisen. 

4) Theorem, Dutch jede 3 Punk~e in der Ebene ist ein Kreis 
mSglich. Folgt aus Th. 3. 

5) Beweis  ffir das 11 ~ Axiom. 

Es kann seyn, dass ich reich irre, allein ich babe reich so yon der 
Evidenz meines Beweises fiberzeugt, class ich wag~e, ihn drucken zu lassen. 
Wenige Seiten darfiber enthalten die im vorigen angedeute~en Beweise; 
zwar nur kurz, weft ich sonst ffirchiete, wiederhol~ in den im vorigen 
Briefe an Sie begaugenen Fehler der Weifliiufigkei~ zu veffallen; allein 
ich glaub% dass es ffir den eigentlichen Mathematiker hinreichen wird. 
In wenigen Tagen werde ich so frei sein, ein Exemplar der Abhandlung 
an Sie abgehen zu lassen. 

Indem ich bescheiden die Hoffnung hege, dass Sic mir, verehrtester 
Lehrer, Ihr richtendes Urtheil fiber meinen Beweis nicht vorenthalten 
wollen, verharre ich in unbegriinzter Hochachhmg 

Ihr 

ergebener 

F. L. Wachter. 

*) [Der Brief ist stellenweise besch~dig~ Die erg~nzten WorSe bier und im 
Folgenden sind dutch cursive Typen gekennzeichne~ worden.] 
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Waehter an Bessel. Danzig, den 17. Miirz 1817. 

... Der Titel der beiliegenden Abhandlung empfiehlt sie night als eine 
solche, welche man mR vielen Erwartungen zur Hand nehmen k~nnte. 
Die vielen meist sehr zuversiGhtliGh angekfindigten, abet misslungenen 
Versuche einer Begrfindung der EuklideisGhen ParaUel-Theorie haben das 
Zutrauen, das man sonst in neue Versuche fiber diesen Gegenstand setzen 
duffte, fast vemichtet. De~och  bleibt die endliGhe Vollendung dieser 
zweifelhaften Lehre ein Bedfirfniss, ohne dessen Befriedigung ~.11e Geometrie 
nebst ihrer Anwendung auf blossem empirischen Glanben beruhen mfisste, 
einer ~erzeugungsart ,  welche dieser Wissenschaft v~llig fremd, ja geradezu 
entgegengesetzt ist. Allein gerade der Mangel an allgemeinerer Verbreitung 
der ~chten mathematischen Methode zeigt sich auch nirgends deutlicher 
Ms hier, wo man sich in einem steten logischen Kreise herumgedreht hat. 
Der wirkliGhe Beweis daffir, class bei allen bisherigen Versuchen fiber 
Parallel-Theorie ein solcher Kreis zum Grumde liege, ist nicht schwer zu 
ffihren; und es bleibt in der Geschichte der l~athematik gewiss merk- 
wfirdig, dass noch niemand die Wahrheit des elften euldicleischen Axioms 
bezweifelt hat, wie es, der Form nach~ schon die sonst gebr:,iuGhliche 
apagogische Beweisart mit sich gebracht haben wiirde; und wie es des 
Geometers allein wfirdig gewesen w~re, wenigstens die Folgen zu ent- 
wickeln, die Start haben mfissten, sobald dieser Satz vielleicht falsch, oder 
doch vSllig unbeweisbar war. Doch diese Folgen, yon denen einige 
interessant genug sGheinen, darzulegen, kommt mir .... obgleich iGh der 
erste gewesen bin, der die ersten, ans einer dem elften Axiom entgegen- 
~.esetzt.en Hypothesis handgreiflich folgenden Satze angedeutet hat, in 
emer m der astronom. Zeitschrift abgedruGkten Recension, weniger 
zu als Gauss ,  der, wie ich spiiter yon ibm erfuhr, schon seit vielen 
Jahren mit solchen Entwickelungen besch~ftigt gewesen ist. IGh bin nut 
froh, reich dutch meine je~zige Arbeit yon einer viermonatlichen Qual 
befreit zu haben, die dutch ein vSlliges u an der Wahrheit der 
euklideisGhen Parallel-Theorie, mithin an der MSglichkeit aller Geometrie 
fiber den 28 t~ Satz des Euklides hindus, denn auch keine andere ihr 
entgegengesetzte Geometrie kSnnte als wahr begrfindet werden - -  und 
durGh den daraus unmittelbar folgenden Zweifel an aller, so welt sie 
yon der Geometrie abh'~iagig, absolut wuhren Astronomie und Physik, 
entstanden war. 

Das yon mir zum Beweis des elften Axioms gebrauchte Verfahren 
ist in sigh selbst klar, und iGh muss nut wfinschen in der Ausffihrung 
desselben dutch mein Streben nach ged_WAngter Kiirze niGh~ in den Fehler 
der Unverst~ndliehkeit gefaUen zu seyn . . . .  
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Wachter, der Vater, an Gauss. Hamm, den 10. Mai 1817. 

. . .  Welche grosse Pl~ine hatte er noch! Als er mir sein letztes Werk 
die Demons~ratio axiomatis geometrici in Euclideis undecimi fibersandte, 
r'~isonni_rte er vieles fiber die interessanten Folgen, die es gehabt hiitte, 
w e n  die Euclidische Geometrie ~icht wahr wiire, deren Wahrheit er 
nun dutch seine Schrift bewiesen zu haben iiberzeugt war. I_udem er 
mir ihre En~stehungsgeschichte in seinem Kopfe meldet, sagt er: 

,,Hiitte ich in gewShnlichem Tone schreiben wollen, so h~tte ieh 
5 - - 1 0  Bogen gebraucht und Kupfertafeln, die ich bier schwerlich er- 
baleen konnte. Ich babe reich der gr~issten Kfirze befleissigt, sodass es 
jedem andern Mathematiker als H. Gauss schwer seyn wird, zu folgen. 
Es mag auch interessant scheinen, das, woriiber seit Euclides Zeiten, 
Quartanten sind vergebens gearbeitet worden, aas einem einzigen Bogen 
ausgefiihrt zu sehen. Sie sehen, (lass ich mit vieler Zaversicht schreibe. 
Abet halten Sie das nicht fiir Folgen meiner Phantasie, die Itmen viel 
zu lebhaft scheint, sondern seyen Sie versichert, dass ich dabei so 
nfichtern gewesen bin und noch bin, (lass ich am Ende nicht weiss, 
wohin reich diese Nfichternbeit noch fiihren wird. Ich sollte vie] 
Freude fiber das Gelingen meiner Arbeit empfinden, aber ich empGnde 
sie nicht. Ich babe das gefunden, wovon ich frfiher glaubte, wenn ich 
das erreicht~ ruhig aus dieser Welt scheiden zu kSnnen. Ich kSnnte 
hoffen, viel Ruhm elnzuiirnten, fiir die LSsung eines Problems, mr das 
die Ansbrengung zweier Jahrtausende bisher nicht hingereicht hatte. Doch 
h i e ~ c h  w~e der Werth dieser Arbeit zu gering angeschlagen. Man 
hat bisher noch gar nicht e~nma] daran gedacht, die eminenten Folgen 
zu fiberblicken, die es hiitte, wenn die Paralleltheorie nicht wahr w~re. 
Man hat nicht real gewa~, an der Wahrheit des 11 ~n Eucl. Axioms zu 
zweifeln, obgleich alle Bemfihungen es zu beweisen vergebens waren, 
and es des Geometers nicht allein wiirdig, sondern film selbst not~h- 
wendig war, so lange auch das Entgegengesetzte dieses Satzes fiir mSglich 
zu halten. Dass dieses ~.icht geschehen~ ist ein sehr bSses Zeichen 
den Zustand der Wissenschaft and des geometrischen Sinnes. Man muss 
durchaas verzweifeln ~icht mathematischen Sinn als Gemeingut unter die 
Menge zu bringen~ vielleicht noch mehr als ~cht ~isthetischen and rein 
philosophischen Sinn zu verbreiten. Es giebt keine Schulen ftir reine 
Geome~rie; sondern bloss empiriscHe ~ den Tas~sinn, gleichviel iiasser-, oder 
~nnern, auch die sogena~nte intellec~ale Anschauung gehSrt h i e h e r . -  
Es giebt in der Mathematik kein Axiom; will man sie, so muss man 
die Wissenschaft au~eben. Der einzige Mathematiker, yon dem man 
hoffen daft, das anerkannt zu sehen, ist Gauss; er ist abet der einzige 
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Mathematiker, den es giebt und gegeben hat, u n d e r  ist noch viel zu 
wenig anerk~.nnt. Von M~nnern wie 2~ewton, LaG range, La Place, Le 
Gendre, .Euler, .E~clid, Archimed, Apollonius etc. kann man dieses nut  
in so fern sagen, als es die mathematischen tiefsinnigen Combinationen 
und Anwendungen auf Astronomie and Physik betrifft. Die P r i n c i p i e n ,  
yon welchen alles abh~ngt, haben sie nicht welter gebracht. Ein Gliick, 
dass der menschliche Geist eine solche Organisation besitzt, dass ein 
feiner Tact oft eben so sicher leitet, als eine wissenschaftliche ~ber- 
zeugung, und jener fahrt schneller zum Ziele als das meistens miihsam 
erhaltene. H~tte man gewartet bis die Principien aufs Reine gebracht 
waren:: so w~re in hSherer Mathematik und Physik bis dahin gar nichts 
geschehen. Hierin kSnnte sich das Walten eines hSheren Geistes fiber 
den Menschen offenbaren, der dem menschlichen Geiste instinktartig ein- 
giebt, was ihm zuvSrderst zu wissen noth thut. - -  Mich abet kan~ so 
etwas nicht befriedigen. Indess mein Gesch~ft ist geendig~; mir kommt 
es nicht zu, die Wahrheit dieses Gegenstandes vor Augen zu legen. Ein 
Or~ far die Auseinandersetzung der mathematischen Methode kan- in 
Zukunf~ meine Philosophie der Mathematik werden. Dieselbe zu schreiben, 
hglt reich nichts weiter ab, als noch nicht getriebenes Studium der 
platonischen Formen und Mangel an Aufmunterung yon aussen, und daher 
an Lust das, was ich selbst far reich lange besitze, and mir unwider- 
sprechlich klar ist, zu Papier zu bringen. - -  Indess begn~ige ich mich~ 
durch die LSsung jenes Problems reich yon einer 4 monatlichen Qual 
und Pein wegen meines Zweifels an der Wissenschaf~ befreit zu haben, und 
das ist mir genug. Fremdes Ur~hefl kann dazu wenig hinzuthun oder 
entfernen~ - -  In dieser Welt5 erwar~e ich kein Heft far Mathematik. Die 
mathematische Methode ist ein Extrem, das Ausserste der geistigen Ab- 
straction, und in dieser Welt liisst Mangel an abstractem Si,n und an 
gehSriger Leitung dazu oder andere davon abziehende historische Wissen- 
schaf~en oder das Practische ihres Lebens oder Mangel an Selbstdenken 
wenige zu diesem Aussersten kommen, m Verzeihen Sie mir diesen Ton, in 
den ich gefallen bin; er ist nicht bSse; ich fiberhebe reich nicht fiber reich 
selbst; ich fiberhebe reich nicht fiber andre; ich weiss was ich, wie viel 
ich besitzen mag, and dies ist ein Minimum, abet schon das ist viel, 
etwas Rech~s zu wissen; wenigstens mehr als andre, die sich mit einer 
Masse yon Kenntnissen brfisten, otme zu wissen, wie und warum itmen 
diese Kenntmisse geworden sind." . . .  


