
t~ber eineVerseh'drfung der isoperimetrisehen Ungleiehheit 
des Kreises in der Ebene und auf der Kugeloberfi~he 

nebst einer Anwendung auf eine MinkowsMsche 
Ungleiehheit fiir konvexe K6rper. 

Von 

T. Bonnesen in Kopenhagen. 

Ist p der Umfang, f des Fl~icheninhalt einer ebenen Kurve, so besteht 
bekanntlich die Ungleichung 

P~ f ~ 0 ,  4x 

wobei das Gleichheitszeichen nut fiir den Kreis gilt. Bei dem Versuch, 
diese Ungleichung mit elementargeometrischen Mitteln zu beweisen, gelangte 
ich zu Iolgender verscNidten Ungleichung 

P~ ~ ( / r  r)" 4 - ~ - f >  ~ 

wo R den Radius des kleinsten die Kurve enthaltenden Kxeises, r den 
Radius des grSBten der Kurve einschreibbaren Kreises bedeutet, und wo 
das Gleichheitszeichen wiedem~m nut ffir den Kreis gilt. Nach dem Be- 
weise dieser isoperimetrischen Ungleichheit wird die analoge Ungleichheit 
attf der Kugel abgeleitet, und mit Hilfe der gewonnenen Resultate beweise 
ich dann die von Mi~]~owski entdeckte Ungleichheit fiir konvexe KSrper 

k,2 4-~-o~ O, 

w o o  die Oberflgche und k das unten n~her bezeichnete Konturintegral 
des KSrpers bedeutetl). 

1) Comptes rendus 172 (1921), S. 1087--89. -- Matemati~k Tidsskrfft, KSben- 
barn, I921, S. 1-I3, 48--51. 
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I. Die isoperimetrisehe Aufgabe in der Ebene. 

1. Wit gehen yon einem konvexen Polygon K aus, de~en Umfang 
und Fl~icheninhalt mit p und f bezeichnet werden, und konstruieren die 
~u~ere Paxallellrarve K(9)  yon K im Abstande 9. Diese Kurve ist aus 
den um die Strecke 9 verschobenen Polygonseiten und aus Kreisbogen 
mit Radius 9 und Zentren in den Polygonecken zusammengesetzt. Der 
Umfang p (e) und der Fl~cheninhalt f (e)  von K (9) sind unmittelbar 
dutch die folgenden Formeln bestimmt 

(1) p(~o)= 2 ~ e + p  

Diese Formeln lassen sich sofort auf eine beliebige konvexe Kurve iiber- 
tragen. Aus (1) und (2) folgt 

M f ( e ) - -  f f" 

Der Wert yon M ist folglich von ~ unabh~ingig. Fiir ~ 

die Funktion f(e) ihren Minimalwert, -- M, an, wii.hrend p (~) ~- 0 ist. 
Unsre Aufgabe ist, zu zeigen, dal~ M positiv ist, oder daf der Minimal- 
weft yon f(~) negativ ist. Es wird geniigen zu zeigen, daft die Funktion 
f(~) ,  die fiir positive Werte von ~ positivist, fiberhaupt fiiz einen nega- 
riven Wert yon ~ negativ werden kann. Wenn in (2)~o dutch --~) ersetzt 
wird, kann die Aufgabe so formuliert werden: 

Ist es mSglich fiir ein beliebiges konvexes Polygon einen positiven 
Weft von ~ anzugeben, fiir welchen die Funktion 

(3) ~ ( e ) - ~  e p - -  f - -  ne  ~ 

posit ivist? 

2. In dem speziellen Fall, we das Polygon K einem Kreis mit dem 
Radius r umbeschrieben ist, sieht man gleich ein, dal~ ~ (r) :> 0, well 
dann rT ~ 2 f  mad f >  ~r  ~ ist. Es gilt aber allgemein der 

Satz 1. Fiir ein beliebiges konvexes Polygon vom Um/ang p und 
Ftgcheninhalt f ist 

(4) ~ ( r ) ~ - r p - - f  - - u r : > O ,  

wenn r den Radius des grS~ten ira Polygon enthaltenen Kreises bedeutet. 

Zur Bestimmung der Lage eines grS~t~n Innenkreises C kann man 
yon einem Innenkreis ausgehen, welcher mindestens zwei Seiten yon K 
ber'fihrt. Sind diese Seiten parallel, dann ist der grSflte Kreis schon ge- 
funden. Zwischen den ParaUeIen liegen zwei Reihen von Seiten, welche 
his zur Beriilmmg mit C parallel verschoben werden kSnuen, ohne dal~ 

lo nimmt, 
2u 
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der Weft von ~( r )  dabei ge~ndert wird. Denn sowohl r p  als f werden 
bei einer Versckiebung um die Strecke a u m  2 r a verkleinert. Der Kreis C 
wird yon den Beriihrungspunkten mit dem neuen Polygon in Bogen ge- 
teilt, welche ldeiner als 180 ~ sind. -- Wenn aber ein Irmenkreis zwei nicht 
parallele-Seiten beriihrt, dann gibt es einen grSl]eren Kreis, der wenigstens 
noch eine Seite ber'ti]~t, und die Kreisbogen zwischen den Beriihrungs- 
punkten sind l~leiner als 180 ~ Der grSl~te Innenkreis kann also jeden- 
falls immer so angebracht werden, da~ er drei Seiten des Polygons tangiert. 

Es sei jetzt (Fig. 1) A B C D E _ ~ G H A  das gegebene Polygon mit 
seinem grSfiten Innenkreis. A B C  sei eine Reihe yon Seiten, welche den 
Kreis nicht beriihren, L der Sclmittpunkt der n~ichstliegenden ber'tihrenden 
Seiten, und A1B1C 1 seien so konstruiert, daI~ 

.LA L B  .LO 
LA1 = Z - ~  = X - ~  = m  < 1. 

/_, 

N t7 /" 21/ 
Fig. 1. 

Wit vergleichen die zwei Polygone A B C T D E . F Q H A  

A ~ B I C , 1 D E . F G H A  und setzen 

cf -= r p - -  f - -  ~rr ~, 

qo!~ rpi -- fi -- :zr~, 

~ -  ~1 = ~ ( p -  p l )  - ( f -  f~). 

und 
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Mit den Bezeichnungen L A ~-a,  L C ~-c, A B ~ B C = / r  and den ana- 
Iogen fiir A1Bx C~ ist 

p -- iox=--(al -- a) -~- (c x -- c ) -  (/c~ --/r ---~ (I -- m)(a~ Jr c x -- bx) 

f -- f~ = (1- -  m~)t~, 

wo t~ den Fl~icheninhalt A~B~ C~ L A  x bedeutet, and somit 

-- ~x~-(1 -- m ) r ( a  1 + c 1 -- It1) -- (1 -- m~)tx. 

NIit Hilfe der Dreiecke, welche ihre gemeinsame Spitze im Zentrum des 
Innenkreises haben und die Grundlinien L A x ,  LC~, A1B! ,  BxC ~, sieht 
man, dai~ 

r ( a  1 ~- c 1 -- bl) ~ 2tl ,  

wo das Gleichheitszeichen nu~ gilt, wenn A 1 B 1 und B1C 1 den Kreis be- 
riihren. Hieraus folgt 

~ - - ~ , ~  (1--  m).  2 t , - -  (1 - -  m 2 ) t : =  (1- -  m)'~ t,. 

Wir w~ihlen jetzt einen solchen Wert yon m, dal] eine oder mehrere yon 
den Seiten A : B : ,  B:C:  den Kreis tangieren, wiihrend die iibrigen aui~er- 
halb des Kreises bleiben. Das gegebene Polygon ist dann durch ein neues 
ersetzt worden, welches eine grSBere Anzahl yon Beriibr~gspunkten hat 
und einen kleineren Weft yon q~(r) gibt. Mit diesem neuen Polygon 
wird eine analoge Transformation vorgenommen usw., bis man bei einem 
umschriebenen Polygon endet. Fiir dieses ist, wie wit wissen, ~ (r) positiv, 
und ~( r )  muB also auch flit das urspriingliche Polygon positiv sein. Der 
Satz 1 ist hiermit bewiesen und somit auch die isoperimetrische Ungleich- 
heir, M > 0, fiir konvexe Polygone. 

3. Es ist nun mSglich einen zweiten Weft von ~ aazugeben, flit 
welchen ~(e)  positiv ist. Es gilt n~mlich der 

Satz  2. $'iir ein beliebiges lr Polygon i~st 

(5) ~ ( R ) ~ -  Rio -- f" ~ R  ~ ;> 0 

WO R der Radius des ldeinsten Kreises ist, 
we~hex das Polygon enthdlt. 

Man sieht leicht era, dab ein solcher 
kleinster Aul~enkreis e entweder eine grS/~te 
Seite (odex Diagonale) als Da~chmesser hat 
oder dutch drei Ecken gehen muS, welche 
ein spitzwinktiges Dreieck bestimmen. Die 
Ecke~, welche innerhalb des~ Kreises liegen, 
sind also immer in Kreisabsch~nitten verteilt, 
deren BSgen hSchstens 180 ~ sind. Fig. 2. 
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Wit betrachten zuerst den spezietlen Fall, wo der kleinste Aul~enkreis 
dem Polygon -mschrieben ist (Fig. 2). Uber jeder Seite wird ein Rechteck 
so konstruiert, dal~ die gegeniiberliegende Seite eine Tangente ist. Dann 
ist R p = 2 f  -Jr- die Rechtecke, oder R p ~ f ~  f - ~  die Rechtecke, und 
well die letztgenarmte Figur den Kreis enth~lt, ist Rio -- f - -  z e R ~  O. 

In dem allgemeinen Fall abet, wo das Polygon Ecken innerhalb des 
Kreises hat, wird der Kreis nicht ganz in der Figur enthalten sein, welche 
von dem Polygon und den Rechtecken zusammengesetzt ist. Es gibt 
dann eine Reihe von einem Kreisbogen und zwei Rechteckseiten begrenzten 
Sektoren, welche aul~erhalb des Kreises liegen (Fig. 3). Soil auch in 
diesem Fall R i o -  f - - n R  e als positiv nachgewiesen werden, so ist zu 
zeigen, dal~ die Samme dieser Sekto~en kleiner ist als die Summe der- 
jenigen Teile der Rechtecke, die auBerhalb des Kreises liegen. 

Fig. 3. 

Es sei (Fig. 3) A1AeAsA~AsA 6 ein Teil des Polygons, welcher in 
einem Kreisabsehnitt kleiner oder gleich 1800 enthalten is$. Dutch die 
Ecken werden die Geraden ALP1, A~P~Pe, . . .  senkrecht auf A 1 A 6 ge- 
zogen. Well die Summe der Sektorwinkel A~, A a , . . .  gleich L: B~A~P~ 
~- ~ P6 As F6 ist, wird entweder 6ine und nut eine der Geraden A P dutch 
den entsprechenden Sektor gehen (AaP a in Fig. 3), oder zwei yon diesen 
werden mit zwei Rechteckseiten znsammenfallen. Die iibr[gen Gexaden 
durchkreuzen die Rechtecke, and es ist in Fig. 3 vorausgesetzt, daft sic 
die Tangentenseiten selbst schneiden~ Wir fangen mit dem Teit des 
Sektors A a an, welcher reehts yon der Geraden A 3 Pa liegt. Dieser Teil 
ist kleiner als ~ A s D s P s ,  welches in die Lage z~A4D, LP,~ parallel ver- 
sehoben werden kann. Ein Tell dieses Dreiecks hat die gewiinsehte Lage 
innerhalb des Rechteeks und attflerhalb des Kreises. Was iibrig ist, wird 
zum Sektor A m addiert, und die Summe ist in dem Dreieck A4E~P ~ ent- 
halten, we!ch~ wiederum nach /x As.EsP ~ versehoben" werden kann: 
t)ieses wird_in derselben Weise geteilt, wobei man mit A A~ F s/~6 endet, 
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welches auBerhalb des Kreises und innerhalb des Ietzten Rechtecks liegt. In 
analoger Weise behandelt man die Sektoren, weIche links yon A a Pa tiegen. 

Wenn (Fig. 4) die Oerade A4P 4 nicht die SeiSe DaD 4 sondern AaD s 
schneider, ist der Doppelsektor A s in einem Trapez As M 8 M4 P~ enthalten, 

4 4 
Fig. 4. 

welches den n~imlichen Fl~icheninhalt wie das Trapez A~D4D3P ~ hat, und 
dieses Trapez hat die gewiinschte Lage. Die Ungleichheit 

~(R) = R p -  f -  ~R~ o 

ist hiermit bewiesen. 
4. Aus dem gewonnenen Resultat, da~ die Funktion ~ (e) ~ ~P--  f - -  ~o.  

fiir o--~ r u n d  ~ ~ R positiv ist, kann man schliefien, daft R -  r kleiner 

ist als die Differenz 2 V/4~.. ~f der Nullstellen von ~(e ) ,  was uns den 

Satz Iiefert: 
Sa tz  3. Zwischen dem Um/ang p und dem Fhicheninhalt f eines 

konvexen Polygons besteht die Unqleichheit 

. (6)  4,~ f > ~ ' 

u~ R den Radius des t~leinsten Auflenlcreises und r den Radius des 
grSflten Innent~'rei~e~ b e d e W .  

Der Umfang T, def. Fl~heninhalt  f u n d  die Radien R und r des 
Au~en- und Innenkreises einer beliebigen, konvexen Kurve kSnnen immer 
ats Grenzwerte der entsprechenden GrSl~en eines umsct~iebenen Stiitz- 
polygons berechnet werden, und. es muB deshalb fiir alle konvexen Kurven 
die folgende Relation gelten: 

r_> ( 7 )  - 

Also gilt nut wena R ~ - r ,  d.h.  flit den K~eis, die Gleichung 
p~ 
4~ f = O .  
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Die Relation (7) gilt aueh flit nicht-konvexe Kurven, wetche einen 
bestimmten Umfang und Flgcheninhatt haben, wenn R and r flit die 
konvexe HiiIle berechnet werden. 

5. Aus der isoperimetrischen Maximaleigenschaft des Kreises kann 
man bekanntlich leieht folgern, dai~ unter allen Figuren, welche von einer" 
gegebenen Strecke und einem Bogen von gegebener L~nge begrenzt sind, 
der Kreisabsehnitt den grSl~ten Fl~heninhalt hat. Diesen Satz werden 
wit benutzen, um zu'zeigen, dal~ das Gleichheitszeichen in (7) nut fiir 
den Kreis ( / ~ - r )  gelten kann. 

Aus den fiir konvexe Polygone geltenden Ungleichheiten (4) und (5) 
folgt fiir beliebige konvexe Kurven, da~ 

(8) Bp~>~R~+f, r p ~ r ~ + f .  
Und weil durch (7) ausgedriickt wird, dal~ R -  r kleiner oder gleich der 
Differenz der Nullstellen der Funktion ~ (Q) ist, kann das Gleichheits- 
zeichen in (7) nut gelten, wenn 

f ,  rp----~r~"~ f, 
das sagt, wenn 

(9) p-~-~(R--}-r), f =nRr .  
Wit werden jetzt voraussetzen, dab eine Kurve K von dieser Be- 

schaffenheit mit nieht zusammenfallendem Aul~enkreis C und lnnenkreis c 
existiere. Fiir eine andere Kurve K~ mit denselben C und c und mit 
derselben L~inge p des Umfangs ist tier Fl~icheninhalt f~ dutch die Un- 
gleiehheit R p ~ ~z R ~ ~ f~ beschr~nkt, d.h. f 

Es kann gezeigt werden, dab K aus Strecken und Kreisbogen zu- 
sammengesetzt sein mul~. Im entgegengesetzten Fall kSnnte man auf 
einem Bogen, weleher C and o verbindet, einen inneren Punkt Q an- 
geben, dessen Umgebung weder gerade noch kreisfSrmig w~e, und weiter 
zwei yon Q getrennte Punkte P und R so dicht an Q, dab der Kreis- 
bogen P/~, welcher dieselbe L~inge wie der Bogen P Q/~ hat, auch zwischen 
C und c l~ge. Wiirde der Bogen PQR dutch den Kreisbogen PR ersetzt, 
so erhielte man start K eine "neue Kurve K~ mit demseIben Umfang, 
aber mit einem grSl~eren Fl~icheninhalt, f~ ~ f, trod zu K 1 gehSrten die- 
selben G undo  wie zu K.  ])ann ist aber, wie oben nachgewiesen, ~ ~ f,  
was mit > f i m  Widersprach ist. 

Es ist selbstversf;~ndlj'ch, dab .K den Kreis c beriihrt. Wir werden 
zeigen, dal~ K auch C beriihren mull  Man sieht leicht, dal~ eine gul]ere 
ParaIlelkm~-e K '  yon K yon derselben Art (9) wie ~ ist. Den~ man 
sigh, dal3 zwei BSgen von K in einem auf G gelegenen Knickpunkf, M 
zusammenstol~en, so wiirde der M entsprechende Kreisbogen auf K' mit 
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einem anderen Kreisbogea innerhaIb des Aut~enl~reises von K t zusammen- 
stol~en. Das i st .abet unmSglicl~, wie wit gesehen haben. 

K mu~ also aus KreisbSgen bestehen, welche C und c beriihrem 
Die innexe Parallelkurve von K im Abstand r zeigt abet, da] dana /i: 
ein Vollkreis sein mul~. Dieser fiillt abet mit seinem Aul~nkreis und 
seinem Innenkreis zusammen. Es gibt also keine andere konvexe Kurve als 
den Kreis, flit wetche die Relationen p ==- n ( R  ~- r) und f =  nRr bestehen. 

6..&us (7)erhell t ,  dal~, wenn p ~ r ( R + r ) ,  auch f<z tRr  ist. 
Und wenn f ~  nRr, ist p > n(R + r). 

Beispielsweise ist fiir eine Ellipse mit den Halbachsen a" und b 
I t=a,  t-=b, f=ztab, und aus (7) folgt deshalb, daI~ p>n(a-k-b). 

Als zweites Beispiel fiihren wir die Kurven konstanter Breite b an. 
Hier ist R + r = b u n d  lo = nb = n (R ,-+- r), also f < ~r R r.  

IL Die isoperimetrisehe Aufgabe auf der Kugel. 

7. Es soll jetzt die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises auf einer 
Kugelfl/iche untersuch$ werden, indem wir denselben Weg einschlagen wie 
in der Ebene. Es wird sich zeigen, dal~ die Verh~ltnisse hier viel ein- 
facher sind. Die ganze Uberlegung be.ziiglich der Figarea 1, 3 und 4 
f~illt n/imlieh fort und es wird nur von der Tatsache Gebrauch gemacht, 
dab der Groi~kreisbogen die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte ist. 
Wird der Ku~elradius gleich 1 gesetzt, so ist der Umfang eiaes sph~rischen 
Kreises vom Radius ~ gleich 2 z sin ~ und der Fl~icheninhalt 2 n (1 -- cos ~). 
Die Ungleichung 

(10) M ~ ( 2 n - -  f ) ~ +  p~ :> (2n)  ~ 

driickt die bekannte Isoperimetrie des Kreises auf der Kugel aus, d. h. die 
Tatsache, da] der Kreis mit dem Umfang p einen grSl]eren Fl~icheninhalt 
hat als jede aadere Kurve desselben Umfangs p; f bedeutet den FD, chen- 
inhalt der Kurve. Bei der folgenden Untersuchung soll gezeigt werden, 
dal~ sogar 

(11) M~(2n- - f )~+p~>(2z t )~( l+tg~R2r) ,  

wo 3~ und r die sph~risehen Radien des "~einsten Aul]enkreises m~d des 
grSl~ten InnenIcreises ~ siad. 

Wit gehen wieder yon einem koavexen Polygon K aus, welches ja 
der Konvexi~V zufolge ganz auf einer Halbkugel enthalten ist. Die 
~iui~ere ParalleIkurve K(~)) im Abstand 9 ist aus KleinkreisbSgen zu- 
sammengesetzr ist abet nicht konvex. Man braucht nut den Fl~iehen- 
inha!t f dutch die WinkeIsumme auszudriicken, ~m die ~folgenden Formeln 
flit deh Vmfang ~(e )  und den Fl~cheni,halt f (e)  yon K(e)  zu haben: 
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( 1 2 )  2 n  - -  f ( e )  = ( 2 ~  - -  f ) c o s  e - -  iv s i n 0 ,  

(13) p(r = ( 2 n  --  f)" sin ~o + p c o s e .  

Es ist dabei vorausgesetzt, dab 0 < y ist, dann hat K(0 )  keine Doppel- 

punkte, and die F1/iche iat nur einmal iiberdeckt. Die Formeln (12) und 
(13) iibertragen sich tmmittelbar auf be]iebige konvexe Kurven. 

Die beiden Kreise C u n d c  haben mit K mindestens zwei Punkte 
gemein and werden yon diesen in BSgen geteilt, welche hSchstens 1800 
sind. Der AuBenkreis C(0)  und der Innenkreis c(~o) yon K(0)  sind mit 
C bzw. c konzentrisch und haben die Radien R ~-0 und r -  9- Wenn 

3~ 

erstens ~) ---- 2 ~ R und zweitens ~ = -2  - - r  gesetzt wird, werden C(0 ) 

und c(9) GroBkreise, welche von K(9)  in BSgen geteilt werden, die ~< ~t 
sin& Der Umfang yon K(0)  ist deshalb in beiden F/illen grSBer als 
der GroBkreis. Aus (13) geht also hervor, dab 

( 2 n - -  f )cosR ~ p s i n R  > 2n ,  

( 2  ~ - f ) c o s  r § iv s i n  r > 2 ~. 

Weil ~/M das Maximum der Funktion P(0) ist, sieht man also erstens, 
daft M > (2~t) ~, und zweitens schlieBt man, dal~ es zwei Werte ~)=01 
and 0 =e~  gibt, 

0 < 0 1 < r < R < 0 ~ < ~ ,  

flit welche iv (01) ----- P (0~) ----- 2 n ist. Wir setzen 

2 ~t -- f = VM cos ~,  p = ~ sin ~,  

und 01, Qe sind dann die Wurzeln der Gleichtmg 

Bezeichnen 01 -+- ~ ---- u, ~ -{- ~ = ~ -- u (0 < u < ~) die LSsungen dieser 
Gleictifing, so ist 

R - -  r < r - -  ~ ) l = z  - -  2 u ,  

cos (/t -- r) > cos (0~ -- ,o~) = -- cos 2 u 2 (2 ~) ~ - -  M 1, 

M > ( 2 n ) ~ ( l + t g ~ 2 r  ) .  

Die Ungleichheit (1t)  ist somit fiir konvexe Polygone bewiesen, und 
(lurch Grenziibergang erhMt man fiir beliebige konvexe Kurven 

(14) (2n -- f)~ + ivY" ~ (2n) ~ ( 1 + tg~ R2- r ) .  

Ffi~ konvexe Kurven haben 2 ~ r -  f und iv beide die obere Grenze 
2~t, und M also die obere Grenze 2 (2~)  ~. Die rechte Seite yon (14) 

hat aueh 2(2~)e 'a l s  obere Grenze, trod zwar fiir R = g ,  r = 0 .  Wenn 



Isoperimetrische Ungleichheit. 2~5 

K in ein sph~xisehes Zweieck ausartet, dessen Wjnkel 0 ist, nehmen so~ 
wohI die rechte als die linke Seite yon (14) den Weft 2(2:r) ~ an, and 
es gelten also fiir konvexe Kurven die Ungleiehheiten 

(15) 2 (2:r)~'_>_ (2~r -- f)~ + p~ > (2~r)~ ( 1 +  tg~-~2r ) . 

Es geht kieraus hervor, dab es kdne Ungleichheit yon der Form (15) 

- r einen gr6t]eren Koeffizienfan als (2 zt) ~ hat. gibt, wo das Glied tg ~" 2 

Auf einer Kugelfliiche mit Radius a nimmt (15) die Form 

(16) 2 (2 :r)~ -->-- (2 :r -- h-~f~)~-f- (~)~ Z (2 ~r)~ ( l + t g ~  2a 

an, mad man kann hierans flit a--* eo die isoperimetrische FormeI (7) in 
der Ebene folgern. 

Herr Felix Bernstein hat in einer schSnen Abhandlung ,,Uber die 
isoperimetrisehe Eigenschaft des Kreises auf der Kugeloberfl~ehe und in 
der Ebene" (Math. Ann. 60 (1905) S. 117--186) eine Verseh~fung der 
isoperimetrischen Ungleichheit gefunden. Der Verfasser betraehtet aueh 
die Parallelknlrve K(@) auf der Kugelfl~he, teilt abet @ einen solchen 
Wer~ zu, da~ f----2~ wird. Es wird gezeig~, da~ dano p > 2:t ist, mad 
hieraus folgt sofort die Ungleicbheit (10), well M der Transformation 
(12), (13) gegeniiber invariant ist. Herr Bernstein leitet dann dutch 
Betrachtungen yon ganz anderer Art eine neue un$ere Grenze fiir p(@) 
ab, 'und finder dadurch die neue Ungleidrheit 

M > (2 z~) ~ + 8 z s i n  ~ 

und diese gibt als Grenzfall fiir die Ebene 

R--r 
4(1-1-2~) '  

, 

4~ 2(1 + 2 ~ )  ~ 

diese~ Formel 
ist 32,0,6 : 1. 

m .  Eine isope~metrische Ungleicbheit i m  l lanme. 

8. Die fiir konvexe Kurven in der Ebene gewonnenerr Remtltate sollen 
jetzt auf einen beliebigen konvexen KSr_per K angewmad~ werden. Dem 
KSrper sei ein Zylinder umschrieben, dessen Erzeugende eine wl]] _lciirliche 
Richtnng M i m  Raume haben. Der Normalsebnitt des Zylinders ist eine 
konvexe Figur mit  Umfang p und Fl~cheninhalt f. Ein HalbstraM in der 
Riehtung M schneide ein6 feste Kugelil~iehe veto tLadins l in einem 
m, und dan m entsprechende Element der Kugelfl~i~e sei mit;'da~ bezeich- 

Mathematische Annalen. 84. 15 
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(17) 

wo 

~net. Der Fl~icheninhalt o der Oberfl~che yon K kann dutch das von 
Cauchy s) angegebene und leicht zu verifizierende~IntegraI 

(16) o = ~  2fdto 

bereclmet werden. Die Integration soil bier wie auch sparer fiberall fiber 
die ganze Einheitskugel erstrect~t werden. 

Wit bilden die ~uBe~e Parallelfl~he yon o im Abstand ~ und proji- 
zieren diese auf diesetbe Ebene wie o. Die Projektion von o ist ein kon- 
vexer Bereich, dessen Fl~heninhalt  (~) dutch die Formel 

f(e)  = : re '  q- ep + f 

bes~immt ist. Der Inhalt o(~) der Parallelfl~che ist dann 

if (18) k =  pd . 

Wix werden k als das Konturintegral des KSrpers bezeichnen. 
Unsere Aufgabe ist zu beweisen, dal~ k s -  4~o  ~ 0, wo das Gleich- 

hei~zeichen nut ~ die Kugel gilt. Dieser Satz wird bewiesen sein, so- 
bald man einen negativen Wert von r angeben kann, ffir welchen 

4~z~: -4- 2 ~)k -1- o ~ 0, 

oder ein positives o, fiir welches 

2 ~ k - -  o - -  4~o e ~ 0. 

Wit wissen, dal~ die Ungleichheit 

(19) eP  -- f - -  n~" _--> 0 
/ 

fi~ jede Projektion yon o gilt, wenn nur r ~_~ e <: R, wo R und r die- 
selben Bedeuttmgen haben wie frfiher. Das Gleichheitszeichen ist nut 
giiltig, wenn R ~ r i s t ,  d.h. wean die Projdk'tion des KSrpers ein Kreis 
ist. Wit werden zeigen, da6 es einen fiir alle Projel~ionen yon K ge- 
meinsamen Weft yon # gibt, fiir welchen (19) richtig ist. 

K sei attf eine El~ene _4 ~projizie~.t in eine Figur mit dem Aul~en- 
kreis G~ wo G auch selbst die Kontur yon K sein kann. K wird auf eine 
zweite Ebene A 1 mittels eines Zylinders projiziert, dessen Projektion auf 
A ein Parallelstreifen ist. Die Breite dieses Streifens kann hSchstens gleich 
dem Durchmesser 2 R yon G sein, und hieraus folgt, dal~ der Durchmesser 
2 r 1 des Innen~eises der Projektion auf A 1 auch hSchstens 2 R sein kann. 

~) A. Cauchy, Note sur divers th~r~aes  relatifs ~ 1~ rectification des courbes 
et ~ la quadrature des surfaces. Comp~es rendus 18 (1841), S. 1060-65. 
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Der Innenkreis einer beliebigen Pro]ektion yon ~7 ist also kleinez oder 
gleich dem Au_.llen_~eis einer beliebigen Projektion. Es sei r~ das Maximum 
der l~dien r der Innenkreise fiir ~ t l i c h e  Projektionen, R'~ das Minimum 
der Radien/~ der Aul~enlrreise, dann ist r~f _<_ R~. Wird jetzt ein solcher 
Wert von O gew~hlt, dal~ r M <_~ 0 <-~ Rm, datm ist Iiir alle Projek~ibnen 

@p-- f - -  :rt@~ ~ O. 
Hieraus folgt 

0. 

Well p and f stetige Funktionen des Punkt~ m shad, kann das Integral 
nat  dann 0 sein, wenn der Integmnd ~ alle m versehwindet, d.h.  wenn 
jede Projektion von K ein Kreis ist. In diesem Fall abet ist K eine 
Kugel. Dieselbe Uberlegmig, die ans zu der Ungleiehheit (7) fiihrte, gibt 
uns hier die Ungleichheit 

(20) - o __> - r a t )  

Es ist zu bemerken, dab auch, w.enn der KSrper keine Kugel i~t, R~ = rat 
sein kann, was z. B. bei einem Wiirfel mad bei einem von einex Kreis- 
zylinderfl~iche und zwei Halbkugeln begrenzten KSrper de~ Fall ist. Jeden- 

k~ 
falls gilt abet das Gleiehheitszeichen in 4--~- o ~ 0 nut fiir die Kugel, 

and wir tmben also den Satz bewiesen: 

Unt~r allen konvexen K~r~ern yon gleicher Oberfldehe lie]ed die 
Kugel das Min imum des Konturintegrals. 

Uber die Bedeutung des Konturin'tegmls sei folgendes bemerkt. Schon 
Steiner hat die Paxallelflitche eines konvexen KSrpers. untersuchtS). Fiir 
ein Polyecrer ist nach Steiner 2 k in der Formel (17) die Summe der Pro- 
dukte alls einer Kante mid dem anliegenden ~tll~ren Ranmwinkel, was 
unmittelbar zu sehen ist. Fiir KSrper mit stetiger Kriimmung zeigt Steiner, 
daft /r das Oberfl~ichenintegral dex mittleren Kriimmung ist. In u n i t e r  
Ableittmg der Formel (20) sind keine Voraussetztmgen fiber K~mmungs-  
verh~iltnisse gemaeJat. Minkowski hat zuerst den obigen Satz ausgesprochen 
und swat yon dem Integral der m~ttleren Kriimmung~). 

K o p e n h a g e n ,  den 10. Mai 1921. 

3) Ober parallele FlY, hem Sitzbex. Ak. Berlin 1840, S. 114--118. 
4) H. Minkowski, t~ber d~ Begritfe IAnge, 0 h e r e  und Volumen. Jahms- 

berieht der Deutsehen Mathematikervereinigung 9, S. 115--121. Ges.Abh. 2, S. 122--127. 
Volnmen und Obeffl~he. Math. A n ~  57. Ges. Abh. 2, S. 230--276, besonders S. 259. 

~ingegangen am 12. 5. 1921.) �9 
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