
Ueber diejenigen Fl'~chen dr i t ten  GraAes, auf  denen sich drei 
gerade Linien in einem Punkte  schneiden*). 

VoI~ F. E. EOKARDT t, 

Auf jeder, allgemeinen Fl~ehe dritten Grades lieges bekanntlich 
27 gerade Listen, und zwar sind dieselben so vertheilt, dass sieh dutch 
jede Gerade 5 Ebenen legen lasses, deren jede soeh zwei weitere Ge- 
rade der Fl~che enth~ilt. Drei so is ether Ebene liegende gerade Listen 
bilden nun im Allgemeinen ein Dreieek, und sat  bet speeiellen Fliiehen 
durchsehneiden sieh dieselben in einem Punkte. Die Betrachtung dieser 
besonderen F1Rehen nun ist tier Zweck der sachstehesden Abhandlung. 
Dieselbe beginst mit ether allgemeinen Untersuehung derjenigen Fl~ehes 
drittes Grades, auf desert sieh einmal drei gerade Listen is einem 
Punkte schneiden; sie wesdet sieh dann vorzugsweise den Fiiichen zu, 
auf welches dieser Fall sechsma2 eintritt, und schliesst mit einer Be- 
trachtung yon 3 speeiellen Fl~ehen der letzteren Art. Literaturnaeh- 
weise kosnten nut an wenigen Stellen beigeFtigt werden, da dem Ver- 
fasser ausser den allgemeinen Werken fiber Fl~ches dritt,en Grades yon 
Cremona und S turm und ausser Salmon's  analytiseher Geometrie 
des Raumes fCir seine speeielle Arbeit nut die Abhandlung yon CI e b s c h: 
~Ueber die Anwendnng der qtmdratisehen Substitution auf die Glei- 
ehungen f~inften Grades und die geometrisehe Theorie des ebenen 
'Fiinfseits" (Bd. IV der mathematischen Annalen) zu Gebote stand. 
In der letzteren ist abet nur yon ether ganz speciellen der zu behandeln= 
den Fl~iches, der sogena.nnten Diagonalfliiehe, die Rede. 

1. Wenn sic]~ auf irgend ether ~'liiche drei geq'ade Linien in r 
Pun]~r schneiden, ohne dabei in ether ~bene z~t liegen, so muss der 
Schnittpunkt nothwendig ein K, notenpunkt der Fiiiche seth. 

Die Riehtigkeit dieses Satzes ergiebt sich synthetisch soibrt~ wenn 
man bedenkt, dass jede dutch zwei der geraden Linien gelegte Ebese 
die FIKche in einer zusammengesetzten Linie durehschneidet~ yon weleher 

~) Wir entnehmen diese letzte Arbeit des verstorbenen Verfassers dem Oster- 
programm 1875 der Realschule I. Ordnung zu Chemnitz. Die Red. 
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jene Linien einen Theil ausmaehen, und welche daher in dem frag. 
lichen Punkte einen Doppdpunkt besitzt. Da nun jede Ebene, welche 
aus.einer Fl~iche eine Linie mit ~)'oppelpunkt ausschneidet, als eine 
Tangentialebene der Fl~che in demselben angesehen werden muss, so 
be~itzt der betreffende Punkt im vorliegenden Falle drei verschiedene 
Tangentialebenen, was nut dann eintreten kann, wenn er ein Knoten- 
punkt der Fl~iche ist. 

Analytisch folgt derselbe Satz sofort aus der allgemeinen Gleiehung 

derjenigen Fl'aehen, welehe dureh die drei Sehnittlinien der Ebenen 
= 0, /~ = 0, 7 = 0 gehen. Es bedeuten in dieser Gleiehung die 

GrSssen f homogene Funetionen gleiehhohen Grades der vies Coordi- 
naten a, ~, 7' und 8. 

Bei den Flgehen dritten Grades mit einem Knotenpunkte gehen 
durch denselben nicht nur drei, sondera seehs gerade Linien der Fli~che. 
Denn die allgemeine Gleichung einer F]iiche dritten Grades, welche den 
Punkt ~ ---~ 0, ~ = 0, 7 =  0 zu einem Kno~enpunkt hat, daft weder 
die dritte, noeh die zweite Potenz der vierten Coordinate ~ enthalten, 
und muss also sein 

~K~+K~=O, 
wobei in K~ und /~2) ~ nicht mehr vorkommt. Durch 

K , = 0 ,  ~:~=0 
werden aber zwei Kegel zweiten und dritten Grades dargestellt~ welche 
den Knotenpunkt zum gemeinsamen Scheitel besitzen und deren aus 
sechs Geraden bestehende Durehschnittslinie der Gleiehung zufolge auf 
der Fliiehe liegen muss. Auf Fl~ichen hSheren Grades gehen dagegen 
nut ausnahmsweise gerade Linien durch einen Knotenpunkt. 

Wit werden im Folgenden die Fl~chen dritten Grades mit Knoten- 
punkten nur insoweit beriieksichtigen, als sich auf denselben zugleieh 
anderweit drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, uad werdea 
uns infolge dessert auf den Fall-beschrRnken, in welehem sieh die drei 
geraden Linien in einem Pankte schneiden und ihr gemeinsamer Schnitt- 
punkt ein einfacher Punkt der Fl~iche ist. 

2. Zur Ermittelung der allgemeinen Gleichung einer Fi~iehe dieser 
Art bediirfen wir noeh des folgenden Lehrsatzes: 

Wenn sich auf einer Fl~iehe n ~ Grades n in einer Rbene livgemie 
gerade I_,inieq~ in einem _Punkte schneiden, so ~erfiillt die erste Polar- 
fl~he des Schnig~nktes in Bezug auf die gegebene Fliiche in jene JEbene 
und in eine JFl~he (n--2)  ~ Grades. 

Sind niimlieh die Coordinaten des fraglichen Punktes 
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und ist a~---0 die Gleiehung der Ehene, in weleher jene Geraden liegen, 
so ist die Gleichung der Fl~che 

h(#, r )+-f~- , (~ ,  #, r, ~)= o, 
wobei die beidon [' homogene Funetionen resp. n '~. und (n-- l)t*" Grades 
der innerbalb der Klammer stehenden Coordinaten sind. Setzt man 
ngmlich .in dieser Gleichung a---~ 0, so wird dieselbe zu 

f~(#, r) = 0  
und s~ellt ~* gerade Linien dar. Die Gleiehung der ersCen Polarfl~ehe 
des Sehnittpunktes wird nun dutch den gleieh Null gese~zt~n Differenfial- 
quotienten der Fl~ehengleiehung nach ~ dargestellt und ist somit: 

d[~_i ~ 0 . 

Hiernaeh ist das Behanptete evident. Leieht zu beweisen ist, dass 
aueh die Umkehrung desselben gilt: 

Wenn die erste Polarfliiche eines Punktes in Bezug auf  eine FlticJw 
n ~ Grades in eine dutch ihn gehende Ebene und eine ~ldche (n ~ 2) t~ 
Grades zerfdllt, so liegt jener ~unlzt auf der F~iiche, die YEbene ist die 
Ta~ujentialebene der ~'ldehe in ibm und schneider die ~lSzhe in n dutch 
den Punkt gel~enden geraden Zinien. 

Jede Ebene, welehe durch einen derartigen Punkt geht, schneider 
die Fliiche in einer Curve, deren Tangente in jenem Punkte mit der 
Curve n zusammenfallende Punkte gemeinschaftlich hat. 

Is~ die Fl'~che eine solche dritten Grades, so geht der erste all- 
gemeine Satz in den folgenden speciellea /iber: 

Wenn sich auf  einer ~ h e  dritte~ Grades drvi in einer l~bene 
liegende gerade Linien in einem Punkte schneiden, so zerfiillt die erste 
Palate dieses _Punktes in Bazug auf  die Fliiche in zwei ~benen, deren 
elne jene Tangentialebene ist. 

Wi~hrend also im Allgemeinen der Beriihrungskegel einer Fl~iehe 
dritten Grades, welcher seinen Scheitel in einem beliebigen Punkt der- 
selben hat, yore vierten Grade ist, wird er Ffir den Schnitipunkt yon 
drei Geraden der Fl~iche nut yore drit~n Grade. Es hiingt dies damit 
zusammen, dass jede dutch diesen Sehnittpunkt geheade, auf der Fl~ehe 
liegende ebene Curve in ihm einen Wendepunkt besitzt, ynd folgt un- 
mittelbar aus dem Satze, dass man yon einem Wendepunkte aus an 
eine ebene Curve dritten Grades drei Tangenten ]egen kann, deren 
Berfihruugspunkte in einer Geraden liegem 

3. C l e b s e h  hat zuerst (Crelle 's  Journal, Bd. 59, vergl, auch 
Salmon's analytische Geometrie des Raumes, deuk~ch yon F ied le r ,  
p. 397) den Beweis geliefert, dass die allgemeine Gleiehung einer 
Fl~.ehe dritten Grades in nur einer Weise auf die Form gebracht wet- 
den kama: 
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A,~a + B~3 + C7~ + Dt3 + E~3 = O, 
wo ~ - ~ 0 ,  f l = 0  u. s. w. die Gleichungen yon Ebenen und die in 
diesen enthaltenen Constan~en so gew~ihlt sind, dass 

~ + t i + 7 + ~ + ~ = 0 .  

Diese fiinf Ebenen bilden ein Pentaeder. Die 10 Eeken desselben, 
und zwar im Allgemeinen diese allein, besitzen nun die Eigensehaft, 
dass ihre erste Polaren in Bezug auf die FKiche dritten Grades in zwei 
Ebenen zerfallen. So ergiebt sich aus obiger Gleiehung dutch Diffe- 
renziren derselben nach a oder fl unter gleiehzeitiger Beriieksichtignng 
der zwisehen den 5 GrSssen a, f l u .  s. w. bestehenden Relation die 
Gleichung der ersten Polaren des Eckpunktes 7-~-0 ,  6 ~ O, E = 0: 

Aa  ~ - -  B ~  2 ~ 0 .  

Diese Polare zerFKllt also in die zwei Ebenen 

Sollen somit auf unsrer Fl~che dritten Grades slch drei gerade 
Linien in einem Punkte schneiden, so muss nachw 2. eiue der 10 Eekea 
des Pentaeders in der Fliiche liegen. Dies tritt abet far die eben als 
Beispiel gew~hlte Ecke nur dann ein, wenn 

A = B .  

Sind somit in der aUgemeinen auf das Pentaeder bezogene~z Glei- 
chung einer Fliiche dritten Grades zwei Coeffwienten gleich, so liegeu 
auf der Fliiche drei sich in einer I~enlaederecke schneidende Gerade. 
Aus der Gleichung der Fl~ehe, welche info]ge der Gteiehheit zweier 
Coefficienten die Form annimmt: 

A(a3+~3) + C73 + I9~3 + E~3 = O, 
ergiebt sich sofor~, dass die Ebene 

diejenige der drei Geraden is~. Substituitt man n~mlich 

in, die Gleichung tier Flllehe; so erhKlt man wegen 

die Gleiehung 
C7 3 + D(I3 -- E(~,+(~)~ = 0 ,  

welehe in Verbindung mit 
~ + , a = o  

drei Gerade darstellt, welehe sieh in einem Punkte treffen. Diese 
Ebene ist abet eine Diagonalebene des Pentaeders, da aus der Gleichung 
derselben hervorgeht, dass sie dureh die Schni~tlinie der zwei Pentaeder- 
ebenen a ~ O, ~-~-0 geht, und da ansserdem naeh dem Vorigen die 
Pentaedereeke 7 ~ 0, 8 = 0~ ~ ~ - 0  in ihr enthalten ist. Daher: 
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Wenn sich auf einer Flgche dritten Grades drei Gerade in einem 
_Punkte treffen, so ist die .Ebene derselben eine Diagonalebene und der 
Schn,ittpunkt eine Ecke des Pentaeders der Fldiche. 

Zu bemerken Jst noch, dass die Gleichung der Ebene, welche mii 
derjenigen der drei Geraden die erste Polare der Pentaederecke 

7_~-0,  ( ~ = 0 ,  ~ 0  
ausmacht 

is~, und dass somit die Beriihrungsebene des yon jener Eeke aus an 
die Fliiche zu legenden Beriihrungskegels dritten Grades dutch die nii.m- 
liche Pentaederkante geht, wie die Ebene tier drei Geraden, und mit 
dieser den yon den beiden daria zusammenstossenden Pentaederebenen 
gebitdeten Winkel harmonisch theilt. 

4. Durch Betrachtung aller mSgliehen F~ille ergiebt sieh zun~ehs~, 
dass auf einer Fl~ehe drittea Grades 1, 2, 3, 4, 6 und 10real der Fall 
eintreten kann, dass sieh drei gerade Linien in einem Pu~kte sehneiden. 
Dia diesen Fgllen entspreehenden Gleiehungen der Fl~iche haben die 
folgenden Formen : 

a) 
2) 
3) 
4) 
5) iX3 _~ f13 2 V 73 .~ t~3 --~ k~3 ~ 0, 

6) a 3 + / ~ 3 + y ~ + ~ 3 + E 3  ~ 0 .  
Aus der Gleiehung 2) geht hervor, class, wem~ sieh auf einer Fliiehe 

dritte~ Grades zweimat, abet nicht i~fter, drei gerade Linie~ in ei~em 
Punkte schr~iden, die Verbindu~jstinie beider Sch,ni#~unkte, bier die 
Gerade 

a + # = O ,  r + ~ o ,  
der Fliiche angeh6rt. 

Wenn dagegen , wie bei der Fl~ehe 3), dreimal, abet nicht 6fret, 
drei 9erade Linien der Fldehe swh in einem Pu,nk~ schneiden, so liegen 
die drei Sehnittpunkte auf einer and dersdben _Pentaedert~ante, hier 

Die F~ille 5) und 6), deren ]etzberer die yon Clebseh  so genannte 
Diagonalfliiche liefer~, sollen sparer ausf0hrlicher betrachtet werden. 

5. Die vorigen Betrachtungen haben jedoch gewisse FlKchen nicht 
nait ergeben, auf welchen sich theilweise noch 5fter, als 10real drei 
gerade Linien in einem Punkte schneiden. Dieser Umstand erkl~rt sieh 
dadurch, dass die oben aufgestellte Behauptung, es kS~n~en nnr die 
ersten Polaren der 10 Pen~aederecken in eln Ebenenpaar zerfallen, nut 
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im Allgemeinen riehtig und fiir specielle Fl~chen dritten Grades nicht 
mehr zutreffend ist. 

Unter der Hesse 'schen Fl~che einer beliebigen Fl~iehe versteht 
man bekanntlich den geometrischen Or~ aller Punkte, deren quadrati- 
sehe Polaxe (PolarflSehe 2. Grades) zu einem Kegel wird. Fiir die all- 
gemeine Fl~che dritten Grades ist dieselbe yore vierten Grade und ihre 
Gleiehung nimmt, falls die urspriingliehe Fl~che wJe frfiher aaf das 
Pentaeder bezogen ist~ die einfache Gestalt an: 

1 1 1 I I 

Die 10 Ecken des Pentaeders silJd Knotenpunkte dieser Hesse'-  
schen b]~che und haben als sotche die Eigeusehaft, dass ihre quadrati- 
ache Polare in Bezug auf (lie Fl~iche dr[tten Grades in zwei Ebenea 
zerf'~llt. Hittte die Hesse'sche Fliiche jedoeh ausser diesen und den 
etwaigen Knotenpunkten der urspriinglichen Fl~ehe, welche ihr bekannt- 
lieh auch als solehe angehSren~ noeh weitere Kaotenpunkte, so wiirden 
diese die n~mliehe Eigenschaft besitzen. Dieser Fall kann allerdi~gs 
eintreten, aber nur dana, wenn die Hesse 'sehe Fl~iche in Fli~chen 
niedrigeren Grades zerfs und daher Doppellinien besitzt. 

Wenn yon den fiinf Ebenen des Pentaeders vier dureh einen und 
denselben Punkt gehen~ so kann wohl die Gleiehung der Fl~iehe aueh 
fernerhin auf die Form: 

gebraeht werden, es is~ aber nieht mehr m5glich~ die Summe der ffinf 
Coordinaten gleieh Null zu setzen~ sondern nut diejenige yon vier 
Coordinaten~ so dass etwa: 

w~ire. Der gemeinsame Sehnittpunkt der vier Pentaederebenen a-~0~ 
fl ~---0, 7 = 0, e ~ 0 besitzt die Eigenschaft, dass von ihm aus ein 
osculirender Kegel dritten Grades an die Fl~che gelegt werden kann~ 
eine Eigenschaft, durch welche die Fliiche volls~ndig charakterisirt ist. 
Die ebene Beriihrungscurve dieses Kegels liegt in der Ebene ~ = 0 
und besitzt die Gleiehting: 

~--0, A a  3 + 1 ~  a + CT~ 3 n t- E~ a-~-O. 

Bekanntlich kann die Gleichung einer Carve dritten Grades auf 
unend//eh vide Weise in diese Form gebraeht werdea~ so dass yon dem 
Pentaeder der Fl-~che eine Ebene (eTa-O) und der Sehnittpunkt der 
vier iibrigen Ebenen bestimmt, diese vier Ebenen selbst aber unbestimmt 
slnd. Man kann daher auch als Gleiehung tier Fl~iche die folgende 
w~Men: 

~3+ K ~ 0 ,  
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wo K ~ 0 einen Kegel dritten Grades vom Scheitel a -=: O, fl ~ 0~ 
7 --~ 0 darstellt. 

Die Hesse'sehe Fl~che dieser Oberfl~he zerf~llt nun in zwei Theile, 
and zwar in die Ebene 6 ~--0 und in den Hesse'schen Kegel des 
Kegels K ~ 0 ,  der wie dieser yore dritten Grade i~t. Diese beiden 
Theile durchschneiden sich in einer Curve dritten Grade% welehe als 
Doppellinie der Hesse 'sehen Fl~iche angesehen werdeu muss und zu- 
gleich die Hesse 'sche Curve der Linie: 

~ = 0 ,  K ~ 0  
darste]lt. Diese Doppellinie begegnet der FIiiche dritten Grades in 9 
P~nkten, den 9 Wende2unkten der Curve, in welcher die Fl~che vo~ 
ihrem osculirenden Kegel beriihrt wird, und diese 9 Punkte sind zugleich 
sol&e, in de~um sich. drei ge~ade Linio~ der Fliiche in einem Pur~kte 
schneiden. 

Die 9 Ebenen, in welchen je drei sich in einem Punkte treffende 
Linien liegen, gehen siimmtlich dureh denselben Punkt, den Scheitel 
des Kegels K. Die iibrigen 36 Dreiecksebenen der F]~ehe sehneiden 
sieh 12real zu je dreien in den 12 geraden Linien, welche durch je 
drei Wendepunkte der Beriihrungscurve gehen. 

6. Wenn die Ebene e dutch die Schnlttlinie der Ebenen a und 
geht~ so wiirde die Gleichung der Flgche sein: 

A ~  3 + -Bt~ 3 + C~ '~ + D ~  3 -4- ~ a  = 0 

unter der Voraussetzung, dass: 

~ + ~ + ~ = 0 .  

Man kann aber jede bin~ire eubisehe Form, also aueh die folgende: 

A~a + ~/ta __ E(~ +6)a 
auf die Summe zweier Cuben: 

m ( ~. -.].- k l~ ) 3 ,31- ~ (a--~-/fl) a 

reduciren. Se~zt man nun wieder fiir r %-kfl und a-~-l f l  resp. a und 
~, sowle ftir m und n A und ~ ,  so finder maa~ dass die Gleiehung 
der Fl~he immer auf die Form: 

A a a Jr- .B ~ a -}- C7 a -{- .D ~ a ~ 0 

gebraeht werden kann,  oder auf die noch eiufaehere: 

wena man die Constanten in die Coordinaten selbst mi~ einsehliesst. 
"Ffir diese Fl~che, deren Gleiehung somit auf die Summe yon vier 

' e Cuben zariiekgefiihr~ werden kann, wird die Hesse  seh Fl~ehe einfach 
yon der Gleiehung: 
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sie zerfiillt also in die vier Ebenen eines Tetraeders) desseu Kautea 
Doppe]linien derselben sind. 

Jeder Punkr auf einer dieser Kan~en hat nun in der That die 
Eigensch~,  dass seine erste Polarfl~che in Bezug auf die F l~he  drittea 
Grades zu elnem Ebenenpaur wird. So ist die Gleichung dieser Polarea 
fiir den Punk~: 

~ , ,~1 ,7 t - - - -0 ,  51-~0: 
~ ~ + ~t #~ ~- O. 

Jede der vier Tetraedereeken speeiell hat die Eigenschaft, dass ihre 
Polare in zwei zusammenfallende Ebenea zerF~llt; wird z. B. noch 
/st ~ 0,  so geht vorige Gleichung iiber in: 

~2~--_.0. 

Von jeder der vier Ecken aus ist daher nur ein Tangentialkegel 
dritten Grades an die FlSehe mSglich> dessen Erzeugenden die FiChe 
oseuliren. 

Die Punkte dagegen, in wetchen die 6 Tetraederkanteu der Fli~che 
dritten Grades begegnen, sind solche, durch welche zugleJeh drei in 
einer Ebene liegende Gerade der Flliche gehen. Soleher Punkte giebt 
es 18. - -  Auch auf diese Fl~iche kommen wir sp~i~er ausftihrlieher 
zuriiek. 

Weitere Fl~iehen dritten Grades, deren Hesse ' sehe  Fl~iehen in 
sotehe niedrigeren Grades zerfallen, w(irde man erhalten, wenn man 
zwei der fiinf Pentaederebenen zusammenfallen liesse. Die Gleichuag 
einer solchen Fl~iche geht hervor, wenn man in der auf das Pentaeder 
bezogenen Gleiehung etwa a und /5 dutch: 

a + und a k 

ersetzt, sowie start A und B resp. A k  und - -  A k  einfiihrt und sodann 
k unendlich gross werden l~ssL Sie hat daher die Form: 

Aa2/5 2y C73 + D~a __ E ( a + 7 + ~ ) ~  ~ O. 

Wir gehen jedoch hler auf diese F1gehen, auf denen sich s~e~s ein 
uniplanarer Knotenpunkt nachweisen l~iss~ and deren H e s s e'sche Ftgche 
aus zwei zusammenfallenden Ebenen und einem Kegel zwei~en Grades 
besteht, nicht n~iher ein, du sich im Allgemeinen auf ihnen ausser den 
dutch den Knotenpunkt gehenden Geraden keine weiteren vorfinden) 
die sieh z u dreien in einem Punkte schneiden. 

Wollte man ausser zwei Pentaederebenen noch einmal zwei der- 
selben zusammenfallen lassen, so wiirde die entstehende Fl"a~he eine 
Regelfliiche dritten Grades sein. Auf dieser schneiden sieh gewisser- 
mazsen in jedem Punkte der Doppellinie dre[ gerade Linien~ yon denen 
aUerdiags zwei zusammenfallen. 
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7. Besonders beachtenswerth sind diejenigen tinter den yon uns zu 
be/xachtenden Fl~chen, welcll~ K~otenpunkie  besitzen. Soil ein solcher 
Punkt in der allgemeinen Fl~iche dritten Grades: 

Aa"~ + B/~ 3 + Cy ~ A- D $3 + :E~3 = 0, 
wobei 

ist, auftreten, so muss zwischen den Coefficienten A ,  B u. s. w. eine 
gewisse Relation bestehen, deren Aufsuchung leicht ist. Es kSnnen 
ngmlich ftir jede Flgche nur solche Punkte Knotenpunkte werden, ftir 
welche die vier Differenfialquotienten der Fl~ichengleichung nach den 
vier Coordinaten verschwinden. Der PunkL (al, /~t, ?~, $1) wird da- 
her fiir die obige F1gche dann ein Knotenpunkt sein, wenn: 

oder 
~ :fl~ :TJ : ~l : el = A-~  : / ~ - !  : G ~ : D-~  : E - ~ .  

Setzt man diese Werthe in die Fl~chengleichung ein, so erh~ilt 
man als die gesuchte Relation zwischen den Coeffieienten: 

A-~ 3 t- B-~ + C-~-~  D-�89 + N- �89 0.  
Die Quadratwnrzeln kSnnen dabei sowohl in voriger Proportion, 

ais auch in dieser Oleichung das positive und negative Vorzeiehen be- 
sitzen, doch mfissen die Vorzeichen derseIben Wurzel in beiden F~llen 
tibereinstimmen. Da sonach noch vier der Coeffieienten willkiihrlich 
sind, so kann mat~, dieselben gleiehsetzend, bewirken, dass auf der 
Fl~iche sechsmal drei gerade Linien dutch einen und denselben Puakt 
gehen und zwar ohne dass dabei die sechs Geraden betheiligt sind, 
welche sich in dem Knotenpunkte schneiden. Auch auf diese speeielle 
interessante Fl~che, deren Gleichung die Form hat: 

kommen wir spKter zurtick. 
Soil die Pl~iche zwei Knotenpunkte besitzen, so muss fiir die Coordi- 

naten beider Punkte die obige Proportion erfiillt sein, was nut dann 
m5glieh ist, wenn bei beiden gewisse Vorzeiehen verschieden sind. 
Sollen nun etwa die beiden Punkte: .  

a : f l : 7 : $ : ~ _ . - = A - - ~ : _ _ B - � 8 9  : C - � 8 9 1 8 9  -~- 
und 

a : fl : 7 : ~ : ~ =-_ __ A - ~  : .B-�89 : C - ~  : .D-�89 : .E-�89 

Knotenpunkte der Fl~iche sein, so kSnnen die beiden zu erfiillenden 
Gleichungen: 

A--~ --  B- ' + ( : - t  + D-~ + E-~ = o 
nnd 

- - a - ;  + .B- �89 + C - i + / ) - ~  + s189 = 0 
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nur dann gleichzeitig bestehen, wenn: 

A = . B  
und 

C-~. + D-~  + E-' . .  = 0 .  

Der ersten Gleichung zufoige muss naeh w 3. die Ebene 

~ + ~ = 0 ,  

die Fl~hen in drei geraden Linien sehneiden, welche sieh in eiuem 
Punkte treffen. In der That enth~lt eine Flliche dritten Grades mi~ 
zwei Knotenpunkten die gerade Verbindungslinie beider Punkte und 
besitzt liings derselben in allen Punk~en diesetbe Berfihrm~gsebene. 
Diese Ebene nun schneider daher die Fli;che in zwei zusammenfalleu- 
den Linien und einer weiteren Geraden und ist also eine Ebene der 
angegebenen Art. Aus ihrer Gleichung und aus den zwischen den 
Coordinaten der Knotenpunkte bestehenden ProporLionen ergiebt sich 
noch der folgende Satz: 

Hat eine Fl~iche dritten Grades zwei K~wtenpunkte, so liegen beide 
in einer D iago~alebene des Pentavders und ihre Verbindungslinie geht 
durch eine Ecke desselbe~u 

Die Bedingung 
e-�89 + .D-~ + E-~ = 0 

wird unter Anderem erf~illt, wenn: 

C = D = k ,  .E=-4k  
ist. Bei der sich unter dieser Voraussetzung ergebenden FIKche: 

a~ +/~3 + k ( 7 3 + ~ + 4 a 3 )  ~_ 0 

schneiden sich tiberdies drei gerade Linien, deren keine durch einen 
Knotenpunkt geht, in einem Punkte. Mehr als einmal kann diesex 
Fall bei F1Kchen dritten Grades mit zwei Knotenpunkten nicht ein- 
treten. 

Auf gleiche Weise stellt: 

.3 + t~ + 7~ + 4 (~3+,3) _~ 0 

eine Flgche mit drei KnolLenpunkten dar, auf welcher die einzigen drei 
ge t ,  den Linien, welche nicht dutch einen Knotenpunkg gehen, sich in 
einem Punkte schneiden. Die Coordinaten der drei Knotenpunkte sind 
bei dieser Fl~che die folgenden: 

al :ill  : 7t : (~t : ~1 ~ 2 : - - 2 : ~ 2 : 1 : 1 ,  
a 2 : ~ 2 : 7 2 : ~ 2 : * ~ - ~  ~- 2 : 2 : - - 2 : 1 : 1 ,  

u3 : fla : 73 : ~:~ : E~ --~ - -  2 : - -  2 : 2 : 1 : 1 ,  

mad die Ebene der drei Punkte ist: 
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Endlich wird durch die Gleichung: 
1 ~ 3 ~ 0  

eine Fl~iche dritten Grades mit vier Knotenpunkten dargestellt. 
8. Bei den F|~chen drittea Grades mit einem Knotenpunkt% deren 

Untersuehung oben durchgefiihr~ worden ist, kann es auffallend erschei- 
hen, dass unf~r den Geraden, welche sich zu dreien ill einem Punk~e 
schneiden, hie eine dutch den Knotenpunkt gehende vorkommt. In 
der That abet sind, wenn sieh auf einer Fl~che dritten Grades drei 
in einer Ebene liegende gerade Linien in einem Punkte schneiden und 
eine derselben durch einen Knotenpunkt geht, nur zwei P~lle mSgiich. 
Entweder hat die Fl~che noch einen zweiten Knotenpunkt, die Gerade 
ist die Verbindungslinie beider and die Ebene der drei geraden Linien 
ist die Berfihrungsebene l~gs  derselben, welcher Pall bereits oben 
erledigt ist, oder die zwei anderen Geraden g~hen dutch den n~imlichen 
Knogenpunkt und dieser ist ein bi lo lanarer  oder ~tni21anarer .  

Die l.l~chen dieser Art habeu wir im vorigen w yon tier Betrach- 
tung vorl~ufig ausgeschlossen, da wir ein vollst':indig bestimmtes Penta- 
eder voraussetzten, welches ffir diese Fl~ichen nieht existirt. Es sei 
dagegen jetzt die Gleichung der Pl~che: 

At~s + B~3 + Cr  3 + 1)~ 3 + E~ 3 ~ 0 

tinter der Voraussetzung, d~s:  

, ~ + t J + 7 +  ~ = o .  
Soil flit diese Fl~iche der Punkt (~1, 16J, 71~ ~1, ~1) ein Knoten- 

punkt sein, so sind die Bedingungen: 

A n 1  ~- ~ .B~I  ~- ~ C71"-' _~  ~ 1  ~ 
and 

D ~  '~ ~ 0 
zu erffillen, der Knotenpunkt muss daher in der Ebene ~ ~ 0 liegen 
und seine Cordinaten mfissen sein: 

~l :/t~ : ~'i : ~, ~ A- '~  : / ~ - ~  : 6 ~ �89  : E - ~ ! ,  

w~,hrend zwisehen den Coefficienten noch die Verbindung bestehen 
muss:  

.a--~ + . B - ~  + C-~ + .E--~- =-- O. 

Die Gleichung des Ber~ihrungskegels in dem Knotenpunkte ist: 

A'~,, + ~ t ~  ~ + 0~, -~ + ~ "  ---= O. 
Ein Scheitel dieses Kegels liegt also in dem Punkte: 

a = O ,  / ~ 0 ,  ~ , ~ 0 ;  
ein weiterer Scheitel muss abet offenbar der Knotenpunkt selbst sein, 
was nut dann zugleleh mit jenem mSglich ist, wenn der Kegel in zwei 
Ebenen zerf~llt, der Knotenpunk~ also b/~0/anar wird. 
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Hat somit eine Fliiche dritten Grades mit einem osculirenden Kegd 
dritten Grades einen Knolenpunkt, so ist dieser bil~lanar und liegt in 
der Beri&rungsebene jenes Kegels. 

Naeh w 5. schueiden sich in jedem Wendepunk~e der Berfihrungs- 
curven drei gerade Linien der Fliiehe. D~ nun eine ebene Curve dritten 
Grades mit Doppelpunkt drei Wendepunkte besitzt, so folgt, dass auf 
der vorliegenden Fl~che mit einem biplanaren Knotenpunkte die 9 ge- 
raden Linieu, welehe nicht dutch denselben gehen, sieh dreimal zu je 
dreien in einem Puukte treffen. Die Gleichung einer Fl~ehe dieser 
Art kann stets auf die Form: 

1 

gebraeht werden; die Gleiehungen der drei Ebeaen, in -welehen jene 
geraden Linien liegen, sind dann: 

~ + ~ = o ,  a + r = O ,  ~ + r = O .  
Setzt man iu der Gleiehung: 

A a  a -~- BOa q- C~, a q- D~ a - -  ~'(aq-~q-:y)  a ~ 0 

so erh~lt man in: 
a3 +/~a  + ~ ( ra__ (a+ /~+r )a )  + D~3 = 0 

die Gleiehung eiuer l?liiehe mit zwei biplanaren Knotenpunkten, welche 
aueh auf die Form: 

gebracht werden kann, wo d ~- 0 und 2 ~ 0 Ebenen darstellen, sowie 
K ~ 0 einen Kegel zweiten Grades, der seinen Seheitel in der Ebene 
1o ~ 0 hat. 

Wird endlieh: 
A ~ -  B~-C. . .~ - .E  

gesetzt, so erh'llt man eine Fl~che mit drei biplanaren Knotenpunkten, 
deren Gleiehung man auch zu: 

~a qt_pq r ~ O 

vereinfachen kann. Bei dieser und tier vorigen Fliiche gehen si~mmb 
liehe Geraden dureh einen oder zwei der Kuotenpunkte; sie kSnnea 
uns daher zun~ehst nieht welter interessiren. 

Um sehliesslieh eine Fliiche zu erhalten, welehe einea tmiplanarea 
Knoteapuukt besitzt und auf weleher sich die drei geraden Linien, die 
dureh denselben nieht gehen, in einem Punkte treffen, ist es nut nSthig, 
bei einer Fl~ehe, deren Gleiehung sieh auf die Summe yon vier Cuben 
redueiren l~sst, zwei Tetraederebenen zusammenfallen zu lassen. Die 
Gleiehtmg einer Fl~ehe dieser Art ist yon der Form: 

a2;~ + .~  + 6 a -= 0 .  
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Die CoordLuaten des uaiplznaren Kuo~nptmkt~s si~d a-~-0, ~,-~0, 
t~-----O; die Berfihrungsebene desselben ist ~ ~ 0 und die Ebene der 
drei fibrigen geradea Linien 3 ~ 0. 

9. Die Beriihrungspunkte s~mmtlicher Tangentialebenen, wetche 
man yon dem Punkte: 

7 ~ ~ ~--- ~ ~-~-0 
der Fliiche 

( ~ + g + ~ + ~ + ~ = o )  

aus an dieselbe legen kann, liegea in der Ebene: 
u - - g = 0 ,  

welche mi~ der Ber~ihrungsebene der Fl~che in jenem Punkte zusam- 
men die erste Polare d~es bezeiehneten Punktes in Bezug auf die ~'l~che 
bildet. In dieser Ebene liegt daher aueh der Beriihruagspunkt jeder 
Tangen~iaiebene, welche durch eine aer in jenem Punkte sieh sehneiclen- 
den geraden Linien der Fli~che an dieselbe gele# werden kann. Es 
gilt daher der Sa~z: 

Wenn gleh aufl e4~er Fliiche dritten Grades drei i~ e-i~2~r .Ebene 
liegende Gerade derselben in einem Punkr schneiden, so liege~ die Be- 
rii~rungs~unkte der 12 Tangentialebenen &r Fliiche, deren jede durcl, 
ei~ je~wr Geraden geht, in einer Ebe~e. 

Ebeaso ist die Umkehrung dieses Satzes richtig: 
Wenn die Beriihrungspunkte yon vier der Tangentialebenen, wdch.e 

,~m,~ durct~ eine auf eino" Flgche dri#en Grades liegende gerade Linie 
an diasdbe legen kann, in einer .Eber~ livgen, so schneider die fiinfle 
Tangentialebene die Fliiche in weiterev~ zwei geradea Linien~ welch~ jene 
Linie in dem niimlh.hen 2unkte treffen. 

Wenn dagegen unter de~ 5 Ebenen, we~cke im Allge~neinen dwrch 
e&e Gerade einer Fliiv]m dritten Grades so gelegt werdrca ]~6nnen, dass 
sie die Fliiche in weiteren zwei Geraden dure],~chneiden, zwei sind, fiir 
writhe der Durct~chnittspunkt der lvtzteren_ auf die ursl~'iinglivhe Gera& 
[~l~t, was z. B. bei der Fl~iche: 

~ + 3 ~ + k (7 ~ + ~) + le~ = 0 

bei den beidea dureh die Gerade: 

~ + / ~ o ,  7 + ~ = - o  
gehenden Ebenen: 

, ~ + 3 - ~ 0 ,  

7 + ~ 0  
eiatritt, so liegen die Beriihru.n, gspunl:te der drei i2brigen Ebefwn ~ einer 
Geraden, bier: 

u - - 3 ~ O ,  7 - - 5 ~ - 0 .  



Auch die Umkehrang dieses Satze.% welche sieh sehr leieht bilden 
[~st, ist riehtig. 

I0. Zu den Lehrsgtzen des vorigen w kann man auch auf die 
folgende Weise gelangen: 

Nach der dritten S t e i n e r'seh en Erzeugungsweise der Fliiehe dritten 
Grades (vergl. S t u r m, Synthetische Untersch ungen yon Fl~chen dritter 
Ordnung, w 10. und 11.) ist dieselbe der geometrische Oft f/it die Be- 
riihrungscurven aller Tangentialkegel~ welche man yon einem be- 
stimmten Punkte aus an die Ftiichen eines Biisehels yon Fl~chen zweiter 
Ordnung legen kaan. 

Ws man nun die vier Scheitel des Tetraeders, welches iu Bezug 
auf alle Fliichen des B~schels sich selbst co•jugirt ist (zugleich die 
Scheitel der vier zu dem Btischel gehSrigen Kegel), zu Eckpu~kten 
des Fundamentaltetraedel~s, so ist die Gleichung des Biischels yon der 
~orm : 

m ~ -[- n/~ ~ p~r- ~ q ~'-~ ~ k (m~ a ~ ~i/~" ~PI r 2 ~ q~ ~"~) ~ 0 

]st ferner der Seheitel des Tangentlalkegels gegeben dutch: 

a : ~ : ~ , : ~ A : B : C : D ,  

so ist die Gleichung des Biischels, welches yon den Po]arebenen des- 
selhen in Bezug auf die Fliichen zweiter Ordnung gebildet wird: 

Amer ~ .Bni~ -{- Cp7 "~ Dq~q- l ; (Am~q-Bnj f lq -Cpj7- -~  Dqj~) =0. 

Der geometrische Oft der Durchschaittseurven entsprechender Fli'~chcn 
beider Btischel ist dann die Fliiche dritten Grades: 

(m~a~q - n~ff~q-.p,?'-} - q, 6 ~) (Area q- Bnf l  --{- C197 -t- DqS). 

Auf dieser Fliiche liegt die Schnittlinie: 

Area q-- Bnf l  -I- Cp~, .q- Dq6  ~ O, 
Am~u --~ :Bn~ -J~ Cp~ 7 --~ D q ~  ~ 0 

der Ebenen des Polarbtischels; ferner sind die vier Fundamentall)u~,kte, 
sowie der Scheitel der Tangentialkegel die 5 Beriihrungspunkte der 
Ehenen, welche durch jene Gerade gehend, die Fliiche noch anderweit 
berfihren und somit aus derselben noch je zwei Gerade ausschneiden. 
Soll nun jene Gerade dutch einen ~?undamentalpunkt, z. B. ~-----0, 

~--0, (~---~ 0 gehen, so dass sich in diesem Punkte-dann drei geradr 
Linien tier Fl~che schneiden~ so muss eine de~ Gr5ssen A,  2~ u. s. w., 
z. B. A verschwinden, d. h. tier Berfihrtmgspunkt: 

a . ~ 6 : y : ~ - ~ - - O : . B : C : D  

muss ia einer Te~raederebene liegen. Liegen umgekehrt vier Beriihrungs- 
punkte in einer Ebene~ so verschwindet eiae jener Constanten und die 
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Sehnittlinie der Polarebenen geb~ dnrch eine Tetraederecke. }iieraus 
aber ergeben sieh ohne Weiteres die Lehrsiitze des vorigen w 

11. Auch die Hesse 'sche Fl':iche der Fltiche dritten Grades- 
a 3 H- I ~3 + t:7 3 -i-, t ~3 + m~ 3 = O,  

auf welcher sich drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, besitzt 
eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Die Gleiehung jener Fl~iche ist: 

1 1- 1 i = = 0  ~ + y + ~ + ~ + . % - ;  

Bekannflieh enth'Xl~ die H e s s e'sche Fl~ehe die I 0 Pentaederkanten 
and besitzt liings jeder derselben eine einzige Tangentialebene. Eine 
dieser Ebenen ist nun die folgende: 

Dieselbe beriihrt die Hesse'sche Fliiche liings der Kante: 
a = 0 ,  fl='0, 

and durehsehneidet sie ausserdem in einer Linie zweiten Grades, welche 
auf dem Kegel: 

1 I 1 

liegen, und, da jene Ebene dureh den Seheitel dieses Kegels geht, in 
zwei gerade Linien zerfallen muss. Es gilt daher der Satz: 

Wenn sich drei gerade Linien einer Fliiehe dr#ten Grades in einem 
~unkte treffen, so beriihrt die ~Ebene dieser Geraden (lie Hesse'sche 
FlScl~ liings-einer _Pentaederkante und dure]tscttneidet dieselbe in zwei 
gevaden Linien. 

Eine leichte Reehnung zelgt, dass diese geraden Linien nur dann 
mit zwei yon den zugleieh in jener Ebene liegenden drei geraden Linien 
der Fiis dritten Grades zusammenfallen, wenn: 

k-~ + 1-.i + m-i  =- o, 

also wenn nach w 7. die Fliiche zwei Knotenpunkte besitzt. In diesem 
Falle aber fallen die zwei betreffenden Linien selbst zusammen und 
bilden die Verbindungsliaie der Doppelpunkte. Hat daher eine :Fliiehe 
dritten Grades zwei K~otenpunlcte, so wird ihre tlesse'sche ~'liiche durch 
diejenige Diagonalebene des _Pentaeders, in welcher diese lPun]zte liegen, 
liings zweier gera~n Linien beriihrt. 

12. Unter der _Polar[ltiche einer ~-'bene 2E in Bezag auf eine beliebige 
Vl~che versteht man-bekanntlieh den geometrischen Ort. aller Punkte, 
deren erste PolarflKchen jene Ebene berfihren oder aueh die Umhiillende 
der Polarebenen aller Punkte, welche in ~ llegen. Ffir eine beliebige 
Fl~ehe dritten Grades und eine beliebige Ebene ist diese Polarflis 
im Allgemeinea eine Fliiche dritten Grades mit vier Knofenpunkten 
(vergl. u. A. Sturm,  w 39.). Beide ErklErungen liefern jedoch nur 
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so lunge genau das n~mliche Resultat~ als E keine der 20 Ebenen ist, 
in welche die Polarfl~chen der 10 Knotenpunkte der Hesse'schen 
Fl~che in Bezug auf die Fl~iche dritten Grades zerfallen. Ist dagegen 
.E eine dieser Ebenen, so besLeht die Umhiillende "der s:,~mmtlichen 
Polarebenen, deren Pole in E liegen, in e~nem einzigen Punkt, dem 
~u E gehSrigen Poh Liegt n~mlich ein Punkt in der ersten Polare 
eines andern, so liegt umgekehrt dieser in der Polarebene yon jenem. 
Da nun z. B. die erste Polarfl'~che des Punktes: 

~ = 0 ,  ~ = 0 ,  ~ = 0  
in Bezug auf die Fl~che: 

Aa3 + B/~3 + @3 + D63 + E~3 _____ 0 
in zwei Ebenen zerfatlt~ so muss umgekehrL die Polarebene jedes PunkLes, 
der in einer dieser beiden Ebenen liegt, dutch jenen Punkt gehen. 

Erkl~rt man dagegen die Polarfl•ehe der Ebene /~ als Ort eines 
Punktes, so ergiebt sich f[ir dieselbe unter der for E gemachten Vor- 
aussetzung ein Kegel dritten Grades, welcher den vorher erhaltenen 
Punkt zum Scheitel hat. 

Ist nun die Fl~che dritten Grades eine solche, auf weleher sich 
drei gerade Linien in einem Pnnkte schneiden, und isL /~ die Ebene 
d}eser Linien, so zerFS~llt dieser Kegel ill jene Ebene and in einen 
Kegel zweiten Grades, der den Selmittpunkt jener geraden Linieu zum 
Scheitel hat. 

Sei die Gleichung tier Fl~iche: 

also 
~ + ~ = o  

die Gleichung der fraglichen Ebene. Dann ist die ers~e Pola~che 
eines beliebigen Panktes (a 1, fl, u. s. w.) in Bezng auf die Fl~iche ge- 
geben dutch: 

Die Durchschnit~slinie dieser Fl~che mit jener Ebene hat die 
Gleichung: 

~" (a, Wt~,) + r 2 ( k r ~ + ~ , )  + ~" ( l ~ + m ~ )  + 2~n~,xa = 0 
und muss, ~lls die Fi~che ufld die Ebene sich berfihren sollen, in zwel 
gerade Linien zerfallen. Die Bedingung, uater welcher dies gesehieht~ 
also die Gleichtmg der zur Ebene /~ gehSrigen Polarfl~che,-ist: 

(~,+~,) ~ + N + ~ ,  = 0 .  

Diese Fl~ehe zerf~illt Mso, wie bereits oben gesa~ wurde, in die 
gegebene Ebene selbsg und in den Kegel zweiten Grades: 

1 1 1 ~ 0  
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welcher ~tie Hesse ' sche Fl~che in ihrem Knotenpunkte 7 = t~ = t = 0 

ber~hr~. 
Die ersten Polarfl~chen aller Punkte in der Ebene" 

~+ /~=o  
berfihren dieselbe, also auch sich gegenseitig, in dem Punkte, in welchem 
sich die drei in jener Ebene liegenden Geraden der Fl~che dritten 
Grades schneiden. Dagegen liegen die Punkte, in weleheu die ersten 
Polarfl~chen aller Punkte tier Kegelfl'~che: 

-~T + + -~5 = o 

die n~nliehe Ebene beriihren, s~immtlieh in der Pentaederkante a=-0 ,  
~---0. 

Die Ebene und die KegelflSche durchschneiden sich in zwei geraden 
I~inien, welche nach dem vorlgen w zugleich auf der Hesse 'sehen Fl~che 
liegen. Die Polarfi~ichen aller Punkte dieser geraden Linien werden 
&munch Kege] sein 7 die jene Ebene l'~ngs einer geraden Linie be- 
rfihren; die Berfihrungslinien gehen dahei s~immtlich dureh den n~im- 
lichen Punkt. 

Wahlt man die Ebene: 
a - ~ 0  

zur Ebene E ,  so ergieb~ eine ~hnliche Rechnung, wie die vorige, als 
die Polarfl~che dieser Ebene den Kege] drit~en Grades: 

4 1 1 1 

kueh dieser hat eine einfache Bedeutung. Er is~ n'Xmlich der 
tIesse'sche Kegel zu dem Kegel dritten Grades, welchen man yore 
Pankte ~ = $ ~ t ~ 0 aus bertihrend an die Fl~iche legen kann, und 
dessen Gleichung is~: 

+ k73 + l~ 3 + me ~ ~ O. 

13. Wit werden uns im Nachstehenden etwas eingehender mit 
einigen der interessantesten unter den betrachteten F1Kchen beschgftigen 
and zwar zun'~chst mit denjenigen Fl~iehen, auf welchen sich sechsmal 
drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und deren Gleichung 
wit stets in tier Form: 

as + ~ 3 +  rs + ~3 +kt3  = 0  
oder: 

voraussetzen wollen. _~iir diese Fliichen h/i~gt das Problem des Pen- 
taeders *nit demjenigen tler 27 geraden Linien so zusammen, class, falls 
das erstere gel6st ist, das letztere nut  die Auflgsung yon quadratisct~en 
~4ehunge~ erforderlich macM. 

16" 
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Die sechs Ebenen: 
a + ~ = 0 ,  , ~ + y = 0 ,  ~ + , ~ = 0 ,  
~ + 7 = o ,  ~ + , ~ = o ,  7 + * = o  

sind ffir diese Fl'~chen diejenigen, in welehen die jedesmaligen sieh in 
einem Punkte treffenden drei geraden Linien liegen; die sechs Dureh- 
schnittspunkte yon je drei geraden Linien sind bestimmt dureh: 

a ~ - - - ~ ,  7 = 0 ,  ~ = 0 u .  s. w., 
und liegen somit s.~mmtlich in der Pentaederebene: 

~ + ~ + ~ + a = o .  

Sic sind in derselben die sechs Ecken eines vollst,Xndigen Vierseits 
und zwar desjenigen, welches aus ihr dutch die vier iibrigen Pentaeder- 
ebenen ausgeschnitten wird. Die Diagonalen dieses Vierseits: 

a + 8 = o ,  7 + (~----- 0, 
~ + 7 , = o ,  / ~ + ~ 0 ,  
u + ~ = o ,  ~ + r = - o  

gehSren vollstiindig der Fl~che an. Somit gilt der folgende Satz: 
Wcnn sich auf einer _Fliiehe dri#en Grades sechsmal, abet im All- 

gemeinen nict# 6fter, drei gerade Linien i~ einem t)unMe schneidcn, so 
biklen die seem Sch~ittpunkte die Eeken eines voflstiindigen Vierseits und 
liegen in einer l)entaederebene, w~hrend die &,el .Diagonalen in der Fliiche 
selbst liegen. 

Sobald das Pentaeder reell ist~ sind selbstverstiindlich diese drei 
Diagonalen auch reell; die ~ibrigen 12 betheili~en geraden Linien~ yon 
denen die in: 

~ + ~ = o  
"t  ~ t 3 "  liegenden dutch die Glelchun~: 

r ~ - -  r o  ~ + ~ - -  k ( r - F  a') 2 = 0 
oder: 

(r + a)" (I --I~) - -  3r6  - =  0 
dargestellt werden, sind es dagegen nur, sobald: 

1 
k > -~-- 

F t l r  

4 

fallen je zwei gerade Liaien zusammen; die Fliiche ist dann die mehr- 
fach erw'~hnte Fl~che drltten Grades mit vier Knotenpunkten. 

14. Bei der Untersuchung unserer Fl~iche~ insbesondere bei der 
Aufsuchung der 12 geraden Linien~ welche ausser den in w 13. nach- 
gewiesenen 15 Linien sich noch auf der Fl~iche vorfinden, sind etliehe 
andere Gleichungen derselben, welehe sich bei Zugrundelegung anderer 
Fundamental~etraeder ergeben, yon besonderem Nutzen. 
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Wiih]~ man die 4 Ebenen: 
x = - - ~ + ~ + r + ~ = o ,  

y = ~ - / 3 - r  + ~ = o  , 

z = , ~ + ~ - - r + , ~ = O ,  
W.= ~ + ~ + 7 - - ~ - = 0  

zu Fandamentalebenen, so ergieb~ sich durch elne leichte Rechnuag 
als Gteichtmg der Fl~che in Bezug auf das neue Te~raeder: 

(4k- 1)(X+ Y +  Z +  W)~+42(YZ W +  Z W Z +  W X  Y +  X YZ) = 0 .  

Das Tetraeder ist hier ein solches, dessen sechs [(anten mit der 
Fl.~che je drei zusammenfallende Punkte gemeinschaftlich haben; die 
sechs Ber~ihrungspunkte ]iegen in einer Ebene. Die letztere Eigen- 
schaff kommt allen Tetraedern der gedachten Art auch bei der allge- 
meinen Fiiehe drifter Ordnung zu, da sich die Gleichung einer solchen 
auf unendlich viele Weisen auf die Form bringen l'~sst: 

A1) "~ -Jr- l?rst + Cstq + Dtqr + JEqrs -~ 0 

wo/)~-0~ q~=0 u. s. w. die Gleichungen yon Ebenen siml. Werden 
dagegen die vier Ebenen: 

x = a + ~ + 7 + o ' ~ o ,  
Y = c ~ + f l - - ~ - - 8 = O ,  
Z = ~--fl+7-- ~'=0, 
W = ~ - - ~ - - y + ~ ' = O  

zu Fu~.damentalebenen gewlihlt, so geht die Fl;icheugleiehuug fiber ill 

X,~(1--16k) -~- 3X  (Y"-+ Z~-+ W ~) + 6 Y Z  W - - O .  

Besonders einfaeh gestaltet sich die Gleiehung derjenigen Fl~iche, 
flit welche : 

1 

]~'-~ l--g-' 
einer Fl~che mi~ einem Knotenpunkte. Diese und die sich far: 

1 ]g .~__ - -  
4 

ergebende Fl~che mit vier Knotenpunk~en sind die eiuzigen in dem 
Btisehel: 

c~ + ,~ + W + ,~ - z,, (.  + ~ + ~ + ,~)~ = o 
eathaltenen Fl~ehen mit Knotengunkten. Die Fl.~ehen dieses Biiscbels 
oseuliren sieh ~brigens -c.~mmtlich 1-;~ngs der drei Diagonalen des auf 
der Ebene: 

~+~+7+~=0 
d~eh die vier tibrigen Pentaederebenen ausgeschnittenen vollstiindigen 
Vierseits. 
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t5. Wir legen im ti'olgenden die gef.uwdene Gleichuag: 

X a (1--161z) + 3 X  ( Y ' - ' + Z ? +  W ~) + 6 Y Z  W~-~ 0 

zu Grunde und untersuchen, welche unter den durch die auf der Fl~che 
]iegende gerade Linie: 

X ~ 0 ,  Y ~ 0  
gelegtea Ebenen 

X = l Y  

die Fl~iche noch in einem Geradenpaare schneiden. Substituir~ man 
diesen Werth yon X in die Gteichung tier FI.Sche, so erhiilt man: 

l 3 Y-~ (1 -- 16k) + 3l ( Y ? + Z ? - ~  - ~V ~') -~- 6 Z  W---- 0 .  

Diese Gleichung stellt im Allgemeinea einen Kegelschnitt dar, der 
aber in fiiuf P~illen ia zwei gerade Linien zerf~ltt. Diese sind: 

1) l = 0. Es ergiebt sich hierbei die schon mehrfach erw'iihnte, 
die Fl.ache in drei geraden Linien schneidende Ebene X = 0. 

2) 1 ~- ~ 1. Man erh~ilt bier die in w 13. besproehenen geraden 
Linien. Die Gleichungen derselben sind iibrigens unter Zugrundelegung 
der neuen Coordinateu~ wenn man noch zur Abktirzung: 

16lz -- 4 
----5~o ~ f 

setz~, die folgenden: 

X ~  Y, 
X =  Y ,  
X = - - Y ,  
X = - - Y ,  

f Y +  Z +  W = O ;  
/ ' Y - - Z - -  W = 0 ;  
/ Y +  z -  t v = o ;  
/ ' Y - - Z +  I V = 0 .  

3) Zwei gerade Linien erh':ilt man endlich aueh, wenn: 
l~ (l--16k) + 3  = o ,  

also 
/ J 

z = + k s - c  

Die zwei hierdurch bestimmteu Eheuen, welche abet nur reell sind, 
,obald 

1 
k > -i~, 

sehneidea die Fl~ehe in je zwei geraden Linien, deren 8chnittpunkte 
nichfi mehr, wie im zweiten Falle, auf der Kante X ~ 0, Y =- 0, son- 
dern auf der gegeaiiberliegenden Kante Z ~ 0, IV-~-0 llegen. Die 
Gleiehungen dieser beiden Geraden siad: 

( y 2  + Z~.) + "2 W Z  -~ O. 

Wird nun, wie im Folgeadea stets geschehen soil: 

/i~k Z- I 
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gese~zt, so sind die Gleichungen der vier auf der Fl~che liegenden 
geraden Linien, welche hiernach noch die Gerade X ~ 0 ,  Y ~ 0  
schneiden : 

X = l Y ,  Z = e W ,  

X = l Y ,  W =  e Z ,  

X ~ - - - 1 Y ,  Z = - - Q W ,  

X - =  --  I Y ,  W =  - -  o Z .  

Ein reeltes Peutaeder vorausgesetzt, sind diese Geraden nut reell, 

well~l 
1 k > u  

In gleleher Weise erh~lt man vier gerade Linien, welche der Ge- 
raden X = 0 ,  Z ~ 0 ,  und vier weitere, welche X ~ 0 ,  W-~-0 be- 
gegnen; die jetzt gefundenen 12 und die berei~s friiher nachgewiesenea 
15 geraden Linien machen die 27 Geraden der Fliiche aus. 

Die 12 Geraden des vorlgen w lassen sich in folgender Weise 
Gruppen yon je sechs Linien zerlegen: 

16. 
in zwei 

X - =  1 Y ,  Z ~ -  .o W ;  

X = - - I Y ,  Z ~ - - - . o W ;  

X =  l Z ,  W ~  o Y ;  

X = - -  I Z , W - ~  - -  .o :Y ; 

x =  ~ W, y =  .oz ; 

X = - - l W ,  Y = - - o z .  

X - - ~  - -  1 Y ,  W ~ - -  .oZ; 

X - ~  I Y ,  W =  o Z ;  

X ~ - - I Z ,  Y = - - e W i  

X -~ l Z ,  Y ~ o W ;  

X = - - I W ,  Z = --  ,o Y ~ 

X =  1W, Z = ,oY. 

Bei dieser Zusammenstellung durchschneide~ jede Gerade der einen 
(~ruppe die iibrlgen Geraden derselben Gruppe und die nebenstehende 
Gerade der andern Gruppe nicht; dagegen durchschneidet sie die iibrigen 
5 Geraden der andern Gruppe. Die 12 geraden Linien bilden daher 
das, was Sch l~f l i  zuerst eine Dop2elsechs genannt hat und es gil~ 
sornit der Satz: 

Schneiden sich au f  einer Eliiche dritte~ Grades sechsmal drei ge- 
fade Linien in einem ~unt~te, so xlnd hierbei 15 gerade Linien der 
Fliic.he betheiligt und die 12 unbetheiligten Linien bilden dne 1)o2Telsechs. 

Die iibzigen 35 Doppelsechsen der Fliiche enthalten theils gerade 
Linien der einea, theils solche der andern Art. 

17. Die 45 Dreiecksebenen~ welche die Fl~che besitzt, theilen sich 
ia zwei Gruppen. Bei der ersten Gruppe, welche 30 Ebenen umfasst, 
siad in jeder Ebene zwei Gerade der. eben gefandenen Doppelsechs und 
eine weitere yon den 15 iibrigen Linien en~a|teni bei der zweitett 
Gruppe liegen in jeder Ebene drei yon diesen 15 Geraden. 
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ZU der ers~n Gruppe gehSren die sechs Ebenen: 
x = + _ l y ,  x = + + ~ z ,  x = - i - ~ w ,  

und ausser ihnen noeh 24 weitero Ebenen, yon denen dureh jede der 
12 Oeraden der Doppelseehs vier gehen. Die dutch die Gerade: 

X - - ~ I Y ,  Z = o W  
z. B. gehenden vier Ebenen sind, wie sieh sehr leieht aus dem vorigen 
w ergiebt: 

x - - z Y + ~ z - - I ~ W  = o ,  
X - - l Y ~ l Z +  lOW = 0 ,  
X ~ l Y ~ l q  - 1 Z  -d- l W  ~-O ~ 
X - - Z Y  d -19-1Z  - - 1 W  ~ O .  

Die Gleiehung einer jeder yon diesen 24 Ebenen kann fiberhaupt 
auf die eine oder die andere der beiden naehstehenden Formen gebracht 
werden: 

x__+ ~(P+Q) + z~ +--~ ~----o, 

x + ~(P--(~)) + ~o -+~ ~ = o ,  
wobei _P, Q, 1~ mit den drei Werthen Y, Z~ }V~ nur in beliebiger Auf- 
einanderfolg% fibereinstimmen. 

Die zweite Gruppe yon 15 Ebenea enth.21t zmr~ichst die Ebene 
X = O ,  

sodann die sechs Ebenen: 

x = - •  y,  x = •  x = - •  w ,  
und endlich 8 weitere Ebenen, yon deaen durch jede der 12 geraden 
Linien, die in den letzteren Ebenea ausser ihren Durchschni~tslinien 
mit X---~ 0 noch liegen, zwei gehem Die Gleichungen dieser aeht 
Ebenen sind : 

( l + t )  x +  2 +  Q -  2 ~ = o ,  
(14-/') X - -  Y - - Z - -  W = 0 .  

Geht man zu den fl'~iheren Coordinaten zurtick, so stellt sich heraus, 
dass die Gleichungen der oben zusammengestellten 24 Ebenen s~mmt- 
lich die Form: 

2 ( _ , + ~ +  z r ~ s )  +_ t'z ( p +  ~--,.-s) = o ,  
diejenigen der letzten 8 Ebenen dagegen die andere: 

2, ( p + q + r - - s )  + f ( a + f l + 7 . + ~  ) -~  0 

habeu, wobei die GrSssen p, q, r, s die ~ier Coordinaten in beliebiger 
Reihenfolge darstellen. 

Es wiirde in gleicher Weise nicht schwer sein, die Coordinaten 
aller 135 Eckpunkte der 45 auf der Fl~che liegenden Dreiecke zu 
ill, den. 
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18. Die in den vorigen w ausgeffihrten Rechnungen sind unter 
Aaderem auch aus dem Graade yon Wichtigkeit, well sieh rait Hiilfe 
derselben leicht die Frage nach der Realit~t tier auf der Fl~iche liegen- 
den 27 geraden hinien und tier zugehSrigen Dreiecksebenen entseheiden 
l.~sst. Die Untersuchung wird sieh dabei nieht allein auf den oben 
nahezu erledigten Fall ~u beschr~alken haben, in welchem die s.:irarat- 
lichen vier Ebenen c~, fl, 7, ~ reell sind, da auch in gewissen F~illen 
bei iraaginiiren Ebenen reelle Fl~chen hervorgehen. Man erh~It solche 
iiberhaupt in folgenden drei F'~llen: 

I. S~immt]iche vier Ebenen a, fl, y, $ sind reell. 
II. Zwei Ebenen sind r~e]l, die tibrigen conjug~r~ iraagin~r. 

III. Die vier Ebenen sind paarweise eonjugirt imagin~ir. 
In jedem dieser drei F~lle ist die Ebene X reell; die iibrigen sind 

im ersten Falle auch s.ammtlich reell; ira zweiten Falle stud zwei con- 
jugirt imagist;Jr und die dritte ist reell, z. B. 

Y _ 4 ~ - L q - M i = O ,  

Z ~ L ~ M i  ~ 0 .  

Im dritten Falle endlich si~ld zwar auch s:&mmtliche Ebene~l Y, 
Z, V~ r reeI1, abet die Gleichungen yon zweien uater ihnen erscheinen 
mit einem rein imagin~ren Factor raultiplicirt~ z. B. 

Y-~- L i  ~ O, 

Z ~ - - - M i - ~ O .  

Nach w 15. werden wir sodann zu unterscheiden haben, ob die 
GrSsse k grSsser ist als �88 ob sie zwischen �88 oder -f�89 ]iegt, oder ob 
sie endlich kleiner ist ats ~L,. Die beiden Grenzfiille k ~ �88 k ~ 11~ - 
liefern Fl-~ichen rait resp. vier oder eiaem Knotenpunkt, welche soge- 
nalmte bini~re Gerade besitzen. Wit untersuchen dlese beiden F~ille 
bier nlcht n~her und nur den zweiten sparer. 

Die ffir die GrSssen l, .o und f gegebenen Bestimraungsgleichungen 
zeigen, dass ftir 

1 

l, p und f reell, ftir 
l 1 -4 > k >  ~ -  

1 reell, ~ complex trod f imaginiir ulld ftir 
1 

1,'O und f iraagin.:ir sind. Wir gehen nan die einzelnen mSglichen 
Fiiile der Reihe nach dutch: 

]. Stimmtliehe Ebenen a, fl, y~ t~ und somit auch die vier Ebenen 
X ,  Y,  Z~ W si~zd ~'eeIL 
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1 Siimmtliche 27 gerade Linien und die 45 Dreiec~- A. k > u  
~benen sind reell. 

1 B. ~ - >  k >-i~6" Reell sind nut drei gerude Linien, ni~mlich 

diejenigen, welche in der Ebene X = 0 liegen; yon dea Dreiecksebenen 
sind 13 tee]l, und zwar die Ebene X ~--0, die sechs Ebenen 

x=_+y, x = + _ z ,  x = + _ w ,  
sowie die weiteren sechs Ebenen 

x = + z y ,  x=+_~z, x = + ~ w .  

C. 7~ < - ~ "  Reell sind wieder d{e n~mliehea drei Geraden, wie 
t 

unter B.; yon den Dreiecksebenen sind ausser der Ebene X = 0 nut 
die folgenden 6: 

x=+__y, x = + _ z ,  x = + w ,  
also im Ganzea 7 reelh 

y 

II..Die zwei Ebenen a und [~ sind cedl, die beiden andere~ 7 und 
c~,flegirt imayiniir. Alsdann siad auch die beiden Ebenea 

X = ~ + ~ + 7 + 6 = 0 ,  
Y =  ~ + / ~ - -  :,,--,~ = 0  

reell, die beiden anderen dagegen 

W =  ~ - - , 6 - - 7  + , ~ = 0  

conjugirt imagia~r, also 
Z ~ L + Mi  ~ O, 

W ~ L  -- Mi-~-O. 
1 A. k > u  Reclt sind ~ur die drei geraden Linien: 

X -~- 0, Y ~ 0; 
X = Y ,  f Y + Z + W = O ,  

X =  Y ,  t ' Y - - Z - -  W----0, 

welche in einer Ebe~le liegea and sich in einem Punk~e durchschneiden. 
Von den Dreieeksebenen sind 13 reell, n~mlich die folgenden: 

X ----- 0, 
X = +  Y, 
X--~++ ZY, 

x + zq +-' y ~  t ( z +  w )  = o; 
(I +__f)X-- Y + z + W = O ;  
( l + _ _ f ) x - - Y - - Z -  W = O .  
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1 B. �88 > k > -i~-" Reel/ sind 7 gerade Linien~ n~imlieh ausser den 

drei folgenden: 
X ~ O, X - -  O, 

X - ~ - -  Y, f Y  + Z ~  W = O ,  
X = - -  Y,  f Y - - Z +  w = o ,  

noch die vier in den Ebenen 
x=+~y 

]iegenden Linien. Die letz~eren sind es, well wegen 

e = f  1 
1 

z. B. die Gleichung 
Z = - - q W  

fibergeht in 

L0 + r - + ) +  = o, 
woraus durch Multiplication mi~ 

1 ~ - f - y  
entsteht: 

L(, -7"> + v' - r ~ ) +  ~z i (1-  2r+ r"-~-) =~  
Nun is~ aber 

1 f ~  l~ ~ 1 ,  

wesbalb diese Gleichung sich vereinfaeht zu: 

- , )  + o. 

Diese Gleichung ist aber reell, weil l reell und f rein imagin~r ist. 
Unter den Dreieeksebenen sind 5 reelle vorhanden~ n.i~mlieh: 

x---o, x = +  w, x = + z w .  
1 O. k < TC" Reell sind die drei unter B. zuerst aufgefiihrten 

geraden Linien, sowie die 7 Dreiecksebenen: 

X = O ,  
X . - ~ •  
X - -  10 +-I Y ~__ t ( Z - -  W )  = O. 

III. 1)ie :Ebenen a und ~, soun'e r u n d  8 sind conjugirt imagin~ir. 
Alsdann sind zwar s'~mmtliehe vier Ebenen X r Y, Z, W reell, aber 
zwei yon ihnen, niimlieh Z und W, enthalten in ihren Gleichungen 
einen auszuscheidenden rein imagin~ren Factor, also 

Z == L i  ~ O, 
W---~ M i - ~ O .  
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1 Reell sind 7 gerade Linien, ni~mlieh die drei in X = 0 A. k >  T .  
liegendea und die vier, welche sich in den beiden Ebenen 

x=+_zY 
vorfinden. Yon den Dreiecksebenen slnd die folgenden 5 reell: 

x = o ,  x = +  Y, x=+__~Y.  

B. �88 > k > -~6" Reell sind wieder 7 gerade Linien, n'~mlieh die 

die drei Linien ia X ~ 0 und die vier in den Ebenen 
X=+__ Y, 

reell sind ferner die n~mlichen 5 Dreiecksebenen, wie unter A. 

C. k < }--d" Reel! sind 15 gerade Linien5 n~imlich die drei in 

X = 0, die vier in X = + Y, sowie S Gerade der in w I6. erw~ihnte,, 
Doppelsechs. Reel1 siad feraer 15 Ebenen, und zwar: 

X = 0 ,  
X=__ Y, 
x = + z z ,  
X =  ~_IW,  

x + ho +' x 4- ~ ( z +  w)  = o, 

X-- l,o +-~ Y +__ I(Z-- W) = o. 

Man erkeunt somit, dass s~mmtliehe yon S e h l ~ f l i  gefundenen 
5 Arten yon Fl':ichen 3. Grades auch unter den be~rachteteu speciellen 
Fl3chen vertreten sin& Es haben sich ergeben die Art: 

I. (27 Gerade und 45 Ebenen reell) in [. A. 
II. (15 Oerade und 15 Ebenen reetl) 

IIL ( 7 Gerade und 5 Ebenen reell) 
IV. ( 3 Gerade und 13 Ebenen reell) 

in III. C. 
in II. B., lII. A. und B. 
in I. B. und II. A. 

V. ( 3 Gerade und 7 Ebenen reell) ia I. C. und II. C. 

19. Wit haben bereits fi'fiher (w l l . )  dargethan, (lass jede Ebene, 
welche aus eiuer Fl.;iche dri~tea Grades drei sich in ei~em Punkte h-e5 
fende gerade Linien ausschneidet, ihre H esse'sche Fl~ehe l~h~gs einer 
Pentaederkante beriihrt und in zwei geraden Linien durc~chneidet. 
kuf  der Hesse'schen Fl-;iche, welehe zu der in den Ietzten w betrach- 
teten Fl';iche gehSrt, liegen daher ausser den 10 Pentaederkanten noch 
12 gerade Linien, die sich zu je zweien in einer Pentaederecke durch- 
schneiden. D~mit man diese Liniea bequem untersuchen kSnn% ist es 
zweckm~sig, auch in die Gleichung der H esse'schen Fl~che 

(1  1 i , )  , 
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die neue~ Coordinaten X ,  Y,  Z,  W" einzufiihren. Geschieht dies, 
oder bestimm~ man die Gleichuug der ~esse 'schen Fl~che direct aus 
der Gleiehtmg der Fl~iehe dritten Grades~ so erhiilt man: 

( I_16k)X[X ~ - - X ( Y ' - +  Z~-+ W2)+2 W Y Z ] +  Y ' +  Z* + W ~ 
_ 2 ( y 2 z 2 +  z ~- We+ W e y~-)-- X~-(y~+ Z2+ W~-)+6XYZ W=O.  

Wird nun in dieser Gleichung 
X =  Y 

gesetz~, so geht hervor: 

- ( ~ - -  ~6k) Y ~ ( z -  w )  ~- + ( z ~ -  w~)  "-' - 3 y )  ( z -  w)'- = o.  

Diese Gleichung, welche durch ( Z - - W )  ")" theilbar ist, zeigt, dass 
die dutch X---~ Y dargestellte Ebene die ~[esse'sche Fl'~che l.~ngs der 
geraden Liuie 

X ~ Y ,  Z = W  

beriihrt und iiberdies in der C ~ e  

(16~ --4) Y~ + ( Z +  W) ~ = 0, 

d. i. in zwel geraden Liniea durehschneidet, derea Gleiehungen getrenn~ 

fyl/------g + z + W = O ,  
f Y1/--~--5 -- Z -- W = 0 

sin~. Die Gleichungen der 12 geraden Linien, welche hiernach auf der 
Fl~iche ausser den Pentaederkanten liegen, sind auf eine der folgenden 
Formen zu bringen: 

X = P ,  • f / ~ / ~  3 + Q + / ~ - =  o; 

X - = - - . P ,  ! f . P V - - 3 +  Q - -  tt----o, 

wo/) ,  Q, J2 die aus w 17. bekannte Bedeutuug haben. 
Jede dieser 12 Geraden durchschneidet ffinf andere, ohne dass sich 

deshalb dieselben zu einer Art Doppelsechs zusammenstellen la~ssen. Sie 
geben Veranlassung zu sechs Ebenen, den bereits betrachteten 

X = q-__:/', 
in denen je zwei, und zu ach~ Ebenen, in denen je drei dieser Linien 
liegen. 

Die Gleichtmgen dieser le~s Ebenen kSnnen auf die eine oder 
die a~dere der beiden folgenden Formeu gebrach~ werden: 

O + f~ V3-) x + 2 )+ (2 - 2~ _= o, 

O •  y - z -  w----o. 

Bemerkenswer~h ist, dass bei einem reellen Pentaeder die 12 ge- 
taden Linien der Eesse'schen Fl~ehe ima~niir sind, sobald die in den 
mehrfaeh erw'~hnt~n sechs Ebenen liegenden geraden Linien der Fl':iehe 
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dritten Grades reell siud und umgekehrt.. Die fragliehen 12 geraden 
Linien der F]~che 

~ + r + r ~ + ~ - -  ~ ( , ~ + r  ~) ~ - -  o 

fallen mit den 12 Geraden der Hesse'schen Fl~iehe 
1 ~ 1 1 1 3 ---~0 

zusammen, denn f ist ffir die erste Fl~iche genau dasselb% was f i  ~/-3 
fiir die zweite Fl~iche ist. Beide Fliiehen durchschneiden sich daher 
in 12 geraden Linien. 

20. Jede gerade Linie, welche auf einer Fl'~che nt~n Grades lie~, 
berfihrt die Hess e'sche F|~iehe in s~mmtlichen Punkten~ welche sie mit 
derselben gemeinschaftlich hat, also in 20 , - -2  ) Punkten. Fiir die 
Fl.~ehe dritten Grades sind die sich auf dlese Weise ergebenden 54 
Punkte yon S t e ine r  mit dem Namen ,Asymptotenpunkte ~ bezeichne~ 
wordeu. 

Die Bestimmung dieser Pankte ist eine sehr einfache fiir diejenigen 
geraden Linien, welche in einer Diagonalebene des Pentaeders liegen. 
Jede dieser Linien geh~ durch eiue Eeke des Peutaeders und sehneidet 
die gegeniiberliegende Kante desselben; es sind daher, da die Kanten 
und Ecken des Pentaeders der Hesse'schen Fl~che angehSren, jene 
Ecke and jener Schnittpunkt die Asymptotenpankte der betreffenden 
geraden Linie. 

Fiir die iibrigen 12 geraden Linien der Fl~che wird am zweck- 
ra~ssigsten die Reehnang benutzt. Substituirt man z. B. in die Gleichung 
der Hesse'schen Fl~iche 

X = I Y ,  Z - ~ Q W  
und reducirt hinreichend~ indem man besonders die Identit~t 

~ ( 1 - -  16t:) = - -  3 

benutzt~ so erh~l~ man sehliesslich 
(1 y 2 _  o W2) +- ----- 0 ,  

so dass ffir die beiden Asymptotenpunkte jener geraden Linie 

Y f i +  w f ~ =  o 
ist. Genau dleselbe Bestlmmungsgleichung wiirde man fiir die beiden 
Asymptotenpankte der Linie 

X-~--.--1Y, Z - ~ - - o W  
erhalte~. 

Die Coordinaten ffir die beiden Asymptotenpunkte der zuerst be- 
trachteteu geraden Linie sind hiernach gegeben dutch die beiden Pro- 
portionen: 

X : Y : Z : W ~ - I : Z - * :  ~�89 Z-Jie-~ ~ 

X :  Y : Z :  W~--- 1 : ~-~: ---/--'I q-I .- 0-~. 
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Geht man yon den neuea Coordinaten zu den alten a,  ~, 7 ,  ~ 
fiber, so finder man ffir den erstea Asymptotenpunkt: 

4 4 

4 

F~ir den anderen Asymptotenpunkt ergeben sich die n~mliehen 
Werthe, nur dass l~ darin negativ zu setzen ist. Bemerkenswerth ist, 
dass das Product aus je zwei gleiehbenannten Coordinaten der beiden 
Asymptotenpunkte einer und derselben geraden Linie eonstan~ ist und 
zwar gleich k. Die vier oben gefundenen Werthe a ,  fl, 7, 8 kann 
man als Wurzeln einer biquadratischen Gleichung auffassen. Bildet 
man diese Gleichung wirklich, so erh~lt man das einfache [~esultat: 

2k4-t x 2 _ _ k x + k  2-~-0, Xl ~ X3 -~- 3 

also eine Gleichung, welahe sich als eine reciproke Gleichung allge- 
meinerer Ar~ auffassen ls Das besonders Eiffenthiimliche an dieser 
Gleichung ist aber, dass diese Gleichtmg weder l noeh ~ enthMt und 
dass sie sieh also ebenfalls ergeben wfirde, wenn man die Coordinaten 
irgend eines andern Asymptotenpunktes a]s Wurzeln einer biquadrati- 
schen Gleichung auffassen wollte. Die 24 Asymptotenpunkt% um deren 
Bestimmung es sieh handelte, sind danach gegeben dutch 

u:~:7:e~---~2:q:r:s, 
worin/% q, r und s die vier Wurzeln der oben aufgestellten hiqua- 
dratischen Gleichung in beliebiger Aufeinanderfolge bedeuten. 

Zu jeder Wurzel giebt es eine ander% welehe mit ihr multiplicirt 
das Product t~ ~eb~; der Punkt 

a : ~ : 7 : ~-~- kl  )-1: kq  - l :  k r - l :  k s -1  

liefert mit dem durch die vorhergehende Proportion bestimmten Punkt 
verbunden eine gerade Linie der Fli4che. 

Fiir k-~-1,  d. i. Ftir die zuerst yon C lebsch  untersuehte Dia- 
gonalfl .Xch% wird die biquadratische Gleiehu~g: 

x4 - -  x3 W x~ - -  x + l = O 

und die GrSssen 1% q, r ,  s werden ffinfte Wurzetn der Einheit. Wir 
kommen auf diesen Fall spiiter ausfiihrlicher zurfick. 

F~ir die allgemeinere Fl~ehe liegen, da ffir jeden der 24 Asympto- 
tenpunkte 

2]~+I 

diese Punkte siimmtlieh auf der Fl~che zweiten Grades: 
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oder 
4 (~  + #~ + r ~ + ~ )  + f-~ ~'-' -= o, 

wo f die frfihere Bedeutung hat. 
Ebenso liegen dieselben au fde r  Fl~ehe dritten Grades 

#7~ + 7 , ~  + ~ #  + ,~#7 ~- t~ (~ + # + 7  + ~) ~, 
welche nach w 14. yon derselben Art ist wie die ursprfingliche Fl~che. 

21. Zwei Flgchen der yon uns betrachteten Art wollen wir con- 
juglrt nennen, wenn die Ebenen a, fl, 7, t~ der elnen bei der andera 
durch die Ebenen 

- - ~ + # + 7 + ~ = 0  u . s .w .  

ersetzr die Coefficienten k aber ffir beide F1Kehen gleieh sin& Es ist 
somit die zu 

.3 + #3 + 7s + ~3 _ k ( ~ + # + 7 + ~ ) 3  = 0 

conjugirte Fl~che bestimmt dutch 

( - . + # + r + ~ ) ~ + ( . - # + r + ~ ? + ( ~ + # - r + , ~ ? + ( . + # + r - ~ ?  
= s ~ ( a + # + r % ~ )  :~. 

Dureh Einffihrung der Coordinaten X ,  Y ,  Z ,  B r gehen diese 
Gleichungen fiber in 

x a (1 - 16k) + 3 x (~~  z~-+ w ~) + 6 y z  w = o 
und 

x 3  (1--~6~) + 3 x (Y~+ z 2 +  w ~) --G Y z w  = o. 

Man erkennt sorest, da beide Gleiehungen nur in dem Vorzeichen 
des letzten Gliedes versehieden siad, dass die Darehsehnittslinie beider 
Fl~chen in den dreJ Ebenea 

Y-~-O, Z--~--O, W - ~ O  
liegen muss. Jede dieser drei Ebenen schneider abet eine jede der 
beiden Fl-~ehen in einer geraden Linie und in einem Kegelsehnitt; der 
gegenseitige Durehsehai~t der beiden eonjugirten Fl~iehen besteht hier- 
naeh aus drei geraden Linien, welehe in der Ebene 

X ~ 0  

liegen und ein Dreieck bilden, und aus drei Kegelsehnitten, welche auf 
tier Fl'~ehe zweiten Grades 

X 2 (1 -- 16k) -1- 3 (Y2q-Z~ W"-) = 0 
oder 

a ~ A- #~" -f- 7 ~" + 5 ~" s~ + 1 ~ = 0 6 

liegen. Die seehs Ebenen, deren jede aus tier Fl~ehe dritten Grades 
drei sieh in einem Punkte treffende gerade Linien schneider, sind fiir 
die beiden eonjugirten Fl'~ehen dieselben. 
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Auch die H es s e'schen Fl~chen def. beiden eonjugirten Fl~chen 
sind nut wenig in ihren Gleichungen verschieden, indem diese nur in 
dem Vorzeichen des Gliedes X Y Z W  differiren. Beide Gleiehungen 
sind n~mlich 

(I_16k) X [ X  ~ -  X ( Y 2 + Z 2 +  W2)_+2 Y Z W ] +  Ya--~Z4-~ W 4 
_ 2 ( y 2  Z2-~-Z 2 W2.+ - W 2 Y~)-- X2(Y22 V 22+ W2)~_6 X Y Z  W ~ O .  

Sonach liegfi der gesammfe Durchschnitt der beiden t ie  s s e'schen 
F]'~chen in den vier Ebenen 

X ~ O ,  Y ~ - O ,  Z-~-O, W~---O. 

Der in der ersteren Ebene liegende Theil besfeht aus den vier geraden 
Linien 

Y • 1 7 7  w = o ,  
welche nichts Anderes sind, als die Seiten des auf der Ebene X ~ 0  
durch (lie vier Ebenen a, ~ 7, ~ ausgeschnittenen vollsfi[~ndigen Vier- 
seits. Die in den tibrigen drei Ebenen Y, Z uad W en~halbenen 
Theile der Durchsehnittslinie sind Curven vierten Grades mit zwei 
Doppelpun~'ten. Fiir den speeiellen Fall 

4 
werden die Gleiehungen der heiden ~esse'schen Fl~chen vollstandig 
identiseh, da bier der Coefficient yon X YZ W versehwindet; die bc, iden 
conjugirten 2-3iiehe~, besitzen somit dieselbe Hess  e'sche ~'liiche. 

22. Cleb~ch hat im 65. Bande yon Cre l le ' s  Journal yea der 
Grassmann'schen :Erzeugungsweise der Fl~chen dritten Grades aus- 
gehend analytisch gezeig~, wie eine solche Fl~che eindeutig auf eine 
Ebene abgebildei werden kann, d. h. so, dass jedem Punkte der Fl~iche 
ein einziger Punkt der Ebene und umgekehr~ entsprieht. Spgter hat 
er im 5. Bande der mathematischen Annulen rein geometrisehe Mittel 
f~  die Ausfiihrung dieser Abbildung gegeben. 

Siad n~mlich A und B zwei gerade Linien auf der Fl~ehe dritten 
Grades, welche sieh nicht ~reffen, trod is~ C eiue gerade Linie der 
Ft~ehe, welche A and ~ durchschneidet, so geschieht die hbbildung 
auf eine beliebige Ebene, welche ~lureh C geht und die projieirende 
Linie irgend eines Punktes tier ~Fl~iehe ist die Gerade, welche dutch 
diesen Punk~ geht und A and B durchschneidef~ -- Ausser der Linle 
C ~ebt es noeh vier gerade Linien, welche sowohl A als auch B dureh- 
sehneiden; fur jeden Punkt einer derartigen Linie ist diese selbst die 
projieirende Gerade, so dass sich diese vier geraden Linien als Punkte 
abbilden. Ferner bilden sieh aueh diejenigen zwei Linien als Punkte 
ab, welche mi~ A und C, resp. mit B uad C ein Dreieek bilden, und 
zwar liegen die Bilder da, we resp. B u n d  A der Bildebene begegnen. 

Mathematische Annalen. X. 1~ 
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Die vier geraden Linien, welche weder A noch/~ durschneiden, bilden 
sich als Kegelschnitte ab, da flit sie der geometrische Ort der proji- 
cirenden Linien ein Hyperboloid isL Auch die zwei Linien A und/~ 
bilden sich als Kegelschnitte ab, da z. B. die geradea Linien, welche 
die Fl~iche dritten Grades in einem Punkte yon A ber[ihren und zu- 
gleich die Linie B durchschneidea, ein Hyperboloid bilden. Die 12 
Geraden nun, welche sich in P.unkten und Kegelschnitten abbilden, 
lassen slch stets zu einer Doppelsechs gruppiren, so dass die sich in 
Punkten abbildenden die eine H~lfte, die fibrlgen die andere H~If~e 
derselben ausmachen. Daraus geht ohne Weiteres hervor, dass jeder 
Kegelschnitt ffinf der Fundamentalpunkte enth~lt, da ja jede Gerade 
der einen Sechs 5 Gerade der anderen Sechs durchschneidet. Die 
fibrigen 15 geraden Linien der Fl~che bilden sich als gerade Linien 
ab, deren jede zwei der 6 Fundamentalpank~e verbindet. 

WEhlt man nun ffir die Abbildung der in den letzten w betrach- 
teten speciellen Fliiche dritten Grades die beiden Geraden A und 
aus derselben HElfte der sehon mehrfaeh erw~hnten Doppelseehs, so 
ergeben sich sechs Fundamentalpunkte, welehe die specielle Eigensehaft 
besitzen, dass sechsmal je drei ihrer Verbindungslinien sich in einem 
Punkte schneiden, dass sie also seehsmat in verschiedener .t~eihenfolge 
zu einem .B r i a n c h o n ' s.chen Sechseek angeordnet werden k6nnen. 

Le~ man bei der Abbildung eine andere Doppelseehs zu Grunde, 
so bekommen die Fundamentalpuakte eine vollst~indig andere Lage zu 
einander; es werden sich dana weniger als seehsmal drei gerade Ver- 
bindungslinien derselben in einem Punkte schneider, daffir wird einige- 
real ein Kegelsehnitt~ welcher dureh 5 Fundamentalpunkte geht, dureh 
eine Gerade berfihrt, welche einen dieser Punkte mit dem sechsten 
Fundamentalpunkt verbindet. 

23. Wir wenden uns nun der Untersuchung einiger speciellen 
Fl~chen zu und betrachten zun~chst die Fliiehe dritten Grades mit einem 
KnotentntnIcte , au f  wdct~~ sich sechs'mal drei uniire (nieht dutch d~n 
Knotenpun~ gehende) gerade Linien in einem Punkte treffen. (Vergl. 

I und w 7. und 14.) Dieselbe entspricht dem speciellen Werthe k ~ 
hat somit die Gleichung 

oder, wenn die Coordinaten X~ Y ,  Z ,  W eingefiihrt werde~: 

X ( Y ~ + Z ~ - W ' W  0-) + 2 Y Z W ~  O. 

Bemerkenswerth ist die Fliiehe zun~ichst wegen eines einfaehen 
Zusammenhanges mit der Steiner 'sehen ~'liiche. In einem Aufsatze, 
weleher zuerst im Programme der Realsehule zu l~eiehenbaeh 1869 und 
spKter im Auszuge im 5. Bande der ma~hematischen Annalen verSffent- 



Ueber Fli~chen dri$ten Grades. ').59 

Iich~ worden ist, babe ich f~ir r~umliche Gebilde diejenige Transfor- 
marion untersucht, welche man ethYlS, wean man iu tier homogenen 
Gleichung eines Gebildes die Coordinaten durch ihre rec'iproken Werthe 
ersetzt. Es ist dies, beil'~ufig bemerkt, dieselbe Transformation, welche 
0ayley als Inversion tier Coor~inaten bezeichne~ und in einem Auf;- 
sa~ze, weleher der neues~en Auflage yon Salmon 's  analytiseher Geo- 
mettle der hSheren ebenen Curven einverleib~ worden ist, mi~ beson- 
derem Erfolge bei der Untersuehang der Curvea vierten Grades mit 
drei Doppelpunkten verwendet hat. Wird diese Transformation in tier 
obigen Gleiehu.ng vorgenommen, so erh~lt man 

Y2Z2 + Z 2 W  ~- + W ~Y~ + . 2 X Y Z W = O ,  

also die Gleichung einer Steiner 'schen Fli~ehe~ welche die Schnitt- 
linien der drei Ebenen Y,  Z und W als Doppellinien besitzt. Aus 
der bekannten Eigenthfimlichkeit dieser Fl~ehe, durch jede Tangential- 
ebene i~ zwei Kegelschnittea getroffen zu werdea, l~st sich ohne 
Schwierigkeit auch eine Eigenschaft unsrer Fl'~che dritten Grades ab- 
leiten, die aIlerdings nicht ihr allein zukommt. 

Bei Anwendung tier oben angegebenen Transformation entsprJcht 
im Altgemeinen einer beliebigen Ebene eine Fl~che dritten Grades, 
welche die vier Fundamentalpunkte zu Knotenpunkten hat. Einem 
beliebig im Raume liegenden Kegelschnitt entspricht im Allgemeinen 
eine Curve sechsten Grades, welehe in den vier Fuadamentalpunkten 
Doppe]punkte besitzt. Sobald aber der Kegelschnitt eine Kante des 
gundamentaltetraeders schneidet~ so ernieddgt sich der Grad tier ent- 
spreehenden Curve urn-l, w~hrend die beiden Endpunk~e derjenigen 
Kante, we]che der getroffenen gegeniiber liegt, nur einfache Punkte der 
Curve sind. Wenn daher tier Kegelschnitt drei in einem Punkte zu- 
sammenstossende Kanten des Tetraeders trifft, so entspricht ibm eine 
Curve dritten ~rades, welehe jenen Punkt zum Doppelpunkt ha33en" und 
daher eben sein mass. "Da nun die zwei Kegelschnitt% in welchen die 
Steiner'sche Fli[che durch eine Tangentialebene geschnitten wird~ die 
drei Doppelgeraden der Fl~iche sehneidenj so ergiebt sieh aus vor- 
stehenden Betrachtungen der Satz: 

Jede -~liiche dritten Grades, welche die vier ~cken des Tetraeders 
X, Y, Z~ W zu Knoten2unkten hat and dabei unsere -Flgiche beriihrt, 
durehsehneixtet dieselbe zugleich in zwei ebenen Curven dritto~ Grades 
mit einem 1)ol~elpunkte (und in drei geraden Linien). Vier derartige 
~liichen giebt es, welehe unsere Fliiche l~ings einer Gurve dritten Grades 
beriihren. 

Diese Eigenschaft gilt, wie bereits oben gesag~, aueh ffir eine all- 
gemeinere Classe yon Fl~chen drits Grades, n:s ffir diejenigen~ 
,derea Gleichung sich auf die Form bringen 1Esst: 

17" 
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X K  4;- Y Z  W -~ O, 

~o K ~ 0 die Gleichung eiaes Kegels zweiten Grades ist, welcher die 
~]eke Y ~  0, Z ~  0, W ~  0 zum Scbeitel hal. Diese Classe abet 
Lmfasst alle Fl~chen dritten Grades mit einem Knotenpunkte, da die 
~leichung einer derariigen Fliiche sich so~or~ auf die obige Form bringen 
~sst, sobald man nut zur Ebene X eine Dreiecksebene wi~hlt, welehe 
:llein un~re Gerade enth~lt, and zu den Ebenen Y, Z, W diejenigen 
~benen~ welche diese drei Linien mit dem Knotenpunkte verbinden. 

Da es 15 Dreiecksebenen ~ebt~ welehe nut un~re Gerade enthalten, 
~o giebt es auch 15 Schaaren yon Fl~chen dritten Grades mit vier 
[~notenpunkten, welche die oben erw'~hn~e Eigensch~ft besitzen. 

24. Die sechs Geraden der einen H~lfte tier in w 16. erw~hnten 
Doppelseehs fallen mit den sechs Geraden der andern tI~lfte zusammen 
and gehen s:,immtlich dutch den Knotenpunkt, weleher dutch 

bestimmt is& Es sind dies die sogenannten biniiren geraden Linien 
der Fl~che, und jede yon ihnen vertritt die Stelle yon zwei Geraden. 
Sie liegen zu je zweien in den drei Ebenen Y~ Z, W vertheilt und 
haben die Gleiehungen: 

Y~---O, Z-~_ Wi-~O~ 
z = o ,  y •  wi='o, 
W = O ,  Y !  Z i  = 0 ,  

WO 

i ~ ~ / ~ 1 .  

Die 15 iibrigen geraden Linien der Fl~iche sind diejenigen, l~ 
welehen die 15 dutch je zwei bin~re Gerade zu legenden Ebenen der 
FlSche weiter begegnen. Drei davon sind die Linien" in X ~ 0; die 
Gleichungen der tibrigen 12 lassen sich sii~amtlich auf die Form bringen: 

-}- q = O, i(r-~-s) -~ 2 (r - - s )  = O, 

wo ~ q, r, s die vier Coordinaten e, fl, 7, (~ in beliebiger Reihem 
folge bedeuten. Bei Entscheidung der Frage nach der Realit'~t der 2l 
auf der Fli~che liegenden geraden Linien hat man dieselben drei F~tle 
zu unterscheiden, wie bei der allgemeinen Fli~ehe. 

1) Die vier Ebenen a, fl, y, d~ also auch die Ebenen X ,  Y~ Z~ W 
sind reell. Dann kSnnen nur drei unT~re Gerade reel] sein, n~mlieh 
diejenigen in der Ebene X = 0 .  Der Knoten ist also isolir~ und sein 
Tangentialkegel is~ imagin~r. Die F]~ehe enfh~l~ ]0 reelle Dreieeks- 
ebenen~ yon denen drei, weft in ihnen zwei bini~re Gerade liegen~ doppelt 
zu z'~hlen sind; sie ist daher ein besonderer Fall der Fl~ehen mit drei 
reellen geraden Linien trod 13 reellen Dreieeksebenen. 
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2) Sind a und fl conjugirt imagin~, also 

# = ~ o  - -  ~ i = O ,  

so sind X und Y reell~ Z und W dagegen eonju~rt imagin'2r: 

Z ~-  L + M i ~ - - O ,  

W~-~- L - -  M i  = 0 ,  

Von den bia'iiren Geraden sind die in : Y ~ 0  liegenden reell, da 

Z -4- W i  -~- ( L  ~ M )  (1 -[- i). 

l~eell sind ferner die un~ren Geraden 

X ~ O, Y ~  O; 
z + ~ = o ,  i(.+/3)_+_ 2 ( . - - # )  = 0. 

Die Fl'~che ist daher ein speeieller Fall der Fl~iehen mit 7 reellen 
geraden Linien. Der Knoten is~ reell, ebenso sein Tangentialkegel. 

3) Sind a und fl, sowie 7 und ~ conjugirt imaginiir, so sind X 
und Y reell und Z and W ebenfall% die Gleichungen der letzteren 
aber tuit einem rein imaginaren Factor muitip]ieirt, also 

Z = L i - - ~  O, W ~ J M i - ~  O. 

Auf der Fl~iehe 
X ( Y ~ - - L  ~ - -M'- ' )  ~ 2 L M Y  ~ 0 

sind dana vier binare Gerade reell, n~imlich die in L = 0 und M =  0 
hegenden, reell sind ferner die drei un'~ren Geraden in X = 0 und 
die vier Geraden in den Ebenen 

~ + # = o  
uud 

7+0"=0. 
Die Fl'~che gehiirt danach zu denen mi~ 15 reellen geraden Linien; 

ihr Knoten ist~" reell, wie derjenige im vorigen Falle. 
25. Die eindeutige Abbildung auf eine Ebene geschieht bei den 

Fl~ehen dritten Grades mi~ einem Knotenpunkte bekanntlieh dutch 
Centralprojeetion yore K_notenpunkte aus. Alsdann entspreehen den 
seehs binliren Geraden der Fl~che sechs Punkte der Ebene, die in einem 
Kegelschnitt liegen. Dieser ist die Spur des im Kaotenpunkte an die 
Flaehe gelegten Tangentialkegels and kanu somit als Bild des Knoten- 
punktes selbs~ angesehen werden. Die 15 un~ren Geraden bilden sich 
ab als die Verbindungslinien der Fundamentalptmkte. 

Fiat unsere speeielle Fl~iehe dritten Grades sehneiden sieh diese 
Verbindungslinien sechsmal zu je dreien in einem Punk~e, undes geht 
daher der bemerkenswer~he Satz hervor: I n  jedem .Kegelschnitte "ka/m, 
man sechs Punkte  so wii~den~ dass sich dieselben sechsmal zu einem 
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Brianchon'schen Sechseck verbinden lassen. Auf welche Weise sechs 
derarfige Punkte zu finden sind, ergiebt sich sehr leicht dutch folgende . 
Betraehtung: 

Die Spuren der drei Ebenen Y, Z und W auf der Bildebene durch- 
schnelden den Kegelschnitt in den sechs Fundamentalpunkten. Nun ist 
aber das yon jenen Ebenen gebildete Trieder in Bezug auf den Tan- 
gentialkegel des Knotenlaunktes ~ da dessen Gleichung 

y2 + Z2 + W~- ~ O  

ist, sich selbst conjugirt; folglich besitz~ die n~mliche Eigenschaft auch 
das yon den Spuren jener Ebenen gebildete Dreieck in Bezug auf den 
erw'~lmten Kegelsehnitt. Um dalwr sechs .Pu~kte i~z gedachter JLage zu 
erhalten, durchschneide man de~ .Kegelschnitt dutch die Seiten eines .in 
Bezug auf denselbe,~ sich sdbst conjugirte~, Dreiecks; die sechs .Durch- 
schnittspunkte besitzcn die fragliche Eigen~'chaft. Freilich ist hierbei zu 
bemerken, dasu niema/s sammtliche sechs Puukte, sondern hSchstens 
vier derselben reell sein kSmlem 

Die Fl~ehe 
X ( Y ~ + Z " +  W"-) - -  2 Y Z  W = O, 

welche wir in w 21. die eonjugirte Fl~che zu 

X ( Y " + Z ~ +  W"-) + 2 Y Z W ~ -  0 

genannt haben, ha tmi t  der letzteren die sechs bin~ren Geraden, sowie 
(lie drei Linien in der Ebene X~--0 gemeinsehaftlich i die geraden 
Linien beider Fl~chen werden sich daher als dieselben Ptmkte und 
Liuien abbilden. 

26. Die Fliiche: 

WO 

, , + a + 7 + ~ ' + , = o ,  
auf weleher sieh naeh w 4. die _97 Geraden 10real zu je dreien in 
einem Punkte sehneiden~ is~ yon Clebseh ira 4. Bande der mathema- 
tisehen Annalen naher untersueht und die .Diagonalfliid~e des Pentaeders 

c~=O, f l = O ,  7 = 0 ,  8 = 0 ,  ~ = 0  

genaamt worden. Diese Benennung sttitzt sieh auf die Eigenschaft der 
betreffeaden Flaehe, dass in ihr die Diagonalen der siimmtliehen voll- 
standigen Viereeke enthalten sind~ die auf den Pentaederebenen durch 
die iibr[gen ausgeschnitten werden. Denn die Gleiehung der Fl~che uud 
die zwischen den 5 Coordinaten bestehende Relation werden, da die 
Summe zweier Ouben stets dutch die Summe der Basen theilbar ist, 
z. B. erf'tillt, wenn: 

a - - O ,  ~ + r = O ,  ~ + ~ = 0 .  
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Diese drei Gleiehungen, yon denen die eine eine Folge der beiden 
audem ist, stellen abet eine gerade Linie dar, welche den Punkt: 

a ~ 0 ~  f l ~ 0 ,  ~ , ~ 0  
mit dem andern: 

a---w-O, ~ ' = 0 ,  ~-~--0' 

verbiudet, also eine Diagonale einer Seitenfi~che des Pentaeders. In 
gleicher Weise ]iegea auf der Fl~che die gleichfalls in der Ebene a ~ 0  
befmdlichen geraden Linien: 

~ = 0 ,  / ] + ~ - ~ 0 ,  7 + ~ = 0 ,  
~ = 0 ,  ~ + ~ 0 ,  ~ + ~ ( ) .  

Ausser der Fliiehe, deren Gleichung oben angegeben ist, geht dutch 
die 15 Diagonalen der Seitenfliichen des Pentaeders kelne weitere Fl'~che 
dritten Grades, da diese sons~ mit jener 15 gezade Linien gemeiasam 
haben mfisste, was unmSg]ich is~; die Diago~alfl~ehe ist daher dureh 
das Pentaeder vollst~ndig bestimmt. 

Bemerkt mag werden, dass man die Gleichung der n':imlichen Fl'~che 
auch noeh ia folgender Form schreiben kann: 

aflT+,/fl~+czfl~+ey~+a 7E-47aae+flT~+flTe+~3~+ y6e ~---0. 

husser dea 15 Diagonalen enth~lt die Fl~che noch 12 weitere gerade 
Liniea, welehe ei~te Doppelsechs bilden. Die Gleiehungen derselbel, 
kSnnen aus w 16. direct entnommen werden, wean maa noch folgende 
Werthe der dort vorkommenden Constanten beriicksichtigt: 

1 

Man wird daan z. B. durch geeignele Combination der zwei 
Gleichungea : 

X - ~ I Y ,  Z ~ p W  
finden, dass die hierdurch dargestellte gerade Linie der Durchschnitt 
der 5 Ebenen ist;: 

(7+~)  + ~ - - ~ 0 ,  
co (~+~) + ~ ~ 0,  

( ~ + * )  + 7 ~ 0 ,  
co ( ~ + 7 ) +  ~ = o ,  

(~,+~) + e - ~ 0 ,  
wobei 

]/~o--* 
2 

Clebsch hat diese 12 geraden Linien zuf fotgende sehr einfaehe 
Weise gefunden~ indem er zuorst ihre Asymptotenpunkte bes~Lmmte. 
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Die 3 Gleichu~gen: 

yon denen die erste die zwischen den Coordinaten bestehende Relation, 
die zweite die Gleiehuag der Diagonalfli~che, die dritte die Gleichung 
.ihrer Hesse'sche Fl~che darstellt, werden siimmtlieh erfiill~, sobald man 
flit die 5 Coordiltaten die verschiedenen ffinften Wurzeln der Einheit 
setzt, also: 

a : f l : y : 6 : e ~ - - - q  l : f f , , : f f~:q, , :q~,  

wobei die GrSssen q ebea diese Wurzeln in beliehiger Reihenfolge sin& 

Da dawn auc]~ die Gf6ssen ! s'immtliche fiinfte Wnrzel der Einheit q 
darstellen, so fol~, dass auch tier Punk~: 

~ : fl : ~/ : ~ : ~ .~- q [ J : q-[ ~ : q y~ ' : cl-[ ~ : q ~ ~ 

auf der Diagonalfi:s und der Hesse'schen Fli'~che liege. Die Ver- 
bindtmgsli~ie der beiden durch diese Proportionen dargestell~en Punkte 
gehSri dann aber auch ganz der Diagonalfl~che at h denn ~tie Coordi- 
na~en irgend eines Punk~es dieser Verbindungslinie sind~ wenn lz uad 1 
beliebige Constantea bedeuten, hest~mmt durch: 

a : fl : 7 : 6 : e = k q i  + lq-[ ~ : kq., + lci j - l :  . . . . .  

m~d der Gleiehung der Diagonalfl~che wird geniigt~ sobald in derselben 
die~e Werthe eingefiihrt werden, da: 

X ( k ~ , + l ~ ;  ~)'~ = ( ~ + Z  ~) X q , ?  + 3~1 i k + l )  X ~  = O .  

Es giebt nun 24 verschiedeae Punkte, deren Coordinaten sich wie 
,lie fiiaften Wurzeln der Einheit vcrhalten, also giebt es 12 gerade 
Linien der eben gefundenen Art und jene 24 Paakte sind, da sie zu- 
gleich der Hesse'schen Fl~che angehSren, ihre Asy .mptotenpunkte. 

27. Die Dreiecksebenen tier Fliche zerfallen in zwei Grupwn- 
Die sine umfassfl die 5 Pentaederebenen und die.10 Diagonalebenen and 
enth~ilt dahvr nar solche Ebenen, in welchen nut Diagonalen liegen; 
die andere dagegen besteht aus 30 Ebenen, deren jede eine Diagonale 
und zwei der eben bes~immten 12 Linie~ enth~lt. Die Gleichungen 
der letzteren sind yon der Form: 

+v(~+q)+ ~-=o, 

wo p ,  c_l , r drei der'Coordinaten a, ~ n. s. w. sind and: 

2 
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Man kSaute sie auch auf die Form briagea: 

w, ( 2 + q ) - - r = O ,  
~obei aber 

Vg+l 
Wl --~- 2 

Je zwei dieser Ebenen gehen dutch dieselbe Diagonale; und zwar 
stellen die beideu aufgestellten Gleichungea zwei derartige Ebenen 
dar~ wenn in beiden fiir _p~ q und r dieselben Coordinafen eingeffihrt 
werden. 

Die Anzahl der reellen geraden Linien auf tier Diagonalfl~che 
kann direct aus w 18. abgelesen werden, da hier offenbar die dortige 
Constante: 

1 k > y  

ist. Es ergiebt sich daraus: Sind s~immtliche Pentaederebenen redl, so 
sind auch s&nmtliche 27 geraden Linien reeZl; sbul drei Pentaederebenen 
reell und die iibrigen conjugirt imaqin&', so hat die _~liiche 3 reelle ge- 
fade Linien und 13 reelle Drciecksebenen; ist cndlich nut ci~w .Ebene 
des .Pentaeders reell, w~ihreqzd die andern paarweise conjugirt imagin~ir 
sind, so hat die ffl&he 7 reelle geracle ginien. 

Legt man bei der Abbildung der Fl~ehe die mehrerw'~hnte Doppel- 
sechs zu Grunde, so erh'~lt man~ mag man yon der einen oder der 
aadern Hglfte derselben ausgehen, die sechs Fundamentalpunkte in der 
Lage, dass sqe sich lOmal zu einem Brianchon'schen Sechseck vcrbin&n 
lassen. Die Existenz derar~iger, auch vollstlindig reeller Sechsecke ist 
dutch die Existenz der Diagonalfl'~che bedingt; C lebsch  hat in der 
bereits cifirten Arbeit gezeig~, dass siimmtliche Sechsecke dieser Art 
aus einander durch Centralprojection abgeleitet werden kSnnen. 

28. Wir wenden t,ns endfich zu der Fl~iche: 

aa + ~a + 7a + ~ 0 ,  
auf weleher naeh w 6. sieh 18real drei gerade Linien in einem Punkte 
sehneiden. Die 27 geradem Linim~ dieser Fl~ehe ergeben sich unmittel- 
bar aus der Oleichung derselben; sic lassen sich in drei Oruppen zu- 
sammenstellen und zwar so, class die 9 Geraden jeder Gruppe die gegen- 
seitigen Durchsehnittslinien zweier B~sche] yon je drei Ebenen sind, 
a~mlieh: 

aa-~- f la=O,  7a --~ 6a = O, 

aa ..1_ 7a __~ 0 ,  fla qt_/~a = (), 
aa _~ t~a ~__ O, fla :.].. ~;a _.~_ 0 . 

Die Ebene: 

kann natiirlich auch hier als die fiinfte Pentaederebene angesehen wet- 
den; da aber die Gleichung der Fl~iche sich nicht ~ndert, wenn a mit 
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eq*', fl mit fl/~" u. s. w. vertauscht wird, wo die GrSssen t~ dri~te 
Wurzeln der Einheit bedeuten, so sieht man, dass man jene Ebene 
iiberhaupt durch eine tier Ebenen: 

, ~ + [1 ~" + 7~" + 6,,"' -~ 0 

ersetzeu kann, wo die Gr'Sssen /~ beliebige dritte Wurzeln der Einheit 
sin& Wie nun die Ebene: 

~ + t ~ + 7 + ~ o  
drei gerade Linien der Fli~che, und zwar: 

~, +t3 = 0 ,  ~, +,~----o, 
c ~ + z = o ,  t ~ + ~ = o ,  
e~+ 6 = 0 ,  , ~ + y = O  

enth~Ht, so gilt das Gleiche auch fiir jede dieser Ebenen, deren Ge- 
sammtzahl 27 ist. Diese 27 Ebenen bilden mit den 18 anderen, welehe 
zu den sechs oben erw'Shnten Biiseheln gehSren, die 45 .Dreiecksebenen 
tier ~'liiche. 

Der Fl';ichengleiehung wird ebenfalls geniigt, sobald man setzt: 

a : [ 1 : 7 : ~ v : v ' : v " : v ' " ,  

wo z~'ei der GrSssen r dritte Wurzeln der positiven Einheit, die anderen 
aber solche tier negative~l Einheit bedeuten. Durch die niimliche Sub- 
stitution werden aber auch stets die Gleichungen zweier gerader Linien 
der Fi-ache identisch, so dass die durcta obige Proporfionen dargestditen 
Punkte ftir unsere Fl~che die Ecktn~nlcte yon Liniendreiecke~ sin& Es 
giebt 3 ~ - 8 1  derartige Punkte; fiigt man hierzu die 18 Schnittpunkte 
yon je drei geraden Linien der Fliiche, jeden dreifach gerechnet, so 
erhKlt man s'~mmtliche 135 Ecken der auf der Fliiche liegenden Drei- 
ecke. 

Die Asymptotenpuakte jeder geraden Linie der Fliiche liegen often- 
bar da, wo dieselbe zwei gegeniiberstehende Kanten des yon den vier 
Ebenen a, fl, 7, 5 gebildeten Tetraeders trifft. 

29. Die Anzahl der reellen geraden Linien der Fl'ache ergiebt sich 
unmittelbar ans w 18. Die Fl~che hat demnach, wem~ die vier ~bene*~ 
t~, [1, 7, $ reell oder wenn nut z.wei dersdben reell und die beiden iibrige~ 
conjugirt imaginiir sind, 3 reelle Gerade und 7 reelle 1)reiecksebene~b 
sind abet die vier Ebenen t~aarweise conjugirt imaginiir, so sind 15 ge- 
rade Linden reell. 

Unter den 27 geraden Linien tier Fl.ache ist im Allgemeinen keine 
vor den iibrigen ausgezeichnet; gleiches gilt yon den 36 Doppelsechsen. 
Es wird daher vSllig gleich#ltig seth, welcher Seehs man sich bet der 
Abbildung bedient. Eine der Doppelsechsen ist die folgende, bet welcher 
wir entsprechende Gerade neben einander gestellt und mit entsprechen- 
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den Ziffer~ versehen haben und unter ~ eine beliebige dritte Wurzel 
der Einhei~ vers~ehen: 

1) a / t + 8 = 0 ,  ~ g q - 7 = 0 .  I) a q - ~ , g = 0 ,  ~q-Sg--~-0 .  
2 ) ~ + 5 , a = - 0 ,  / ~ q - T g = 0 .  ]I) a , u + 7 = O  , /~ ,u+8-~-0 .  
3 ) , , ~ + / 3 = o ,  ~ g + ~ = o .  m ) ~ + a g _ = o ,  7 + t L ~ = o .  
4) c~+/3~-----0, 7 + a g = O .  IV) c ~ g + 8 = O ,  7 a + ~ 3 = 0 .  
~ ) , q , + 7 = o ,  a ~ + / 3 = o ,  v) ,+~ ,~- -=o ,  6+7,~=o. 

Wird die erste H.alfte dieser Dolapelsechs bei tier kbbildung der 
Fl'aehe zu Grunde geleg G so bilden sich bekanntlich die Geraden der- 
selben als Punkte, die Geraden der andern H~ilfte dagegen als Kegel- 
schnitte ab, welche durch f~inf dieser Punkte gehen ([ durch 2, 3, 4, 
5, 6 u. s. w.). Die ~ibrigen 15 geraden Linien der Fl~ehe finden da- 
gegei, ihre Abbildung in den 15 Verbindungslinien der Fundamental- 
punkte und zwar in folgender Weise: 

~2) ~ +/~ = o ,  ~, + a  = o .  
13) a + a  = o ,  ~ g + 7  = o .  
14) . # + a  = o ,  /~,~+r = o .  
15) . +~, = o ,  ~ + a , ~ = o .  
i6) • + 7 , u = o ,  ~ + a  = o .  
23) a + 0 " , ~ = 0 ,  /3 + 7  = 0 .  
2~) , + a  = o ,  ~ + 7 , ~ = o .  
25) ,~,~+7 = o ,  ~ + ~  = o .  
26) a + 7  = 0 ,  f l g + ~  = 0 .  
34) , + 7  = 0 ,  ~ q - 5  = O .  
35) a +/3 = o ,  7~t+a = o .  
36) 7 + a  = 0 ,  ~ g + ~  = 0 .  
45) 7 + 8  = 0 ,  a +~t~-~--0. 
46) a + ~  = 0 ,  7 + /~ ' g=O.  
56) ~ --I-~ = 0 ,  /3 + y  = 0 .  

Die 27 geraden Linien der Flgche durchsclmeiden sich aber 18mal 
zu je dreien in einem Punkte trod die Lage der 6 /J'undamentalpunkte 
ist dadurch besonderen Bedingungen unLerworfen. Untersucht man 
genauer, so finde~ man, dass sich 6real drei gerade Linien in einem 
Punkte treffen, welche sich ebenfalls als gerade Linien abbilden, and 
12real solche Linien~ yon denen sich die eine als Punkt, die andere als 
Kegelschnitt und die dritte als gerade Linie abbilden. Im ersteren 
Falle miissen sich dann selbstverstandlich aueh die drei Abbildungen 
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in einem Punkte schneiden, w~ihrend im zweiten Falle die gerade Linie 
den Kegelsehnit~ in dem betreffenden Punkte berfihren muss. Ohne 
Schwierigkeit fmdel man, dass sich in einem Punkte die folgenden neben 
einander stehenden Linien Lreffen: 

12, 35~ 46; 
12, 36, 45; 
34, 15, 26; 
34, 16, 25; 
56~ 13, 24; 
56~ 14, 23; 

so dass drei Linien zweimal, die fibrigen dagegen nur einmal bethei- 
ligt sind. 

Die fibrigen 12 Bedingungen lassen sich in folgende 6 zusammen- 
ziehen : 

1 ist der Pol yon 56 in Bezug auf I ;  
2 ,, . ,~ ,, 56 ,, ,: ,: I I ;  
3 , , ,, :, 12 ,~ ,, ,, I l I ;  
4 ,, 1, ,, .. 12 . 1, . IV;  
5 . ., . ,, 34 . ,, . V; 
6 ,, ,, ,, ,, 34 ,, ,, ,, VI .  

1st die zweite Gruppe yon Bedingungen erffillt, so ist es die erste 
yon selbst, da ausser der vorliegenden keine Fl~iehe dritten Grades 
existirt~ auf welcher sich 12mal drei gerade Linien in einem Pufik~e 
treffen. 

Auch bei dieser Fl~che kSnnen hie slhnmtllehe sechs Fundamental- 
punkte zu gleicher Zeit reell sein. 

30. Dureh die Untersuehungen yon G e i s e r  (Math. Annalen Bd. I) 
ist es mSglich geworden, aus den Lehrsiitzen fiber die 27 geraden Linien 
einer Fliiche dritten Grades solche fiber die 28 Doppeltangenten einer 
ebenen Curve vierten Grades abzuleiten. An dem angegebenen Orte 
ist nitmlieh folgender Lehrsatz erwlesen worden: Von einem Punktc 
einer 2"liiche dritten Grades geht ein allgemeiner Beriihrungskegel vierteu 
Grades ag~ "diesblbe, dessen 28 1)olopeltangentialebenen aus der Beriih- 
rungsebene der ~liiche im Scheitel und aus den 27 .Ebenen bestehen, 
welche diesen mit den 27 geraden Linien der Flbiche verbinden. Indem 
man diesen Lehrsaez zu Grunde legt~ kann man aus den in den vorigen 
w gefimdenen Eigenschaften specieller Fliichen drifter Ordnung Lehrsiitze 
fiber speeielle ebene Curven vierten Grades ableiten. 

Es sei zun~chst die Fl~iche eine solche, auf weleher sich nur eiu- 
real drei gemde Linien in einem Punkte sehneiden, also ihre Gleichung 

a~ "4- ~ -4- 1~7 3 -[- l~ 3 A- m~ 3 ----- O; 
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die Lage des Kegelseheitels auf der Fl'~che sei eine willkiirliche, ebenso 
dlejenige der Ebene, durch welche die beriihreade Kegelii~che durch- 
sctmitten wird. Dann schneiden sich vorerst in der entsprechenden Curve 
vierten Grades &'ei Dop2)eltangenten, die Bilder jener drei geraden Linien 
der Fliiche, in cinem t)unkte a. Die Ebenen, welche den, Kegelscheitel 
mit dlesen drei Linien verbinden, schneiden uus der Fl~ehe dritten 
Grades drei Kegelschnitte aus, durch welche sieh bekanntlieh eine ~liiehe 
zweiten Grades ]egen liisst; die sechs Punkte, worin diese Fl~che jenen 
drei geraden Linien begegnet, bilden sich als die Beriihrungspunkte der 
Dopreltange~en ab, welc}~e somit in ei~em Kegelsehnitte A liegen. Die 
Curve ist also eine salche, bei weicher drei Doppeltangeuten, deren 
Berghrungspunkte in eiuem Kegelsehnitt liegen~ sieh in einem Pankte 
schneiden, und zwar ist sie die allgemeinste Curve dieser Art. 

In dem Kegetschnitt A liegen auch noch die zwei Beriihrungspunkte 
derjenigen Dolapeltaugen~e t, welcbe aus der Beriihrungsebene im Kegel- 
scheitel entspringt. Jene Pl~che zweiten Grades schneider n~imlich aus 
der Fliiche dritten Grades drei Kegelschnitte aus, welche sich im Kegel- 
sche{tel trefl~n, so dass beide Fl~chen in diesem eine gemeinsame Be- 
rfthrungsebeae besltzen. Diese Ebene durchschneidet die Fl~iche zweiten 
Grades ia zwei geraden Linien, die f'ffr die aadere Fl~che die Infle- 
xionstangenten im Kegelseheitel darstellea und auf denea die Berfih- 
rungspunkte der Doppeita~gente t liegen. Hieraus geht abet die Rich- 
tigkeit obiger Behauptung unmittelbar hervor. 

Dutch den Punkt a gehen an die Curve noch sechs Tangento~, dere~a 
Berithrungspunkte ebenfalls in einem l{egelschnitt B liegen. Verbindet 
man .niimlich den Kegelscheitel mit dem Schnit~punkt der drei auf 
der Fi~iche liegenden geradea Linien~ so darchschneidet die Verbindungs- 
linie die Ebeae: 

- - ~  -=0 

ia einem Punkte, yon welchem aus sieh an die in dieser Ebene und der 
Fliiche liegeade Curve dritten Grades seclls Tangenten legen lassen, 
deren Beriihrungspunkte in der ersten Polaren jenes Punktes, also in 
einem Kege]schnitte liegen. Jene 6 dutch a gehendeu T a n g e ~ n  und 
der Kegelsehnitt B sind nun nichts knderes als die Centralprojeetionen 
der eben erwiihnten Linien. Auch der Kegelsehnitt B geht dutch d~ 
Beriihrungspunkte dzr Dolopdtangente t nach dem Satze: Wen~ yon den 
16 Schnit~unktea zweier Curven vierter Ordnung 8 auf einem Kegel- 
sehaitte liegen, so liegen die 8 iibrigen ebenfalls auf eiaem solchen. 
Ma~a ha~, um diesen Satz anweuden zu kSnnen, als zweite Curve vierten 
Grades aur diejenige zu wr~hlen, welehe sich aus den erstea Polaren 
yon a in Bezug auf die erste Curve uad aus der Doppeltangente t zu- 
sammensetzen l~st. 
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Die Curve drltten Grades selbst, welehe in der Ebene: 

--~=0 

iegt, bildet sigh wieder als eine solche ab; die Abbildung C ber~hrt 
lie 6 yon a au~gehenden einfachen Ta~genten in ihren Beriihrungspunkten 
~nd g&t iiberdies nach w 9. urtd 10. &~rch die Sehnittl)unkte yon 12 
Paaren yon .Doppeltangenten. 

31. Wesentlich :indern sich die Resultate des vorigen w wean tier 
[~egelsche~tel in der Curve dritten Grades liegt, welche die mehrerw.~nte 
Ebene: 

a--fl=O 

mit der Fliiche gemelnsam hat. klsdann geh~ die Ber(ihrungsebene der 
Fli~ehe im Kegelscheitel auch (lurch den Schni~tpunkt der drel geraden 
Linien auf der Fl~iche und es wird somit dutch die Projection a dieses 
Schnittpunktes noch eine vierte Dos der Curve gehen. Die 
Projection jener Curve dritten Grades wird zu einer geraden Linie l, so 
dass die Beriihrungsp~nkte der vier vinfael~en Tangenten ~ welche dutch 
a gehen, in gerader Linie ~iegen. Daraus ergiebi sich, dass die erste 
Polare des Punktes a in Bezug auf die Curve v~erten Grades eine solche 
dritten Grades sein muss, welche jene gerade Linie l als Theft enth~lt 
und daher in diese und einen Kegelschnitt zeri~511t. In dem letzteren 
liegea dann die Bertihrungspunkte der vier Doppeltangenten, so da.~s 
unsere Curve vierte~ Grades vine solche ist, yon welcl~er sieh vier Do~pel- 
tange~ten, deren Beriihrungspunk~ in einem Kegelschn#t liegen, in einem 
_Punkte treffen. Auch sie ist eine allgemeine Curve d[eser Art. Endl~t 
werden 12 Schn~2unkte yon je zwei DoF2eltangenten der C~rve in der 
gcraden Linie l liegen. 

Die F~le, in welchen der Kegelscheitel auf einex oder mehreren 
geraden Linien der Fliiche lieg~ und die Curve vierten Grades somit 
einen oder mehrere Doppelpunkte bekommt~ iibergehen wir and be- 
merken nut noch, class die beiden in den letzten w betrachteten Curven 
auch aus der allgemeinen Fl~che dritten Grades erhalten werden kSnnen. 
Eine Curve der ers~en Art geh~ hervor, wenn man drei gerade Linien 
.der Fl~che sueht, unter denen sich zwei schnelden, durch den Sehnitt- 
punkt und einen Punkt der dritten Linie eine weitere gerade Linie zieht 
und den Kegelseheitel in den Punkt legt, den diese Linie fernerh]n mit 
der Fl~he gemeinsam hat. Eine Curve der zweiten Art erh~lt man, 
wenn man durch eine gerade Linie der Fl~iche zwei Berfihrtmgsebenen 
an dieselbe i"tihrt und den Kegelscheitel d~hin leg't, wo die Verbinduags- 
linie der zwei Beriihrungsptmkte die Fl~che durchschneidet. 

32. Aueh die in w 5. und 6. untersuchten Fli4chen dritten Grades 
li~i%vn {~t~.ressante Curven dr]tten Grades. 
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]st. die @leichung der Flliehe: 

wo (~=0 eine Ebene und K-~-0 einen Kegel dritten Grades darstellt~ 
dessen Seheitel nicht in jener Ebene liegt, so entsprieht derselben, wean 
der Scheitel des Beriihrungskegels betiebig auf der Fliiche llegt, dne 
Curve vierten Grades mit sechs Inflexio~stangenten, welehe sich in einem 
:Fun~te schneiden. Diese slnd die Spurea derjenigen Tangentialebenen, 
welche durch den Kegelscheitel an den oscullrenden Kegel gelegt werden 
kSnnen. Die sechs entsprechendea Inflexionspuakte liegen in einem 
Kegelschnitte; zugleich geht durch dieselben eine Curve dritten Grades, 
welehe in ihuen yon den Inflexionstangenten bertihrL wlrd. In  jedem 
der 9 Inflexions2unkte dieser Curve schneiden sich drei Do~peltangenten 
der Curve vierte~'~ Grades. Der Kegelsehnitt, in welehem 6 Inflexions- 
punkte liegen, geht auch durch die Beriihrungspunkte der 28 ~~ Doppel- 
tangente. Bemerkenswerth ist noch die ttesse~sehe Curve der vorer- 
w~nten Curve dritten Grades; yon jedem t)un~te derselben aus kann 
man n~imlich an die Curve vierten Grades 12 Temgenten legen, deren 
l~er~hrungs2unkte zu je 6 in :wei Kegelschnitten liegen. 

Wezm der Kegelscheitel in einem Punkte der Bertihrungscurve des 
Osculationskegels liegt, so hat man vorlilufig nut vier sich in dnem 
~unkte b'effende Infiexionstangenten, deren .Beriilcrungstmnkte abet in 
g~rader Li~2ie lieyen. In  dieser Linie sehneiden sieh auch 27 Do22eltan- 
gente~z der Curve neunmal zu je dreien; die 28 t~ Do~peltangente .qeht eben- 
falls dutch den Schnitt2unkt clef Inflexionstangenten, sie wird abet, da 
ihre beiden Berfihrungspunkte z~sammenfallen, zu einer dreipu~fl;tig 
beriihrenden oder undulirenden Geraden; der Undulations~unkt liegt 
ebenfalls auf der oben gedachten geraden Linie. 

Es sei ferner die Glelchung der Fl~che: 

(vergl. w 6., 28., 29.); die Lage des Kegelscheite]s auf der Fl~che sei 
willkiirlieh. Alsdann lassen sich die 24 Inflexionstangenten der ent- 
sprechenden Curve vierten Grades so in vier Gruppen zu je sechs anord- 
hen, dass die sect, s Tangenten derselben Gru~1)e sich in einem _P~tn];te 
schneiden. Dutch die Beriihrungs)unkte derselben Grup~ve geht ein 
Kegelschnitt; die vier so entstehenden Kegelschnitte sehneiden die Curve 
in denselben zwei Punki;en, und zwar in den Berfihrungspunkten der 
Doppeltangente, ~velche aus der Tangentialebene des Kegelscheitels 
entspringt. Die iibrigen 27 jDopyeltangenten sc}~neiden xich 18real zu 
je dreien in einem t)unkte; die 18 Schnittlgunkte liegen zu je dreien auf  
do~ sechs Seiten des voUstiindigen Vierec~, welvl~:s seine ~,c]:en in dim 
Schnittpunkten der Inflexionsta~ujenten ]tat. Iron einem jede~a I ~anIzte 
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dieser sechs Seiten gehen 12 Ta~genten an die Curve, deren Beriihrungs. 
2ur&te in zwei Ifegelsch~dtten liegen. 

Is~ endlich die Gleiehung der Fl~che: 
Aa'~3 + r 3 + ~ ~ 0 

(vergl. w 8.), so entsprieht dem uniplanaren Knotenpunkte der Fl'~che 
ein dreifacher -Punt~ der Curve, dessen drei Tangenten die Centratpro- 
jectionen derjenigen Geraden der Fl~ehe sind, welehe sieh im Knoten- 
punkte sctmeiden. Den drei fibrigen geraden Linien der Fl~ehe ent. 
spreehen drei 1)o2peltangenten der Curve, sie sieh in einem ~unkte treffen 
u/nd deren J3eriihrung~punkte in einem -~egelsehnitte liegen. 

Die Spur der TangentiaIebene, welche im Kegelscheitel an die 
Fl~iehe gele~ wird, is~ die vierte Doppeltangente; ihre Beriihraugs- 
punkte liegen in dem n~mlichen Kegelschnitte. _Endlieh hat die Curve 
sechs Inflexionstangenten, welche sich zweimal zu je dreien in einem 
l~unkte treffen ; die Verbindungslinie der Schn~tPpunkte geht dabei dutch 
den drei[aehen t)un~. Die gedachten Eigenschaften kommen allen 
Curven vierten Grades mit einem dreifachen Punkte zu, bei welehea 
sich drei Doppeltangeaten in einem Pankte treffen. 


