Ueber diejenigen Flachen dritten Grades, auf denen sich drei
gerade Linien in einem Punkte schneiden*).

Vo#t F. E, EcrarpT .

Auf jeder allgemeinen Kliche dritten Grades liegen bekanntlich
27 gerade Linien, und zwar sind dieselben so vertheilt, dass sich durch
jede Gerade 5 Ebenen legen Jassen, deren jede noch zwei weitere Ge-
rade der Fliche enthilt. Drei so in einer Ebene liegende gerade Linien
bilden nun im Allgemeinen ein Dreieck, und nur bei speciellen Flichen
durchschneiden sich dieselben in einem Punkte. Die Betrachtung dieser
besonderen Flichen nun ist der Zweck der pachsiebenden Abhandlung.
Dieselbe beginnt mit einer allgemeinen Untersuchung derjenigen Flichen
dritten Grades, auf denen sich einmal drei gerade Linien in einem
Punkte schneiden; sie wendet sich dann vorzugsweise den Flichen zu,
auf welchen dieser Fall sechsmal eintritt, und schliesst mit einer Be-
trachtung von 3 speciellen Flichen der letateren Art. Literaturnach-
weise konnten nur an wenigen Stellen beigefiigt werden, da dem Ver-
fasser ausser den allgemeinen Werken iiber Flichen dritien Grades von
Cremona und Sturm und ausser Salmon’s analytischer Geometrie
des Raumes fiir seine specielle Arbeit nur die Abhandlung von Clebsch:
»Ueber die Anwendung der gquadratischen Substitution auf die Glei-
chungen fiinften Grades und die geometrische Theorie des ebenen
Fiinfseits¢ (Bd. IV der mathematischen Annalen) zu Gebote stand.
In der letzteren ist aber nur von einer ganz speciellen der zu behandeln-
den Flichen, der sogenannten Diagonalfliche, die Rede.

V. Wenn sich auf irgend einer Fliiche dre. gerade Linien in emnem
Punkte schneiden, ohne dabei in einer Ebene zu liegen, 50 muss der
Schnittpunkt nothwendig ein Knotenpunkt der Fliche sein.

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich synthetisch sofort, wenn
wan bedenkt, dass jede durch zwei der geraden Linien gelegte Ebene
die Fliche in einer zusammengesetzten Linie durchschneidet, von welcher

*) Wir entnehmen diese letzte Arbeit des verstorbenen Verfassers f}e’.n Oster-
Programm 1875 der Realschule I, Ordnung zu Chemnitz. Die Red.
15*
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jene Linien einen Theil ausmachen, und welche daher in dem frag.
lichen Punkte einen Doppelpunkt besitzt. Da nun jede Ebene, welche
aus-einer Fliche éine Linie mit Woppelpunkt ausschneidet, als eine
Tangentialebene der Fliche in demselben angesehen werden muss, so
besitzt der betreffende Punkt im vorliegenden Falle drei verschiedene
Tangentialebenen, was nur dann eintreten kann, wenn er ein Knoten-
punkt der Fliche ist.

Analytisch folgt derselbe Satz sofort aus der allgemeinen Gleichung

Byl +vefy+ «pfy=0
derjenigen Flichen, welche dureh die drei Schnittlinien der Ebenen
«=0, p=0, y =0 gehen. Es bedeuten in dieser Gleichung die
Grossen / homogene lunctionen gleichhohen (rades der vier Coordi-
naten «, B, ¢ und 4.

Bei den Flichen dritten Grades mit einem Knotenpunkte gehen
durch denselben nicht nur drei, sondern sechs gerade Linien der Fliche.
Denn die allgemeine Gleichung einer Fliche dritten Grades, welche den
Punkt &« =0, 8 =0, y=0 zu einem Knotenpunkt hat, darf weder
die dritte, noch die zweite Potenz der vierten Coordinate & enthalten,
und muss also sein

0K, + K;,=0,
wobei in K, und K, 0 nicht mehr vorkommt. Durch
K,=0, K,=0

werden aber zwei Kegel zweiten und dritten Grades dargestellt, welche
den Knotenpunkt zum gemeinsamen Scheitel besitzen und deren aus
sechs Geraden bestehende Durchschnittslinie der Gleichung zufolge auf
der Fliche liegen muss. Auf Flichen hoheren Grades gehen dagegen
nur ausnahmsweise gerade Linien durch einen Knotenpunkt.

Wir werden im Folgenden die Flichen dritten Grades mit Knoten-
punkten nur insoweit beriicksichtigen, als sich auf denselben zugleich
anderweit drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und werden
uns infolge dessen auf den Fall- beschriinken, in welchem sich die drei
geraden Linien in einem Punkte schneiden und ihr gemeinsamer Schnitt-
punkt ein einfacher Punkt der Fliche ist.

2. Zur Ermittelung der allgemeinen Gleichung einer Fliche dieser
Art bediirfen wir noch des folgenden Lehrsatzes:

Wenn sich auf einer Fliche n* Grades n in einer Ebene liegende
gerade Linien in einem Punkte schneiden, so zerfillt die erste Polar-
fliiche des Schnittpunktes in Bezug auf die gegebene Fliche in jene Ebene
und in eime Fliche (n—2Ye Grades.

Sind ndmlich die Coordinaten des fraglichen Punktes
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und ist @=0 die Gleichung der Ebene, in welcher jene Geraden liegen,
so ist die Gleichung der Flache

foB, )+ afu-a(e, B, 7, 0)=0,
wobei die beiden f homogene Functionen resp. n'» und (- 1)t Grades
der innerbalb der Klammer stehenden Coordinaten sind. Setzt man
namlich in dieser Gleichung & == 0, so wird dieselbe zu

fa (ﬁ ’ 7’) =0
und stellt % gerade Linien dar. Die Gleichung der ersten Polarfliche
des Schnittpunktes wird nun durch den gleich Null gesetzten Differential-
quotienten der Klichengleichung nach & dargestellt und ist somit:

o d;"g L=0.

Hiernach ist das Behauptete evident. Leicht zu beweisen ist, dass
auch die Umkehrung desselben gilt:

Wenn die erste Polarfliiche -eines Punkites in Beaug awf eine Fliche
wer Grades in eine durch ihn gehende Ebene und ecine Fliche (n—2Ym
Grades zerfillt, so liegt jener Punkt auf der Fliiche, die Ebene ist die
Tangentialebene der Fliche in ihm und schneidet die Fliche i n durch
den Punkt gehenden geraden Linien.

Jede Ebene, welche durch einen derartigen Punkt geht, schneidet
die Fliche in einer Curve, deren Tangente in jenem Punkte mit der
Curve n zusammenfallende Punkte gemeinschaftlich hat. ’

Ist die Fliche eine solche dritten Grades, so geht der erste all-
gemeine Satz in den folgenden speciellen ither:

Wenn sich auf einer Fliche dritten Grades drei in einer Fhbene
liegende gerade Linien in einem Punkte schneiden, so zerfdllt die erste
Polare dieses Punktes in Bezug auf die Fliche in swei Ebenen, deren
eine jene Tangentialebene ist.

Wihrend also im Allgemeinen der Berithrungskegel einer Fliche
dritten Grades, welcher seinen Scheitel in einem beliebigen Punkt der-
selben hat, vom vierten Grade ist, wird er fiir den Schnittpunkt von
drei Geraden der Fliche nur vom dritten Grade. Es hingt dies damit
zusammen, dass jede durch diesen Schnittponkt gehende, auf der Fliche
liegende ebene Curve in ihm einen Wendepunkt besitzt, ynd folgt un-
mittelbar aus dem Satze, dass man von einem Wendepunkte aus an
eine ebene Curve dritten Grades drei Tangenten legen kann, deren
Beriihrungspunkte in einer Geraden liegen.

3. Clebsch hat zuerst (Crelle’s Journal, Bd. 59, vergl. auch
Salmon’s analytische Geometrie des Raumes, deutsch von Fiedler,
P- 397) den Beweis geliefert, dass die allgemeine Gleichung elner
Fliche dritten Grades in nur einer Weise auf die Form gebracht wer-
den kann;
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Ae* L+ B4 Oy + D3+ E2 =0,
wo a =10, $ =0 u s. w. die Gleichungen von Ebenen und die ig
diesen enthaltenen Constanten so gewihlt sind, dass

«tfy+o+e=0.

Diese fiinf Ebenen bilden ein Pentaeder. Die 10 Ecken desselben,
und zwar im Allgemeinen diese allein, besitzen nun die Eigenschaft,
dags ibre erste Polaren in Bezug auf die Fliche dritten Grades in zwei
Ebenen zerfallen. So ergiebt sich aus obiger Gleichung durch Diffe-
renziren derselben nach « oder § unter gleichzeitiger Berticksichtigung
der zwischen den 5 Grossen &, § u. s. w. bestehenden Relation die
Gleichung der ersten Polaren des Eckpunktes y == 0, d =0, ¢ =0:

Ao — B*=0.
Diese Polare zerfillt also in die zwei Ebenen

e YA+ BYB=0.

Sollen somit auf unsrer Fliche dritten Grades sich drei gerade
Linien in einem Punkte schoeiden, so muss nach § 2. eiue der 10 Ecken
des Pentaeders In der Fliche liegen. Dies tritt aber fiir die eben als
Beispiel gewihlte Ecke nur dann ein, wenn

A= B.

Sind somit in der allgemeinen auf dos Pentaeder bezogenen Glei-
chung einer Fliche dritten Grades zwei Coefficienten gleich, so liegen
auf der Fliiche drei sich in einer Pentaederecke schneidende Gerade.
Aus der Gleichung der Fliche, welche infolge der Gleichheit zweier
Coefficienten die Form annimmt:

A(B34B% + Cp+ D6+ Ee* =0,

ergiebt sich sofort, dass die Ebene

a4 =0
diejenige der drei Geraden ist. Substituirt man nimlich
o= —§

in die Gleichung der Fliche; so erhilt man wegen
¢=—(a+p+y+9)
Cy*+ D& - E(y+46yP° =0,

welche in Verbiudung mit

die Gleichung

e+ pf=0
drei Gerade darstellt, welche sich in einem Punkte treffen. Diese
Ebene ist aber eine Diagonalebene des Pentaeders, da aus der Gleichung
derselben hervorgeht, dass sie durch die Schnittlinie der zwei Pentaeder-
ebenen « = 0, 8 = () geht, und da ausserdem nach dem Vorigen die
Pentaederecke y == 0, 8 =0, ¢ = 0 in ibr enthalten ist. Daher:
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Wenn sich auf einer Fliche dritten Grades drei Gerade in einem
Punkte treffen, so ist die Ebene derselben cine Diagonalebene und der
Schnittpunkt eine Ecke des Pentaeders der Fliche.

7u bemerken ist noch, dass die Gleichung der Ebene, welche mit
derjenigen der drei Geraden die erste Polare der Pentaederecke

y=0, =0, ¢=0
ausmacht,
¢a—pB=0

ist, und dass somit die Beriihrungsebene des von jener Ecke aus an
die Fliche zu legenden Bertihrungskegels dritten Grades durch die nim-
liche Pentacderkante geht, wie die Ebene der drei Geraden, und mit
dieser den von den beiden darin zusammenstossenden Pentaederebenen
gebildeten Winkel harmonisch theilt.

4. Durch Betrachtung aller mdglichen Fille ergiebt sich zundchst,
dass auf einer Fliche dritten Grades 1, 2, 3, 4, 6 und 10mal der Fall
eintreten kann, dass sich drei gerade Linien in einem Punkte schnelden.
Die diesen Fillen entsprechenden Gleichungen der Fliche haben die
folgenden Formen:

1) a3+ 8 kpP 1034 med =0,
2) o 4 B+ EG+E) + 1 =0,
3) a4 o+ RS 18 =0,
H @4 Py @ =0,
5) @4 f+p+ 8 ke =0,
6) @+ p oty + s =0
Aus der Gleichung 2) geht hervor, dass, wenn sich auf einer Fliche

dritten. Grades sweimal, aber wicht fter, drei gerade Linien in ernenn
Punkte schueiden, die Verbindungslinie beider Schwittpunkie, hier die

Gerade
o =0 =0
der Flicke angehort. +4 o ’

Wenn dagegen, wie bei der Fliche 3), dreimal, aber nicht Ofter,
drei gerade Linien der Fliche sich in einem Punkte schneiden, so liegen
die drei Schuittpunkte auf einer und derselben Penlaederkante, bier

0=0, ¢=0.

Die Fille 5) und 6), deren letzterer die von Clebsch so genannie
Diagonalfliiche liefert, sollen spater ausfihrlicher betrachtet werden.

5. Die vorigen Betrachtungen haben jedoch gewisse Flachen nicht
mit ergeben, auf welchen sich theilweise noch bfter, als 10mal dret
gerade Linien in einem Punkte schneiden. Dieser Unstand erklirt sich
dadurch, dass die oben aufgestellte Bebaupiung, es képnten nur die
ersten Polaren der 10 Pentaederecken in ein Ebenenpaar zerfallen, nur
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im Allgemeinen richtig und fiir specielle Flichen dritten Grades nicht
mehr zuotreffend ist.

Unter der Hesse'schen Fliche einer beliebigen Fliche versteht
man bekanntlich den geometrischen Ort aller Punkte, deren quadrati-
sche Polare (Polarfliche 2. Grades) zu einem Kegel wird. Fiir die all-
gemeine Fliche dritten Grades ist dieselbe vom vierten Grade und ihre
Gleichung nimmt, falls die urspriingliche Fliche wie frither auf das
Pentaeder bezogen ist, die einfache Gestalt an:

1 1 1 1 1
Zetsmto tost =0

Die 10 Ecken des Pentaeders sind Knotenpunkte dieser Hesse’-
schen Fliche und haben als solche die Eigenschaft, dass ihre quadrati-
sche Polare in Bezug auf die Fliche dritten Grades in zwei Ebepen
zerfillt. Hitte die Hesse'sche Fliche jedoch aunsser diesen und den
etwaigen Knotenpunkten der urspriinglichen Fliche, welche ihr bekannt-
lich auch als solche angehiren, noch weitere Knotenpunkte, so wiirden
diese die nimliche Eigenschaft besitzen. Dieser Fall kann allerdings
eintreten, aber nur dann, wenn die Hesse’sche Fliche in Flichen
niedrigeren Grades zerfillt und daher Doppéllinien besitzt.

Wenn von den fiinf Ebenen des Pentaeders vier durch einer und

denselben Punkt gehen, so kann wohl die Gleichung der Fliche auch
fernerhin aunf die Form:

Ae* + B Cp? - D& - Eed =0
gebracht werden, es ist aber nicht mehr méglich, die Summe der fiinf

Coordinaten gleich Null zu setzen, sondern nur diejenige von vier
Coordinaten, so dass etwa:

«tB+y+e=0
wiire. Der gemeinsame Schnittpunkt der vier Pentaederebenen «=0,
B=10, y=0, ¢ =0 besitzt die Bigenschaft, dass von ihm aus ein
osculirender Kegel dritten Grades an die Fliche gelegt werden kann,
eine Eigenschaft, durch welche die Fliche vollstandig charakterisirt ist.
Die ebene Berithrungscurve dieses Kegels liegt in der Ebene & =0
und besitzt die Gleichung:

§=0, A*+ B+ CpP+ Es3=0.

Bekanntlich kanu die Gleichung einer Curve dritten Grades anf
unendlich viele Weise in diese Form gebracht werden, so dass von dem
Pentaeder der Fliche eine Ebene (6=0) und der Schnittpunkt der
vier fibrigen Ebenen bestimmt, diese vier Ebenen selbst aber unbestimmt
sind. Man kann daher auch als Gleichung der Fliche die folgende
wihlen:

84 K=0,
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wo K = 0 einen Kegel dritten Grades vom Scheitel ¢ =0, =0,
7= 0 darstellt.

Die Hesse’sche Fliche dieser Oberfliche zerfillt nun in zwei Theile,
und zwar in die Ebene 8 = 0 und in den Hesse’schen Kegel des
Kegels K =0, der wie dieser vom dritten Grade ist. Diese beiden
Theile durchschneiden sich in einer Curve drittep Grades, welche als
Doppellinie der Hesse’schen Fliche angesehen werden muss und zu-
gleich die Hesse’sche Curve der Linie:

§d=0, K=0
darstellt. Diese Doppellinie begegnet der Fliche dritten Grades in 9
Punkten, den 9 Wendepunkien der Curve, in welcher die Fliche von
ihrem osculivenden Kegel berithrt wird, und diese 9 Punkte sind zugleich
solche, n denen sich. drei gerade Linien der Fliche in einem Punktc
schueiden.

Die 9 Ebenen, in welchen je drei sich in einem Punkte treffende
Linien liegen, gehen simmtlich durch denselben Punkt, den Scheitel
des Kegels XK. Die iibrigen 36 Dreiecksebenen der Fliche schneiden
sich 12mal zu je dreien in den 12 geraden Linien, welche durch je
drei Wendepunkte der Beriihrungscurve gehen.

6. Wenn die Ebene & durch die Schrittlinie der Ebenen e und g
geht, so wiirde die Gleichung der Fliche sein:
Aa® 4 B>+ Cp* + D - E&® =
unter der Voraussetzung, dass:
e+pB4+e=0.
Man kann aber jede binire cubische Form, also auch die folgende:
Ae® 4 Bp — E(a+§)°
aof die Summe zweier Cuben:
m(a-+k3)* + u(a+18)
reduciren. Setzt man nun wieder fiir ¢ + £ und « -+ If resp. « und
B, sowie fiir m und » A und B, so findet man, dass die Gleichung
der Fliche immer auf die Form:
Aa* 4 B 4 Cp*+ Do’ =0

gebracht werden kann, oder auf die noch einfachere:

@+ B+ E =0,
wenn man die Constanten in die Coordinaten selbst mijt einschliesst.
Fir diese Fliche , deren Gleichung somit auf die Summe von vier
Cuben zariickgefithrt werden kann, wird die Hesse’sche Flache einfach
von der Gleichung:

afyd=0;
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sie zerfallt also in die vier Ebenen eines Tetraeders, dessen Kanten
Doppellinien derselben sind.

Jeder Punkt auf einer dieser Kanten hat nun in der That die
Kigenschaft, dass seine erste Polarfliche in Bezug auf die Fliche dritten
Grades zu einem Ebenenpaar wird, So ist die Gleichung dieser Polaren
fiir den Punkt:

e, B, 7y =0, 8, =0:
et 2 =0.

Jede der vier Tetraederecken speeiell hat die Eigenschaft, dass ihre
Polare in zwei zusammenfallende Ebenen zerfdllt; wird z. B. noch
B, = 0, so geht vorige Gleichung iiber in:

et =0.

Von jeder der vier Ecken aus ist daher nur ein Tangentialkegel
dritten Grades an die Fliche moglich, dessen Erzeugenden die Fliche
osculiren.

Die Punkte dagegen, in welchen die 6 Tetraederkanten der Fliche
dritten Grades begegnen, sind solche, durch welche zugleich drei
einer Ebene liegende Gerade der Fliche gehen. Solcher Punkte giebt
es 18. — Auch auf diese Fliche kommen wir spiter ausfiihrlicher
zuriick.

Weitere Flachen dritten Grades, deren Hesse'sche Flichen in
solche niedrigeren Grades zerfallen, wiirde man erhalten, wenn man
zwei der fiinf Pentaederebenen zusammenfallen liesse. Die Gleichung
einer solchen lliche geht hervor, wenn maun in der auf das Pentaeder
bezogenen Gleichung etwa o« und g durch:

e 4 % und & — —f—
ersetzt, sowie statt 4 und B resp. A% und — A% einfithrt und sodann
% unendlich gross werden lisst. Sie hat daher die Form:

Aatf 4 Cyd 4+ D& — Ela+yp+0)P=0.

Wir gehen jedoch hier auf diese Flichen, auf denen sich stets ein
uniplanarer Knotenpunkt nachweisen lisst und deren Hesse'sche Fliche
aus zwei zusammenfallenden Ebenen und einem Kegel zweiten Grades
besteht, nicht niher ein, da sich im Allgemeinen auf thnen ausser den
durch den Knotenpunkt gehenden Geraden keine weiteren vorfinden,
die sich zu dreien in einem Punkte schneiden.

Wollte man ausser zwei Pentaederebenen noch einmal zwei der-
selben zusammenfallen lassen, so wiirde die entstehende Fliche eine
Regelfléiche dritten Grades sein. Auf dieser schneiden sich gewisser-
massen in jedem Punkte der Doppellinie drej gerade Linien, von depen
allerdings zwei zusammenfallen.
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7. Besonders beachtenswerth sind diejenigen unter den von uns zu
petrachtenden Flichen, welche Knotenpunkie besitzen. Soll ein solcher
Punkt in der allgemeinen Fliche dritten Grades:

Ao+ Bp* + Cp3 4 DB 4+ Ee3 =0,
et+pft+y+o+e=0

ist, auftreten, so muss zwischen den Coefficienten 4, B u. s. w. eine
gewisse Relation bestehen, deren Aufsuchung leicht ist. Es kbnnen
pimlich fiir jede Fliche nur solche Punkte Knotenpunkte werden, fiir
welche die vier Differentialquotienten der Flicheungleichung nach den
vier Coordinaten verschwinden. Der Punkt («,, 8, 7,, 8,) wird da-
her fiir die obige Fliche dann ein Knotenpunkt sein, wenn:

Ae?= Bf?==Cy?=Do?= E¢?,

wobel

oder
o B iy, 8,16, =d" Bt CE DY B

Setzt man diese Werthe in die Fldchengleichung ein, so erbilt

man als die gesuchte Relation zwischen den Coefficienten:
AV BA L O DL EE=0.

Die Quadratwurzeln kbnnen dabei sowohl in voriger Proportion,
als auch in dieser Gleichung das positive und negative Vorzeichen be-
sitzen, doch miissen die Vorzeichen derselben Wurzel in beiden Fillen
iibereinstimmen. Da sonach noch vier der Coefficienten willkithrlich
sind, so kann maf, dieselben gleichsetzend, bewirken, dass auf der
Fliche sechsmal drei gerade Linien durch einen und denselben Punkt
gehen und zwar ohne dass dabei die sechs Geraden betheiligt sind,
welche sich in dem Knotenpunkte schnerden. Auch auf diese specielle
interessante Fliche, deren Gleichung die Form hat:

“3+ﬁ3+?3+d3+‘%53=0,
kommen wir spiter zuriick.

Soll die Fliiche zwei Knotenpunkte besitzen, so muss fiir die Coordi-
naten beider Punkte die obige Proportion erfiillt sein, was nur dann
moglich ist, wenn bei beiden gewisse Vorzeichen verschieden sind.
Sollen nun etwa die beiden Punkte: .

a:ﬁ:y:d:a—-—-:A“’}:—-B_i s t: Db EY
und
u:ﬁ:y:b‘:e.—_~A‘%:B'i:C“%:D_%:E“%
Knotenpunkte der Fliche sein, so konnen die beiden zu erfillenden
Gleichungen:
A _ Bl o d D4 Er=0
und

— A B4 O i DL EE=0
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nur dann gleichzeitig bestehen, wenn:

A=2B
und

CY¥4+ D P4 EP=0.
Der ersten Gleichung zufolge muss nach § 3. die Ebene
e+ =0,

die Flichen in drei geraden Linien schneiden, welche sich in einem
Punkte treffen. In der That enthilt eine Fliche dritten Grades mit
zwei Knotenpunkten die gerade Verbindungslinie beider Punkte und
besitzt lings derselben in allen Punkten dieselbe Beriithrungsebene.
Diese Ebene nun schneidet daher die Fliche in zwei zusammenfallen-
den Linien und einer weiteren Geraden und ist also eine Kbene der
angegebenen Art. Aus ihrer Gieichung und avs den zwischen den
Coordinaten der Knotenpunkte bestehenden Proportionen ergiebt sich
noch der folgende Satz:

Hat eine Fliche dritten Grades zwei Knotenpunkte, so liegen beide
in einer Diagonalebene des Pentweders und ihre Verbindungslinie geht
durch eine Ecke desselben.

Die Bedingung

CP4+ D4 EE=0
wird unter Anderem erfiillt, wenn:

C=D=Fk, E=4k
ist. Bei der sich unter dieser Voraussetzung ergebenden Fliche:
a+ B+ E(pPtet44) =0

schneiden sich iiberdies drei gerade Linien, deren keine durch einen
Knotenpunkt geht, in einem Punkte. Mehr als einmal kann dieser
Fall bei Flichen dritten Grades mit zwei Knotenpunkten nicht emn-
treten.

Auf gleiche Weise stellt:

S4B+ 1) =0
eine Fliche mit drei Knotenpunkten dar, auf welcher die einzigen drei
geraden Linien, welche nicht durch einen Knotenpunkt gehen, sich in
einem Punkte schueiden. Die Coordinaten der drei Knotenpunkte sind
bei dieser Fliche die folgenden:

e :f iy b= 2:—-2:—2:1:1,
@ ifyipp10,ie=+2: 2:—2:1:1,
By it =—2:—2: 2:1:1,

und die Ebene der drei Punkte ist:
6 —— &= 0 .
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Endlich wird durch die Gleichung:
@S e =0
eine Fliche dritten Grades mit vier Knotenpunkten dargestellt.

8. Bei den Flichen dritten Grades mit einem Knotenpunkte, deren
Untersuchung oben durchgefithrt worden ist, kann es auffallend erschei-
nen, dass unter den Geraden, welche sich zu dreien in einem Punkte
schneiden, nie eine durch den Knotenpunkt gehende vorkommt. In
der That aber sind, wenn sich auf einer Fliche dritten Grades drei
in einer Ebene liegende gerade Linien in einem Punkie schneiden und
eine derselben durch einen Knotenpunkt geht, nur zwei Fille moglich.
Entweder hat die Fliiche noch einen zweiten Knotenpunkt, die Gerade
ist die Verbindungslinie beider und die Ebene der drei geraden Linien
ist die Beriihrungsebene lings derselben, welcher Fall bereits oben
erledigt ist, oder die zwei anderen Geraden gehen durch den nimlichen
Knotenpunkt und dieser ist ein diplanarer oder uniplanarer.

Die blichen dieser Art haben wir im vorigen § von der Betrach-
tung vorlinfig ausgeschlossen, da wir ein vollstiindig bestimmtes Penta-
eder voraussetzten, welches fiir diese Flichen nicht existirt. Es sei
dagegen jetzt die Gleichung der Fliche:

A+ B3+ CpP + D+ E8 =0
unter der Voraussetzung, dass:

«t+f+y+e=0.
Soll fiir diese Fliche der Punkt (e,, 8, 7;, 9, ) ein Knoten-
punkt sein, so sind die Bedingungen:

Ae? = Bp?=Cy*= E¢?*

Do2=0
zu erfilllen, der Knotenpunkt muss daher in der Ebene & = 0 liegen
und seine Cordinaten miissen sein:
alzﬁlz;vl:s,=A”%:B—“}:U"}:E"‘g,
wihrend zwischen den Coefficienten noch die Verbindung bestehen
muss :

und

AP+ B i+ EY=0.
Die Gleichung des Beriihrungskegels in dem Knotenpunkte ist:
Ada + Bipr + Chy? + B2 =0.
Ein Scheitel dieses Kegels liegt also in dem Punkte:
ea=0, =0, p=0;
ein weiterer Scheitel muss aber offenbar der Knotenpunkt selbst sem,

was nur dann zugleich mit jenem moglich ist, wenn der Kegel in zwei
Ebenen zerfillt, der Knotenpunkt also biplanar wird.
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Hat somit eine Fliche dritten Grades mit einem osculivenden Kegel
dritten Grades einen Knotenpunkt, so ist dieser biplanar und liegt in
der Beriikrunysebene jenes Kegels.

Nach § 5. schneiden sich in jedem Wendepunkte der Beriihrungs-
curven drei gerade Linien der Fliche. Da nun eine ebene Curve dritten
Grades mit Doppelpunkt drei Wendepunkte besitzt, so folgt, dass auf
der vorliegenden Fliche mit einem biplanaren Knotenpunkte die 9 ge-
raden Linien, welche nicht durch denselben gehen, sich dreimal zu je
dreien in einem Punkte treffen. Die Gleichung einer Fliche dieser
Art kann stets auf die Form:

@ Bt 88— 5 (e By =0

gebracht werden; die Gleichungen der drei Ebenen, in -welchen jene
geraden Linien liegen, sind dann:

«+f=0, at+y=0, §49=0.

Setzt man in der Gleichung:

A+ B + Op + D8 — E(a+B+7) =0
A=B=1, B=E=F,
so erhidlt man in:
& 4 B+ (P —la+-B+p) + Dot =0
die Gleichung einer Fliche mit zwei biplanaren Knotenpunkten, welche
auch aof die Form:
0+ pK=20

gebracht werden kann, wo d = 0 und p = 0 Ebenen darstellen, sowie
K = 0 einen Kegel zweiten Grades, der seinen Scheitel in der Ebene
p==0 hat.

Wird endlich:

A=B=(C=E

gesetzt, so erhilt man eine Fliiche mit drei biplanaren Knotenpunkten,
deren Gleichung man auch zu:

8 4 pgr=20
vereinfachen kann. Bei dieser und der vorigen Fliche gehen simmt-
liche Geraden durch einen oder zwei der Knotenpunkte; sie konnen
uns daher zundchst nicht weiter interessiren.

Um schliesslich eine Fliche zu erhalten, welche einen uniplanaren
Knotenpunkt besitzt und auf welcher sich die drei geraden Linien, die
durch denselben nicht gehen, in einem Punkte treffen, ist es nur ndthig,
bei einer Fliche, deren Gleichung sich auf die Summe von vier Cuben
reduciren lasst, zwei Tetraederebenen zusammenfallen zu lassen. Die
Gleichung einer Fliche dieser Art ist von der Form:

@h 4 4 80 =0,
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Die Coordinaten des uniplanaren Kuotenpunktes sind =0, y=0,
s = 0; die Berfihrungsebene desselben ist o = 0 und die Ebene der
drei iibrigen geraden Linien g = 0.

9, Die Beriihrungspunkte simmtlicher Tangentialebenen, welche

wman von dem Punkte:

&+ Bkt 418 med =0
(@+B +r+0-+ =0
aus an dieselbe legen kann, liegen in der Ebeve:
o — ﬂ =0 »

welche mit der Berithrungsebene der Fliche in jenem Punkte zusam-
men die erste Polare des bezeichneten Punktes in Bezug auf die Fliche
bildet. In dieser Ebene liegt daher auch der Berithrungspuukt jeder
Tangentialebene, welche durch eine der in jenem Punkte sich schneiden-
den geraden Linien der Fliche an dieselbe gelegt werden kann., Es
gilt daker der Satz:

Wenn sich auf ciner Fliche dritten Grades dvei in einer Ebene
tiegende Gerade derselben in einem Punkte schmeiden, so liegen die Be-
riihrungspunkte der 12 Tangendialebenen der Fliche, deren jede durch
egine jener Geraden geht, in einer Ebene.

Ebenso ist die Umkehrung dieses Satzes richtig:

Wenn die Beriihrungspunkte von vier der Tangentialebenen, welche
man durch eime auf einer Fliche dritten Grades Uegende gevade Linie
an diesclbe legen kann, in einer Ebene liegen, so schneidet die finfte
Tangentialebene die Fliiche in weiteren zwei geraden Linien, welche jene
Linde in dem niimlichen Punkte treffen.

Wenn dagegen unter den 5 Ebenen, welche im Allgemeinen durch
eine Gerade einer Fliche dritten Grades so gelegt werden honmen, dass
sie die Fliche in weiteren zwei Geraden durchschueiden, zwei sind, fiir
welche der Durchschuittspunkt der letsteren. auf die urspriingliche Gerade
fallt, was =z, B. bei der Fliche:

o+ B k(p348%) + 188 =0
bei den beiden durch die Gerade:
« ﬁ = 0; ? + 8=0

« + IS =0 )
eintritt, so Liegen die Beriihrungspunlite der drei iibrigen Ebenen in etner
Geraden, hier:

der Fliche

gehenden Ebenen:

u-—ﬂzo, y—3=0.
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M

Auch die Umkehrung dieses Satzes, welche sich sehr leicht bildey
lasst, ist richtig.

10. Zu den Lehrsiitzen des vorigen § kann man auch auf gje
folgende Weise gelangen:

Nach der dritten Steiner’schen Erzeugungsweise der Fliche dritten
Grades (vergl. Sturm, Synthetische Unterschungen von Flichen dritter
Ordnung, § 10. und 11.) ist dieselbe der geometrische Ort fiir die Be-
rilhrungscurven aller Tangentialkegel, welche man von einem be-
stimmten Punkte aus an die Flichen eines Biischels von Flichen zweiter
Ordnung legen kann.

Wéhlt man nun die vier Scheitel des Tetraeders, welches in Bezug
auf alle Flichen des Biischels sich selbst conjugirt ist (zugleich die
Scheitel der vier zu dem Biischel gehorigen Kegel), zu Eckpunkten
des Fundamentaltetraeders, so ist die Gleichung des Biischels von der
Form:

ma + nf 4 py* + q0° + k(ma*+n 2 +p p*+4,8°) = 0.
Ist ferner der Scheitel des Tangentialkegels gegeben durch:
a:f:p:0=4:8:C:D,
so ist die Gleichung des Biischels, welches von den Polarebenen des-

selben in Bezug auf die Flichen zweiter Ordnung gebildet wird:

Amea -+ Bnp+ Cpy+ Dgé+k(Am,a+ Bn, g+ Cp,y+ Dg,8) =0.
Der geometrische Ort der Durchschuittscurven entsprechender Flichen
beider Biischel ist dann die Fliche dritten Grades:

(mea® 4 nf* +py* + q8% (dm a+ Bu f+ Op y+ D¢, 8
= (mya*+ n B+ p y*+ ¢, 6%) (Ama + Bup + Cpy + Dgd).
Auf dieser Fliche liegt die Schnitilinie:

Ame + Bnf + Cpy + Dgdé =0,

Amye + B+ Cpyy + Dgd =0
der Ebenen des Polarbiischels; ferner sind die vier Fundamentalpunkte,
sowie der Scheitel der Tangentialkegel die 5 Beriihrungspunkte der
Ebenen, welche durch jene Gerade gehend, die Fliche noch anderweit
berihren und somit ans derselben noch je zwei Gerade ausschneiden.
Soll nun jene Gerade durch einen Fundamentalpunkt, z. B. =0,
y =10, 8 = 0 gehen, so dass sich in diesem Punkte-dann drei gerade
Linien der Fliche schneiden, so muss eine der Gréssen 4, B u. s. W,
z. B. 4 verschwinden, d. h. der Berithrungspunkt:

«:B:y:0=0:B:0:D

muss in einer Tetraederebene liegen. Liegen umgekehrt vier Berithrungs-
punkte in einer Ebene, so verschwindet eine jener Constanten und die
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Qehnittlinie der Polarebenen geht durch eine Tetraederecke. Hieraus
aber ergeben sich ohne Weiteres die Lehrsitze des vorigen §.

11. Auch die Hesse’sche Fliche der Fliche dritten Grades:
34 B L Eky 100 me =0,
auf welcher sich drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, besitat
cine bemerkenswerthe Eigenschaft. Die Gleichung jener Fliche ist:

1 1 1. 1 1
ststm Tt tw=0

Bekanntlich enthilt die Hesse’sche Fliche die 10 Pentaederkanten
und besitzt lings jeder derselben eine einzige Tangentialebene. Eine
dieser Ebenen ist nun die folgende:

¢+ =0,
Dieselbe berihrt die Hesse’sche Fliche lings der Kante:
e=0, B=0,

und durchschpeidet sie ausserdem in einer Linie zweiten Grades, welche
auf dem Kegel:

Lt g

Ly is me
licgen, und, da jene Ebene durch den Scheitel dieses Kegels geht, in
zwei gerade Linien zerfallen muss. Es gilt daher der Satz:

Wenn sich drei gerade Linien einer Fliche dritten Grades in einem
Punlte treffen, so beriihrt die Ebene dieser Geraden die Hesse sche
Fliche lings- einer Pentacderkante wnd durchschneidet dieselbe in zwe
geraden Linien.

Eine leichte Rechnung zeigt, dass diese geraden Linien nur dann
mit zwei von den zugleich in jener Ebene liegenden drei geraden Linien
der Fliche dritten Grades zusammenfallen, wenn:

Fieirtdmi=0,
also wenn nach § 7. die Fliche zwei Knotenpunkte besitzt. In diesem
Falle aber fallen die zwei betreffenden Linien selbst zusammen und
bilden die Verbindungslinie der Doppelpunkte. Hat daher ene F liiche
dritten Grades zwei Knotenpunkte, so wird ihre Hesse’ sche Fliiche durch
diejenige Diagonalebene des Pentaceders, in welcher diese Punlite liegen,
lings zweier geraden Linien beviibrt.

12. Unter der Polarfliche einer Ebene E in Bezug auf eine beliebige
Yliche versteht man - bekanntlich den geometrischen Ort.aller Punkte,
deren erste Polarfiichen jene Ebene berihren oder auch die Umhiillende
der Polarebenen aller Punkte, welche in £ hegen. Fiir eine beliebige
Fliche dritten Grades und eine beliebige Ebene ist diese Polarfliiche
Im Aligemeinea eine Fliche dritten Grades mit vier Knotenpunkten

(vergl. u. A. Sturm, § 39.). Beide Erklirungen liefern jedoch nur

Mathematische Annalen, X. '
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so lange genan das nimliche Resultat, als £ keine der 20 Ebenen ist,
in welche die Polarflichen der 10 Knotenpunkte der Hesse’ schen
Flicke in Bezug auf die Fliche driften Grades zerfallen. Ist dagegen
E eine dieser Ebenen, so besteht die Umhiillende der siimmtlichen
Polarebenen, deren Pole in E liegen, in einem einzigen Punkt, dem
zu F gehorigen Pol. Liegt nimlich ein Punkt in der ersten Polare
eines andern, so liegt umgekehrt dieser in der Polarebene von jenem.
Da nun z. B, die erste Polarfliche des Punktes:
p=0, 60=0, ¢6=0

in Bezug auf die Fliche:

Aa®+ B34 Cy* + D& Eed =0
in zwei Ebenen zerfillt, so muss umgekehrt die Polarebene jedes Punktes,
der in einer dieser beiden Ebenen liegt, durch jenen Punkt gehen.

Erklirt man dagegen die Polarfliche der Ebene E als Ort eines
Punktes, so ergiebt sich fiir dieselbe unter der fiir E gemachten Vor-
aussetzung ein Kegel dritten Grades, welcher den vorher erhaltenen
Punkt zum Scheitel hat.

Ist nun die Fliche dritten Grades eine solche, auf welcher sich
drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und ist Z die Ebene
dieser Linien, so zerfillt dieser Kegel in jene Ebene und in einen
Kegel zweiten Grades, der den Schnittpunkt jener geraden Linien zum
Scheitel hat.

Sei die Gleichung der Fliche:

o3 4 Bkt 103 L me3 =0,
¢+ pf=0

die Gleichung der fraglichen Ebene. Dann ist die erste Polarfliiche
eines beliebigen Punktes (¢, f, u. s. w.) in Bezug auf die Fliche ge-
geben durch:

o, + BB, + ky?y, - 1820, 4 mele = 0.

Die Durchschnittslinie dieser Fliche mit jener Ebene hat die
Gleichung :

o (@, +By) + 9* by, +me) + 82 (10, 4-me,) + 2me pd =0
und muss, falls die Fitiche und die Ebene sick beriihren sollen, in zwel
gerade Linien zerfallen. Die Bedingung, unter welcher dies geschieht,
also die Gleichung der zur Ebene E gehorigen Polarfliiche, -ist:

@+6) [ + 75 + 7| =

Diese Fliche zerfsllt also, wie bereits oben gesagt wurde, in die
gegebene Ebene selbst und in den Kegel zweiten Grades:
1

’v/n + 16‘ + m g =0,

also
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welcher die Hesse’sche Fliche in ihrem Knotenpunkte y == d = ¢ =0

berihrt.
Die ersten Polarflichen aller Punkte in der Ebene:
¢+ =0
beriibren dieselbe, also auch sich gegenseitig, in dem Punkte, in welchem
sich die drei in jener Ebene liegenden Geraden der Fliche dritten
Grades schneiden. Dagegen liegen die Punkte, in welchen die ersten
Polarfiichen aller Punkte der Kegelfliche:
1 1 1
T T a=0
die namliche Ebene beriihren, simmtlich in der Pentaederkante a==0,
=0.
’ Die Ebene und die Kegelfliche durchschneiden sich in zwei geraden
I:inien, welche nach dem vorigen § zugleich auf der Hesse’schen Fliche
liegen. Die Polarflichen aller Punkte dieser geraden Linien werden
demnach Kegel sein, die jene Ebene lings einer geraden Linie be-
ribren; die Berihrungslinien gehen dabei simmtlich durch den nim-
lichen Punkt.
Wihlt man die Ebene:
e —pf=0
zur Ebene E, so ergiebt eine #hnliche Rechnung, wie die vorige, als
die Polarfliche dieser Ebene den Kegel dritten Grades:

4 1 1 i
wrta te a0
Auch dieser hat eine einfache Bedeutung. Er ist nimlich der
Hesse’sche Kegel zu dem Kegel dritten Grades, welchen man vom
Punkte y — § == & == 0 aus beriihrend an die Fliiche legen kann, und
dessen Gleichung ist:

_(.E‘LEQK By 4103 - med == 0.

13. Wir werden uns im Nachstehenden etwas eingehender mit
einigen der interessantesten unter den betrachteten Flichen beschiiftigen
und zwar zunfichst mit denjenigen Flichen, auf welchen sich sechsmal
drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, und deren Gleichung
Wir stets in der Form:

@ B3 O ket =0

@4 B3+ 5 4 8 — k(e BFy+90P =
Voraussetzen wollen, Fiir diese Flichen hingt das Problem des Pen-
laeders mit demjenigen der 21 geraden Linien so zusammen, dass, falls
das erstere gelist ist, das letetere nur die Auflisung von quadratischen
Gleichungyen erforderlich macht.

oder;

i6*
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Die sechs Ebenen:
«+B=0, a+p=0, «+d=0,
B+vy=0, p+¢&&=0, y+4+9=0
sind fiir diese Flichen diejenigen, in welchen die jedesmaligen sich in
einem Punkte treffenden drei geraden Linien liegen; die sechs Durch-
schnittspunkte von je drei geraden Linien sind bestimmt durch:
ge=—f, p=0, 0=0u s w,
und liegen somit simmtlich in der Pentaederebene:

at+p+y+0=0.

Sie sind in derselben die sechs Ecken eines vollstindigen Vierseits
und zwar desjenigen, welches aus ihr durch die vier itbrigen Pentaeder-
ebenen ausgeschnitten wird. Die Diagonalen dieses Vierseits:

«+pf=0, y+0=0,
a«4p=0, B4+0=0,
w0 =0, Byp=0
gehoren vollstindig der Fliche an. Somit gilt der folgende Satz:

Wenn sich auf eimer Fliche dritten Grades sechsmal, aber im All-
gemeinen wicht Ofter, drei gerade Linien in einem Punkte schneiden, so
bilden die sechs Schuittpunkitc die Ecken eines vollstiindigen Vierseits und
liegen in einer Pentacderebene, withrend die drei Diagonalen wn der Flicke
selbst liegen.

Sobald das Pentaeder reell ist, sind selbstverstéindlich diese drei
Diagonalen auch reell; die iibrigen 12 betheiligten geraden Linien, von
denen die in:

e+ p=0

liegenden durch die Gleichung:
pr—yd+ 0 —k(p+0)?=0
(r+8) (1 —F) — Bp3 — 0

dargestellt werden, sind es dagegen nur, sobald:

k> i

oder:

Fﬁr
A 1
L-—-— _—

fallen je zwei gerade Linien zusammen; die Fliche ist dann die mehr-
fach erwihnte Fliche dritten Grades mit vier Knoteupunkten.

14. Bei der Untersuchung unserer Fliche, insbesondere bei der
Aufsuchung der 12 geraden Linien, welche ausser den in § 13. nach-
gewiesenen 15 Linien sich noch auf der Fliche vorfinden, sind etliche
andere Gleichungen derselben, welche sich bei Zugrundelegung anderer
Fundamentaltetraeder ergeben, von besonderem Nutzen.
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Wihlt man die 4 Ebenen:
X=—a}+pf+y+d=0,
Y= a«—B+y+0=0,
Z = (‘+5_?+6=07
W= a«+f+y—0=0
o« Fundamentalebenen, so ergiebt sich durch eine leichte Rechnung
als Gleichung der Fliche in Bezug auf das neue Tetraeder:
WYX+ Y+ Z+ WEHI2(YZWAHZWZ+ WX Y+ XY Z)=0.
Das Tetraeder ist hier ein solches, dessen sechs Kanten mit der
Fliche je drei zusammenfallende Punkte gemeinschaftlich haben; die
sechs Berithrungspunkte liegen in einer Ebene, Die letziere Eigen-
schaft kommt allen Tetraedern der gedachten Art auch bei der allge-
meinen Fliche dritter Ordnung zu, da sich die Gleichung einer solchen
auf unendlich viele Weisen auf die Form bringen lisst:
Ap 4 Brst + Cstqg 4 Dtgr 4 Eqrs =0,
wo p=0, g=0 u. 5. w. die Gleichungen von Ebenen sind. Werden
dagegen die vier Ebenen:
X —atftyto=0,
Y —atfoy—0=0,
z =“_—13+A/_—6=0)
Wea—p—y+0=
za Fundamentalebencn gewithlt, so geht die Flichengleichung itber in
X3(1—16k) +3X (V22 W)+ 6YZW =0.
Besonders einfach gestaltet sich die Gleichung derjenigen Fliche,
fiir welche:

1
k=5,

einer Fliiche mit einem Knotenpunkte. Diese und die sich fiir:
=

YT 1
ergebende Fliche mit vier Knotempunkten sind die einzigen in dem
Biischel :

& 4 B 4 8 — k(atptr+ =0
enthaltenen Flichen mit Knotenpunkten. Die Flichen dieses Biischels
osculiren sich dbrigens simmtlich lings der drei Diagonalen des anf
der Ebene:
a«tpty+d=0

durch die vier fibrigen Pentaederebenen ausgeschnittenen yollstindigen
Vierseits.
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15. Wir legen im Folgenden die gefundene Gleichung:
X3A—10 + 3X(Y*+2° 4+ WH+8YZW =0
zu Grunde und untersuchen, welche unter den durch die auf der Fliche

liegende gerade Linie:
X=0, Y=0

X=1Y
die Fliche noch in einem Geradenpaare schneiden. Substituirt may
diesen Werth von X in die Gleichung der Fliche, so erhilt man:
BY*(1—-160) 4+ 31+ 2+ WH L 6ZW=0.

Diese Gleichung stellt im Allgemeinen einen Kegelschnitt dar, der
aber in fiinf Fillen in zwel gerade Linien zerfillt. Diese sind;

1) l==0. Es ergiebt sich hierbei die schon mehrfach erwihnte,
die Fliche in drei geraden Linien schneidende Ebene X — 0.

2) 1=+ 1. Man erhilt hier die in § 13. besprochenen geraden
Linien. Die Gleichungen derselben sind iibrigens unter Zugrandelegung
der neuen Coordinaten, wenn man noch zur Abkiirzung:

I/m‘“f

gelegten Ebenen

setzt, die folgenden:

X= Y, fY4+Z4+W=0,
X= Y, jY—Z—W=0;
X=—Y, [Y+Z—-W=0,
Xe=—VY, fY—Z1LW=0,

3) Zwei gerade Linien erhilt man endlich auch, wenn:
P(1—168)4+3=0,

also

Z_+I’ 16A:T'

Die zwei hierdurch bestimmteu Ebenen, welche aber nur reell sind,

sobald

! 1
& > 8 °

schoeiden die Fliche in je uwei geraden Linien, deren Schnittpunkte
nicht mehr, wie im zweiten Falle, auf der Kante X = 0, Y = 0, son-
dern auf der gegeniiberliegenden Kante Z = 0, W = () liegen. Die
Gleichungen dieser beiden Geraden sind:

Y220+ 2 WZ =0,

Wird nun, wie im Folgenden stets geschehen soll:

3
16E = 1

=1,
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a4 Vi=r _ Viek—+ —Yi6k—1
S A Vi
so sind die Gleichungen der vier auf der Fliche liegenden

{

i zt
Ezzgeﬁ Linien, welche hiernach noch die Gerade X =0, Y=10
schnelden:

X= 1Y, Z= oW,

X= ¥, W= 92,

X=—1Y, Z=—¢W,

X=—-1Y, W=-—9oZ.
Ein reelles Pentaeder vorausgesetzt, sind diese Geraden nur reell,

wenn .
k> I

In gleicher Weise erhiilt man vier gerade Linien, welche der Ge-
raden X = 0, Z =0, und vier weitere, welche X == 0, W =10 be-
gegnen; die jetzt gefundenen 12 und die bereits frither nachgewiesenen
15 geraden Linien machen die 27 Geraden der Fliche aus.

16. Die 12 Geraden des vorigen § lassen sich in folgender Weise
in zwei Gruppen von je sechs Linien zerlegen:

X= 1Y, Z = oW, =—1Y, W=—pZ;
X=—-1Y, Z =—9oW; X= 1Y, W= oZ;
X= 1Z, W= oY; X=—1Z, Y =—oW;
X=—12, = —90Y; X= 1Z, Y = oW,
X= IW, Y= o04; Xe=—1W, Z =-—9Y,
Xe=—IW, Y =—0oZ. X= W, Z = oY,

Bei dieser Zusammenstellung durchschneidet jede Gerade der einen
Gruppe die iibrigen Geraden derselben Gruppe und die nebenstehende
Gerade der andern Gruppe nicht; dagegen durchschneidet sie die tbrigen
5 Geraden der andern Gruppe. Die 12 geraden Linien bilden daher
das, was Schlafli zuerst eine Doppelsechs genannt hat und es gilt
somit der Satz:

Schneiden sich auf einer Fliche dritten Grades sechsmal drei ge-
rade Livien in eimem Punkte, so sind hierbei 15 gerade Linien der
Fliche betheiligt und die 12 unbetheiligten Linien bilden einc Doppelsechs.

Die dbrigen 35 Doppelsechsen der Fliche enthalten theils gerade
Linien der einen, theils solche der andern Art.

17. Die 45 Dreiecksebenen, welche die Fliche besitzt, theilen sich
in zwet Gruppen. Bei der ersten Gruppe, welche 30 Ebenen umfasst,
sind in jeder Ebene zwei Gerade der.eben gefundenen Doppelsechs und
eine weitere von den 15 iibrigen Linien enthalten; bei der zweiten
Gruppe liegen in jeder Ebene drei von diesen 15 Geraden.
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Zu der ersten Gruppe gehtren die sechs Kbenen:
X=+41Y, X=+412Z, X=+4IW,
und ausser ihnen noch 24 weitere Ebenen, von denen durch jede der
12 Geraden der Doppelsechs vier gehen. Die durch die Gerade:
X=1Y, Z=9oW
z. B. gehenden vier Ebenen sind, wie sich sehy leicht aus dem vorigen
§ ergiebt:
X -IYI1Z—1legW =0,
X—1Y—-1Z+ 1logWw =0,
X—1Y—leg'Z+1IW=0,
X—-1Y+l1lp'Z —IW=0.

Die Gleichung einer jeder von diesen 24 Ebenen kann iiberhaupt
auf die eine oder die andere der beiden nachstehenden Formen gebracht
werden:

X+ U(P+Q) +1e* R=0,
X+1(P—@)+1lgt' R=0,
wobei P, ¢, B mit den drei Werthen Y, Z, W, nur in beliebiger Auf-
einanderfolge, iibereinstimmen.
Die zweite Gruppe von 15 Ebeneu enthilt zundchst die Ebene
X=0,
sodann die sechs Ebenen:
X=+4Y, X=+44, X=+W,

und endlich 8 weitere Ebenen, von denen durch jede der 12 geraden
Linien, die in den letzteren Ebenen ausser ihren Durchschnittslinien
mit X == 0 noch liegen, zwei gehen. Die Gleichungen dieser acht
Ebenen sind:

I+ X+ P+ @—R=0,

M1+=HX—~Y—Z—~W=0.

Geht man zu den fritheren Coordinaten zuriick, so stellt sich heraus,
dass die Gleichungen der oben zusammengestellten 24 Ebenen simmt-
lich die Form:

20+g+ir—1s) £ fl(p+g—r—s) =0,
diejenigen der letzten § Ebenen dagegen die andere:
2(0+g+r—) +f(etpt+y+0)=0
habeu, wobei die Gréssen p, ¢, r, s die vier Coordinaten in beliebiger
Reihenfolge darstellen.
Es wiirde in gleicher Weise nicht schwer sein, die Coordinaten

aller 135 Eckpunkte der 45 auf der Fliche liegenden Dreiecke zu
finden,
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18. Die in den vorigen § auasgefithrten Rechnungen sind unter
Apderem auch aus dem Grunde von Wichtigkeit, weil sich mit Hilfe
derselben leicht die Frage nach der Realitit der auf der Fliche liegen-
den 27 geraden Linien und der zugebdrigen Dreiecksebenen entscheiden
lasst. Die Untersuchung wird sich dabei nicht allein auf den oben
nahezu erledigten Fall Zu beschriinken haben, in welchem die simmt-
licken vier Ebenen «, 8, 7, 0 reell sind, da auch in gewissen Fillen
bei imaginiren Ebenen reelle Flichen hervorgehen. Man erhilt solche
tiberhaupt in folgenden drei Fillen:

1. Simmtliche vier Ebenen «, 8, y, ¢ sind reell.
I[. Zwei Ebenen sind reell, die iibrigen conjugirt imaginir.
III. Die vier Ebenen sind paarweise conjugirt imagindr.

In jedem dieser drei Fille ist die Ebene X reell; die tibrigen sind
im ersten Falle auch simmtlich reell; im zweiten Falle smd zwei eon-
jugirt imagindr und die dritte ist reell, z. B.

Yo=L 4 Mi=0,
Z=L—Mi=0.

Im dritten Falle endlich sind zwar auch simmtliche Ehenen Y,
Z, W reell, aber die Gleichungen von zwelien unter ihnen erscheinen
mit einem rein imaginiren Factor multiplicirt, z. B.

Y=Li =0,
Z = Mi=0.

Nach § 15. werden wir sodann zu unterscheiden haben, ob die
Grosse k grosser ist als }, ob sie zwischen } oder iy liegt, oder ob
sie endlich kleiner ist als 4% . Die beiden Grenzfalle k= und b=/
liefern Flichen mit resp. vier oder einem Knotenpunkt, welche soge-
nannte binire Gerade besitzen. Wir untersuchen diese beiden Fille
hier nicht niher und nur den zweiten spiter.

Die fiir die Gréssen I, o und f gegebenen Bestimmungsgleichungen
zeigen, dass fiir

k> é—
!, o und f reell, fiir
t . 1
Tk 15
Ereell, o complex und f imaginir und fir
) 1,
k<1

!, o und f imaginir sind. Wir geben nun die einzelnen mdglichen
Fille der Reihe nach durch:

Y. Simmiliche Evenen «, B, y, 8, und somit auch die vier Ebenen
X, Y, Z, W sind reell.
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A k> -}- Sammtliche 27 gerade Linien und die 45 Drejecks.
sbenen sind reell.

B. % >k> %. Reell sind nur drel gerade Linien, nimlich
diejenigen , welche in der Ebene X =0 liegen; yon den Dreiecksebenen
sind 13 reell, und zwar die Ebene X = 0, die sechs Ebenen

X=4Y, X=%44, X=3W,
sowie die weiteren sechs Ebenen
X=+4+1Y, X=412, X=+41IW.

/ C. k< Tlé—- Reell sind wieder die uniimlichen drei Geraden, wie
unter B.; von den Dreiecksebenen sind ausser der Ebene X = 0 nur
die folgenden 6:

X=+4+%Y, X=+427, X=4W,
also im Ganzen 7 reell.

1. Die zwei Ebenen « und f§ sind reeZl,"'cZie beiden anderei y und 8
conjugirt wmagindr. Alsdann sind auch die beiden Kbenen

X=“+ﬁ+7+5=0;
Y=¢+B—yp—0=0
reell, die beiden anderen dagegen
L =u—f4yp—0a=0,
We=ag—8—3p+8=0
conjugirt imagindr, also
Z =L+ Mi=1,
We=1L— Mi=0.
A k> % Reell sind nur die dret geraden Linjen:
X=0, Y=0;
X=Y, Y+ Z2+ W==0,
X=Y, {Y—Z—~W=0,
welche in einer Ebene liegen und sich in einem Punkte durchschneiden.
Von den Dreiecksebenen sind 13 reell, niimlich die folgenden:

X =0,
X=+ 7,
X =17,

XF 1Y L 1(Z+ W)= 0;
I+=NX—-Y+ 2+ W=0;
A+NX—-Y—2Z~ W=0.
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B. +>k> —1%- Reell sind 7 gerade Linien, niimlich ausser den

i folgenden:
dret 108 X=0, X=0,

X=—Y, fY+2— W=0,
=—Y, f[Y—Z24+ W=0,

poch die vier in den Ebenen

X=41Y
liegenden Linien. Die letzteren sind es, weil wegen
1
e=f— T
z. B. die Gleichung
Z=— oW

fibergeht in
1 , 1

L+f—3p)+ Mi(l—f+3)=0,

woraus durch Multiplication mit
1—f— 1
entsteht:
2 - . . s 1
L(1 —-7+-;~-—/~)+M«z(1—2f+f~———ﬁ)=0.
Nun ist aber
'Z!{ —f=1,

weshalb diese Gleichung sich vereinfacht zu:

L(; — 1)+ [Mi=0.
Diese Gleichung ist aber reell, weil 7 reell und f rein imaginir ist.
Unter den Dreiecksebenen sind 5 reelle vorhanden, nimlich:

X=0, X=+W, X=+41W,

C. k< Tlg' Reell sind die drei unter B. zuerst aufgefiihrten

geraden Linien, sowie die 7 Dreiecksebenen:
X =0,
X=+4Y,
X108 Y 4 1(Z— W) =0.

1. Die Ebenen « und B, sowiey und & sind conjugirt tmagindr.
Alsdann sind zwar simmtliche vier Ebenen X, Y, Z, W reell, aber
Z?Vei von ihnen, niimlich Z und W, enthalten in ihren Gleichungen
emen auszuscheidenden rein imaginiren Factor, also

Z =Li=0,
W= Mi=0,
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A. k> 5 Reell sind 7 gerade Linien, nimlich die drei in X <0
liegenden und die vier, welche sich in den beiden Ehenen
X=+1Y
vorfinden. Von den Dreiecksebenen sind die folgenden 5 reeil:
X=0, X=+4Y, X=-+1Y.
B. I>k> —1%- Reell sind wieder 7 gerade Linien, niimlich die
die drei Linien in X = 0 und die vier in den Ebenen
X=+7,
reell sind ferner die nimlichen 5 Dreiecksebenen, wie unter A.
C. % <= Reell sind 15 gerade Linien, nimlich die drei in
X =0, die vier in X==+Y, sowie 8 Gerade der in § 16. erwithnten
Doppelsechs. Reell siud ferner 13 Ebenen, und zwar:

X =0,
X=+7Y,
X=+41%,
X=+1W,

X+ X+ 1(Z+W)=0,
X—1g8' Y+ (Z—W)=0.

Man erkennt somit, dass simmtliche von Schlidfli gefundenen
5 Arten von Flichen 3. Grades auch unter den betrachteten speciellen
Flichen vertreten sind. Es haben sich ergeben die Art:

I. (27 Gerade und 45 Ebenen reell) in L A.
II. (15 Gerade und 15 Ebenen reell) in III. C.
L ( 7 Gerade und 5 Ebenen reell) in 1I. B., IIL. A, und B.
IV. ( 3 Gerade und 13 Ebenen reell) in I. B. und II. A.
V. ( 3 Gerade und 7 Ebenen reell) in I. C. und II, C.

19. Wir haben bereits frither (§ 11.) dargethan, dass jede Ebene,
welche aus einer Fliche dritten Grades drei sich in einem Punkte tref-
fende gerade Linien ausschneidet, ihre Hesse’sche Fliche 1¥ngs einer
Pentaederkante beriihrt und in zwei geraden Linien durcHschoeidet.
Auf der Hesse'schen Fliche, welche zu der in den letzten § betrach-
teten Fliche gehort, liegen daher ausser den 10 Pentaederkanten noch
12 gerade Linien, die sich zu je zwelen in einer Pentaederecke durch-
schneiden. Damit man diese Linien bequem untersuchen kinne, ist es
zweckmissig, auch in die Gleichung der Hesse’schen Fliche

1 1 1 1
G+ s+ ) et ptrt =1
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die neven Coordinaten X, Y, Z, W einzufihren. Geschieht dies,
oder bestimmt man die Gleichung der Hesse’schen Fliche direct aus
der Gleichung der Fliche dritten Grades, so erhilt man:
(1—-167&)X[X3-—»-X(Y'-’—{—Z2+ WH42WYZ |+ Y244 WH
=Y 22 Wi+ WYy XY 2L WY 6 XY Z W=0.
Wird nun in dieser Gleichung
X=Y
gesetzt, so geht hervor:
—(A =16 YU Z— W)+ (Z*— W) -3 Y*(Z— W) =0.
Diese Gleichung, welche durch (Z— W) theilbar ist, zeigt, dass
die durch X=1Y dargestellte Ebene die Hesse’sche Fliche lings der

geraden Linie
X=Y, Z=W

beriihrt und {iberdies in der Curve
16k -4 Y2 + (Z+ W) =0,

d. 1. in zwei geraden Linien durchschneidet, deren Gleichungen getrennt

fYy=3+2Z+4 W=0,
fYY=3—Z-—-W=0
sind. Die Gleichungen der 12 geraden Linien, welche hiernach auf der
Fliche ausser den Pentaederkanten liegen, sind auf eine der folgenden
Formen zu bringen:
X=P, +fPy=3+Q+E=0;
X——P, +fPY=3+Q—E=0,
wo P, @, R die aus § 17. bekannte Bedeutuug haben.
Jede dieser 12 Geraden durchschneidet fiinf andere, ohne dass sich

deshalb dieselben zu einer Art Doppelsechs zusammenstellen lassen. Sie
geben Veranlassung zu sechs Ebenen, den bereits betrachteten
X=+42,
in denen je zwei, und zu acht Ebenen, in denen je drei dieser Linien
liegen.
Die Gleichungen dieser letzteren Ebenen konnen auf die eine oder
die andere der beiden folgenden Formen gebracht werden:

(14fiy5) X+ P+ ¢~ 2 =0,
(A+fyHX—Y—2Z— W=0.
Bemerkenswerth ist, dass bei einem recllen Pentaeder die 12 ge-

raden Linjen der Hesse’schen Fliche imaginir sind, sobald die in den
mehvfach erwiihnten sechs Ebenen liegenden geraden Limien der Fliche
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dritten Grades reell sind und umgekehrt. Die fraglichen 12 geraden
Linien der Kliche
&+ 4y 4 0 —k (et fFy40)P =0

fallen mit den 12 Geraden der Hesse’schen Fliche

1 1 1 1 3

CRRI i R =i R
zusammen, denn f ist fiir die erste Fliche genau dasselbe, was fi)/3
fiir die zweite Fliche ist. Beide Flichen durchschneiden sich daher
in 12 geraden Linien.

20. Jede gerade Linie, welche auf einer Fliche n'*» Grades liegt,
beriihrt die Hesse’sche Fliche in simmtlichen Punkten, welche sie mit
derselben gemeinschaftlich hat, also in 2 (»—2) Punkten. Fir die
Flache dritten Grades sind die sich auf diese Weise ergebenden 54
Punkte von Steiner mit dem Namen ,Asymptolenpunkite” bezeichnet
worden.

Die Bestimmung dieser Punkte ist eine sehr einfache fiir diejenigen
geraden Linien, welche in einer Diagonalebene des Pentaeders liegen.
Jede dieser Linien geht durch eine Ecke des Pentaeders und schneidet
die gegeniiberliegende Kante desselben; es sind daher, da die Kanten
und Ecken des Pentaeders der Hesse’schen Fliche angehbren, jene
Ecke und jener Schnittpunkt die Asymptotenpunkte der betreffenden
geraden Linie.

Fiir die iibrigen 12 geraden Lirien der Fliche wird am zweck-
missigsten die Rechnung benutzt. Substituirt man z. B. in die Gleichung
der Hesse’schen Fliche

X=1Y, Z=9oW
und reducirt hinreichend, indem man besonders die Identitit
P1—16k)=—3
benutzt, so erhdlt man schliesslich
QY —o W22 =0,
so dass fiir die beiden Asymptotenpunkte jener geraden Linie
YYi+Wye=0
ist. Genan dieselbe Bestimmungsgleichung wiirde man fiir die beiden
Asymptotenpunkte der Linie
X=—1Y, Z=—oW

=0

erhalten.

Die Coordinaten fiir die beiden Asymptotenpunkte der zuerst be-
trachteten geraden Linie sind hiernach gegeben durch die beiden Pro-
portionen:

X:Y:Z:W=1:01 Utet: 14
X:Y:Z: We=1:1":—1gt: — "3k,
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Geht man von den neuen Coordinaten zu den alten «, g8, y, 0
so findet man fiir den ersten Asymptotenpunks:

iiber,
~d %) (Tra,t PR ANy S
1 o ! I A .
a:ﬁ:7=3=( + 4( +9):_( _2( 9)
(e ~1%) (34 | iy (1)
1 : 1

Fir den anderen Asymptotenpunkt ergeben sich die nimlichen
Werthe, nur dass I darin negativ zu setzen ist. Bemerkenswerth ist,
dass das Product aus je zwel gleichbenannten Coordinaten der beiden
Asymptotenpunkte einer und derselben geraden Linie constant ist und
zwar gleich % Die vier oben gefundenen Werthe «, 8, », 0 kann
man als Wurzeln einer biquadratischen Gleichung auffassen. Bildet
man diese Gleichung wirklich, so erhilt man das einfache Resultat:

x*—x3+2—k3+—1 2t —ka + k=20,

also eine Gleichung, welche sich als eine reciproke Gleichung allge-
meinerer Art auffassen lisst. Das besonders Eigenthiimliche an dieser
Gleichung ist aber, dass diese Gleichung weder I noch ¢ enthilt und
dass sie sich also ebenfalls ergeben wiirde, wenn man die Coordinaten
irgend eines andern Asymptotenpunktes als Wurzeln einer biquadrati-
schen Gleichung auffassen wollte. Die 24 Asymptotenpunkte, um deren
Bestimmung es sich handelte, sind danach gegeben durch
«:B:y:0=p:q:7:8,

worin p, ¢, » und s die vier Wurzeln der oben aufgestellten biqua-
dratischen Gleichung in beliebiger Aufeinanderfolge bedeuten.

Zu jeder Wurzel giebt es eine andere, welche mit ihr multiplicirt
das Product % giebt; der Punkt

a:fry:0=rkp kgt kr-tr ks?

liefert mit dem durch die vorhergehende Proportion bestimmten Punkt
verbunden eine gerade Linie der Fliche.

Fir =1, d. i. fir die zuerst von Clebsch untersuchte Dia-
gonalfliche, wird die biquadratische Gleichupg:

#t— a3t —x+1=0

und die Grossen p, g, », s werden {fiinfte Wurzeln der Einheit. Wir
kommen auf diesen Fall spiter ausfiihrlicher zuriick.

Fiir die allgemeinere Fliche liegen, da fiir jeden der 24 Asympto-
tenpunkte

e+ p+y+o=1,
aB + ay -+ ad+ By + B8 + 76 = 5,

diese Punkte simmtlich auf der Fliche zweiten Grades:
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2 9 G 9 4k =1 o
@ g ot L e
4(t B4 00 e =0,
wo f die frithere Bedeutung hat.
Ebenso liegen dieselben auf ‘der Fliiche dritten Grades
Byd -+ y8e + daf + «fy =T (a-f-ry+ o),

welche nach § 14. von derselben Art ist wie die urspriingliche Fliche.

oder

21. Zwei Flichen der von uns betrachteten Art wollen wir con-
jugirt nennen, wenn die Ebenen «, 8, , & der einen bei der anderp
durch die Ebenen

—act+ B+ yF+0=0nusw
ersetzt, die Coefficienten % aber fiir beide Flichen gleich sind. Esist
somit die zu
@ o B4y 8 — E (et Bty 0)0 =0
conjugirte Fliche bestimmt durch
(—at+B+r+0P+e—f+y+ 0P+t p—y+ 07+ («+B+y—0)
=8k(a+p+y+9)

Durch Einfihrung der Coordinaten X, Y, Z, W gehen diese

Gleichungen tber in

X3(1—16K)+ 3 X (V2+ 2+ W)+ 6 YZW =0
X3(1—16k) + 3 X (Y24 224+ W2 —6 YZW = 0.

Man erkennt somit, da beide Gleichungen nur in dem Vorzeichen
des letzten Gliedes verschieden sind, dass die Durchschnittslinie beider
Flichen in den drei Ebenen

Y=0, Z=0, W=0
liegen muss. Jede dieser drei Ebenen schneidet aber eine jede der
beiden Flichen in einer geraden Linie und in einem Kegelschnitt; der
gegenseitize Durchschnitt der beiden conjugirten Fliichen besteht hier-
nach aus drei geraden Linien, welche in der Ebene
X=0

liegen und ein Dreieck bilden, und aus drei Kegelschnitten, welche auf
der Kliche zweiten Grades

X2 (1—16k) + 3(¥2+ 224+ W2 =0

und

oder
@2 4 B2yt 07— S o

liegen. Die sechs Ebenen, deren jede aus der Fliche dritten Grades
drei sich in einem Punkte treffende gerade Linien schueidet, sind fiir
die beiden conjugirten Flichen dieselben.
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Auch die Hesse’schen Flichen der.beiden conjugirten Flichen
sind nur wenig in ihren Gleichungen verschieden, indem diese nur in
dem Vorzeichen des Gliedes X YZ W differiren. Beide Gleichungen
gind nimlich
(1—16R X[ X8 — X(Y*+ 2+ WH2YZ W] Y+ 244 W

QLW WYY — XYY 224 WH 6 XY Z W=0.
Sonach liegt der gesammte Durchschnitt der beiden Hesse’schen
Flichen in den vier Ebenen
X=0, Y=0, Z=0, W=0.
Der in der ersteren Ebene liegende Theil besteht aus den vier geraden
Linien
Y+ 724+ W=0,
welche nichts Anderes sind, als die Seiten des auf der Ebene X =0
durch die vier Ebenen «, 8, y, 0 ausgeschnittenen vollstindigen Vier-
seits. Die in den iibrigen drei Ebenen ¥, Z und W enthaltenen
Theile der Durchschnittslinie sind Curven vierten Grades mit zwei
Doppelpunkten. Fiir den speciellen Fall
1

4
werden die Gleichungen der beiden Hesse’schen Flichen vollstindig
identisch, da hier der Coefficient von X Y Z W verschwindet; die beiden
conjugirten Flichen besitzen somit dieselbe Hesse sche Fliche.

22, Clebsch hat im 65. Bande von Crelle’s Journal von der
Grassmann’schen Erzeugungsweise der Flichen dritten Grades aus-
gehend analytisch gezeigt, wie eine solche Fliche eindeutig auf eine
Ebene abgebildet werden kann, d. h. so, dass jedem Punkte der Fliche
ein einziger Punkt der Ebene und umgekehrt entspricht. Spiter hat
er im 5. Bande der mathematischen Annalen rein geometrische Mittel
fir die Ausfithrung dieser Abbildung gegeben. )

Sind namlich 4 und B zwei gerade Linien auf der Fliche dritten
Grades, welche sich nicht treffen, und ist C eine gerade Linie der
Fliche, welche 4 und B durchschneidet, so geschieht die Abbildung
auf eine beliebige Ebene, welche durch C geht und die projicirende
Linie irgend eines Punktes der Fliche ist die Gerade, welche durch
diesen Punkt geht und 4 und B durchsehneidet. — Ausser der Linie
C giebt es noch vier gerade Linien, welche sowohl 4 als auch B durch-
schneiden; fiir jeden Punkt einer derartigen Linie ist diese selbst die
Projicirende Gerade, so dass sich diese vier geraden Linien als Punkte
abbilden. Ferner bilden sich auch diejenigen zwei Linien als Punkte
ab, welche mit 4 und O, resp. mit B uad € ein Dreieck bilden, und
zwar liegen die Bilder da, wo resp. B und 4 der Bildebene begegnen.
17

Mathematische Annalen. X.
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Die vier geraden Linien, welche weder 4 noch B durschneiden, bilden
sich als Kegelschnitte ab, da fiir sie der geometrische Ort der proji-
cirenden Linien ein Hyperboloid ist. Auch die zwel Linien 4 und B
bilden sich als Kegelschnitte ab, da z. B. die geraden Linien, welche
die Fliche dritten Grades in einem Punkte von A berithren und zu-
gleich die Linie B durchschneiden, ein Hyperboloid bilden. Die 12
Geraden nun, welche sich in Punkten und Kegelschnitten abbilden,
lassen sich stets zu einer Doppelsechs gruppiren, so dass die sich in
Punkten abbildenden die eine Hilfte, die iibrigen die andere Hilfte
derselben ausmachen. Daraus geht ohne Weiteres hervor, dass jeder
Kegelschnitt fiinf der Fundamentalpunkte enthilt, da ja jede Gerade
der einen Sechs 5 Gerade der anderen Sechs durchschneidet. Die
iibrigen 15 geraden Linien der Fliche bilden sich als gerade Linien
ab, deren jede zwei der 6 Fundamentalpunkte verbindet.

Wahlt man nun fiir die Abbildung der in den letzten § betrach.
teten speciellen Fliche dritten Grades die beiden Geraden 4 und B
aus derselben Hilfte der schon mehrfach erwilinten Doppelsechs, so
ergeben sich sechs Fundamentalpunkte, welche die specielle Eigenschaft
besitzen, dass sechsmal je drei ihrer Verbindungslinien sich in einem
Punkte schueiden, dass sie also sechsmal in verschiedener Eeihenfolge
zu einem Brianchon’schen Sechseck angeordnet werden kinnen.

Legt man bei der Abbildung eine andere Doppelsechs zu Grunde,
so bekommen die Fundamentalpunkte eine vollstindig andere Lage zu
einander; es werden sich dann weniger als sechsmal drei gerade Ver-
bindungslinien derselben in einem Punkte schneiden, dafiir wird einige-
mal ein Kegelschnitt, welcher durch 5 Fundamentalpunkte geht, durch
eine Gerade beriihrt, welche einen dieser Punkte mit dem sechsten
Fundamentalpunkt verbindet.

23. Wir wenden uns nun der Untersuchung einiger speciellen
Flachen zu und betrachten zunichst die Fliche dritien Grades mit eirem
Knotenpunkte, auf welcher sich sechsmal drei undire (nicht durch den

Knotenpunkt gehende) gerade Linien in einem Punkte treffen. (Vergl

§ 7. und 14.) Dieselbe entspricht dem speciellen Werthe & — L und

16
hat somit die Gleichung
16 (34457 +8) — (et B+p+8) =0,
oder, wenn die Coordinaten X, Y, Z, W eingefiihrt werden:
X424+ WH+-2YZW = 0.

Bemerkenswerth ist die Fliche zunichst wegen eines einfachen
Zusammenhanges mit der Steiner’schen Fliche. In einem Anufsatze,
welcher zuerst im Programme der Realschule zu Reichenbach 1869 und
spiter im Auszuge im 5. Bande der mathematischen Annalen verdffent-
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licht worden ist, habe ich fiir riumliche Gebilde diejenige Transfor-
mation untersucht, welche man erhidlt, wean man in der homogenen
Gleichung eines Gebildes die Coordinaten durch ihre reciproken Werthe
ersetzt. Es ist dies, beildufig bemerkt, dieselbe Transformation, welche
Cayley als Inversion der Coordinaten bezeichnet und in einem Auf-
satze, welcher der neuesten Auflage von Salmon’s analytischer Geo-
metrie der hoheren ebenen Curven einverleibt worden ist, mit beson-
derem Erfolge bei der Untersuchung der Curven vierten Grades mit
drei Doppelpunkien verwendet hat. Wird diese Transformation in der
obigen Gleichung vorgenommen, so erhdlt man
Y224+ Z22Wr 4 WYL 2XYZW =0,

also die Gleichung einer Steiner’schen Fliche, welche die Schnitt-
linien der drei Ebenen Y, Z und W als Doppellinien besitzt. Aus
der bekannten Eigenthtimlichkeit dieser Fliche, durch jede Tangential-
ebene ip zwel Kegelschnitten getroffen zu werden, lisst sich ohne
Schwierigkeit auch eine Eigenschaft unsrer Fliche dritten Grades ab-
leiten, die allerdings nicht ihr allein zukommt,

Bei Anwendung der oben angegebenen Transformation entspricht
im Allgemeinen einer beliebigen Ebene eine Fliche dritten Grades,
welche die vier Fundamentalpunkte zu Knotenpunkten hat. KEinem
beliebig im Raume liegenden Kegelschnitt entspricht im Allgemeinen
eine Curve sechsten Grades, welche in den vier Fundameutalpunkten
Doppelpunkte besitzt. Sobald aber der Kegelschnitt eine Kante des
Fundamentaltetraeders schneidet, so erniedrigt sich der Grad der ent-
sprechenden Curve um .1, wihrend die beiden Endpunkte derjenigen
Kante, welche der getroffenen gegentiber liegt, nur einfache Punkte der
Curve sind. Wenn daher der Kegelschuitt drei in einem Punkte zu-
sammenstossende Kanten des Tetraeders trifft, so entspricht ihm eine
Curve dritten Grades, welche jenen Punkt zum Doppelpunkt haben und
daher eben sein muss. "Da nun die zwei Kegelschnitte, in welchen die
Steiner’sche Fliche durch eine Tangentialebene geschnitten wird, die
drei Doppelgeraden der Fliche schneiden, so ergiebt sich aus vor-
stehenden Betrachtungen der Satu:

Jede Fliche dritten Grades, welche die vier Ecken des Tetraeders
X, Y, Z, W 2u Knotenpunkien hat und dabei unsere Fliiche berichrt,
durchschneidet dieselbe zugleich in zwei ebenen Curven dritten Grades
wit einem Doppelpunicte (und in drei geraden Linien). Vier derartige
Flichen gieht es, welche unsere Fliiche lings einer Curve driften Grades
beriihren,

Diese Eigenschaft gilt, wie bereits oben gesagt, auch fiir eine all-
gemeinere Classe von Flachen dritten Grades, ndmlich fiir diejenigen,
deren Gleichung sich auf die Form bringen lisst:

17*
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XE4+ YZW=0,

vo K = 0 die Gleichung eines Kegels zweiten Grades ist, welcher die
icke Y==0, Z=0, W=0 zum Scheitel hat. Diese Classe aber
mfasst alle Flichen dritten Grades mit einem Knotenpunkte, da die
*eichung einer derartigen Fliche sich sofort anf die obige Form bringen
asst, sobald man nur zur Ebene X eine Dreiecksebene withlt, welche
llein unire Gerade enthilt, und zu den Ebenen Y, Z, W diejenigen
Tbenen, welche diese drei Linien mit dem Knotenpunkte verbinden.
Da es 15 Dreiecksebenen giebt, welche nur unére Gerade enthalten,
0 giebt es auch 15 Schaaren von Flichen dritten Grades mit vier
Knotenpunkten, welche die oben erwihnte Eigenschaft besitzen.

24. Die sechs Geraden der- einen Hilfte der in § 16. erwihnten
Doppelsechs fallen mit den sechs Geraden der andern Hilfte zusammen
und geben simmtlich durch den Knotenpunkt, welcher durch

0 == ﬂ f=—1 y = 6
bestimmt ist. Bs sind dies die sogenannten bindren geraden Linien
der Fliche, und jede von ihnen vertritt die Stelle von zwei Geraden.

Sie liegen zu je zweien in den drei Ebenen ¥, Z, W vertheilt und
haben die Gleichungen:

Y=0, ZA4 Wi=0,
Z =0, Y+ Wi=D0,
W=0, Y4 Zi =0,
i=y—1.
Die 15 iibrigen geraden Linien der Fliche sind diejenigen, in
welchen die 15 durch je zwel binire Gerade zu legenden Ebenen der

Fliche weiter begegnen. Drei davon sind die Linien~in X =0; die
Gleichungen der tibrigen 12 lassen sich simmtlich auf die Form bringen:

p+q=0, ifr+8+20r—s) =0,
wo p, ¢, r, s die vier Coordinaten «, 8, #, & in beliebiger Reihen-
folge bedeuten. Bei Entscheidung der Frage nach der Realitit der 21
auf der Fliche liegenden geraden Linien hat man dieselben drei Fille
zu unterscheiden, wie bei der allgemeinen Fliche.

1) Die vier Ebenen «, 8, y, 8, also auch die Ebenen X, ¥, Z, W
sind reell. Dann kbnnen nur drei unire Gerade reell sein, ndmlich
diejenigen in der Ebene X=—0. Der Knoten ist also isolirt und sein
Tangentialkegel ist imaginir. Die Fliche enthilt 10 reelle Dreiecks-
ebenen, von denen drei, weil in ihnen zwei biniire Gerade liegen, doppelt
zu zihlen sind; sie ist daher ein besonderer Fall der Flichen mit drei
reellen geraden Linien und 13 reellen Dreiecksebenen.

wOo
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2) Sind « und f conjugirt imaginir, also
e=¢9+¢i=0,
B=¢ —9i=0,
so sind X und Y reell, Z und W dagegen conjugirt imaginiir:
Z =1L+ M{=0,
W=L-—-Mi=0,
Von den biniren Geraden sind die in ¥ =0 liegenden reell, da
Z+ Wi=(L+M)(1-+0).
Reell sind ferner die undren Geraden
X=0, Y=0
7+ 8=0, i(utp)£2—p =0,
Die Fliche ist daher ein specieller Fall der Flichen mit 7 reellen
geraden Linien. Der Knoten ist reell, ebenso sein Tangentialkegel.
3) Sind « und g8, sowie y und ¢ conjugirt imaginir, so sind X
und Y reell und Z und W ebeufalls, die Gleichungen der letzteren
aber wit einem rein imaginidren Factor multiplicirt, also
Z=Li=0, W=Mi=0.
Auf der Flache
X(Y'—L*—M)H—-2LMY =0
sind dann vier biniire Gerade reell, nimlich die in L=0 und M =20
liegenden, reell sind ferner die drel uniiren Geraden in X ==0 und
die vier Geraden in den Ebenen

¢+ =0

y + d=0.

Die Fliche gehort danach zu denen mit 15 reellen geraden Linien;
ibr Knoten ist reell, wie derjenige im vorigen Falle.

25. Die eindeutige Abbildung auf eine Ebene geschieht bei den
Flichen dritten Grades mit einem Knotenpunkte bekanntlich durch
Centralprojection vom Knotenpunkte aus. Alsdann entsprechen den
sechs binsiren Geraden der Fliche sechs Punkte der Ebene, die in einem
Kegelschnitt liegen. Dieser ist die Spur des im Knotenpunkte an die
Fliche gelegten Tangentialkegels und kanu somit als Bild des Knoten-
punktes selbst angesehen werden. Die 15 uniiren Geraden bilden sich
ab als die Verbindungslinien der Fundamentalpunkie.

Fiir unsere specielle Fliche dritten Grades schueiden sich diese
Verbindungslinien sechsmal zu je dreien in einem Punkte, und es geht
daher der bemerkenswerthe Satz hervor: In jedem Kegelschnitte kamn
man sechs Punkte so wiblen, dass sich dieselben sechsmal zu eimem

und
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Brianchon’schen Sechseck verbinden lassen. Auf welche Weise sechs
derartige Punkte zu finden sind, ergiebt sich sehr leicht durch folgende .
Betrachtung:

Die Spuren der drei Ebenen ¥, Z und W auf der Bildebene durch-
schneiden den Kegelschnitt in den sechs Fundamentalpunkten. Nun ist
aber das von jenen Ebenen gebildete Trieder in Bezug auf den Tan-
gentialkegel des Knotenpunktes, da dessen Gleichung

Y*: 4+ 724+ W=
Ist, sich selbst conjugirt; folglich besitzt die namliche Eigenschaft auch
das von den Spuren jener Ebenen gebildete Dreieck in Bezug auf den
erwihnten Kegelschuitt. Um daker sechs Punlte in gedaclier Lage su
erhalten, durchschneide man den Kegelschnitt duvch die Seiten eines in
Bezug auf denselben sich selbst conjugirten Dreiecks; die sechs Durch-
selmitispunkte besitzen die fragliche Figenschaft. Freilich ist hierbei zu
bemerken, dass niemals simmtliche sechs Punkte, sondern hdchstens
vier derselben reell sein kénnen.
Die Fliche
X(Y*+2° W —2YZW =0,
welche wir in § 21. die conjugirte Fliche zu
XY+ 244+ WHL2YZW =0
genannt haben, hat mit der letzteren die sechs bindiren Geraden, sowie
die drei Linien in der Ebene X == 0 gemeinschaftlich; die geraden
Linien beider Flichen werden sich daher als dieselben Punkte und
Linien abbilden.
26. Die Fliche:
w3 + [3.;_{,_73_'_ 63+ £3=O’

C(+ﬁ+"/+3+6=0,
auf welcher sich nach § 4. die 27 Geraden 10mal zu je dreien in
einem Punkte schneiden, ist von Clebsch im 4. Bande der mathema-
tischen Annalen nither untersucht und die Diagonalfliche des Pentaeders

«a=0, =0, =0, §d=0, ¢=0

genannt worden. Diese Benennung stiitzt sich auf die Eigenschaft der
betreffenden Fliche, dass in ihr die Diagonalen der simmtlichen voll-

stindigen Vierecke enthalten sind, die auf den Pentaederebenen durch

die tibrigen ausgeschnitten werden. Denn die Gleichung der Fliche und

die zwischen den 5 Coordinaten bestehende Relation werden, da die

Summe zweier Cuben stets durch die Summe der Basen theilbar ist,

z. B, erfiillt, wenn:

=0, gLy=0, d4+&=0.

wo
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Diese drei Gleichungen, von denen die eine eine Folge der beiden
audern ist, stellen aber eine gerade Linie dar, welche den Punkt:

«=0, =0, p=0

mit dem andern:
e=0, d=0, e=0"

verbindet, alse eine Diagonale einer Seitenfiiche des Pentaeders. In
gleicher Weise liegen auf der Fliche die gleichfalls in der Ebene «==0
befindlichen geraden Linien:

=0, 8+40=0, y+¢=0,
6=0, B+e=0, py+0=0.

Ausser der Fliche, deren Gleichung oben angegeben ist, geht durch
die 15 Diagonalen der Seitenflichen des Pentaeders keine weitere Flache
dritten Grades, da diese sonst mit jener 15 gerade Linien gemeinsam
haben miisste, was unmoglich ist; die Diagovalflache ist daher durch
das Pentaeder vollstindig bestimmt.

Bemierkt mag werden, dass man die Gleichung der niimlichen Fliche
auch noch in folgender Form schreiben kann:

«Bytapdtapetaydtapetadetpydtpyetpdet pde=0

Ausser den 15 Diagonalen enthilt die Fliche noch 12 weitere gerade
Linien, welche eire Doppelsechs bilden. Die Gleichungen derselben
konnen aus § 16. direct entnommen werden, weun man noch folgende
Werthe der dort vorkommenden Constanten beriicksichtigt:

L

f=27 Z=V5—) 9"‘:2"‘1/5'

Man wird dann z. B. durchk geeignete Combination der zwei

Gleichungen :
X=1Y, Z=oW

finden, dass die hierdurch dargestellite gerade Linie der Durchschnitt
der 5 Ebenen ist:

o(y+e&+a=0,

w(@+e+ =0,

o{«t8)4y=0,

o(f+y)+ =0,

o @+p)+ ¢ =0,
Vs—1

2

Clebsch hat diese 12 geraden Linien auf folgende sebr einfache
Weise gefunden, indem ey zuerst ihre &symptobenpunkte bestimmte,

wobei

0 ==
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Die 3 Gleichungen:
at+B8+y+9de=0,
S+ PP+ S=0,
Byds - ydea 4 deaf + cafy 4+ afyd =0,

von denen die erste die zwischen den Coordinaten bestehende Relation,
die zweite die Gleichung der Diagonalfliche, die dritte die Gleichup
ihrer Hesse’sche Fliche darstellt, werden simmtlich erfiillt, sobald man
fir die & Coordinaten die verschiedenen fiinften Wurzeln der Rinheit
setzt, also:
wifiiyiOie=q ¢ ¢ g,

wobel die Grossen g eben diese Wurzeln in beliehiger Reihenfolge sind,
Da dann anch die Grdssen % simmtliche fiinfte Wurzel der Finheit

darstellen, so folgt, dass auch der Punkt:

aiBry:idie=q g gy ig gyt
auf der Diagonalfliche und der Hesse’schen Fliche liegt. Die Ver-
bindungslinie der beiden durch diese Proportionen dargestellten Punkte
gehort dann aber auch ganz der Diagonalfliche an, denn die Coordi-
naten irgend eines Punktes dieser Verbindungslinie sind, wenn % und ]
beliebige Constanten bedeuten, bestimmt durch:

aifry:die=kq 4l kg gt

und der Gleichung der Diagonaliliche wird geniigt, sobald in derselben
diese Werthe eingefiihrt werden, da:

E(kg,+1g ) = (BLB) T3+ 3L (k1) Zg, = 0.

Es giebt nun 24 verschiedene Punkte, deren Coordinaten sich wie
die finften Wurzeln der Einheit verhalten, also giebt es 12 gerade
Linien der eben gefundenen Art und jene 24 Pupkte sind, da sie zu-
gleich der Hesse’schen Fliche angehdren, ibre Asymptotenpunkte.

27. Die Dreiecksebenen der Fliche zerfallen in zwei Gruppen.
Die gine umfasst die 5 Peutaederebenen und die. 10 Diagonalebenen und
enthdlt daber nur solche Ebenen, in welchen nur Diagonalen liegen;
die andere dagegen besteht aus 30 Ebenen, deren jede eine Diagonale
und zwei der eben bestimmten 12 Linien enthilt. Die Gleichungen
der letzteren sind von der Form:

w@ptg+r=0,
wo p, ¢, r drei der Coordinaten «, 8 u. s. w. sind und:

3

-

W =
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Man kbunte sie auch auf die Form bringen:

W (P‘I"Q)_T:O;
wobeil aber }
_ Vst
=T

W,

Je zwei dieser Ebenen gehen durch dieselbe Diagonale; und zwar
stellen die beiden aufgestellten Gleichungen zwei derartige Ebenen
dar, wenn in beiden fir p, ¢ und 7 dieselben Coordinaten eingefiihrt
werden.

Die Anzahl der reellen geraden Linien auf der Diagonalfliche
kann direct aus § 18. abgelesen werden, da hier offenbar die dortige
Constante:

1
k>4
ist. Es ergiebt sich daraus: Sind s@mmtliche Pentaederebenen veell, so
sind auch simmitliche 21 geraden Linien reell, sind drei Pentacderebenen
reell und die ibrigen conjugirt imaginir, so hat dic Fliche 3 reelle ge-
rade Linien und 13 reelle Drciecksebenen; ist endlich nur eine Ebene
des Pentaeders reell, wihrend die andern paarweise conjugirt tmagindy
sind, so hat die Fliche T reelle gerade Linien.

Legt man bel der Abbildung der Fliche die mehrerwihnte Doppel-
sechs zu Grunde, so erbdlt man, mag man von der einen oder der
andern Hilfte derselben ausgehen, die sechs Fundamentalpunkte in der
Lage, dass sie sich 10mal zu einem Brianchon’schen Sechseck verbinden
lassen. Die Existenz derartiger, auch vollstindig reeller Sechsecke ist
durch die Existenz der Diagonalfliche bedingt; Clebsch hat in der
bereits citirten Arbeit gezeigt, dass simmtliche Sechsecke dieser Art
aus einander durch Centralprojection abgeleitet werden konnen.

28. Wir wenden unus endlich zu der Fliche:

@ P+ 8 =0,
auf welcher nach § 6. sich 18mal drei gerade Linien in einem Punkte
schneiden. Die 27 geraden Linien dieser Fliche ergeben sich unmittel-
bar aus der Gleichung derselben; sie lassen sich in drei Gruppen zu-
sammenstellen und zwar so, dass die 9 Geraden jeder Gruppe die gegen-
seitigen Durchschnittslinien zweier Biischel von je drei Ebenen sind,
nimlich;
@B =0, p48=0,
G4 =0, pPP=0,
S+ 03=0, B4 #=0.
«tp+y+d=0

kann natiirlich auch hier als die fiinfte Pentaederebene angesehen wer-
den; da aber die Gleichung der Fliche sich nicht indert, wenn « mit

Die Ebene:
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ep', B mit fu” u. s. w. vertauscht wird, wo die Grossen p dritte
Wurzeln der Einheit bedeuten, so sieht man, dass man jene Ebene
iiberhaupt durch eine der Ebenen:

cu 4 By + yu’ 40y =0
ersetzen kann, wo die Grossen p beliebige dritte Wurzeln der Einhejt
sind. Wie nun die Ebene:

atf+y+0=0

‘drei gerade Linien der Fliche, und zwar:

«+p=0, y4+9d=0,
«+y=0, +d=0,
«+0=0, f4+7=0
enthilt, so gilt das Gleiche auch fitr jede dieser Ebenen, deren Ge-
sammtzahl 27 ist, Diese 27 Ebenen bilden mit den 18 anderen, welche
zu den sechs oben erwiihnten Biischeln gehbren, die 45 Dreieckschenen
der Fliche.
Der Flichengleichung wird ebenfalls gentigt, sobald man setzt:

) s

grfryid=v:0:0" 107,

wo zwel der Grdssen » dritte Wurzeln der positiven Einheit, die anderen
aber sclche der negativen Einheit bedeuten. Durch die nimliche Sub-
stitution werden aber auch stets die Gleichungen zweier gerader Linien
der Fliche identisch, so dass die durch obige Proportionen dargestellien
Punkte fiir unsere Fliche die Eckpunkie von Liniendreiecken sind. Es
giebt 3! = 81 derartige Punkte; fiigt man hierzu die 18 Schnittpunkte
von je drei geraden Linien der Fliche, jeden dreifach gerechmet, so
erhilt man simmtliche 135 Ecken der auf der Fliche liegenden Drei-
ecke.

Die Asymptotenpunkte jeder geraden Linie der Fliche liegen offen-
bar da, wo dieselbe zwei gegentiberstehende Kanten des von den vier
Ebenen «, 8, y, 0 gebildeten Tetraeders trifft.

29. Die Anzahl der reellen geraden Linien der Fliche ergiebt sich
unmittelbar ans § 18. Die Flécke hat demnach, wenn dic vier Ebenen
«, B, v, 0 reell oder wenn nur zwei derselben reell und die beiden tibrigen
conjugirt imagindr sind, 3 reelle Gerade wnd T veelle Dreiecksebenen,
sind aber die vier Ebenen paarweise conjugirt imaginir, so sind 15 ge-
rade Linien reell.

Unter den 27 geraden Linien der Fliche ist im Allgemeinen keine
vor den iibrigen ausgezeichnet; gleiches gilt von den 36 Doppelsechsen.
Es wird daher vollig gleichgiltig sein, welcher Sechs man sich bel der
Abbildung bedient. Eine der Doppelsechsen ist die folgende, bei welcher
wir entsprechende Gerade neben einander gestellt und mit entsprechen-
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den Ziffern versehen haben und unter g eine beliebige dritte Wurzel
der Einheit verstehen:

1) ep+8=0, fu—+y=0. Deaetyp=0, g4+ p=0.
2 et du=0, B+yu=0. 1II) au+yp=0, Bu-+0=0.
3 ep+ =0, ypu+06=0. I) a+du=0, y+ fu=0.
4 atpur=0, y+op=0. IV) ap48=0, pu+p=0.
3 ap+y=0, Su+p=0. V)ya++Bu=0, §d+yu=0.
6) «+yu=0, 04+Bu=0. VI) apu+4+p=0, duty=0.

Wird die erste Hilfte dieser Doppelsechs bei der Abbilduug der
Fliche zu Grunde gelegt, so bilden sich bekannilich die Geraden der-
selben als Punkte, die Geraden der andern Hilfte dagegen als Kegel-
schnitte ab, welche durch fiinf dieser Punkte gehen (I durch 2, 3, 4,
5, 6 u. s. w.). Die iibrigen 15 geraden Linien der Fliche finden da-
gegen thre Abbildung in den 15 Verbindungslinien der Fundamental-
punkte und zwar in folgender Weise:

12) € 4B =0, p +3 =
13) «¢ +0 =0, Buty =0.
14) ap+d =0, fut+y =0.
13) ¢ +y =0, f +6u=090.
16) &« +yu=0, p +0 =0.
23) ¢« - 0u=0, f -y =0.
Y e +0 =0, B Fyu=0.
25) auty —0, B +8 ~0.
26) ¢ +y =0, futd =0,
3) « 4y —0, B 48 =0,
) a 8 =0, puto =0.
36) y £0 —0, autp =0
)y +6 =0, « +pu=0,
6y « -8 =0, p +du=0.
5) « +0 —0, B 4y =0

Die 27 geraden Linien der Fliche durchschneiden sich aber 18mal
2u je dreien in einem Punkte und die Lage der 6 Fundamentalpunkte
ist dadurch besonderen Bedingungen unterworfen. Untersucht man
genauer, so findet man, dass sich 6mal drei gerade Linien in einem
Punkte treffen, welche sich ebenfalls als gerade Linien abbilden, und
12mal solche Linien, von denen sich die eire als Punkt, die andere als
Kegelschnitt und die dritte als gerade Linie abbilden. Im ersteren
Falle miissen sich dann selbstverstindlich auch die drei Abbildungen
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in einem Punkte schneiden, wihrend im zweiten Falle die gerade Linie
den Kegelschnitt in dem betreffenden Punkte beriihren muss. Ohbne
Schwierigkeit findet man, dass sich in einem Punkte die folgenden neben
einander stehenden Linien treffen:

12, 35, 46;

12, 36, 45;

34, 15, 26;

34, 16, 2b;

56, 13, 24;

56, 14, 23;
so dass drei Linien zweimal, die iibrigen dagegen nur einmal bethei-
ligt sind.

Die iibrigen 12 Bedingungen lassen sich in folgende 6 zusammen-

ziehen :

1 ist der Pol von 56 in Bezug auf I;
2, 5 s s 06y ” w1
3, 0w o 12, » » 115
4, 5 5 5 12, n n IV;
Dy v 5 o 34, ) »w V3
6 ) b3l 2 » 34 9 2 » VI'

Ist die zweite Gruppe von Bedingungen erfiillf, so ist es dic erste
von selbst, da ausser der vorliegenden keine Fliche dritten Grades
existirt, aul welcher sich 12mal drei gerade Linien in einem Puikte
treffen.

Auch bei dieser Fliche kinnen nie simmtliche sechs Fandamental-
punkte zu gleicher Zeit reell sein.

30. Durch die Untersuchungen von G eiser (Math. Annalen Bd. 1)
ist es moglich geworden, aus den Lehrsiitzen tiber die 27 geraden Linien
einer Fliche dritten Grades solche iiber die 28 Doppeltangenten einer
ebenen Curve vierten Grades abzuleiten. An dem angegebenen Orte
ist nimlich folgender Lehrsatz erwiesen worden: Von einem Punkic
einer Fliche dritten Grades geht ein allgemeiner Beriihrungskegel vierten
Grades an dieselbe, dessen 28 Doppeltangentialebenen aus der DBeriih-
rungsebene der Fliche im Scheitel und aus den 21 Ebenen bestehen,
welche diesen mit den 21 geraden Linien der Fliche verbinden. Indem
man diesen Lehrsatz zu Grunde legt, kann man aus den in den vorigen
§ gefundenen Eigenschaften specieller Flichen dritter Ordnung Lehrsitze
iiber specielle ebene Curven vierten Grades ableiten.

Es sei zuniichst die Fliche eine solche, auf welcher sich nur ein-
mal drei gemde Linien in einem Punkte schueiden, also ihre Gleichung

at 4+ 35 4 Lkyd L 10 + me® =0,
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die Lage des Kegelscheitels auf der Fliche sei eine willkiirliche, ebenso
diejenige der Ebene, durch welche die berithrende Kegelfiiche durch-
schitten wird. Dann schuciden sich vorerst in der entsprechenden Curve
pierten Grades drei Doppeltangenten, die Bilder jener drei geraden Linien
der Fliche, in cinem Punkic. a. Die Ebenen, welche den Kegelscheitel
mit diesen drei Linien verbinden, schueiden aus der Fliche dritten
Grades drei Kegelschnitte aus, durch welche sich bekanntlich eine Fliche
sweiten Grades legen lisst; die sechs Punkte, worin diese Fliche jenen
drei geraden Linien begegnet, bilden sich als die Beriilrungspunkte der
Doppeltangenten. ab, welche somit in einem Kegelschnitte A Liegen. Die
Curve ist also eine solche, bei welcher drei Doppeltangenten, deren
Beribrongspunkte in einem Kegelsehnitt liegen, sich in einem Punkte
schneiden, und zwar ist sie die aligemeinste Curve dieser Art.

In dem Kegelschnitt A liegen auch noch die zwei Berithrungspunkte
derjenigen Doppeltangente £, welche aus der Berihrungsebene im Kegel-
scheitel entspringt. Jene Flighe zweiten Grades schneidet nimlich aus
der Fliche dritten Grades drei Kegelschnitte aus, welche sich im Kegel-
scheitel treffen, so dass beide Flichen in diesem eine gemeinsame Be-
riihrungsebene besitzen. Diese Ebene durchschneidet die Fliche zweiten
Grades in zwei geraden Linien, die fir die andere Fliche die Infle-
xionstangenten im Kegelscheitel darstellen und auf denen die Berih-
rungspunkte der Doppeltangente ¢ liegen. Hieraus geht aber die Rich-
tigkeit obiger Behauptung unmittelbar hervor.

Durch den Punkt a gehen an die Curve noch sechs Tangenten, deren
Berithrungspunkte ebenfalls in einem Kegelschuitt B liegen. Verbindet
man nimlich den Kegelscheitel mit dem Schnittpunkt der drei auof
der Fliiche liegenden geraden Linien, so durchschneidet die Verbindungs-
linie die Ebene:

e—p=0

in einem Punkte, von welchem aus sich an die in dieser Ebene und der
Pliche liegende Curve dritten Grades sechs Tangenten legen lassen,
deren Beriihrungspunkte in der ersten Polaren jenes Punktes, also in
einem Kegelschnitte legen. Jene 6 durch o gehenden Tangenten und
der Kegelschnitt B sind nun nichts Anderes als die Centralprojectionen
der eben erwihnten Linien. Awch der Kegelschnitt B geht durch die
Berﬁkmngspunkte der Doppeltangente t nach dem Satze: Wenn von den
16 Schnittpunkten zweier Curven vierter Ordnung 8 auf einem Kegel-
schuitte liegen, so liegen die 8 ibrigen ebenfalls auf einem solchen.
Man hat, um diesen Satz anwenden zu kbnnen, als zweite Curve vierten
Grades nur diejenige zu wihlen, welche sich aus den ersten Polaren
vou ¢ in Bezug auf die erste Curve und aus der Doppeltangente ¢ 2n-
Sammensetzen ldsst.
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Die Curve dritten Grades selbst, welche in der Ebene:
o —pB=0
iegt, bildet sich wieder als eine solche ab; die Abbildung C berihrt
lie 6 von a ausgehenden einfachen Tangenten in thren Berihvrungspunkien

md geht diberdies nach § 9. und 10. durch die Schwittpunkte von 12
Paaren von Doppelfangenten.

31. Wesentlich indern sich die Resultate des vorigen § wenn der
Kegelscheitel in der Curve dritten Grades liegt, welche die mehrerwihnte

Ebene:
«—fB=0

mit der Fliche gemeinsam hat. Alsdann geht die Beriihrungsebene der
Fliche im Kegelscheitel anch durch den Schnittpunkt der drei geraden
Linien auf der Fliche und es wird somit durch die Projection a dieses
Schrittpunktes noch eine vierte Doppeltangente der Curve gehen. Die
Projection jener Curve dritten Grades wird zu einer geraden Linte 1, so
dass die Berithrungspunkte der vier einfachen Tangenten, welche durch
a gehen, in gerader Linie liegen. Daraus ergiebt sich, dass die erste
Polare des Punktes o in Bezug auf die Curve vierten Grades eine solche
dritten Grades sein muss, welche jene gerade Linie [ als Theil enthilt
und daher in diese und einen Kegelschnitt zerfillt. In dem letzteren
liegen dann die Beruhrunnspunkte der vier Doppeltangenten, so dass
wnsere Curve vierteh Grades cine solche ist, von welcher sich wier Doppel-
tangenten, deren Berihrungspunkte i etnem Kegelschnitt liegen, in einem
Punkte treffen. Auch sie ist eine allgemeine Curve dieser Art. Endlich
werden 12 Schuittpunkte von je swei Doppeltangenten der Curve in der
geraden Linie 1 liegen.

Die Fille, in welchen der Kegelscheitel auf einer oder mehreren
geraden Linien der Fliche liegt und die Curve vierten Grades somit
einen oder mehrere Doppelpunkte bekommt, iibergehen wir und be-
merken nur noch, dass die beiden in den letaten § betrachteten Curven
auch aus der allgemeinen Fliche dritten Grades erhalten werden konnen.
Eine Curve der ersten Art geht hervor, wenn man drei gerade Linien
der Fliche sucht, unter denen sich zwei sehnelden, durch den Schnitt-
punkt und einen Punkt der dritten Linie eine weitere gerade Linie zieht
und den Kegelscheitel in den Punkt legt, den diese lee fernerhin mit
der Fliche gemeinsam hat. Eine Curve der zweiten Art erhilt man,
wenn man durch eine gerade Linie der Fliche zwei Berithrungsebenen
an dieselbe fithrt und den Kegelscheitel dahin legt, wo die Verbindungs-
linie der zwei Berithrungspunkte die Fliche durchschneidet.

32. Auch die in § 5. und 6. untersuchten Flichen dritten Grades
liafarn interessante Curven dritten Grades.
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Ist die Gleichung der Fliche:
¥4+ K=0,

wo 0=0 eine Ebene und K'=0 einen Kegel dritten Grades darstellt,
dessen Scheitel nicht in jener Ebene liegt, so entspricht derselben, wenn
der Scheitel des Berithrungskegels beliebig auf der Fliche liegt, eine
Curve vierten Grades mit sechs Inflexionstangenten, welche sich in einem
Punkte schneiden. Diese sind die Spuren derjenigen Tangentialebenen,
welche dorch den Kegelscheitel an den osculirenden Kegel gelegt werden
konnen. Die sechs entsprechenden Inflexionspunkte liegen in einem
Kegelschnitte; zngleich geht durch dieselben eine Curve dritten Grades,
welche in ihuen von den Inflexionstangenten bertibrt wird. In jedem
der 9 Inflexionspunkic dieser Curve schneiden sich drei Doppeltangenten
der Curve vierfen Grades. Der Kegelschnitt, in welchem 6 Inflexions-
punkte liegen, geht auch durch die Bertihrungspunkte der 28te» Doppel-
tangente. Bemerkenswerth ist noch die Hesse’sche Curve der vorer-
wihnten Curve dritten Grades; von jedem Pumlte derselben aus kann
man nimlich an die Curve vierten Grades 12 Tangenten legen, deren
Berihrungspunkte zu je 6 in zwer Kegelschwitien liegen.

Wenn der Kegelscheitel in einem Punkte der Berithrungsenrve des
Osculationskegels liegt, so hat man vorliufig nur vier sich in einem
Punkie treffende Inflexionstangenten, deven Berithrungspunkte aber in
gerader Linie Liegen. In dieser Linie schweiden sich auch 27 Doppeltan-
genten der Curve neunmal zu je dreien; die 28' Doppeltangente yeht chen-
falls durch den Schuittpunkt der Inflexionstangenten, sie wird aber, da
ibre beiden Berithrungspunkte zusammenfallen, ecu einer dreqpunktiy
beriihrenden oder undulirenden Geraden; der Undulationspunlt liegt
ebenfalls auf der oben gedachten geraden Linie.

Es sei ferner die Gleichung der Fliche:

o 4y 8 =0
(vergl. § 6., 28., 29.); die Lage des Kegelscheitels auf der Fliche sei
willkiirlich.  Alsdann lassen sich die 24 Inflexionstangenten der ent-
sprechenden Curve vierten Grades so in vier Gruppen au je scchs anord-
nen, duss die sechs Tangenten derselben Gruppe sich in einem Punlie
sthneiden.  Durch die Berihrungspunkte derselben Gruppe geht ein
Kegelschnitt; die vier so entstehenden Kegelschnitte schneiden die Curve
in denselben zwei Punkten, und zwar in den Berihrungspunkten der
Doppeltangente, welche aus der Tangentialebene des Kegelscheitels
entspringt. Die iibrigen 21 Doppeltangenten schmeiden sich 18mal zu
Je dreien in ecinem Punkte; die 18 Schuittpunkite liegen zu je dreien auf
den sechs Seiten des vollstimdigen Vierecks, welches seine Ecken in den
Schnittpunkten der Inflexionstangenten, hat.  Von eincem jeden Punkte
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dieser sechs Seiten gehen 12 Tangenlen an die Curve, deren Beriihrungs.
punkte in zwei Kegelschnitten liegen.

Ist endlich die Gleichung der Fliche:

Aa*f 4 93+ 03=0
(vergl. § 8.), so entspricht dem uniplanaren Knotenpunkte der Fliche
ein dreifacher Punki der Curve, dessen drei Tangenten die Centralpro.
jectionen derjenigen Geraden der Fliche sind, welche sich im Kuoten-
punkte schneiden. Den drei tibrigen geraden Linien der Fliche ent
sprechen drei Doppeltangenten der Curve, sie sich vn einem Punkte treffen
und deren Beridhrungspunkie in einem Kegelschnitte Tiegen.

Die Spur der Tangentialebene, welche im Kegelscheitel an die
Fliche gelegt wird, ist die vierte Doppeltangente; ihre Beriihrungs-
punkte liegen in dem n#mlichen Kegelschnitte. Endlich hat die Curve
sechs Inmflexionstangenten, welche sich zweimal eu je dreien in einem
Punlite treffen; die Verbindungslinie der Schwmittpunkte geht dabei durch
den dreifachen Punki, Die gedachfen Kigenschaften kommen allen
Curven vierten Grades mit einem dreifachen Punkte zu, bei welcken
sich drei Doppeltangenten in einem Punkte treffen,



