
Ueber gewisse Vereinfachungen der Transformationsgleichungen 
in tier Theorie tier elIiptischen Func~ionen. 

Von 

L. K~EP~R~ in Hannover. 

In meiner Abhandlung ,,Ueber die Transformation der elliptischen 
Functionen bei zusammengesetztem Transformationsgrade" (Math. Ann.~ 
Band 32, S. 1--135) habe ich _Parameter yon der Form 

----- L(D~)#, L(D2) ~ L(D~)~, . . . 

eingef{ihrt, welche den Vorzug besitzen, dass ihr Charakter eine ver- 
h~ltnissm~ssig kleine Zahl is~, d. h. man kann die Exponenten ~ ,  ~ ,  
~ 3 , . . -  so bestimmen, dass der Grad einer Gleichung zwischen zwei 
solchen Parametern ~ und y in Bezug auf jeden yon ihnen wesenflich 
niedriger wird als z. B. tier Grad der J a c o b i '  schen Modulargleichungen. 

Die Vereinfachung, welche sich daraus f[ir die Transformation 
n re, Grades ergiebt, kann noch wei~er geffihrt werden, wenn man bei 
der Wahl der Exponenten #t, #~, ~8,- . .  ers~ in ~,weiter Linie darauf 
achte~, dass der Charakter m~glichs~ klein wird, w~hrend man es in 
erster Linie zu erreichen such~, dass zwischen den verschiedenen Wurzeln 
der Parametergleichung t~elationen bestehen. Dadurch gelingt es dann, 
die Parametergleichung zwischen ~ und y dutch eine Gleichung zwischen 

und y zu ersetzen, wobei x eine rationale Function yon ~, und y 
eine rationale Fm~c~ion yon ~ ist. Diese Gleichung zwischer~ x und y 
is~ bedeu~end einfacher und kann deshalb auch viel leichter gefunden 
werden. Der ~iefere Einblick in den Bau der Parametergleichung, 
welcher sich yon selbst daraus ergiebt, fSrder~ auch betr~ch~iich die 
Anwendungen auf die complexe Multiplication der elliptischen Func- 
~ionen. 

Aus dem Gesag~en ersieh~ man schon~ dass die bier folgenden 
Un~ersuchungen eine For~setzung der oben citir~en Abhandlung sind. 
Um den Anschluss zu erleich~ern, empfiehlt es sich daher wohl, for~- 
laufende Nummern der Abschnit~e, Paragraphen und Gleichungen zu 
benutzen und beide Abhandlungen am Schlusse dutch ein kurz gefass~e~ 
[nhal~sverzeichniss zu einer zu verschmelzen. 
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Drifter Theil. 

V e r e i n f a c h u n g  d e r  P a r a . m e t e r g l e i o h u n g e n .  

XII. Abschnitt.  

Beziehungen zwischen den verschiedenen Wurzeln einer 
Parametergleichung. 

w 54. 

Vereinfaohungen bet beliebiger Zusamme~setzung des Transformations. 
grades. 

Es set ~ '  irgend ein Theiler yon n, und der Parameter ~ mit 
dem Charakter ch habe die Eigenschaft, dass er in 

(517) ~' =T 
co iibergeht, wenn man co m i t - ~  vertauscht. Dass es solche Parameter 

wirklich giebt, wird in den sp~teren Paragraphen gezeigt werden. 
Ferner habe der Parameter ~ mit dem Oharakter 2{~ die Eigenschaft., 
dass er bei dieser Vertauschung unver~indert bleibt, dass also 

(518) ~'=q 
wird. Die Parametergleichung zwischen ~ und ~ hat dann die Form 

(519) .~'(c..~8~, -{- c..~,_1~,=~ - { -  �9 �9 �9 - { -  c..~ + C..o),~. = o. 
'~-..--r 

oder wenn man durch ~# dividir~, 

Diese Gleichung bleibt rizhtig, wenn man ~ mit ~' und ~ mit 9' 
vertauscht, well 6' und ~' zu demselben primitiven Periodenpaare 
2e 
- ~ ,  2~o' gehSren; d. h. die Gleichung (519a) bleibt noch richtig, 

a 
wenn man ~ mit T vertauscht. Dies giebt 

,_-o( a# a ~-I c,,i~ '-I %o~') ~,=0 " 
(52o/ . ~  ~..v N + e,.v-~ -g_-r + " "  + ....... .~ :~  ~=+ ,z 

~"-.--r 

Die beiden Gleiohungen (519a) und (520) m~issen, yon einem con- 
s~anten Factor C abgesehen, mit einander tihereinstimmen t es muss a]~o 
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c,,s#_~ �9 a #-x = ~'. c~,~ und c~,~ = (]. c~,s#_., 

sein. Daraus folgt durch Multiplication 

(521) 0 2 ."" I ,  oder C~----[- 1. 
Die Gleichung (519a) reducirt sich daher auf 

( 
~ h  

%# 
(i+ 1)J ~,= o. """Y-T -- 

Wenn in dieser Oleichung das ~ntere Vorzeichen zu nehmen wiire, s~o 
a 

kiinnte man den Factor ~ - - ~ -  absondern. Dadurch wiirde abet der 

Grad der Parametergleichung in Bezug auf ~ um #wei Einheiten ver- 
kleinert, und ~] hiitte nicht den Charakter 2# sondern 2~ ~ 2. Dies 
widerstreitet der Voraussetzung, folglich gilt das obere Vorzeichen, 
und die Gleichung (522) geht fiber in eine Gleichung zwischen 

welche in Bezug auf x nur noch den Grad ~ hat. Setzt man n~imlic~ 
as 

(5~3) ~ § T = ~' + V = x~, = . .  

so ist bekannflich x~ eine ganze rationale Function ~'~" Grades yon x, 
und die Gleichung (522) geht fiber in 

0. 

Es kann auch der Fall vortrommen, dass bei der Vertauschung 

yon e mit ~ die Parameter ~ und ~/ bezw, in 
D" 

T und ~ - - -  

ltbergehen; dann wird die Gleichung (519a) die Form 

erhaIba. Daraus folgt 

( - -  I)" e,, ~p_," a~ -~ ----- O" c~,~, (-- 1)" c,,, a f t _  ~ - -  C �9 c , , ~ # - x ,  

also 
~525) 02 = t ,  �9 a #  - ~  - =  - { -  c ~ , ~ .  
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Die Oleichung (519a) reducirt sigh daher in diesem Falle auf 

(526) 
- -  y a ~ 3 - - 1  

+ 

Setzt man jetzt 

,~ ~2__ .~ - ~s .~ - (527) ~ - -  ~ - -  x ,  ~ ~ x2, ~8 ~ xa, " " " 

und bezeichnet man in dem FoIgenden h i t  ~'~,~ (u, v) eine ganze rationale 
Function yon u und v, welche in Bezug auf u hSohstens yore Grade 
~t und in Bezug auf v hSchstens yore Grade ~ ist, so nimmt die Glei- 
Ghung (526) ffir ch--.-2u entweder die Form 

�9 "~,~ (x, n ~) + .~,~ ~ _ , , . _ , ( x ,  ,~) - - o ,  (52s) 

oder 

(5~8a) ~F~_I,~(~, ~2) + ~ , ~ _ 1 ( ~ 2 ) ~  o 
an, jenachden das obere oder das untere Vorzeichen g i l l  

Ftir ch == 2r + 1 wtirde man erhalten entweder 

(529) 

oder 

(529a) 

~,~'~_~,~(~, ,~) + ~ , ~  ,~) = o, 

,~ F~,~ (x, ,~) + ~ ~'~_,,.(x, ,~) =. o. 

Yon besonderem Interesse ist der Fall, wo gZe~chr auf den 
zweiten Parameter ~] ~ihnliche Schliisse angewendet werden kiinnen wie 
auf ~. Dabei mSge der Charakter yon ~ eine gerade Zahl sein; es 
sei also 

ch==2u. 

Ist dann /)" gleichfalls ein Theiler yon ~, und haben die Para- 
meter ~ und y bezw. die Eigenschaft, dass sie bei der Yertauschung 

tO yon co mit -/)-~- in 

~ " - - ~ + ~  nnd ,, b 

iibergehen~ so reducirt sigh die Gleichung (519) auf eine Gleichung 

b welche in Bezug etuf y nut noch den zwischen ~ nnd y ~ , / +  ~-, 

Grad u hat. 
c0 Gehen dagegen bei der Vertauschung yon ea mit ~ die Parameter 

und y bezw. in 

~ " ~ - - ~  und ~ " . = ~  

iiber~ und setzt man 

25* 



+ - ~  ~- Y, ~ + - ~ r  y2, + 7 ---- y3, " ", 
( 5 3 0 )  b ~ 2 _  b, b~ - 

~ -  = ~, ~ = ~ 2 ,  73 ~8 ----- y.~, " �9 ', 

so reducir~ sich die Gleichung (519) en~weder auf 
(531) ~ , ~  (~, y) + ~yF~_~,~_~(~ ~, y) --- 0, 
oder suf 
(531 ~) ~ ~'~,,,_~ ( ~ ,  y )  -~. ~ ~ 'p_~, , (~2 ,  y )  = O. 

Man ha~ daher die fo]genden vier F~ille zu unterscheiden: 

I I .  ~, a , ~,, ,, b = - ~ ,  ~ ------~; "- '-F ~, ~ ~, 
b III. ~'=~-, ~'==H-~; ~ "= -~ ,  ~" 

IV. ~ j ,  a , ,, b $,  = - - ~ ;  f " = - - f ,  ~ = ~ - .  

Im Falle I kana man die ParameCergleiehung zwisehea ~ und y auf 
die Form 
( 5 3 ~ )  ~ , ~  (~, ~) = o 

bringen; in den Fiillefl II, III und IV iritl eine entspreehende Yer- 
einfachung ein, die Form der Gleichung ist aber noch davon abhiingig, 
ob a und fl gerade oder ungerade sin& Ausserdem bleibt es bei den 

allgemeinen Be~raeh~ungen noeh unentsehieden, ob fiir ~'- - - -~ und 

~/'-- '~--7 die Gleichung (528) oder die Gleichung (528a)gilt; und 

ebenso bleibt es unen~chieden, ob fiir ~"~--- -  ~, ~ " ~  b die Glei. 

chung (531) oder die Gleichung (531a) gilt. Dadurch findel man 

im Falle II 4 mSglicbe Formen der Gleichung~ 
,, ,, III 4 . ,, ,, ,, , 

,, ,, IV 16 ,, ,, ,, . . 

Es ~tirde zu weir ffihren, alle diese Formen hier anzugeben; es mbge 
nut noeh erwiihnl werden, dass diese Unentschiedenheit bei den bier 
foi~enden Anwe~dungen yon selbs~ forff's162 Es ergeben sich ni~mlieh 
aus d-er ~En~wickelung yon x, y, ~, ~ nach sr Polenzen vbn 

2 

]~'~ noch weitere Reductionen~ und zwar versehwinden, ,xie man schon 
aus dem ers ten  Gliede dieser Entwickelungen erkennt, so viele Ooef- 
tlcienr in der Parametergleichung~ dass immer nur eine einzi~e 
passende Gteichungsform iibrig bleibk 
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w 55. 

Anwendung auf den Fall n ~ a ~. 

Es set a eine Primzahl und n ~--a ~, dann wird 

(5sa) 
.,)" ('--, .,)" 

~(,, ~,/,+~ �9 

Der Charakter yon ~ ergiebt sich dabei nach den Angaben in w 10 
aus den Gleichungen 

+ (a - -  1) d, + (a ~ -  1)a~ == 24ka. 

Belzt man d~ ~ O, d~ ~ ~, so wird 

(534) ~ = L(n)" = Q(~, m')" ' 

(535) - -  (a ~ -  1)~ = 94k0, 0 = 24k, ,  (a 2 - 1 ) ~  = 94k , .  

Ftir positive Werthe yon u hat also ~ den Charakier 

(5a6) ch = k~. 
Dies giebt; 

i 
ftir a--.- 2, ~-~8, ch--- I, 
,, a-~3, ~-~3, eh---~ l, 

(537) ~[ " a=12v -J r  l,  ~ .=1,  ch= 6~, 2 + ~,, 
,, a----- l g v / -  5, ~ =~ 1, ch ~ 6 v  ~ + 5~, + 1 ,  / ,, a ----- 1 2 v  -[- 7, ~---- 1, ch - -  6v  2 -[- 7 v -{-- 2 ,  

,, a---12v-t-11,  u . - - 1 ,  ch .~6v  ~ - [ - 1 1 v ~ 5 .  

8etz~ man dagegen ~1 ~ 9~,, ~2 ~ - -  it, so erh~l~ man den Parameter 

- -  ( a  - I ) ~ ,  = .  2 4 ~ o ,  

(5~9) + ~ ( a -  l ) 'X = 24~,, 
- -  ( a  - 1 )  2,t = ~ 4 k 2 .  

Bezeichne~ man also den Charak~er yon ~ mi~ 2fl, so erhiilt m~n 



(540) 

fiir a ---~ 2, 

. a --~- 3, 

, a -~-  1 2 v - t -  1,  

,, a - ~ 1 2 v §  

,, a ~ 1 2 v  Jr" 7.  

,, a =~ 12v  "1" 11, 

Se~zt man in dem Folgenden 

~t = 24, t~ = I, 

A-~ I, ~6=6~ 2, 
~t~-- 3, t6~18~ 2n t-12v.1.2, 

11= 2, t 6 ---12u~ .1.12~ -[- 3, 
~ -  6, ~6~---36~,§ 

2 2 m'~  i 

~P (541) ~ = ~', = - -  co, 

und entwickelt man ~ und ~ nach steigenden P~tenzen yon 
finder man 

(542) ~ = r-o~ ,1, " ", ~ = r-~ § . . . .  
Nun gilt ganz allgemein, was auch m sein mag,  die Gleichung 

, ,.)-- 

~'~ ~so 

(543) 

folglich gehen 

und ~ in 

(544) 

bei der Yertauschung yon e mit ~-- die Parameter 

Q(_~ , y . = T  ,~ Q(~, ~')~ {~(~, {o9 ~ 

(Eine solche Vertauschung yon e m i t  e wurde bereits in {} 11 fiber. 

angewende~; sie fiihrte zu den co~ni~lementdren Parametern). Die Glei- 
chung zwisehen ~ und ~ reducir~ sich also in diesem Fall~ auf eine 

a ~ 

GIeiehung zwischen x ~ ~-}--~-- und ~ welehe in Bezug auf ~ nu~ 

noeh den Grad 16 hak 

w 56. 

Beisl}iele fiir den Fall  ~ - ~  a ~. 

Da man den Grad k e n n t ,  den die Gleichung zwischen x und 
h~si~zt t so kann man sie ohne Weiteres mit unbestimmten Coef~cienten 
aufsehreibeu, die man dann mit leich~er M~ihe finder, indem man 
und ~ naeh steigenden Potenzen yon r entwickelt und einsetzt. Es 
~ei z, B. 

L(5)e ch 1 ~ 2,  (545) a = 5, n = 25, also ~ ~ L ( 2 5 ) ,  "1 ~ L(25)s ~ , 

d~nn wird 

{ ~ = ~-~(1 ,1, ar ,1, 9~, ,1, ~ . 1 . . . . ) ,  
(546) = ~ "1" 5~ -~ = r -~(  1 - -  r 2]- 4 r  2 n t - . .  .), 

% ~ ~2 § 25~j-s __~_x2 _ 10 ~-- r -~(1 - -  2 r  - -  r ~ -i- 2 r  3 - ~ . :  ~ :  
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Die Gleichung zwischen x und ~ muss die Form 

(547) (a~ x~ -{- a~x + as) ~ -}- (b,x~ .~ b~x .-]- b s ) =  0 

haben; aus dem ersten Gliede in den Entwickelungen yon ~/ ,  x und 
x~ nach steigenden Potenzen yon r erkennt man aber, dass sie sich auf 

(547 a) ~ --  x: ~ b~x -[- bs -----0 
reducirt. Nun ist 

- -  X~ = 5r-~(1 -[- 2r ~- 4r ~ ~- . . . ) ,  
also in Uebereinstimmung mit Gleichung (236) 
(548) ~ ~- x~ -~- 5x -~- 15, oder ~ ~ x ~ ~- 5x -{- 5.  

In dieser Weise finder man leicht die folgende Tabelle: 

~ f f i = x + 9 ;  

Z (5)8 a = 5, n = 25, ~ = L(~5), ~ = ~ ,  

~ = x 2 ~ 5 x + 5 ;  
L(~)4 

a ~ 7 ,  n - - 4 9 ,  ~==L(49), ~ L(~9)~' ~ ~' ~ ~ 

.~ - -  7 (~ ~ 5 )~  - -  (~  ~- 7 x2 _ 49)  = 0 ,  

256 

7 

-b T , 

IQ 

(549) 

I I .  

(550) 

1.II. 

(551) 

IV. 

(552) 
oder, 
(55~a) ~ = 7 (x + 5) + (x + 7)y4x + 21. 

Diese Beispiele mbgen gentigen, um die angegebene Methode 
zuniichst aus den leichter vers~.ndliehen Fall anzuwe~den, wo sich 
die Reduction der Parameterglelchung nur ~ auf den e i ~  ~Parameter 
erstreckt. Noch grosset wird der Grad der Vereinfachung, wenn "man 
fiir 5eide Parameter in der angegebenen Weise neue HttlfsgrSssen x 
und y einftihren kann. Wie dies geschieht, solI in den s 
Paragraphen gezeigt warden. 

w 57. 

/mwendung auf den Fall n = n'n". 

Es sei n -~-.~'. n", wobei ~' und ~" zwei yon einander verschiedene 
Primzahlen sein mSgen. Dann kann man zwei gauze Zahlen v' und ~" 
finden, fiir welche 
(553) r  - r  + I 
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wird. Jeizt seize man 

(554) 

"S /_.(.)~'/~ (~"). 

und bes~mme die Exponenten ~, 2, ~ so, dass 6, ~, ~ Parameter 
werden. Zu diesem Zweck benutze man die Auseinandersetzungen in 
w 10, nach denen L(n ' )  ~l Z(n") ~, L(~)a, nur dann ein Parameter werden 
kann, wenn in den Gleichungen 

[(."-.) (~, + ( . ' - . )  ~ + (i -~) ~ = ~4Z~o, 
~(n --n.")d, --{- (I --n")d 2 + (n'--n")d 3 = 24k~, 

(555) I (1,--n) ~, + (n n') (~2 -[- n') ~s - -  ( n " -  = 24k2, 
(FS" L(n --1) dj-[- - -1)  d~-J- (n - -1)  ds 24ka 

die Gff)sson ko, kl, k2, k a ganze Zahlen sin& 
Um ~ zu erhallen, seize man daher ~1 ~ + ~, ~ ~ - -  ~, ~a "~ + ~. 

Dadurch gehen die Gieichungen ~555) fiber in 

- -  (n' --  1) (n" -{- 1)u ~--- 24/~ o = 24k~, 
+ (n' - -  1) (n" + 1)u ~ 24/~ ~ 24k a. 

Bezeichnet man also mit a die kleinste ganze Zahl, welche die Eigen- 
schaft hat, dass 24a durch (n' --  l)  (n" ~ l) theilbar ist, so finder man 

~ 4 ~  k o - - - - k 2  - - a ,  /~1 ks  - h a  ( 5 5 6 )  ~: - -  (~,_~) (.,.+~), - -  - -  ~ . 

Dot Charakter yon ~ isl deshalb gleich 2a.  
U m  ~ zu erhul ten ,  se ize  m a n  d I ------[-~, d~-----dr ~ d a ~ -  

und bezeichne mi~ ,fl die kleinste ganze Zahl~ welche die Eigenschaf~ 
besit~,  dass sie dureh ( n ' - - l ) ( n " - - l )  lheiibar ist. Dadureh gehen 
die ,Gleichungen (555) fiber in 

- (~' - -  1) ( - " -  1 ) ~  = ~ 4 ~ o  = ~ 4 k . ,  

-b ( r  1) (n"-- 1)1% ~--- 24k,  = 24k~, 

(557) 
.... (~/_i)( ~• ~ ~ -- 

Der Charak~er yon ~ ist deshalb gieich 2 ~. 
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Um endlich ~ zu erhalten, setze man 61 ---- - -  ~z, t?~ ~ -[-/% 6s ---]-/~ 
und bezeichne mit 7 die kleinste ganze Zahl, welche die Eigenschaft 
besitzt, dass 24r durch (n 'Z r- 1) (n" --  1) theilbar ist. Dadurch gehen 
die Gleichungen (555) fiber in 

- -  (n' -}- 1) (n" -- 1)tr --- 24k o = 24k,, 
q- (n' -{- 1) (n" - -  1)tt = 24k= - -  24k~, 

247 
(558) ~ =  (rt'O F1)(~ ' ' - l ) '  ~0=/~l = - - ~ ,  ~2=  ]#2 ~ + ~. 

Der Charakter yon ~ ist deshalb gleich 2~,. 

Die Bedingungen~ welche soeben ffir ~, ~t~ ~ aufgefunden wurden~ 
sind nothwendig~ wenn ~ ~], ~ Parameter werden sollen~ sie sind 
auch ohne Weiteres hinreichend~ wenn ~, ~t~ ~ gerade Zahlen~sind~ 
denn 2:1)(D - -  1) ( D - -  2) @ hat bezw. die Werthe 

[+,~'(n'- i ) ( ~ ' - ~ ) -  ~"(~"-i} (~"-~)  + ~ (,, --1) (n - ~)] ~, 
[--I-~'(n'-- 1) (n ' - -2 )  --]-- n" (~"--  1) (n"--2)  - -  n(r~-- 1) ( r t - -2 ) ] i ,  

[ - , r  1) (~ ' -  ~) + ~"( ." -~ ) (~"-  ~) + ,~(, ,-  i) ( , , -  ~)]t~ 
und ist in allen drei F~llen dutch 24 theilbar, gleichviel ob n gerade 
oder nngerade ist. *) 

Abet auch in dem Falle~ wo ~, ~t oder t~ ungerage Zahlen sind, 
kann man zeigen, dass ~ ~ ~ unter den angegebenen Bedingungen 
Parameter sin& 

Nach den Angaben in w 4 (vergleiche die Formeln (58) Nr, 5) 
ist nRmlich 

/ / p '  (Z w) // 

eine TransformationsgrSsse, wenn sich ~ in zwei theileffremde Fac~ren 
a und b zerlegen liisst~ die beide grSsser als 2 sind. Dabe~ dur~t~l~iuft 

alle Werthe, welche zu n theilerfremd und kleiner si~d als n Ist 

~ 2m Jr- 1 das Product zweier ungeraden Primzahlen ~ '==2m'  ~t. t 
und n" - -  2m" -~- 1, so wird 

oder nach Gleichung (42) 
(--  1)" f(rt) -s ~ ( - -  1)m'+ " f ( n ' ) - s f ( n " )  ' ~  . t ~ .  

Nun ist m - -  2 m' ~ '  z~ m' -[-- ~n", folglich liisst sioh die Transformations- 
grSsse 2~ auf die Form 

*) Vergl. die Auseinandersetzungen in ~ 10. 
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.El . -~  f(n')~ f(n")* --~ Q-~,n,,,r . 
f(np 

:5 (n')~ L (~,"p 
.L(np 

bringen. Ferner ;st nach den Oleiehungen (58) Nr. 2 

- -  z 

gleiehfalls eine Transforma~ionsgrSsse. Deshalb wird aueh l~.f(n')~=" 
eine Transformafionsgriisse und zwar eine yon der nullten Dimension; 
d.h.  

L f~')~" L (n") ~ 
L(n? 

und ebenso 
~(~')~ L(~"?"' 

sind Parameter. 
Is~ ~ - ~  2a  und a eine ungerade Primzahl, so ;st sogar schon 

f ( ~ ) "  f ( a )  Z,(~)".Z,(a) 
f(2a) .L(2a) 

ein Parameter, wie bereits in Nr. 8 der Gleichungen (58) angegeben 
wurde. Daraus folgl ganz allgemein der Satz: 

. I s t  n ~--n'. n", und sind n'~ n" irgend zwei yon einander 
verschiedene Primzahlen, so wird 

_-- 

ein ~)arameter, wenn man die gan~mahligen ~x2onen~en 
dl, ~ ,  ~8 so bestimmt, dass in den Gleichungen (555) die 
Zhh~e~ ko, ]qr ~2, k~ ga~e Zahle~ werden, dass ffl, ~2, ~s 
entweder alle drei gerade oder alle drei ungerade sind, und dass 
n' (n'--l)(n'--2)~-t- n" (n"--l) ( ."--2) ~ z + n ( n -  1) (n--2)# 8 
dutch 24 theilbar ist." 

Naeh diesem Saf~ze werden such die GrSssen 4, 7, ~, welehe dutch 
die Glelchungen (554) erkl~irf sind, ;miner Parameter, wean man die 
ganzen Zahlen a,  ~6, 7 so w~ihl~, dass such 

24 ~ 24 t~ 24 7 
(559) ~--- (n ' - - l ) (~"+~) ,  ; t ~  ( . '=  ~) (n"- l) , ~ =  (a '+~)(n"-i i  

gauze Zahlen werden. 

Diese Parameter 4, q, [ besi~zen nun die folgenden Eigenschaf~en: 

Setzt~ man ~ co, co und ver~auscht co mi~ = n' ~ so gehen 
mi~ Rticksich~ auf die schon oft benutzte Formel 

Q , . -  = O(co,  co') 

die Parameter ~, ~, ~ fiber in 
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(560) 

- ~ )  q(~',  -- | 

~'="" o(~, ~,)'o(o',-5)" 
, O(~', - ~ ) ~  q ( - ~ - ,  - 

o ( ~ , -  ~ o (~ 

Q (~', - ,~)~' q (~', - ~ /  

Bezeichnet man der  K[irze wegen die 24 t' Wurze l  der Einhei t  

e ~ mit 0 und setzt man 
P 

so erh~It man nach der in den Gleichun.gen (134) und (134a) meiner 
vor. Abhandlung (Math. Annalen, Bd. 26, S. 421) gegebenen Tabelle 

( ~ )  ), 

"--~'~' 1" - ~  , '  )o(~,~,) 
(=" 

~ -  P 1, "0 kl ,  Q (W-~"' ~') 

= ~-.,,-., ~(~:, ~'),.) 

O(ro', - . ~ )  - -  ~ _ r  n, O(~, ~') = ~,. O(~, ~"), 

*) Die Substitution xs == -- ~,"n" x ~ n" y = (I-- ~,' n")x .-[.. ~" y , y8 =' -- ~," e, ~ y 
ist bier in die beidon Substitutionon 

~l~--~'x-{-y, Y1=--x uncl ~r~n"xt--yj, yi=xl 

zerlogt. Dabei kommt der Worth q ~ -- 1 vor, wi~hrend in w 14 und w 15 moiner 
Abhandlung im 26 ten Bando der Mathematisohen Annalen die ~rOsso 

als S4 te Wurzel der Einheit nur unter der Voraussetzung bestimmt worden war, 
dass q eino ~ositive ganze Z~lfl ist. Diese Besohr~nku~ kann man aber auf- 
heben. Ist n~mlioh 

so wird 
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wo 01 eine 24  to Wurzel  der Einheit ist ,  die man ~ jeden ein~elx~e~L 
Fall noch besonders bestimmen muss. Deshalb wird 

(56~) 
+j, i '+'" " o , " .  e "tt'.-')('++'>+'''w~ �9 ~, 

,~- ~tl(-'- 1) (r162 ~f O~ x " v + q 

[;" ~)~-~,. ~-~, 1(,,'--~) (,'-~)--,,'+v'-t-~!. ~. 

in  diesen 
2 ~  •= '2n"o) ~ 2n'o~', 

Gleichungen sind ~, 9, ~ dem primitiven Periodenlmam a r e  
2~" == 2 V" eo -[- 2 ~' m' zugeordnet. 

nachdem man in den G l e i c h u u l ~ e ~  Vertauscht man eo m i t - ~ ,  

(554) wieder ~" ~ co', ~ '  == - -  eo geseta~ hat, so gehen ~, 9, [ ~ b e r  i n  

(563) 

e e e m m  , i u , ,  

~<o.,_o). ~(..,_+). ' 

I P  +/ 

IX)" +0 3. ~(-~. ~:) Q+'. _.~, 
' "  I+  ~@ _o), Q(.;_~). .... 

Q ( + ,  _ 0+)~' Q(o,' , -+@. 
- -  n"1". o~" ' d' '(~, ' ~ Y"  Q{-~,- ~ ) ~  ,-~:+ 

Setzt man jetzt  

n,o~ _1.. ~" ~'  - -  ~', 

so erh~l~ man 

+++ {+(+"' 
+(+,', 

- - -  'Y" O) 'P'" 0)' 

- - + )  + ,,,,,,,,, ,-+- + '}  ++), 

(+,,) Q(+. =.)=,.'++'-,Q(+. -+). 
...... ~ )  ~ ~ y ' ~ '  " 

diPe ~,~e, rse S u b s t i t u ~ o n .  

folg~ ~a,lxer 

und dies giebt  

r Q(~,, e ' ) = -  ~ p,, 

( ~:. 
Q(o,, a,') ~ o \ _ ~ ,  

(+: ~) <~- 

~ . )  Q (.., ,~') 

- p )  Q(~. m'), 

P 
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(564) 

Q(o,, 

F Q(~, 

o 

-----O - - I ,  ' O \ l ,  O ' 

~'- ~d k ~ ,  ~"), 

- -  co) = O ( ~ ' i ,  ' n ' )  ~ ,  n" O(~r, ~r')= ~ .  O(~r, ~'), 

wobei ~2 wieder eine 24 t~ Wurzel der Eiahei~ is~ 
einzelnen Fall 

(565) 

die man ftlr jeden 
besonders bestimmen muss. Deshalb wird 

l 
~ , , ~  p2-~.  p xI(n'-:t)(r ~; 

~/,, ~ p ; t . .~  [(,r162 :t 

[~" n '~'. 02~'. #-uI(,,"-x)f,'-~r--,,'--t-c'J. ~ .  

In diesen Gleichungen sind ~, ~/, ~ dem primitiven Periodenpaare 
P, "W - - -  2 ~r eo -]-- 2 n co, 2 ~r' = - -  2 , /  - -  2 ,, " ~'  " ' ~ zugeordne~. 

Setzt man in den Gleichungen (554) wieder ~" ffi= co',  f f i=-  m 
ID 

und vertausch~ r mit -g, so erh~lt man (mi~ Anwendung der in w 11 

eingeftihrten Bezeichnung) die com~lement~iren Parameter 

~== ~b '~r 
o~o,-o)" o(o,:- ~)" 

o(~ o(o,-~)" ' 
o(~ Q(o,-~; 

o (~ ~ o ( o ' - - ' U '  

Nun ist aber 

Q(,~', 
fotglich wird 

(566) 

~_..~ ~"/~ 
o(o,-~ ~) ~ 

o(~,-~y o(~ 

( o, ~)q(~,, ~ ' )=  q-8 Q(~, z,), 
--~)=e --i, 



V' b, ~ ~-~-* (567) ~ = 2 a ,  ~ , ' = 1 ,  = = , 
Dadurch erh~l~ man in diesem Falle 

w 58. 

Anwon~lung auf don Fall n = 2 a .  

Es sei W -- -2  und n"  ----. a ,~ 2 b  -~- 1 eine ungerade Primzahl, also 
~ ~ ~-~ .  

(568)  ~ = y~(2a)uL(2)~ L(a)Z L(2)~ L(2a)~L(a)~ 
L(a )  '~ ' ~/--'-- L ( 2 a )  a ' r = r (u)~ '  ; 

(56 u ~  ~ 9) ~ =  a + ~ '  a - - ~ '  ~ =  .... . . . . .  

~, 2~ 0 (a+~)* , 1 ~, 

,, 1 ~,, a~' ~,, = q(,+~),. ~, ~ = -~, = ~ ,  

= T '  ~ = ' ~ '  ~ffi" : " 

(570) 

Da ( a - ~ l ) ~  = 24a dutch 24 theilbar ist, so folgt hieraus, dams man 

~ = ~ §  

in die Parametergleichungen zwischen }, ~ und ~ einfiihren daft, wo- 
dutch dann der Grad in Bezug auf jede der drei Ver~nderlichen auf 
die H'~]fte reducirt wird. 

Es geniigt, die Rechnungen an irgend einem Beispiele zu erl[iutern. 
Es sei a = 17, ~ ~ 34, dann wird a ~--~ 3, /~ ~ 2, 7 --~-- 2} ~ ~ 4~ 

- -  3, ~ ~ 1, also 

fa (34) 4 L(2) '  .L (17) s.L (2) s 25 (34) .L (17) 
(572) ~ ~ ]5(i7) ~ , r] =--" L(34)s , ~ ~ ~ ( 2 )  ' 

Dabei kann man setzen 

~Ta) 
, y2----- + -~r, ~ = ~ + ..... ~, , 

�9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 t t  $ �9 �9 �9 

umt z. B. die Gleichung zwischeu ~ und ~ auf die Form 

(574) (a,y~ + a~ + aa)~ + (b,y~ + b2y + b3)~ 
+ (c,y~ + c2y +c3)---0 

b~ngem ,~us dem ersten Gliede der Eutwickelungen yon y, y~, z, ~2 
2 

w 

nach steigend~n Po~enzen yon h ~ffi= r ,  n~mlich aus 
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y ---~ r-~(1 

z --~ r-S(l 

#~ -- r-~(l 

folgt aber, dass 

also 

Da sich in 

nu 3r -~- 6r  ~ -~- 13r ~ -~- 25r4 n u . . . ) ,  
nu 6r -}- 21r ~ n u 62r ~ -~- 162r 4 -}- 384r ~ - { - . . . ) ,  
- -  r -  2 r  ~ - { -  r a -~- 17r  ~ n u . . . ) ,  

- -  2 r - -  3 r ~ -[- 6 r a -!-  2 r 4 -}- 0 - -  r ~ - [ - . . . )  

at ~ 0 sein muss. Ferner ist 

y ~  ~ r -s(1  -{- r - -  3 r  ~ - -  2r  s - ~ - . . . ) ,  

y ~ z  == r-~(1 -}- 5 r  n u 13r ~ -}- 30r ~ + . . . ) ,  

y z ~  - -  y ~ z  ----- r-~( - 4 - -  1 6 r -  32r ~ -~-. �9 .). 

der Gleichung (574) kein Olied gegen dieses Glied mit 
r-~ for~heben kann, so mfissen 
Gleiehung (574) reducirl sieh auf 

Je~z~ erhiil~ man der Reihe nach die Gleiehungen 

r - -  2y~ -~- y~ ~- r -~ ( ~  16 -{- 64r ~- 124r ~ ~- 256r ~ 

also 

(5 5) 

~der 

auch a~ und b~ gleich 0 sein, d. h. die 

"" ')l 

- -  20y + 4~ = r-~( - 16 - -  64r -- 1 2 8 r  ~ - -  2 5 6 r  ~ . . . . .  ) ,  

~2 - -  2y~ -{- Y 2 -  20y -5 4~ "t- 4 .= O, 

(~ _ y)2 _ 2 0 y  + 4 ~  - -  32  == 0 .  

w 59. 

Weitere Yereinfachungen. 

In manchen Fiillen ist noch eine wei%ere Yereinfachung m S g l ~ ,  
8ind ni~mlich yon den Exponenten ~, ~, lu zwei, z. B. z ua~ ~ 
gerade, also 

so ha~ man zu untersuchen, ob nich~ bereits 

a = L(.) �9 L(.') 

ein Parame%er wird. Is% dies der FaN, so folg~ aus der Bildung yon 
a sofor%, class die Zahlen k 0, ~,, ~ ,  ~8, welche zu diesem Parameter 

gehBren, dutch die Gleichungen 
- - -  + = -   k3=+ 

bes~imm~ sind. Daher kann ~ nar dana ein Parameter sein, wean a 
und ~ entweder beide gerade oder beide ungerade sind. 

Der Charak~er yon ~ is~ daher gleich a oder gleich ~, jenaehdem- 
> ~ oder ~ > a is~. In beiden Fiillen erhi~lt man eine Gleichung 

zwischen ~/~ und / ~ ,  welche be~riich~lich einfacher is% als die zwiachea 
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und ~/, denn sie ist aus einer Gleichung zwischen ~/ und //~'~ oder 

zwisehen ~ und ~/~-~ hervorgegangen, so dass man yon vornherein 
einen grossen Theil der Coefficienten gleich 0 setzen kann. 

Dabei kann man die Reduc~ionen, welche frtiher ftir die Glei- 
chungen zwischen $, ~, ~ angegeben wurden, in gleicher Weise auch 
auf die Gleichungen zwischen //~, p/~, ~/~ anwenden; man braucht 
nut noch die Bezeichnungen 

(576) Ya a - 

(5~7) 
V~ 5 - 

(578) //~ _ r _ 

V~ = w ,  r  T = w ~ ,  

(r~) 3 
( V D  ~ + (~)3  = ~3, �9 �9  

(V~)~ ( w )  ~ (~q)3 -~ ~ , " " . ,  

(r~) 8 
(V~) ~ + (v~)~ - -  ~ ,  . . , ,  

(v~)~ = ~ ,  . . . ,  

( V D  ~ + (v~)3 = w 3 , . . . ,  

(V;) 8 
(V~  ~ ( v ~ ) ~ - - ~ , . . . ,  

, x ( a + i )  x 

- 1 V f - - V ~ ,  

(579) 

" ~ '  v - T  

mad ~ und ~ / ~  Parameter*), so finder man aus diesen (~lei- 
chu~gen ohne Weiteres t welehe Form die Gleiehungen zwischen 

*) Did Eh~oheidung d~trfiber giebt der allgemeine Satz, welcher in w 57 
bewiesen wu~d~ 

dnzufithren. 
w 60. 

B6ispble fib den Fall n -  2a .  

Mit "Rficksicht auf die Vereinfachungen, welche in dem vorher- 
gehenden Paragraphen angegeben wurden, bringt man die Gleichungen 
(570) besser auf die Form 
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Auf diese 

I. a - - - - 3 ,  n = - ~ 6 ;  a = = l ,  { ~ = 1 ,  7~---1;  

(580) V~ = L(o)~ ~(~)~ 
L(a)~ ' 

V~ = z (s ) .  L(.)), 
L (6f 

(581) 

(58~) 
oder 

(58~) 
WO 

(58~) 

Weise erhiilt  man die folgenden Resul ta te :  

~ = = 6 ,  ).----- 12, ~ - - 4 ;  

, f ~  = L(6)' L(S)'.  

8 1 9 / g ~ + - ~ - - ,  V ~ + G f f i ~ ,  V~+v~ 
1 9 

8 _ -  ~ V~ v~ v~ / ~  ~q , - - - =  ~, f~ - - -  

u--~-----O, g - - ~ O ,  v - - w ~ O ,  

x = y - - 1 8 - - ~ - - ~ - - 2 ,  

x __ } nL _.~._64 = u~ - -  16 ,=  ~ if- 16,  

y = ~  + 1-- - - - v ~ - -  2 = ~  ~ + 2 ,  

st = w~ _ ' 1 8  = ~ q- 18. 

L (~ ) '  ' 

II. a-----5, n = l O ;  a - = l ,  ~ . = i ,  7"=I ;  

L(5) 'L ( '~ ) '  
(584) V'~= L(~o),L(~)' Y ~ =  L(~o), ' L (5)' ' 

(585) 

4 

I 
~ +-~=~, 

4 _~, 

1 Vi + ~=,,, 
I ~ 

V~ r~ 

(586) u, - -  ro ~ O, ~, - -  ~ = O, 

oder 

(586a) 

WO 

(587) 

III .  

(588) 

urn4, it-~ 6, ~.=2;  

V~ ~(,o)L(5). 
--  - -  L(~) ' 

5 

5 

V - -  w - - ' O ~  , 

x-~--y --  1 0 . =  z - -  2.  

l e  = ~? _ 8 = ii~ - I"  8 ,  
' ~=  g + ' T  

y ~ = ~  -t- --" 

"~ __-- r + ~5 =W~__ 10.__ ~ q_ 10. 

a~=7, n---14; a-~-l, ~-~I,  7=~3~ g ~ 3 ,  it =. 4, ~ .= 4 ; 

~i " - -  I , ( 7 ) '  .... ' - / . , ( 1 4 ) '  ' L ( ~ ) '  ' 

Matbematisohe Annalen. X~XXYII. 
26 
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8 1 2401 { ~ + T = x ,  ~ +  - { = y ,  ~ + - y - - - - - -  ~, 

( 5 8 9 )  _ s 1 49 T = ~ ,  ~ + V ~ = ~ ,  V~+ ~ - ~ ,  

(590)  I y ' ~ x  + 7, w ~ . v s  - -  l lv ,  
xs _{_ 5 x 2 - -  3 2 x  - -  62 --- ya .__ 16y2 _{.. 45y T 64. 

I V .  a t o l l ,  n==22; a ~  1, ~-~5 ,  7~---5; u----~2, ~--~-12, ~----4; 
L (11)e.L (~)~ L (~2)~ L (11),. 

(591)  p~.ffi r , ( 11 ) '  
1 121 

( 5 9 ~ )  ~ _ f~_ i i~t _ 

(59;3) ~ - - u 6 +  l l ( u s + 4 u ) ,  9 - - , ~  -{ -3~a - -4~ ,  
o d e r  

(593  a) ( (w_v)  5 + 6 4 [ ( w +  7v) 3 - -  8 ( w + 3 v ) ( w ' - v )  2] = O, 
o d e r  
(594)  v ~  ( u 2 + l ) f u  ~ _L 4u2 + 4 ,  w ~- (u2--7)//u 6 - - 4 u  2 + 4. 

q~. a- - -13,  n - ~ 2 6 ;  a ~ 7 ,  ~ - - 1 ,  7--~3; ~ = 1 2 ,  i-----2, ~-----2~ 

(595)  F ~ - -  Zf2~)'L(~)' L(,~) L@) ,L(S6)L(la). 
~ z o s ) ,  ....... , VT~= z(26) ~ V ~ - -  z(~) '~ , 

(596)  [ - ~ Vr 13 

(597)  ~ " u - ~ 7 - 1 3 ( ~ - 4 ~ a ' ' ~ - 6 ~ ) '  W--V3--4V' 
(~(u-{ -  11w,~--156w~-[-210) ~ ( 3 6 % - - ] - w ~ - - 2 w ~ - - O w ~ - - 8 0 9 2 )  , 

o d e r  

~u~-~  11 w~--728w~+ 7 8 5 6 ) = w ( 3 6 u 2 ~ w ~ - 8 0 w %  t- t616w~--17536~. 

r VL  a ~ t 7 ,  n---=34; a ~ - 3 ,  ~ - - 2 ,  7 = 2 ;  ~ = 4 ,  ) t = 3  t y,.---- 1 i 
L (3a)4 L (2) 4 L ( 17)a .L (2) a Z ~4 )  L (17) ~' 

( 5 9 8 )  ~ - "  ' L(17) 4 ' ' '  ~ ~ "  L(34)* ' ~ ~ /.,(2) ; 

(599) ~+.--=~, ~ + ~=y, ~ + - - = ~  

| y s_ ,  34y~ "1- (--  13 x + l16)y - -  x r - -  34x -{-- ~O ~--- O~ 
(60o) { e + 6 . ~ - ( s ~ + ~ s ) ~ -  (~+'~o~+!3s)=o,  

/(--~) - ~o~ + ~ _ ~ -  o. 
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VII. 

(601) 

a - -  19, n = 3 8 ;  

(609) 

(603) 

oder 

(603a) 

a--5, ~ 3 ,  7--9; u-----6, ~---4, ~=~4; 

L 09) ~ 
.L (19) z L(2) '  V~= 

, , L(~)* ' 

8 1 361 

8 =_. . - _  , n o t  - 

{ ~ - -  % + 19(- -  u ~  - -  5 u v z  - -  6~  a --[- 2 u  ~ 5~) -~- O, 
W a - -  (3V a 71- 16v) wz -~- (3% -{- 3 5 2 v  4 + 32v.~ --~ 449) w 

- -  Vo -~- 176% - -  5136% - -  7673% - -  1152v == O, 

~ - -  109~ a -  95u~ z -  (19u ~ -[- 128) ~ - -  (u a + 128u) = .  O, 

( w  , , v3) a - -  7 v w  ~ -[- (334v ~ - -  1349v ~) w 

+ 185v r - -  6395v ~ -[- 2 2 6 6 7 v  ~ ~ O. 

(604) 

VIII. a---~23, n----~46, a - - l ,  fl----~ll, 7 -~11 ;  u----l, , ~ = 1 2 ,  ~ - ~ 4 ;  

(46)~ L(~)~ 

(605) 

(606) 

1 ~8 ~ 

y = x,, -~- 23(x,o -I- 11% + 78% -~ 404x7 --{- 1635% 
5384x~ -~- 14808x 4 ~ 34616xa T 69584x~ 

-{- 121184x 2f_ 183614), 

z ~ x~ -{- 7X~o ~- 13x~-{- 2 x  s - -  4 x ~ - -  l lx~  -t- 8X~ + 40X~ 
- -  104x~ -[- l12x~ - -  3 2 x  - - 4 6 .  

IX. 

(607) 

( 6 0 8 )  

(609) 

a = 2 9 ,  n = 5 8 ;  a-----5, ~-----7, y----7; 

L(29)* ' / / ~ =  L(as)s 

4 i 

~ = ~ ,  / / V - -  1 

L (~8) r (~) 

29 

r ~.~ - -  u, -b 2 9 [ - -  uv ,  + ( 9 ~  - -  185) ~8 - -  27u~v2 

: -  7% -- 46% -- 430u] = O, 

w s " -  9~w,  -~ (37 u 2 --,- 989) w a --~ ( - -  9 t~  a --~ 1080~) w~ 

-f- (147u 4 - -  2 5 4 7 %  -{- 15{~i0)~ - -  u7 - -  143~a 
--}- 4258~ a - -  39358,~ ----~ O. 

26* 
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XJ 

(61o) 

(611) 

(612) 

a~-31, n-----62; a - - 4 ,  fl-----5, 7--15;  ~ - 3 ,  ~----4, it-----4; 
L (62) s L (2) a L (31) ~ L(2)* L (6"2) ~ L (31)' 

8 1 

y4 - -  xa -~- 31[-- (x -1- 25) y~ -~- (8x~ - -  256x "4- 1247) y~ 
..1- (-- 13x~ -4- 205x2 --  1928x -4- 8146) y 
-{- (3x4-- 64xa ~ 637 x 2 -  4430x + 17346)] ~ O. 

Die Gleichung zwischen v und w hat die Form 

(613) ( w  - -  vs) 5 ~ (a, vw 4 -}- a2v4w ~ -[- a3v'w 2 -{- a4 v'~ -{- asv '~) 
+ (b, v2w s + b2vsw + b3vsw + b4v") 
+ (c, w8 + c2r + c v6w + 9) 
-}- (dl VW ~t .3I-- d2V4W .-Jr- d3 vT) + (e, v2w + e2v 5) 

n t.- ( f jw + f~v ~) + g~v---O. 

Der Grad dieser Gleichung ist so both, (lass die Berechnung der 
noeh unbestimmten Coeffieienten vorl~iufig iibergangen werden midge*), 

*) Es gereicht mir zur ganz besonderen Genugthuung, dass Herr H. Weber 
in seiner geistvollen und an Resultaten so reichen Abhandlung; ,,Zur Theorie 
tier elliptischen Funotionen", (Acta mathematica, Band 11, Seite 333--390) gleich. 
falls auf solche reducirte Parametergleichungen geffihrt wird, obgleich er yon 
ganz anderen Gesiohtspunkten ausgeht. Die 2, Seh ~ ~fli '  schen Modulargleic~ge~", 
welche er fiir die Transformation yore Grade 

~ t ~  8, 5, 7, 11~ 13, 17 und 19 

auf Seite 349 gegeben hat, stimmen, his auf die ge~nderte Bezeichnung, mit den 
Gleichungen fiberein, weiche ich ffir die Parameter ~ und ~ in dem Vorher- 
gehenden bei der Transformation yore Grade 

-~-6, 10, 14, 22, 26, 34 und 88 

aufgesteUt5 babe. Dass bei mir der Transformationsgrad doppelt so gross ist~ wi~ 
bei Herrn Webe r ,  liegt nur an den yon mir angewendeten Bezeichnungen, 
xvelche in die des Herrn W e b e r  dutch eine Transformation zweiten Grade~ 
iibergehen. 

Wegen dieses Umstandes br~mehe ich auch meine lKethode nicht auf den Fatt 
zu besehrl~nken, wo ~ ~ 2a ist, sondern ich bin in der Lage, sie auf den aU~ 
gemeineren Fall anzuwenden, w o n  das Product yon zwei beliebigen Primzahleh 

und g '  ist. Selbst auf den FaIL wo ~ eine beliebig zusammengesetizte Z ~  
ist, 1Ksst sich dieses Verfahren fibertragen. Das gr0sste Gewicht lege ich ab~ 
darauf, dass ich durch meine Methode nicht ~wei, sondern drei Parameter ~c~ ~ 
erhalte, zwisehen denen so einf~tche Gleichungen bestehen; denn daraus ergiel~ 
sich ein wesentUcher u ffir die Anwendungen auf die complexe Multipli~ 
cation der elliptischen Functionen. Benutzt man n~mlich die Schl~fli 'schen 
Modulargleichungen des Herrn Web er zur Berechnung der singul~ren Invariante~ 
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w 61. 

Anwendung auf  den Fa l l  n - - - 3 1 .  

Es sei n" --- 3 und n " ~  a ~--- 3 b + 1 eine Pr imzahl ,  also n = 3 a, 
dann  seize m a n  

wird. 

~ ' ~ ' - ~ _ 1 ,  , " = ! b ,  so dass , / n " - - ~ " n ' ~ - - { - 1  

Dadurch  erhiil~ man  aus den Gleiehungen (561) und (564) 

~ ' ~ - P  b ,  3 b ~ l  

Setzt man  also 

/ ,  (3a) ~ L (8) ~ Z, (a) ~ / ,  (s) ~ Z,(8 a)~ L (a) ~' 
(614) ~ ~ L(a) x -, ~ -m- .... L(Sa)~ ...... , ~ ~'- L(8) ~ 

WO 
12ee 12~ 6~ 

a n t - 1  ~ a - - 1  ' a - - I  ' 

so finder man aus den Gleichungen (562) ,  (565) und (566) fltr das 
obere Zeiehen 

(616) 

und fiir das untere Zeichen 

so finde~ man zun~chst sine Gleichung, welche noeh ~iberft~ssige Factoren en~- 
h~lt. Wenn nun Herr Webe r  behauptet, dass sieh diese iiberfltlssigen Factoren 
leieht absondern lassen, so mag diese Behauptung ffir die behandelten einfachen 
F~lle rich~ig sein. Soll 'abet die Methods auch bei grSsseren Wer~hen yon n ge- 
niigen, so ist es erforderlich, dass man noeh eine ~weite Gleichung angeben kann, 
yon der die gesuchte singulars Invariante sine Wurzel ist, welche abet mit der 
ers~en Gleichung ]~einen der iiberfl~issigen Factoren gemein hat. Erst dann kann 
man die Gleichung ffir die singuI~re Invariante unter alien Umst~nden frei yon 
fremden Factoren erhalten. 

Aus den vorstehenden Beispielen erkennt man auch, dass in vielen F~]len 
die Gleiehung zwisehen ~ und g, oder die zwisehen ~7 und ~ einfacher wird als 
die zwisehen ~ und ~. 
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(617) 

r 

/F= V~, 
r  

V ~ .  

Io 

(618) 

Dieses Beispiel geht also 
mit ~ vertausch~. 

II. a - - 5 ~ n ~ 1 5 ;  b 

(619) ~ _  L(~5)'- L(a), 
L ( 5 ) '  

w 62. 

Beispielo flit den Fal l  , . ,  3a. 

a ~ 2 ,  n--~ 6; e~, . 1, ~6,. ~ 1, 7 - - 1 ;  z - - 4 ,  J , - = 1 2 ,  /~---~6; 
~/~ = L(6)' L(3) s L(2)" L(8)' I.,(6) s /.'(2) s 

in Beispiel I des w 60 tiber, w o r m  mare 

:2, a ~ l ,  p==,1,7==9; ~----2, 2,---=3, p--"~3; 
L (5)' L(S)' L (~5)8 L(5)~ 

(6~o) 

( ~ )  
o~,., 
(6~1a) 

III. 

(622) 

(6~) 

9 + • 1~5 
~ + ~ - = x ,  ~ v - ~ Y '  r  ~'  

9 -- 1 - 125 -- 

~ - F 5 ,  ~ ~ ( ~ - t -  D, . .= ~(~ - -  9), 

y ~ / X  2 -~- l O x  -{- 29 ,  ~ • (x  - -  4 ) / X  ~ -{-' l O x  ~ 2 9  

L(si) 3 L(a) 8 

27 ~ + - C - ~ .  x, 

27 - -  $ ---~. X, 

X = y(y 7) ,  

/., (7)' /., (a)' .T_,(sl) r ( 7 )  

1 '7 

1 7 _ 

'~--  E ~ Y '  ~ ; -  T - -  " ;  
- -  ~(~ - -  i), y - -  m + 3. 

r l ;  

I V . . a =  1], n - - 3 3 ;  

(6e5) 
L(8~) L(s) 

= .... ~ ( i l )  - '  

(6~6) 

b-~4 ,  a---~ 1, p---5, 7- -5 ;  z - - l ,  ~ 6 ,  ~---fi,~ 
L(n)e L(a) 8 L(aa)8 Z , ( l l ) a .  'q . . . .  ~_ , (88 ) ,  - - '  r ; =  ....... L ( ~ . ) ,  ~' , 

3 ~ + 2------ x ,  

3 ~ - - [ - - - -  x ,  

1 

1 - 1 8 3 1  _ - - - - = = y ~  ~- -'~- ,v, 
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(627) 

oder 

(627a) 

oder 

y ~ x~ § ll(x~ § 6xa "!- 23x~ § 63x § 126), 
-1- ~ § 2~a § 3~ a - -  8 ~  § 9~,  

y ~ x ~ § l l x  ~ § 51X 3 § 121x ~ § 144x § 66, 
= .~(x 4 § 2X 3 - -  6X 2 -- 20X § 9), 

- 2 --- ~= - -  (x + 1) (x~ + 5x + 8)=, 

(627b) ~ § 2 = (x s § 7 x 2 q- 19x § 17) (x § 2) 2, 
, 2 = a ' =  q- 5324 = (x + 1) (x8 § 7x2q  - 1 9 x +  17) X 

X (x 3 ,-. P,x 2 - -  9 x  n t- 16) 2. 

Dutch Elimination yon x aus diesen Gleichungen finder man eine 
Gleichung zwischen y und & die noch einfacher wird, wenn man die 
GrSsse ~ dutch die Relation 

einffihrt. Fiir die Anwendungen genlig~ die Gleichung 

(6~8) ~(x~ - -  ~ - 9x + ~6) ~ ~(~ + ~) (~  + 5~ + 8), 
die sich aus den Gleichungen (627b) ohne Weiteres ergiebt. 

a ~ 1 3 ,  n-----39; b-~4 ,  a~--7, /~==1, ~-----2; ~ 6 ,  ~.-~1, ~ . - -1;  Ve 

(629) ~ , ~ ~__ L(39) L(ta) 

(6~o) 

(63~) 

oder 

(631~) 

oder 

L(a9) 6 L(a)~ L (is) h(3) 

729 1 ~ + - F - - - - -  x, ,~ + - ~  = y, 

729 1 - - ~ ,  ~ - - - ~  ~ ~, 

13 

r 
~; 

X ~ -  Y 7  - -  13(y6 - -  4y5 § 2y ,  -.}- 19y.~ --  28y~ 

z ~--- ye - -  3y - -  3, 

- ~Ty + 50), 

x -~ y7 __ 13y6 § 45y~ § 52y4 

_~ y2 __ 3y - -  5, 

- -  493ya § 351y 2 

+ 1 2 1 5 y -  1404, 

(631b) x + 54 = (y + 2) ( ~  + y --  8) (y - -  3)~(y - -  5)5 

Durch Elimination yon y aus diesen Gleichunge~ finder man ei~e 
Gleichung zwischen x und ~, die noch oinfacher wird, wenn man die 
GrSsse 2 durch die Relation 

~ 2  ..~ x 2 ._ 2916 = (x --- 54) (x § 54) 
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VI. 

(633) 

(634) 

(635) 

odor 
(635a) 

einffihrt. Fiir die Anwendungen geniigt die Gleiehung 
(632) Yc. = y~(y~ - -  2y --  9) (y -- 3) (y -- 5), 
die sich aus den Gleiclmngen (631b) ohne Weiteres ergiebk 

a-~-17, n--~51; b-----6, a----3, ~=4 ,  7 ~ 8 ;  ~-----2~ ~ - - - - 3 , ~ 3 ;  
/ (51)  a L(3) u L(17) s Z(3) a s a L(17) s 

9 1 ' , ; + l  _ _  ,; = Y ,  ~ ,; =.Y; 

y~ = x~ + 17[(x + 14) y: + (-- 2x: + 26x --  109) .~ 
+ (-- 2x a -{- 2 5 x ~ -  140x -[- 504)], 

~ - -  17 (x + 14) ~ + (34x ~ - -  442x + 1244) 
- -  (x 4 - -  34x 3 -{- 389x ~ -  1428x + 1556) - -  ~. 

Die Gleiehungen zwischen ~ und ~; und zwischen ~ und ~ mSgen vor- 
l~iufig ihres hohen Grades wegen iibergangen werden. 

VII. a~19 ,  n - -57 ;  b ~ 6 ,  a-~5, ~-----3, 7 - -3 ;  ~ - 3 ,  Z---2,~----1; 

L(57) a L (3) s L(19) ~ .L(3) ~ L (57) Z (19) 
(636) ~ ~ L(19) s ' ~ "" L(57)'  ' ~ ----- L(3) ; 

{ ~ .Jr2 27 1 
= x, + = y, + = 

(637) 1 19 

(638) 

oder 
(638a) 

Y6 - -  xs + 19[~x2 - -  (Ys + 30y2 + l14y + 169) x 
--4~4 + 48~a + 350~2 + 499~] ~--0, 

X3 "]" 2~X2 "it" (4~3 + 57 ~2 + 438z + 2242) 
-(~5 + 14~4 + l l l  as + 602~2 + 1885~)= O, 

- - 3 ( y +  1)~2 + 3 ( y 2 - - 4 y + 9 ) z - - Y 3  + 42Y2 + 24----0, 

(a- y)a _ 3a2 _ 12(y + 3) z + (4,?,y 2 + 117 y + 54) =.0~ 

w 63. 

Anwendung auf den Fall n ~ 5a. 

E~ sei ~' ~--5 und n " - - a  irgend eine Primzahl, 
verschieden ist, also ~ ~ 5al  dann wird 

(639) ~-~- LCSa)~ L(5)~ L(a)~ L(5)~ 
L(a) ~ ' ~-~- LCSa) ~ ' 

wobei 

(640) 

welche yon 

L(Say 'L (~  
T, (5)~ 

47 
a - - 1  
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Je nach den Werthen yon a sind bier vier F~ille zu unterscheiden: 
I. F~ir a ~ 5 b J r - 1  setze man 

~"~---b, so dass ~' - - v " n '  
wird. Dadurch erh~ilt man aus den Gleichungen (561) und (564) 

O ,  ~ I~ 0 

0 ~ - ~  , 5 b n U l  , 
und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566) 

(6 1) 

wird. 

~ 3 b - - l ,  
Q1 ~ Q - - 8 ,  

-yy, 

~ - - ~ .  

o~ ~ o --'~, -F 5 / ~ o  -F 1, - " 0 + 1, 

~2 '== ~ 2b-.~ l, 5 b ~  

II. Fiir a -~- 5b Jr- 2 setze man 
~' ~ 3 ,  ~" ~ 3 b -Jr l ,  so dsss v'  n" - -  v" r~' , ~  Jr- 1 

I)adurch erh~ilt man aus den Gleichungen (561) und (564) 

5b-F2 --3,  b, - -  
. ~ . 5 ) - - 0 ( + 1  + ~ ) ' O ( . ~ l ,  10)--0-b-i, 

( 3, 5) ~_ ,b_ , 
0 ~  3 b q - 1 ,  5 b q - 2  

und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566) 

~-~, 
IlI. Ftir a ~ 5 b ~ 3  setze man 

~' ~ '2, 4'  ~ 2b q- 1, so dsss 4n" - -  r  ~= q- 1 
wird. Dadurch erh~lt man aus den Gleichungen (561) und (564) 
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und deshalb aus den Gleiehungen (562), (565) 

(643) 

V~' 

,1 

~/~' 

und (566) 

IV. Ftir a - - - - -5b+4  seize man 

v ' ~ 4 ,  v" ----- 4b + 3, so dass v ' n " - - r " n ' ~ n  t-1 

wird. Dadurch erhiilt man aus den Gleichtmgen (561) und (564) 

/ - - 4 b - - 3 ,  5 / '--4, -]- b, q l - - - q \  --4,  b nt'~) = '  54) "q (-{- 1, ~- h \ +  3, - -  - - v /  O-b-4' 

( 4, ~) _ ~&+~ 
q2-----Q 4 5 + 3 ,  5 b +  

und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566) 

(644) VFffiq~o(~+,).. V~, 

V~' 

~/~-7 _~ Q-s(b+~) ~. ,1, 
V~' 

V~ 

w 64. 

Beispiele flit den Fall n ~ 5a. 

I. a--~2, n = l O ;  a~---1, fl----1, ~,~-1; 
L(~o) •(5) //~ = L(2}~ L(5)3 

(645) ~/~-- :L(s)--- '  L(lo) s ' 

Dieses Beispiel geht also in Beispiel II 
mit ~ vertauscht. 

~-----2, X=6,  ~-----4; 

L(5)~ ' 
des w 60 fiber, wenn man 

11. 

(646) 

Dieses 

a~3 ,  ~ 1 5 ;  g-----2, ~==I ,  7--~ Ii ~-----3, ~---3, p~-2; 
/,(15)8/,(5)3 L(8) 8 L(5) 3 L(15)~ L(3)~ 

Beispiel geht also in Beispiel II des w 62 tiber, wenn man 
mit ~ vertauscht. 
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III. 

(647) 

(648) 

(649) 

oder 
(649a) 
oder 

a = 7 ,  n ---- 35; 
Z (35)s L (5)~ 

}-{--~- = x, 

~z---~4, ~6-~-1, ~'L-~-3; x- - -3 ,  ~---1, 9 = 2 ;  
L (7) L (5) .L (35) ~ .L (7) ~ 

----- L(a5) ' ~ ~ L(5)~ .... ; 
1 49 

~+T=y, ~+T=~, 
1 49 - 

~-T=9, t-T=~; 

~a-{- ~x~ -[- ( z~- -16z- -249)  .~ - -  Z,~-- ~ a ~  58~-{- 457~ = O, 

- - ~  - 5y~ W 5, 

x . = y ( ~ a - - 7 ~ - [ - 9 ~ + 7 ) ,  z - ~ s - - 5 ~ - [ - 3 ~ - - 5 ,  

(649b) ~ ----- (~ --  3) ~/(~ + 1) (~3 ...... 5~ ~ ~ 3.~ " 19). 

Daraus folgt noch die far die knwendungen brauchbare Gleichung 
(650) (~ - -  1) (~ - -  4) ~ ~- (~ --  3) ~. 

IV. a-----ll, n~-55 ;  a---~2, ~ = 5 ,  7-----5; ~ - - 1 ,  it ~ - 3 ,  ~ 2 ;  
(651) ~ =:  L(55) L(5) Z(11)8 Z~(5)8 Z(55)~Z(u)~ 

5 1 121 

~H-T-----~, ~H--~--y, ~H--T-=~, 
(65~) 5 1 1~1 

$ - - ~ ,  ~ - - ~ - - - - ~ ,  ~ ~ =~; 

t 
Y2 = x5 + 11 [(x 2 -{- lOx -{- 35) y 

(653) + (x~ + 5x ,  + ~ 0 ~  + 75~, + ~07)], 
~ = (x~. - -  10) ~ + x~ + x~ + 25x2 - -  2 5 x  - -  58, 

oder 

{y ~ - -  11(xzr  5)~y - (x~-{- 1 1 x ~ - [ - 3 0 x 3 ~ O ~  125X-[-629).=0~ 
(653a) 

~ - -  (x ~-- 20)y - -  (x~-~ x ~ -  2 5 x ) W  5x~-{ - lOOx--  16)==0, 
oder 

12y  - -  ll(~c -~- 5) ~ = (x ~ -~ i 8 x  -~- 61) V4X -{- 21, 
(653b) / ~ - (z ~ - -  20) = (x~ - 2 x  - 4) f 4 ~  + ~i.  
Daraus finder man noch die fiir die Anwendungen brauchbare Gleichung 

(654) [ ~  - 1~(~ + 5) ~] (x~ - ~x - 4) 
= [2~ --  (x ~ -  20)] (x ~ + lSx  + 61). 

Bemerkenswerth ist es, dass man die vorstehenden Gleichungen auoh 
auf die Form 

~ ---- (x -[- 5) 2 ( i l y  + x ~ -{- x ~ - -  5x  + 25), 

(655) ~ = (x ~ - -  20) (z + x a + x ~ - 5x  + 25), 

y ~ ( x ~ - 2 0 )  - ~ ( x  + 5?  --F (~ - 1 ~ )  (x + 5)~ ( ~ -  ~0) = 0 
bringen kann. 
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V. 

(656) 

(657) 

(658) 

oder 

(658a) 

oder 

a----13, n~--65; 
Z (65)~ L(5)~ I_, (~a) L (5) 

- - - "  L(13)  a ' ~ = L ( 6 5 )  

125 1 ~ + - y - = x ,  ~ +-{ =y, 

a-----7, ~---2,  7 = 3 ;  u ~ 3 ,  X ~ I ,  y--~l; 
- -  ~(~)L(~a). 

' /,(5) ' 

~+-~-=~, 

- -  1 0 8 y ~ -  103~ ~- 166)] ~ - 0 ,  

z~ -{- 5y ~ -  Ya -{- 10y~ -[- 30 = 0, 

{ x = -{- 13y(y--  1) ~ x --  (~7"_ 26~6 _{_ 215y~ _ 624~' -~- 625~ a 
--  702 ~ ~ 1099 y - -  88) ---- O, 

{ 2x~-~----  1 3 y ( ~ -  1) 2 + ( ~ -  2) (y -{- 1) (~ + 9) y'4~ + ],  
(658b) 

2 z  ~ - -  5 y  -[- (~ - -  2) V4~t "t- 1. 

Die Gleichung zwischen x und ~ kann man daher ersetzen dutch die 
GMctmng 
(6~9) (2z -{- 5y) (~ -{- 1) (~ ~t_ 9) ~--- 2 x  + 13y(~ --  1) 2. 

VI. a-----J7, n-----85; a-----3, 16-----8, 7 = 4 ;  u~- l ,  ~t--~-3, #-----1; 

(660) ~ ~ /,(85) ~5(5) /~(17)' L(5) 8 L(ss) L(,7) 
L(~7) ' ~ ' =  7~(85)~ ' ~---- L(5) ; 

17 

~+T=x, ~+~ (66l) 
1 - 17 

~3 - -  x ~  - -  (x~ - -  12) ~ + s ~ ,  - -  ~, - -  ~ 3 ~  = o, 

~(~ - x z  - x 2 + 5) = ~(x8 + 3 x -  8z). 
zwischen y und ~" mSgen 

(662) 
oder 
(662a) 
Die ~teichungen zwischen ~ und y, bezw 
vorI~,~g ttbergangen werden. 

Ebenso soll die Ausfiihrung weiterer Beispiele an dieser Stel|e 
~anta_r~en) weft die Anwendung dieser Untersuchungen auf cite 
coml~lex~Multiplication der elliptischen Functionen noch andere Htitfs- 
mitre1 bie~en wird, (lurch welche man die Rechnungen einfacher ge- 
stalten kan~ 

HannQver~ im Miirz 1890. 
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