Ueber gewisse Vereinfachungen der Transformationsgleichungen
in der Theorie der elliptischen Functionen.

Von

L. Kieperr in Hannover.

In meiner Abhandlung ,,Ueber die Transformation der elliptischen
Functionen bei zusammengesetztem Transformationsgrade‘ (Math. Ann.,
Band 32, S. 1—135) habe ich Paramefer von der Form

§ = L(D,)% L(Dy)’s L(Dy)% . ..
eingefiihrt, welche den Vorzug besitzen, dass ihr Charakéer eine ver-
hiltnissméssig kleine Zahl ist, d. h. man kann die Exponenten 0, d,,
0y, . .. 80 bestimmen, dass der Grad einer Gleichung zwischen zwei
solchen Parametern § und % in Bezug auf jeden von ihnen wesentlich
niedriger wird als z. B. der Grad der Jacobi’schen Modulargleichungen,

Die Vereinfachung, welche sich daraus fiir die Transformation
nten Grades ergiebt, kann noch weiter geftihrt werden, wenn man bei
der Wahl der Exponenten d,, d,, 05, ... erst in zweifer Linie darauf
achtet, dass der Charakier moglichst klein wird, wihrend man es in
erster Linie zu erreichen sucht, dass zwischen den verschiedenen Wurzeln
der Parametergleichung Relationen bestehen. Dadurch gelingt es dann,
die Parametergleichung zwischen & und y durch eine Gleichung zwischen
2 und y zu ersetzen, wobei x eine rationale Function von £, und y
eine rationale Function von % ist. Diese Gleichung zwischer z und y
ist bedeutend einfacher und kann deshalb auch viel leichter gefunden
werden. Der tiefere Einblick in' den Bau der Parametergleichung,
welcher sich von selbst daraus ergiebt, fordert auch betrichtlich die
Anwendungen auf die complexe Multiplication der elliptischen Fune-
tionen.

Aus dem Gesagten ersieht man schon, dass die hier folgenden
Untersuchungen eine Fortsetzung der oben citirten Abhandlung sind.
Um den Auschluss zu erleichtern, empfiehlt es sich daher wohl, fort-
laufende Nummern der Abschuitte, Paragraphen und Gleichungen zu
benutzen und beide Abhandlungen am Schlusse durch ein kurz gefasstes
[nhaltsverzeichniss zu einer zu verschmelzen,
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Dritter Theil.

Vereinfachung der Parametergleichungen.

XII. Abschnitt.

Beziehungen zwischen den verschiedenen Wurzeln einer
Parametergleichung.
§ b4,

Vereinfachungen bei beliebiger Zusammensetzung des Transformations-
grades.

Es sei D' irgend ein Theiler von %, und der Parameter  mit
dem Charakter ¢k habe die Eigenschaft, dass er in

(517) £ =2

iibergeht, wenn man @ mit - vertauscht. Dass es solche Parameter

wirklich giebt, wird in den spiéiteren Paragraphen gezeigt werden.,
Ferner habe der Parameter 4 mit dem Charakter 28 die Bigenschaft,
dags er bei dieser Vertauschung wnverdndert bleibt, dass also

(618) =
wird. Die Parametergleichung zwischen § und 4 hat dann die Form

Y==()
(519) 2(01/,213%2’9 + o518 - o Feub 6 0) =0,
y==ch

oder wenn man durch £8 dividirt,

Y=
6198) D (cnsplt + onapms Bt - + 2+ 2p) 0.

y=ch

Diese Gleichung bleibt richtig, wenn man § mit & und 5 mit
vertauscht, weil § und %' zu demselben primitiven Periodenpaare

%9,—, 20" gehoren; d. h. die Gleichung (519a) bleibt noch richtig,

wenn man £ mit —g? vertauscht. Dies giebt

Cy,1 gﬁ—l "w,o g{g

v==0
8 A1 :
(520) ¢y, 2 L + ¢, 251 L4 A y* =0,
1’;/:( £# gt il af

Die beiden Gleichungen (519a) und (520) miissen, von einem con-
stanten Factor C abgesehen, mit einander tibéreinstimmen, es muss also
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C
— %
67,21?——% . aﬂ *® f-—] C . Cy,# 'llnd '/"a ;_x' == 0 . 67,2{9_.,

sein. Daraus folgt durch Multiplication
(5621) C*=1, oder C= 1.
Die Gleichung (519a) reducirt sich daher auf
(522) 2[% 28 (§ﬁ+ ——) + 65,981 (E‘g"l—l- P ) 4.
+3 (1] r=o.

Wenn in dieser Gleichung das wmfere Vorzeichen zu nehmen wire, so

konnte man den Factor & — -g— absondern, Dadurch wiirde aber der

Grad der Parametergleichung in Bezug auf £ um szwei Einheiten ver-
kleinert, und % hétte nicht den Charakter 28 sondern 28 — 2. Dies
widerstreitet der Voraussetzung, folglich gilt das obere Vorzeichen,
und die Gleichung (522) geht iiber in eine Gleichung zwischen

ze=§ - % und 19,
welche in Bezug auf z nur noch den Grad g hat. Setzt man nimlich
©8) E+i=s, B+ G=n, F+T=n, .,

so ist bekanntlich z, eine ganze rationale Function xt» Grades von z,
und die Gleichung (522) geht iiber in

y==0
(522a) 2(0«:,2,9 %p ~+ Coop—1%p—1+ * *  + Crppa &+ Cop) 4 = 0.
ye=th

Es kann auch der Fall vorkommen, dass bei der Vertauschung

von @ it _}2)';. die Parameter £ und % bezw, in
f=7 wmd g=—9q
iibergehen; dann wird die Gleichung (519a) die Form

=y
_ abB oft Gy gﬁ-d C, g
(524) 2; (“"‘ 1)” (011,2/9 “g'{‘é' + 00,2‘9—-1 gﬁ..l_ + e + ;]}3—1 + : ) =0

erhalten, Daraus folgt
(—1y Cr, 98—+ OF % = C-trpy (— 1)" ‘—"‘"= C- Cv,28—x

algo
[525) Gzﬂli C"‘—“ilﬁ ("1)”37,219—”‘“ ¥ == Gy
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Die Gleichung (519a) reducirt sich daher in diesem Falle auf

(526) ? [Cv, 2,9(&19 + (— 2: af ) + ¢y,281 (g§—1 =+ ’(:;?'l_'i:) +"']ﬂ” =0,
yemch

Setzt man jetzt
3 —
(527) E-———Z—=E, 52-£=9—327 gs__‘f_=w3,...

und bezeichnet man in dem Folgenden mit ) , («, v) eine ganze rationale
Function von % und v, welche in Bezug auf # hdchstens vom Grade
A und in Bezug auf v hochstens vom Grade g ist, so nimmt die Glei-
chung (526) fir ch = 2« entweder die Form

(528) Fpo (@, 1) + T Fp,0-1(2, 9) = 0,
oder
(528a) ZFsv,0(@, 0*) + nFp 0-1(xn?) =0

an, jenachden das obere oder das untere Vorzeichen gilt.
Fiir ¢ch = 2« -4 1 wiirde man erhalten entweder

(529) N Fp-1,0(2, 1% + Fp,o (2, 4*) = 0,
oder
(529a) N Fpo (@, %) + ZFpy,0(, 4?) = 0.

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo gleicheeitig auf den
zweiten Parameter 57 #hnliche Schliisse angewendet werden kinnen wie
auf § Dabei mdge der Charakter von £ eine gerade Zahl sein; es
sel also

ch=20.

Ist dann D" gleichfalls ein Theiler von #, und haben die Para-
meter § und % bezw. die Eigenschaft, dass sie bei der Vertauschung

D
rr F g i rr b

tibergehen, so reducirt sich die Gleichung (519) auf eine Gleichung

zwischen § und y =y 4 'br}" welche in Bezng auf y nur noch den
Grad o hat.
Gehen dagegen bei der Vertauschung von o mit .Dl die Parameter
g und 5 bezw. in
£’ = — & und n"a%
iber, und setzt man
25%
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b b bt
n+—-=9, "72+“,,'2”§"‘=?/2’ "73“"“,,73"‘“‘_"?/3) R

n
(530) _ —_— I
"1”",’7""‘“?/7 "72"“";7?=3/2) ’73""",;§'='!/3""7
so reducirt sich die Gleichung (519) entweder auf
(531) Foa(8 ) + 8§ Fp-1,01(8% 9) = O,
oder auf
(631a) 9 Fpa1(8% ) & EFp1,a(8% y) = 0.
Man hat daher die folgenden vier Fille zu unterscheiden:
14 ’ 14 U4 b
L F=g W =omn E=+E 1'= 3
4 ’ r ’” b
1. Feg M=—m E=dE 7=
’ 4 4 174 b
Il =2, =y E=—E, 1=
’ ’ ” U b
IV. g—"=£, ')1=--—-')1; §=———§, 12===-q—1—-

Im Falle I kann man die Parametergleichung zwischen £ und 5 auf
die Form

(632) Fso(z,y)=0
bringen; in den Fillen II, III und IV tritt eine entsprechende Ver-

einfachung ein, die Form der Gleichung ist aber noch davon abhingig,
ob « und f gerade oder ungerade sind. Ausserdem bleibt es bei den

allgemeinen Betrachtungen noch unentschieden, ob fir & = % und
7 = — y die Gleichung (528) oder die Gleichung (528a) gilt; und
ebenso bleibt es unentschieden, ob fiir £ = — &, n”==% die Glei-
chung (531) oder die Gleichung (531a) gilt. Dadurch findet man

im Falle II 4 mogliche Formen der Gleichung,
» » III 4 » » L} » ?
» o » V16, »oom »

Es wiirde zu weit fithren, alle diese Formen hier anzugeben; es moge
nur noch erwéhnt werden, dass diese Unentschiedenheit bei den hier
folgenden Anwendungen von selbst fortfillt. Es ergeben sich nimlich

sus der Entwickelung von 2, y, ¥, ¥ nach steigenden Potenzen von
2

h™ noch weitere Reductionen, und zwar verschwinden, wie man schon
aus dem ersten Gliede dieser Entwickelungen erkennt, so viele Coef-
ficienten in der Parametergleichung, dass immer nur eine einzige
passende Gleichungsform iibrig bleibt.
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§ 5b.
Anwendung auf den Fall # = a2

Es sei a eine Primzahl und »# = a2, dann wird

—_— 'Q —
R L SR

Der Charakter von & ergiebt sich dabei nmach den Angaben in § 10
aus den Gleichungen

— a(a — 1)0; — (a* — 1)0, = 24F,,
+ (@ —1)28, 4+ 0 =24k,

Setzt man 0, =0, d, = %, so wird

°Go2)

(534) g = L(n)“ = Q(ﬁ o )” )
(635) — (@*—1)x% = 24k,, 0=24k,, (a®>—1)x = 24F,.
Fir positive Werthe von # hat also § den Charakter

(536) ¢h =k,.

Dies giebt
[fﬁr a =2, x=28, ch=1,
» @==3, xt=3, ch=

37 | 7 a=12v4+1, z=1, ch=6v?+v,

w 0=12v4+5, %=1, ch=6v"-4+5v+1,
w a=120417, x=1, ch==06v*+4 Tv-}2,
L, 0=12v 411, %=1, ch==06v*+4 11lv-}b.

Setzt man dagegen 0, = 24, 8, == — 1, so erhiilt man den Parameter

B N2
L(a)ﬂl _ Q(—&:Q w)
= ’
Lot o(Z,n) Qm,a)
(@ — 124 = 24K,

(539) 1 2(a — 124 = 24k,
— (& — 1)?4 = 24F,.

Bezeichnet man also den Charakter von 4 mit 28, so erhilt man
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fiir a = 2, A=24, =1,
» a=23, A= 6, B=1,
,y a=12v 41, = 1, =067
(540) , a=12045, A= 3, f=1822-412» 4 2,
,y @a=12v4+7. A= 2, B=120*- 12v 43,
L, a=120 411, A= 6, B ==2362%-} 60» - 25.
Setzt man in dem Folgenden
2 20’7
(541) =0, T =—0w, h"=e"" =7

und entwickelt man & und 4 nach steigenden Potenzen von #, so0
findet man

(542) femyp—h i, pe==pr—FLf....
Nun gilt ganz allgemein, was auch m sein mag, die Gleichung
(543) 2, 2)=ymQ(v, o),

folglich gehen bei der Vertauschung von o mif -;%— die Parameter

g und 5 in
22
¥ Qo0 ) _,
e(L, o) 0w, oY @(%, o)’

tiber, (Eine solche Vertauschung von @ mit — wurde bereits in § 11

(B4) E=

®
-—=-%~— und ’1—7——"—-

angewendet; sie filhrte zn den complementiiren Parametern), Die Glei-
chung zwischen & und % reducirt sich also in diesem Fallé auf eine

Gleichung zwischen # == § +."£§1 und 7, welche in Bezug auf # nm
noch den Grad f hat.

§ 56,
Beispiele fiir den Fall % = o®

Da man den Grad kennt, den die Gleichung zwischen z und 13
besitzt, so kann man sie ohne Weiteres mit unbestimmten Coefficionten
anfschreiben, die man dann mit leichter Miihe findet, indem man «
wnd 2 nach steigenden Potenzen von » entwickelt und einsetzt. Hs
sei z. B,

(345) @ =5, n = 25, also § = L(25), n = =& o
s W= 29, » 1 Z (25 © =1, =2,
daun wird
=214 3¢r 4 99?4 2293 L .. ),
(p48) {2 =E+DbEr=rt(1—r4r2 ...,
By =82+ WE =02 — 10 =11 — 27 — 92 £ 298 for . Y



Zur Transformation der elliptischen Functionen, 37

Die Gleichung zwischen # und 7 muss die Form
(547) (2%, + a2 + ag)n + (0,2, + b2 + b)) = 0

haben; aus dem ersten Gliede in den Entwickelungen von 7, % und
z, nach steigenden Potenzen von » erkennt man aber, dass sie sich auf

(5473) N— %+ bx+ by =0
reducirt. Nun ist
N — Ly = Hr"1(1 4 20+ 4724 .. ),
also in Uebereinstimmung mit Gleichung (236)
(548) §e=ay 4 Dz 4 15, oder 9 =2a%- bz -} 5.

In dieser Weise findet man leicht die folgende Tabelle:
L (2)48 256
L =2, n=4», §=L(4)8, ’7”‘1‘(%)?32'1 x==§+——§—-,

(549) n =g -+ 32;
L o=3, =9, E=LO, 1=33 s=t+F,
L 5
ML a=5, n=25, §=L(@), 1=—1o s=E+F,
(551) n = 2? 4 Bz - b;
L (D4
IV. a=17, n=49, E=L49), "7=="jj(%)jz_; w=g+"z‘;
(552) N — U(x 4 5y — (@® + 72° — 49) =0,
oder,

(652a) 29 ="T(x + 5) 4 (# + Y4z 4 21.

Diese Beispiele mogen gentigen, um die angegebene Methode
zunéichst auf den leichter verstindlichen Fall anzuwenden, wo sich
die Reduction der Parametergleichung nur suf den einen Parameter
erstreckt. Noch grosser wird der Grad der Vereinfachung, wenn ‘fnan
fiir beide Parameter in der angegebenen Weise neue Hitilfsgrissen »
und y einfithren kann. Wie dies geschieht, soll in den folgenden
Paragraphen gezeigt werden.

§ 51.
Anwendung auf den Fall n = u'#".

Es sei n =4 . %", wobei #' und #” zwei von einander verschiedene
Primzahlen sein mdgen. Dann kann man zwei ganze Zahlen +’ und 2"
finden, fiir welche

(553) Vo' —v'n =1
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wird, Jetzt setze man

’

g — LOYLO)* o(Z. o) o(Z o)
L(’n")” Q(:,, , m,)x 0@, e )
A N
(554) — L(,n')l L(n")l _ Q(..Z.,..’ ﬁi) Q(%, ﬂ)
1 Y/ L(’n)l Q(—%—, m,)l 0, w‘)l ,
o zorzwy _9Go7) G o)
L ) o(E, 7Y o o7

und bestimme die Exponenten x, 1, g so, dass &, 5, { Parameter
werden. Zu diesem Zweck benutze man die Auseinandersetzungen in
8§ 10, nach denen L (%)% L(n”)% L(n)* nur dann ein Parameter werden
kann, wenn in den Gleichungen

" —mn) 0, + ' —n) 0, + (1 —n) 0; = 24k,
(555) (n —n")0; + (1 —n")0, + (0" —n")d; = 24k,

(1 =) 8 + (0 —n) & + (0" —n') 0 = 24T,

(W —1) 0+ (n"—1) 8+ (n —1) 03 = 24k,
die Gréssen %y, %,, k,, k; ganze Zahlen sind.

Um £ zu erhalten, setze man daher 0; = - %, 0, = — %, 03 = -} x.

Dadurch gehen die Gleichungen (555) tiber in
— @ — 1) (0" + )x =24k, = 24F,,
+ (W — 1) (0 + 1) % = 24k, = 24F,.
Bezeichnet man also mit o die kleinste ganze Zahl, welche die Kigen-
schaft hat, dass 24« durch (' —1) (" 1) theilbar ist, so findet man
24
(556) ® = (n’—:l)(‘:b"-l-l)’ kozk2="‘"“, k1=k3==+06.
Der Charakter von £ ist deshalb gleich 2«,

Um % zu erhalten, setze man 0, =4, d,=+4 4, 0 =—1
und bezeichne mit § die kleinste ganze Zahl, welche die Eigenschaft
besitzt, dass sie durch (»'—1) (0"—1) theilbar ist. Dadurch gehen
die Gleichungen (555) iiber in

+ (" —1) (0" — 1)4 = 24k, = 24k,,
: 24
(85T) A= r—plo—s, ho=hy=—p, b=l =+§.
Der Charakter von % ist deshalb gleich 2.
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Unm endlich § zu erhalten, setze man 0, = — g, 0, = 4y, 03 =--u
und bezeichne mit y die kleinste ganze Zahl, welche die Bigenschaft
besitzt, dass 24y durch (»" - 1) (»" — 1) theilbar ist. Dadurch gehen
die Gleichungen (555) iiber in
— (W4 1)(# — Dy =24k, = 24Fk,,

+ (@ 4+ 1) (0" — Dp = 24k, = 24k,
24
(858) w = (n‘_l_]_)g@"._.l) ky=1Fk = —y, by =Fky =+ y.

Der Charakter von ¢ ist deshalb gleich 2.

Die Bedingungen, welche soeben fiir %, 4, ¢ aufgefunden wurden,
sind nothwendig, wenn §, n, { Parameter werden sollen; sie sind
auch ohne Weiteres hinreichend, wenn %, 4, u gerade Zahlen "sind,
denn ZD(D —1) (D—2)0 hat bezw. die Werthe

[+#(# —-1)w —2)—n"®n —1)(n"—2) + nn—1)(n—2)] %,
[ (0 — 1) (5 —2) + 0" (" — 1) (" —2) — n(n—1)(n—2)]4,
[—o' (0 —1) (o0 —2) -+ 0" (" —1) (0" —2) + n(n—1) (n—2)] 4
und ist in allen drei Fillen durch 24 theilbar, gleichviel ob # gerade
oder ungerade ist. *)
Aber auch in dem Falle, wo %, 4 oder u ungerade Zahlen sind,

kann man zeigen, dass &, %, { unter den angegebenen Bedingungen
Parameter sind.

Nach den Angaben in §4 (vergleiche die Formeln (58) Nr. 5)

ist némlich

R=[[¢aw)
eine Transformationsgrésse, wenn sich # in zwei thexlerfremde Factoren
@ und b zerlegen lasst, die beide grosser als 2 sind. Dabei durthauft
1 alle Werthe, welche zu % theilerfremd und kleiner sind als — 5 Lst

n = 2m - 1 das Product zweier ungeraden Primzahlen n'==2m"-1
und %" = 2m” -4 1, so wird

o=m

H@(aw) Rn@(a w)'ﬁ@'(an’W),

o==1
oder nach Gleichung (42)
(=1 ()2 = (— )+ f(w)2f(n")~* - B.
Nun ist m = 2m’ m” - m’ 4 m”, folglich lisst sich die Transformations-
grosse R auf die Form

*) Vergl, die Auseinandersetzungen in § 10.
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_ T@PIY® _ getowmr , LP L")
B= =" 1y

bringen. Ferner ist nach den Gleichungen (58) Nr. 2

f(n')sm" — Ql2m’m” L (%’)6m"
gleichfalls eine Transformationsgrésse. Deshalb wird auch R-.f(xn)on"
eine Transformationsgrosse und zwar eine von der nullten Dimension;

d. h ,
L% L(n"ys
L(n)®

und ebenso '
L' Ln")>3"
Ln)®

sind Parameter.
Ist #n==2a und ¢ eine ungerade Primzahl, so ist sogar schon

f@)°f@ __ L@)*La)
fa) —  L(2a)
ein Parameter, wie bereits in Nr. 8 der Gleichungen (58) angegeben

wurde, Daraus folgt ganz allgemein der Satz:
oISt n=mn". 0", und sind n, n’ irgend z2wei von einander

verschiedene Primzahlen, so wird
§ = L(n)% L(n")" L(n)*
ein Parameter, wenn man die ganzzahligen Exponenten
0y, 0,, 0, S0 bestimmt, dass in den Gleichungen (555) die
Zahlen ko, ki, by, ks ganze Zahlen werden, dass 8, 0,, 0,
entweder alle dret gerade oder alle dret ungemde sind, und dass
n' ('—1) (w'—2) 8 +-n" (n"—1) (0"—2) 0, +n(n — 1) (n—2)d,
durch 24 theilbar ist.
Nach diesem Satze werden auch die Grossen £, 5, &, welche durch
die Gleichungen (554) erklirt sind, immer Parameter, wenn man die
ganzen Zahlen &, B, y so wahlt, dass auch

o P 246 _ 247
W—Dw+0’ T w—new—n’ ¥ T Iy e =D

ganze Zahlen werden.

(559) % =

Diese Parameter &, 1, ¢ besitzen nun die folgenden Eigenscha,ften'
Setzt man =o', ¥'=-—w und vertauscht @ mit - —=» 50 gohen
mit Riicksicht auf die schon oft benutzte Formel

m’ m) Vm Q(w, o)

die Parameter §, 5, ¢ tiber in
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'g, JCi 2 —a) Q) — )}
T Ay Y ey o
0@, — o Q51— )’
(560) = =
o(%r—o) o(ar -5
g’= Q(“,‘?"”"‘")MQ(%a“%)“
L 9, —ar @(v. — )’

Bezeichnet man der Kiirze wegen die 24t Wurzel der Einheit
i
e’ mit ¢ und setzt man
ot ne = votfire==a,
go erhilt man nach der in den Gleichungen (134) und (134a) meiner
vor. Abhandlung (Math. Annalen, Bd. 26, S. 421) gegebenen Tabelle

o '.,—-—;-;°'—)=o("”"3 ) G, m)=en-10(2, =),

oG —0) =e(T ) €)= +=0(3w),
, ® —v'n, W ,

(561) Je(@ =) =9(-—-v’, )Q( )

—o(Ty o)-e (1 ") e@. )

=0 (5 ),

, __1,”, n’l , ]
0@, —o) =o(_,' 1) 0@ ) =0 Q@ D),
H

*) Die Substitution @y == — v"w'x +n"y=1—s"0" Yo+ 0"y, p=—2ra}y

ist hier in die beiden Substitutionen
w=—vaty, Y=—z und T=n0"0 -y, =2

zerlegt. Dabei kommt der Werth g == — 1 vor, wihrend in § 14 und § 15 meiner
Abhandlung im 26t%» Bande der Mathematischen Annalen die Grdsse

9( ) Q)
” q'

als 24'* Wurzel der Einheit nur unter der Voraussetzung bestimmt worden war,
dass ¢ eine positive ganze Zahl ist. Diese Beschrinkung kann man aber auf-
heben. Ist n&mlich

B=po-+go, &= po-tdao,

0o=q08—q0, o =—p &+ pd

80 wird



380 L. Kicerrr,

wo @, eine 24'¢ Wurzel der Einheit ist, die man fir jeden ei o
Fall noch besonders bestimmen muss. i)eshalb wird jeden einzelne

£ == % . 0¥ . @*lN—)0 Ay, L
T

'E':
(662) - 2. g—Alw—1) (" 1)—n" 1
n == et-o0 )(+)*’!-V'I..;’.,

¢ = 0—H+ @RI D—1—nir . £,

In diesen Gleichungen sind £ imiti :
., , M, ¢ dem primitiven Periodenpassre
2% =20"w + 2n 0, 2% = 2v"w -} 27" ®" zugeordnet.

Vertauscht man o mit —, nachdem man in den Gleichungeon
(654) wieder @ = o, @ == — o gesetzt hat, so gehen §, 9, { Ubex in

rg"_: Q(—%;—,-—-m)xQ(—E;—,——;?r)’
Q(w',——m)”Q(‘”'.-—';?”')“ ,

o oN G )
(563) ﬁ qg"= Q(::r'_’ "z) Q(G), wﬂ)» '

(% —a) e(=— )

o Iz ,

P =k ng?ir, —:) e, —w:f —.

{ R K AGT-2)

Setzt man jetzt
no+neo =uv —reo— V' 0 =,
so erhidlt man
va', 1

o —)=e (5 ) el )=o),

’
v,

(564) ' 1 o -
¢ (’%, — “’) =@ (v”n', n) Q(‘;;" W)‘”?'%"—BQ(?’ f)’

die inverse Substitution. Aus
Q(ﬁ, w') == 0 (ﬁ,’ Z,) Q (oo, m')
?
folgt daher , ]
Y ” — w, m:
e ar=e(_3 7)o@ =),

, q). ( g ‘q)=+1,
oy 9)elly s

und dies giebt
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oo~ 2)=o(2" 1) )

{4

; , 1 —1
—o(_7 o) el To)e@ ™)

(564)
{ = o~ *+"' @ ( ﬁn ’ ﬁ’))

Q(a, — o) = (L 1)@ ) = - 0 ),

wobei @, wieder eine 24t¢ Wurzel der Einheit ist, die man fiir jeden
einzelnen Fall besonders bestimmen muss. Deshalb wird

E” == 0, - @*IW =10/ +H)Hn"+r—8] . £
44 L. L L 1
g w= B gy grl 1) ] _’é_
In diesen Gleichungen sind &, 7, £ dem primitiven Periodenpaare
2 =200 + 20" 0, 2% = — 29 @ — 29" 0 zugeordnet.

Setzt man in den Gleichungen (5654) wieder @ = &', & = — @
und vertauscht @ mit —:'-;—, so erhilt man (mit Anwendung der in § 11

eingefilhrten Bezeichnung) die complementiren Parameter
PR ¢ O *
E = N * O, ~a) Q(m " n")“ )
¢~ ) e(e.—3)

e e

Q(OJ,-—O)) Q(m)

Q (@, — a)* Q(m:""""?')
oY o2

0, 1 , ,
0w, —)=e(_; )@@, &) =0 o, o),

folglich wird

Il

Nun ist aber

1Y ”IT ”

(666) E=—p, =1, f="%"
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§ 58.
Anwendung auf den Fall n = 2.
s sein = 2 und #” = @ = 2b -+ 1 eine ungerade Primzahl, also
(567) n=2q, vV =1, v =b, ¢ =g g,= "2
Dadurch erhilt man in diesem Falle

(569) “=_£—§l~ﬁf’ }'=a2ff17 ll'==&—§i~_z-i-;
i _ 2"9(«;+1)u C y- %’ ‘¢

(570) 1g7 = glatt® . £, o = 712_’ ¢ _Ef:,
Lz - %i’ n=1, = _a_)‘g_‘_ .

Da (a+1)% = 240 durch 24 theilbar ist, so folgt hieraus, dass man
E1)  e=f+%, y=u+ti, =t+%,

in die Parametergleichungen zwischen &, % und § einfiihren darf, wo-
durch dann der Grad in Bezug auf jede der drei Verinderlichen auf
die Hilfte reducirt wird.

Es geniigt, die Rechnungen an irgend einem Beispiele zu erliutern.
Es sei a =17, n =34, daon wird e =3, =2, y =2; x=4,
Ae=3, pu=1, also

4L(2)* 170 L (28 L34 L(17

(572) g=£%%%§?)._, ,,___._Eif%ﬁ)é_l., £ o= __.(_E%__L

Dabeil kann man setzen

6 i 17
r=t+%, y=un+,, =0+,

VE) 3 1 289
b18) w2=§2+'2§‘f‘: ?/2="72+‘,;2"’ 52=§2+“§§'>

und z B. die Gleichung zwischen % und § auf die Form

B (s + 2y + 395 + B9 + by + by)e
+ (¥4 + .y +¢)=0

bringen. Aus dem ersten Gliede der Entwickelungen von y, y,, 2, ,
2

nach steigenden Potenzen von %™ ==, nimlich aus
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y =r-2(143r 4 6r2 41392 4 2561t} .. .),
Yo == r—4(1 -+ 67 4 2172  62¢% 4 16294 4 38425 4. . ),
2 =121l —r—2r2 4+ 34171 4 .. ),
By =r—4(1 —2¢r — 31263+ 27} 0—984...)
folgt aber, dass @, = O sein muss. Ferner ist
Yy, =r"(14+r—3r2 — 2734 ...,
Y, =r"5(1 4 5r 4 1392 3073 4. . ),

Yo, — Yp# = 1—3(— 4 — 167 — 32,2 4 . . ),

Ds sich in der Gleichung (574) kein Glied gegen dieses Glied mit
»—5 fortheben kann, so miissen auch a, und b, gleich O sein, d. h. die
Gleichung (574) reducirt sich auf

(574a) ag8, + (0,Y 4 b5)2 -+ (19, + 62y + ¢) = 0.
Jetzt erhilt man der Reihe nach die Gleichungen
2y — 292 + 9y = r~2(+ 16 + 64r 4 1247* 4 2569 + - - 1),
— 20y + 44 = r~%(— 16 — 64r — 12877 — 26693 — .. 1),

also

also
(575) 0 — 298 + 9, — 20y + 4o+ 4 =0,

oder
(¢ — ) — 20y + 44 — 32 =0,

§ 59,
Weitere Vereinfachungen.

In manchen Fillen ist noch eine weitere Vereinfachung .moglich,
Sind nimlich von den Exponenten %, A, p azwei, z. B. « und 4

gerade, also
we=2u, A=24,

so hat man zu untersuchen, ob nicht bereits
8 = yEyq = L(ny—* . L{ny**. L(n")¥*
ein Parameter wird. Ist dies der Fall, so folgt aus der Bildung von

@ sofort, dass die Zahlen K, &y, %y, Ky, welche zu diesem Parameter
gehoren, durch die Gleichungen

2%y = — (a4 B), 2k =+ (a4pB), 2ky=— (e—B)) 2k =" (e—8)
bestimmt sind. Daher kann & nur dann ein Parameter sein, wenn «
und B entweder beide gerade oder beide ungerade sind.

Der Charakter von @ ist daher gleich a oder gleich 8, jenachdem =
¢ > p oder § > « ist. In beiden Fillen erhdlt man eine Gleichung

zwischen ¥/E und 7, welche betrichtlich einfacher ist als die zwisehen
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¢ und %, denn sie ist aus einer Gleichung zwischen % und VEy oder
gwischen § und /4 hervorgegangen, so dass man von vornherein
einen grossen Theil der Coefficienten gleich O setzen kann.

Dabei kann man die Reductionen, welche friiher fiir die Glei-
chungen zwischen £, n, £ angegeben wurden, in gleicher Weise auch
auf die Gleichungen zwischen V', 'y, /¢ anwenden; man braucht
nur noch die Bezeichnungen

Wa)®

- 8 -
(576) Vg + V— = U, §+ E U, (Vg) + (V-)?, Ugy o o 0y
VE—Ti—n, st DT,
— 3
Vit Lo, b tmv, G0 +T=0, .,
V—""%zﬁ: "7—'5“:""‘727 7 ) — éﬁ;: gy o ey
rVE"l" -;-;%:::w, §+_§7=’w21 (Vg)a‘}'gjcgf-} == W,y ..
(78) Ve we)e
z ¢ — e __ = 3 ¢ __
l/g—'*f?—'wi g 3 Wy, (I/E) (V )3 sty
einzufiihren.
§ 60.

Beispiele fiir den Fall # =

Mit Riicksicht auf die Vereinfachungen, welche in dem vorher-
gehenden Paragraphen angegeben wurden, bringt man die Gleichungen
(570) besser auf die Form

( _ g_ (a-l;l)x { _ 1 -
VE=2"0 " g, VT == V8 =%,
N etn= e { un
CONR O RN :/n"==~,,—_—, Ve -
| 1
L3
:-—- 5 1 -: = ]/aM

Sind ’En und p/n¢ Parameter®), so findet man aus diesen Glei-
chungen ohne Weiteres, welche Form die Gleichungen zwischen

« Vg‘a V;é‘s Vz haben,

*) Die Entscheidung dartiber giebt der allgemeine Satz, welcher in § 57
bewiesen wugde,
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Auf diese Weise erhilt man die folgenden Resultate:
L a=3,8=6; ae=1,=1,y=1; x=6, =12, p=4;

£ L(6® L(2° - LEFLES = LR LE) .
(580) VE= LOPIOP yp DORLOY e LOPLOY,

Eb S, Vit —v, Vit —

(581) o o -
V§~7—g=a, Vﬂ"‘ﬁ==’5, Vg‘-ﬁ“wi
(582) U—5=0, h—W=0, v —w=0,
oder
(682 a) g=y—18=2—2,
wo
(0 =§ + - —w — 16 =@+ 16,
(583) <y$n+“%=w_-2am+a,
z==é+-§g-1-=w2-‘18==w2+18.
\

II. a=5,n=10; a=1,f=1,p=1; x=4, 1==6, g 23

z L (102 L(2)? - L(6)* L(2)® % L(10) L (b) ,
(684) yE=TUDZE Yy =20 VE="ga

- - 6
Vg‘l"‘i/é-g"':“) V"?+“171;"='”: 1/@—{——175—:'—-!0,

(585) B s _ _ ) _ N
Vg—ﬁ==u7 V”“’ﬁ""‘"”) Vg—VE w,.
(686) w—75=0, 5—wW=0, v—w=0,.
oder
(586a) L=y —10=28—2,
wo
'x==§+-1-§-===u?-—-8 = %% 4 8,
1 -
(587) ‘?/‘=?7+-,;;"—"~=472-‘2 o= 92 - 2,
Lz=§+-2—g5-==w‘2--10==331+10.

. a=="1, n=14; e=1, =1, y=3; #=3, A=4, p==4;

8 - L(ML@)? 7 LOLQA)Y,
o88) &=2UOLO Y= VE=Tzar

; 26
Mathematische Annalen, XXXVIL
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¢ §
(589) . -
y—=z4+17, w=0"—11v,
(590) {ﬂ=x3+5,x2-—-3256 — 62 = y® — 16y* -} 4Dy | 64.

IV. Guﬂll,na22; 0 = 17 ﬁ=5) 7=5; %"‘-—=2, A=12) H=4;

- LQILEP 5 DEPLAL:
©91) yE=LEA, yy—"Tray > VE=T"rgy

121

(592) {]/g-}—-i/—_—-m%: 1/’7+"7:='v' V§+ ~—’M)

- - 121 —
Vi@, Vimgi— Vi—Ji=
(593) ‘t—)==u5+11(’w3+4%), W=y + u, — 4u,
oder

b P — 2u, = P+ 138 + 348,
(593 ) { v)% + 64[(w+T0)s — 8(w+30)(0—0)?] = 0,

oder

(594) v=(W+1)yut — 4w+ 4, w=u—7)/u’ —4u? 4.
V. ae=l13,n=26; a=7,f=1,y=38; x=12, =2, p=2;
(595) ﬁ* L(26)8 L(2) V’ﬁ L(13)L(2) V§ L(26)L(13)

L(13)§ ! L(26) L(2) )
84 e, YELE
VE""‘V'E-"’“: V"l"l" Vn vy V§+VE w,

(596) {- 64 - 1
i-Ymi, Vimi—s, Vi-B-w

(597) #(u+11w,—1560w,-}+210) ==w(36u,~+ws—2w,—Iw,—8092),
oder
(5975) {u=5’—6§5+63+206, w=v3—Tv,

A0 11w*—T128w2-7856)=1w(36u?-+wb—80w4 1616w?—17536).

, L34 L (2)* LT2L(2)* LBYLavy,
(598) &= —7gyw T="rayp @ &= <L(2) ’

16
®99)  E+F=a atl-y, +T=3

y* — 34y - (— LTz 4116)y — 2* — 34z + 440 =0,
(600) 3&* + 68 — (524-28)s — (224 2624 136) = O,
(¢—y* — 20y 4- 42 — 32 =0.
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VII. a =19, n=238; a=5, =3, y=9; %=06, 1=4, p=4;

T _ L(88) L(2)® - L(19)¢ L(2)? L(38)2L(19)’
(601) Vg = L (19)° ] 1/"? - L(38)2 ? V = W’

VE+ ——=u, Vi+-—==0, Vi+ St =uw,
(602) lg Vn Ve

Dy — Uy + 19(— ¥ — Huvy, — 6%; + 204 — 59) = 0,
(603) Jwy — (3v; + 16v) w, + (Bvg 4 3520, + 320, 4+ 449) w

oder
— 1099%— 95uv®— (199? 4 128) v — (u® 4 1284) = 0,
(603a) {(w — %)% — Tow? - (3340* — 13490%) w
4 18597 — 6395v° - 2266793 = 0.

VIII. a==23, n=46, =1, f=11, p=11; %=1, i=12, p=4;
__ L{e) L(2) - L(23)8 L(2)® = L@46RL@23)? .
©Y)  E="fay - V1= zay - V{= " zar
1 284
65  E+g=z, ato=y, t(+F =2

Yy = 2y, + 23 (%, + 1y + T8xg + 4042, + 1635z,

-+ 5384z, + 14808z, -} 346162, + 69584 2,
(606) 1 -+ 1211842 - 183614),

#=ux,+ T2,,+ 1832y} 225 — 42, — 112, + 8z + 40x,
\ — 1042, 4+ 1122, — 322 — 46.

IX. a==29, n==58; a=b0, f="1, y=1; #=4, =0, y=42;

= L(s8)2 L(2) ~  L(29P L{2)® = L(58) L(29) .
(607) VE’:W’ V’?*"_"L"(s'é—)f"ﬂ VE= =—7Z@m

Vit =t Vitge=0, Vitgr=w
68y t+ P T
VE— o= =W Vn—-—ﬁ-==v, VE— --—~-—-W,
( Uy — Uy + 29[— uv, 4 (Yu, — 185) ¥ Uy — 2Tuy0,
+ (23w, + 197u, 4+ 1208}
(609) — Tuy; — 46u; — 430u] == 0,

wy— aw, 4 (3Tu, — 289) w,; - (-—-—?Eﬁg -4 1080%) w,
\ -+ 4258u, — 39358u = 0.

26
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X. a,=31, n=62; 0£==4, ﬂ—"———5, 7=15, %==3, A=4, y,=4;

_ L(e2)® L(2)® —  L(31)® L(2)* z _ L(e2) L(31)
(610) &= L@ V= L2 VE= LR

S, gtt=y, =y
(611) . o
5“——5‘=x7 V’?+~V—;—"=”, V§+7/?=w9

612) y, — a5 + B1[— (@ + 25) ys + (82, — 256 + 124T) y,
+ (— 132, + 2052, — 1928z | 8146) y
4 (82, — 642, 6372, — 44302 - 17346)] = 0.

Die Gleichung zwischen v und w hat die Form
(613) (w0 — v3) o (@ 0wt 4 ayvtwd 4 ago" w? + a,v%0 4 a; ')
+ (b, 02 w® + byvdw? - byvdw - byo't)
+ (e, w® + e, v3w? + c3v8w 4 ¢,0°)
+ (dyvw? + dyvtw 4 dyo") + (60w - e,0%)
+ (fiw + f22°) + 910 =0.

Der Grad dieser Gleichung ist so hoch, dass die Berechnung det
noch unbestimmten Coefficienten vorlinfig ibergangen werden mdge*),

*) Bs gereicht mir zur ganz besonderen Genugthuung, dass Herr H. Weber
in seiner geistvollen und an Resultaten so reichen Abhandlung; ,Zur Theorie
der elliptischen Functionen*, (Acta mathematica, Band 11, Seite 333 —390) gleich-
falls auf solche reducirte Parametergleichungen gefiilhrt wird, obgleich er von
ganz anderen Gesichtspunkten ausgeht. Die ,,Schldfli’schen Modulargleichungen',
welche er fiir die Transformation vom Grade

n=38,5,7,11; 13, 17 und 19
auf Seite 349 gegeben hat, stimmen, bis auf die gefinderte Bezeichnung, mit den
Gleichungen tberein, welche ich fiir die Parameter £ und 7 in dem Vorher-
gehenden bei der Transformation vom Grade

n=6, 10, 14, 22, 26, 34 und 38
aufgestellt habe. Dass bei mir der Transformationsgrad doppelt so gross ist wié
bei Herrn Weber, liegt nur an den von mir angewendeten Bezeichnungen,
welche in die des Herrn Weber durch eine Transformation zweiten Grades
tibergehen.

Wegen dieses Umstandes branche ich auch meine Methode nicht auf den Fall
zu beschrinken, wo # = 24 ist, sondern ich bin in der Lage, sie auf den all-
gemeineren Fall anzuwenden, wo # das Product von zwei beliebigen Primzahleh
o und #n” ist. Selbst auf den Fall, wo » eine beliebig zusammengesetste Zakl
igt, ldsst sich dieses Verfahren iibertragen. Das grosste Gewicht lege ich aber
darauf, dass ich durch meine Methode nicht zwei, sondern drei Parameter &,7,¢
erhalte, zwischen denen so einfache Gleichungen bestehen; denn daraus ergiebt
sich ein wesentlicher Vortheil fiir die Anwendungen auf die complexe Multipli-
cation der elliptischen Functionen. Benutzt man n#mlich die Schl#fli’schen
Modulargleichungen des Herrn Weber zur Berechnung der singuléren Invarianten,
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§ 61.
Anwendung auf den Fall # = 3a.

Es sei #' =3 und n'=qa=23b-+1 eine Primzahl, also n=3a,
dann setze man

¥ =-41, v"=-40b, so dass v'n' —v'n =1
wird. Dadurch erhdlt man aus den Gleichungen (561) und (564)
_ ('—Fb, 3bil)_ (’—Fl,-—l—-S (b,-—-l "
“=e\xr1, s /¢ ®\+1, o)“"'

(il, 3
2= 0\4+b, 8041

Setzt man also

——— ’

0, F

(614:) g — L(3a)% L(3)” - Mﬁ_)i. g — L(sa)ﬂ L(a)l‘
L@* ' LEa* @Er
wo
12 12
615) * =531 lwa-—ﬁw “"‘a?w

so findet man aus den Gleichungen (562), (565) und (566) fir das
obere Zeichen

7 76 VS” 7 1 7 %

616 B e olt+)x . |/E o W “Wu_l{_z‘i
V7 N 3
L = Vi V"? == V"?) V§ VE

und fiir das unfere Zeichen

~
e
|

go findet man zunichst eine Gleichung, welche noch tiberflissige Factoren ent-
bilt. Wenn nun Herr Weber behauptet, dass sich diese iiberfitissigen Factoren
leicht absondern lassen, so mag diese Behauptung fiir die behandelten einfachen
Falle richtig sein. Soll 'aber die Methode auch bei grisseren Werthen von # ge-
niigen, 80 ist es erforderlich, dass man noch eine zweite Gleichung angeben kann,
von der die gesuchte singulire Invariante eine Wurzel ist, welche aber mit der
ersten Gleichung keinen der tiberfitissigen Factoren gemein hat. Erst dann kann
man die Gleichung fiir die singuldre Invariante unter allen Umsténden frei von
fremden Factoren erhalten.

Aus den vorstehenden Beispielen erkennt man auch, dass in vielen Fillen
die Gleichung zwischen & und £, oder die zwischen # und § einfacher wird als
die zwischen & und 7.
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[ =7 g% — =
VE = -’Q{, Vy = Bt~ . _1_/_1:_’ YT o= gUd—DH - VE,
(617) {y/E" = 1:/2-,_ V;277==9—(2b-—2)2, __V}_;__, YE = Q(Ab—-z)ﬁ . %,
— g% — — — e
J/g = V’g’ ? V’)) = V’?; V: =%'

§ 62.
Beispiele fiir den Fall » — 3a.
L 0=2,01=6; a=1, =1, pal; x4, A=12, p==06;

L(6)® L(3)* —_ L(2)% L(8) L(6) L(2)%
(618) VE= —ZIwp Vn= ——%-(g)—s@-—, VE == (1);(3)3 .

Dieses Beispiel geht also in Beispiel I des § 60 tber, wenn man §
mit ¢ vertauscht.

1L a=5,/n===]_5; b=2, O£=], ﬁ==1, y==2; x-..-..2, 11=3; {ng;

__ L@s)® L(3)® __ L) Ly L(15)% L(5)° .
©19) E="T7Tgr —» 1="rgep 0 = Layr
t+g=—= 1+,=y, t+p =2,
(620) f_0 1 126 .
—-§-==x, ’?’_‘Ey: g““"f"“”z:
(621) j=x-45, E=Z(x+1), t=yF—9),
oder

(6218) y = V@ F 10 F 29, #=(z—4)yY2"F 10z |- 29
L g=7,n=21; b=2, a=2, f=1,p=1; x=3, =2, p=1;

L(21)® L(3)® L(7)? L(3)* _ L(21) L(7) |
(622) g = (L)('?)'”’( » M= L(21)ye £ Z(3) ?
7
§+“‘2'g’=x) ’7+‘;“=?/’ c+"f"—"z’
(623) — 1 - T
A It

(624) g=gly—1T), Z==2@F—1), y=e-438.
IV. a=11, n==33; b=4, a=1, f==>5, pe=b; xe=1l, l===6, Mn==a3§

L(83) L(8 L(11)® L(3) _ L(88)® L(11)®
(625) E= "“”““""“‘(LG)( ) s M= L (33)° y & L,(8)8 3
i 1331
(626) t+g=—o Aty =Y (T =2
; 1 — 1331 —
g—%zg, "2"";2"=?/: g"""é‘“"‘-—'—'z,
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(627) {;t_/_= f"’ + 11(x, 4 62, + 23, 4 632 + 126),
Z =1z, | 2%, 4 3z, — 82, 4+ 9=,
oder
(6278) {y =254 1124 4 51a% 4 12122 4 1442 - 66,
Z=1x(x*+ 223 — 622 — 20z J 9),
oder
y— 2= =@+ 1) (@ + bz + 8)%,
¥+ 2 = @® + T2 + 192 + 17) (v + 2)7,
2=724-D5324 = (z -+ 1) (2® + T2 + 192 4 17) <
> (23 — 22 — 9z - 16)%
Durch Elimination von z aus diesen Gleichungen findet man eine

Gleichung zwischen y und 2, die noch einfacher wird, wenn man die
Grosse § durch die Relation

P=y—4d=U—2)@y+2)
einfiihrt. Fiir die Anwendungen gentigt die Gleichung
(628) g(2® — 24 — 9z -+ 16) = #(x -+ 2) (2® 4 Sz 4 8),
die sich aus den Gleichungen (627b) ohne Weiteres ergiebt.

(627b)

V. a=13,n=39; b=4, a=T, f=1, p=2; #=6, k=1, p=1;

_ L(39¥ L3y _ L9 L® __ L(39) L(13)
(629) E=—7gqgr — " A 1O I
7 1
E+ =0, 1t+r=y, t+F=0¢
(630) _m . L_a B
5 - 4 "7 n y’ g 3,

{ & =y, — 13(ys — 495 + 29, + 199, — 28y, — 17y +- 50),
(631)

8=y, — 3y — 3,

oder

x ==y’ — 13y® - 45y5 + H2y* — 493y 4 35192

(631a) - 1216y — 1404,
| #=y*—3y —5,

oder
(3 — B4 == = (y — 2) (o — Ty + 9) * — 2y — 9)?,
631b) {2+ B4=(y+2) (¥ +y —3)y—3)*(y — 9

|2~ 62 =F2="—Ty+ 9@ +y—3)

Dureh Elimination von y aus diesen Gleichungen findet man eine
Gleichung zwischen « und 2, die noch einfacher wird, wenn man die

Grosse Z durch die Relation
%2 == 2% — 2916 = (x — 54) (= - 54)
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einfilhrt, Fir die Anwendungen gentigt die Gleichung

(632) z=Ya(y*—2y — 9 (y —3) (y — b),
die sich aus den Gleichungen (631b) ohne Weiteres ergiebt.

VI. d=17,%==‘51; b=—“'—6, =3, ﬂ=4, ?=8; u_—_=2,,1,=-_-3,“==3;

— L(51)% L(3)? L)} L(8) L(51) L(17)%

(633) g L(”)z\ » M= L(51)¢ ’ §= (1)1(3):?( ) )
9

(634) b+ =2, 1+o=¥ 1—5=70;

(635) 3 = x, -+ 17[(z + 14) y, + (— 22, + 262 — 109) y

+ (— 2z; + 252, — 1402 -+ 504)],
oder

(685a) y®— 17(z 4 14) y? -} (342 — 4422 - 1244) y

— (2t — 342% 4 3892% — 1428x 4 1556) = Q.
Die Gleichungen zwischen & und ¢ und zwischen % und { mdgen vor-
lsufig ihres hohen Grades wegen iibergangen werden.

VIL a=19, n=57; b=6, a =5, f=3, p=3; x=3, A=2, p=1;

L3 L@y __ L@19)® L3y L(57) L(19
636) E="er 1= L@y o = im
§+‘2—;‘=x: "7+‘:’2'=?/) g"l"”lgg‘—‘z:
(637) o .
- _ = 19
—E =% ATy b=

G — @5 4 19[7 2, — (y5 + 30y, + 114y + 169) &
— 4y, + 48§, -+ 850y, + 4999] = 0,
(638) {%; + 28w, + (425 + BTe, 4 4382 - 2242) 7
— (% + 147, + 1117, - 6027, }- 18853) = 0,
B3Nt 3(y,—4y+9) 2 —ys + 42y, + 24 =0,

(638a) (¢ — y)® — 328 — 12(y + 3) 2 + (429 + 117y 4 b4) = .0,

§ 63.
Anwendung auf den Fall » = ba.

e sei # =5 und #” == a irgend eine Primzahl, welche von &

verschieden ist, also # = Ha; dann wird

(639) § = L0 LOS _L@LE  _ LGaf L@
bei L@* LGat '’ LE*  *
‘wobel
Ga . 65 . 4y .
(640) * =TT A=t p=
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Je nach den Werthen von a sind hier vier Fille zu unterscheiden:
I. Fir a =556 - 1 setze man
V=1, v =0, sodass vn" —v'n =41
wird. Dadurch erhilt man aus den Gleichungen (561) und (564)

""’"’(——1, 5 )=9(0,-—1)'9( ’ )“""m’

+1, 0
— (1’ 5 ) 55
=, 5b+1/T ¢

und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566)

s y——

-’/? = Q4(b+1)” . 1;/5_;‘ N I/:yir == -1/1-—-1_-?_-, V-g_; = VE,

64) {YF = grere yE, Y=o V?wf“—'f—

1/5‘ ’ ;/E ?

II. Fir a=5b- 2 setze man
V=238, v =23b+1, sodass v'n —v'n =1
wird. Dadurch erhilt man aus den Gleichungen (561) und (564)

’""(_Bb—] 5b+2)‘= (+?; ti “’(+?: ~(1))‘=9"°—1’

b—2

— ( 35 5) _
e=0\gp 1, 564+2/ "%
und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566)

;/q; ===_-9—-(41>+2)41 1/"#94&;; l/i',
T z ]/af‘
642) |y grtin. B, YT gy VT =l
x — — aM
l/g ]/5 Vﬂ =V, V— V

1. Fir ;z = Hb 4+ 8 setze man
yo=2, v =2b-+1, so dass Vn' — V0 =1
wird, Dadurch erhilt man aus den Gleichungen (561) und (564)

0 =10 _—zb:;: 5bi§>“'9(+2 +5) (+1 0)”""&_1

ee=0(gp 41 5b+g) =

——

[ e ,,.V
Y —gontor L,
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und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566)

=7 ? — 1 =5 -
h/g =9(6b+6)x.1;/_, 1/,7 _.__.._@—-(264-2)2,7/_;’ I/g ____._Q—Sb.u_z/g’

g
(643) { J/E7=gC*H0%. VE, Vﬂ"~9““+2” y VE =gk V%ﬂ,
= ’/536 :_~— _ '-__.Zﬂ

IV. Fiir 6 =5b 4 4 setze man
vVe=4, vV =403, so dass %" — v'n = 1
wird. Dadurch erhilt man aus den Gleichungen (561) und (564)

G Rt B e S R AL

"2‘"‘“9(411 +3, 5b+i) =&

und deshalb auns den Gleichungen (562), (565) und (566)

1/" = U1, V 5 1/,7 — Q—-G(b-i—l)l 1 , Y& = gs+iu. VE,

(644) l ]/?7==91°(b-!-1)”.1/§, V7 =gt®+na, V YT = o308+, I/ag
7

/e - _ RZ:
Vg""'"’”": V"?"‘"V"?: V"‘““V‘:

§ 64.
Beispiele fiir den Fall » == Ha.
L a=2,1n=10; a=1, =1, y=1; 2=2, =6, p=4;

L(19) L5 - L(2)? L(5) z L{10® L(2)®
645) YE=ZUOLO gy LGP g L09tLOr

Dieses Beispiel geht also in Beispiel II des § 60 iiber, wenn man §
mit ¢ vertauscht.
I a=3, n=15; a=2, =1, y=1; x=3, 1=3, u=2;

L@15)p L) __ L@3» L(5) L(15)* L(3)*
(646) ¢ Zer "= Iayr * ' Loy

Dieses Beispiel geht also in Beispiel II des § 62 tiber, wenn man &
mit { vertauscht.
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HI a=T7,n=235; a=4, =1, p=3; x=3, 1=1, p=2;
©647) E—= LG LO -, LOLE) . LE L),

L(7)% ? - L(85) LoE  ?
25 1 49
ais Ef =2, 14+ =y, t+FT=sz
(648) g 18 __ 5 1 - 49 -,
TR T 1Ty =h =

=1, — 1Yy — ¥ — 29),

(649) Tyt 2%y + (2,—162—249) T — Z,— o3-} 587, 4577 = 0,
& = '.7/_3 - 5?/2 + 57

oder

(649a) 2 =y@P — 19 +994+7), 2=y —>5y*4 3y—5,
oder

(649D) { =G -DE—-HVF+1) @& — 5y + 37 —19),
F=@—3)Yy+1) @ — 55+ 39 — 19).

Daraus folgt noch die fir die Anwendungen brauchbare Gleichung

(650) G—HEF—-HE=©F —3) %
1V. a=11, n==55; a=2, =5, y=0; x=1, 1 =3, p=2;

L(55) L(5) L(11)* L()® L(58) L(11)t

(651) g = “_L—_('l—l—)—*~7 = L(55)3 ] g = L(5)2 }
E+-—2—=£L‘, "7+‘1ﬂ‘=y; g""‘"l'?“":za
(652) b - 1 - 121 -
—5=% n1—,=¥ t—-F=48

[% = x, -+ 11[(2, + 10z 4 35) y

(653) -+ (%, 4+ Hxy 4+ 202, + Bz 4 207)],
] 2, = (%, — 10) 2 4 =, + 2, + 252, — 252 — B8,

oder

a3 {y2 — 11 (z+45)2y — (284112443028 40+ 125 2 -+ 629) =0,
(6532) 22 — (22— 20)y — (254 2*— 25 2% ba?-- 1002~ 16) =0,

oder
6531 {2y — 11(z 4 5)? = (a2 + 182 + 61) Y4z + 21,
(6538) 22 — (2 — 20) = (a* — 22 — 4) Vdz 4 21,
Daraus findet man noch die fiir die Anwendungen brauchbare Gleichung
(654) 2y — 11(z + 5)?] (a* — 22 — 4)

= [2¢4 — (2* — 20)] (2* -+ 18z 4 61).
Bemerkenswerth ist es, dass man die vorstehenden Gleichungen auch
auf die Form

7=+ 5 (1ly + 2° + «* — bz + 25),

7t = (a* — 20) (¢ + 2® + 2* — bz 4 25),
P (a2 —20) — (a4 5 + (¢ — 119) ( + B)? (22— 20) = 0
bringen kann,

(655)
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V. a=13, n=060; a="T, B==2, p=3; =3, i=1, u=1;

_ L(e3P L(s)® __ L(1s) L) __ L(es)L(18)
(656) &= @y 1T T ILEs g“"“"f"(s}’—’

125
E+ I —a, a+o=y, (+F=2

657
. {g—}'zj‘=5; "7"“',,17"=g; §"‘"1§i=§;
%y — Gy + 13[(ys — 29,) = + (2ys — 16y -+ 36y, + 337,
(658) { — 108y, — 103y -+ 166)] =0,
8, + bys — ¥; + 10y, 4 30 =0,
oder
a4 18y (GF—1)* 2 — (57— 267° + 2157° — 624y* - 6253
(668a) { — 70272 4 10997 — 88) =0,
#* - byes — 3 4 10y — 3y + 24 =0,

oder
(658b) {2““::-"'~ ByG—1+GF—2@F+1DF+9) Vdy + 1,
20 =—by+F—2)V4y+ L.

Die Gleichung zwischen # und # kann man daher ersetzen durch die
Gleichnng

659) (2o -+59) @+ 1)+ 9 =25+ 18yF — 1
VI a=17, n=85; a=3, f=8, y=4; x=1, 1=3, p=1;

_ L(8s) L(s) _ Ln* L5y L85 L(17)
(660) 8 = W’ = L(85) ’ C - L(5) ?

- 17
o E+g=u, 1+ =Y bt+F=4
(661) 5 1 - 17 -
E—v=28 n1—7=¥ bt—F=37

(662) B — w7, — (1, — 12) 7+ 8z¢ — &, — 1375, =0,

oder

(662a) 7(e* — xz — 2% 4 B) = % (2 + 32 — 82).

Die Gleichungen zwischen & und 7, bezw zwischen % und ¢ mdgen
voriiufig tibergangen werden.

Ebenso soll die Ausfihrung weiterer Beispiele an dieser Stelle
unterbleiben, weil die Anwendung dieser Untersuchungen auf die
complexe Multiplication der elliptischen Functionen noch andere Hiflfs-
mittel bieten wird, durch welche man die Rechnungen einfacher ge-
stalten kann.

Hannover, im Mirz 1890,
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