
Ueber  dus Bildungsgesetz  der  h6heren  DifferentiMe einer 

Func t ion  vou Funct ionen.  

VOn 

LEO KSNIGSBERGER in  Heidelberg. 

Bei verschiedenen analytischen Untersuchungen, welche die Reihem 
entwicklung algebraischer Functionen oder der Integrale algebrMscher 
Differentialgleichungen betreffen, ist es wesentlich, d~s Bildungsgesetz 
der Differentia]quotient,en implicite gegebener Fanctionen zu ermitteln~ 
and es ist leicht einzusehen, dass wir die allgemeine Form derselben 
werden bestimmen kSnnen, wenn wir die Ausdrficke ffir die hSheren 
totaleu Differentiale einer Function mehrerer Variabeln aufgestellt~ 
haben, die silmmtlich wieder Funct,ionen einer unabhSngigea Yariabeln 
sind oder, was dasselbe ist, ffir welche aueh die hSheren Differentiale 
beriicksichtigt werden mfissen. Nun ist freilich die letztere Aufgabe 
yon Herrn H o p p e  in seiner Arbeit fiber die independente Darstellung 
der Differentialquotienten fiir den Fall e~ner abhiingigeu Function auf 
die Berechnung der Differentialquotient,en der Potenzen dieser Function 
nach der unabhiingigen Variabeln genommen zurtickgefiihrt worden, 
und das allgemeinere Problem fiir beliebige Functionen yon Herrn 
M o s t  im 4 ten Bande der Annalen gelSst worden; ich glaube jedoch 
mit Rficksicht auf die von mir angewaadte und auch sonst benutzbare 
Methode sowie auf die iiberaus einfache und fibersichtliche Form der 
Result ate, welche auch in Wirkliehkeit, weitere Anwendungen ge~ 
statten, die nachstehenden Ausfiihrungen verSffentlichen zu dfirfen. 

Sei 
(1) t = f(x, y, 
gegeben, worin x, y, z~ . . .  als Functionen einer Variabeln u bet,raoht,et 
werden mSgen~ so sieht man leicht, dass 

~f dy  + dz  + . . -), ~f  dt 

~f d y  + + . . :)~ 
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~f dy -{-...)3 d3t ---- ( ~-~-fx dx A- --$~ 

+ 3 ( ~  dx + -@-~r ~ -~r ~ +...) dr +...) (~- ~ ~ + 

+ 

u. s. w., worin die symbo|ische Bezeichnung so gewKhlt ist, dass stets 
start der Producte der Differentialquotienten erster Ordnung der ent- 
sprechende hShere Differentialquotient zu substituiren ist. 

Set, zen wit nun zur Abkiirzung 

8f ~f  ~ z  A- �9 �9 ") = 2 r ,  (2) ( ~  d,~ + ~ d ~ y +  - ~  

und nehmen an, die dureh den Ausdruck 

(3) d~ = ~ ~: ' ~ , ' 2 ~ . . .  2 ~ ,  n~' n~ ! . . .  n e ! (1 !)~ (2 :)~' (q :)~e 

m + ~ . . b 3 ~ . 4 - . . . . 4 r q n Q = q  

gegebene Differentialformel, in welcher x! = 1 . 2 . 3 . . .  x,  und 
0! = 1 ist, gelte far O = 1, 2, 3 , . . . ,  ~, so soil gezeig~ werden, 
dass sie auch fiir 0 + 1  besteht und somit, da sie fiir 0 ~ 1 , 2 , 3  
nach den obigen Ausdriicken erfiillt war, allgemein gtiltig ist. 

Zum Zwecke des Beweises bemerke ieh zunKehst, dass wie leicht 
einzusehen, die oben definirten Symbole die dureh die folgenden Be- 
ziehungen ausgedrfickten Differentiationseigenschaften besitzen, 

allgemein 

(4) d . / > ~ ' ~  �9 �9 �9 /~r162 = 2~ '+' 2 ~ . . . / ~ e e  -~ n, 2~ ' - '  2 ~  +12~' . . .  Per 

+ m 2~'~'-~ 2~ +~2:~ 2~e + . . .  

dass also Symbole wie Potenzen differentiirt werden. 
Differentiiren wir nunmehr die als richtig vorausgesetzte Gleichung 

(3),  so ergiebt sich nach (4) 
q!  1 

�9 . . n q !  ( l ! ) m ( 2 ! ) ~ . . . ( q ! ) n q  
~ a , ~ . . . ~  > 0 

~,+,~+-..+~,=~ + n~ ~ ' - ~ 2 W ' ~ - . .  2 ~  + . . .  
+ nr '~... 2W'2~+~}, 

oder wie. unmi~elbar aus der Form der Indices zu ~ h e n ,  

�9 ~ . . .  ~ r  1 $ 

~, , ~,:, . . . ,  ~ 0 ,  ~, ~ 4  > 0 

2, +,,~+...+ e ~r + (r ~r = r 
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worth 

o! 1 

A ,  ..... " ' " ' ~  - -  (vJ-- U!~,! . . .  ~e ! 0 ! ) " - ~ ( ~ 0 " . . . ( ~ ! ] ' ~  

o! t 

(v~ + 1) (~,+ 1): ( ~ - -  U! ~t  -.- ~'e ~ (t t)',+~ (2!) "~-~ (a!) ' , . . .(o!; 'o 

o! 1 ~ _ . . .  

(re_l--  ~- 1) ~! 1 
~ t !  "v~! . . . (VO_ 1 T 1)!  (v  e -  1)! (1 ! ) ~  (2! ) '~  . . . ( ~ - - l t ) ~  "1+1 ( 0 ! ) ' ~  - 1  

oder 

q! {v,+2v.2+3v3+.. .+Ovo+(#+l)v++~ } Av,,+,~,..,*'e.+.l ---- vl! +'l! �9 - �9 vo! vo+l! 
1 

( t : ) "  (0-:)" . . .  (~t)'e ( q +  1. '7~+~ 

Co + 1): 1 
�9 '1!*'~l.. .%:vr (t!)", (2!) "~ . . .  (e ! ) ' e (e+l ! )"e+l  

wenn beriieksichtig~ wird,  dass nur  in einem Falle vermSge der Glei- 
chung v l + 2 v  2 + . . . + ( 0 + 1 )  v e + 1 ~ - 0 + 1  die Zahl re+,  yon 
Null versehieden ist und in diesem Fa[le den Wer th  1 ha t ,  wiih- 
rend v l ,  v 2 ~ . . . ,  v e verschwinden 1 so dass 

�9 . . p " e + l  (o+t)~ 1 .p~, p~, -++, 

v, + ~ =~+...+ (e-t-i) ve+l 

wird,  und somit  die Giilfigkeit  der obigen Formel  ffir das 0 + l t e  
Different~i~l bewiesen ist. 

FVir erhalten somit fiir 

t = f ( x ,  Y, z , . . . )  

den Ausdruct~ fiir das 0 t* Differential in der ~'orm 

0' ' ; 
d o t = ~  ++ttm+!...ne ! (l!)~, (+!),~.. .  (o!)% 

Of Of ,, "+~"++"'+0"~=0 (~-o~x+-G-~v+...) 

�9 . .  

Nach Aufstel lung dieser Formel  ist es aber  le i th! ,  das Bildungs- 
gesetz ffir die Differentiale implicite gegebener  Funet ionen zu ermit te ln;  
dean  sei 

(5) f ( ~ ,  v) = o 
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vorgelegt und soil diese Gleiehung wiederholt naeh x differentiirt 
werden, so braucht man in dem obigen Ansdrueke n u r t  ~ 0 zu 
setzen, ferner d~x ~ - d a x  . . . . .  alex ~ 0 zu nehmen und die Glei- 
clung dutch dx~ zu dividiren, so ergiebt sich als ~t~ Differentia~ yon 
(5), wenn der _Posten mit y@ abgesondert wird, und zur Abkiirzung 

Qt., 1 
(6) n,!~:...%_~: (:!)~,(~!),~...(~_~!)~r = A~,~,...~e-~ 
gesetzt wird, 

(7) 

af 

Um noch .auf eine der Anwendungen hinzuweisen, welche yon 
der Formel (7) gemacht werden kSnnen, werde bemerk~, dass aus der 

ftir p ~ 2 geltenden Beziehung, welehe mi*~ ( ~f ~2 multiplicirt women, 

(0~_fyO ~fA_ 2 b~f ~ f / ,  b f ' ~ _ _ h 2 f / ,  O f ' ~ _ _ / O f \ s  ~ y /  ~x ~ -  ~x~y ~y ~.Y - - ~ ) - ~ - ~ : ; k Y - ~ - ) ' l - k - - ~ )  y"-~-O 

Of ~f y, zuniichst ersiehtlich ist~ dass, weil ~ - [ - ~  ~ 0 ist, fiir eine 

algebraische Gleichung /(x,  y ) ~  0 der Ausdruck ( ~ f ~ 3 y , ,  eine 

ganzzahlige, in x, y and den Coeffieienten der Gleichunff ganze 
Function ist; man sieht aber auch wetter leieht ein, dass, well 

~2f 2 ~ f  ~2f in jedem ihrer Posten den Factor 2 enthalten, ~:c~ ~ ~ x ~ y  ~ ~y~ 

auch 
a f  ~ y" 
~3y / -2. ~ 

eine ganze und ganzzahlige Function sein wird. Om nachzuweisen, 
dass diese Eigenschaft allen Differentialquotienten zukommt, werde 
angenommen, dass (tie Ausdrticke 

~-~Y', ~-Y]/--~-.,, x ~ /  ~ , "" ", x - ~ /  (~ : i5 '  

ganze und g'amzzahlige FunctSonen seien; dama wird, wenn die Glei- 

[ ~f ~r multiplicirt und chung (7) mit x--g~/ 

u ~ -  2 0 ~ 2 - -  ~n~ Jr- 3n~ -~- 5n a -{-. .  �9 ~- (2 e ~ 3 )  n e _ ~  ] 

---- 2 ~ - -  2 - -  [ 2  ~ - -  n ~ - - -  n ~  - -  n~  . . . .  -~ n e _ ~  ] , 
oder 
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gesetz~ wird, mit Benutzung der Gleichung (6) sich ergeben 

(8) ~,~s) ,~ '  -,-'-,~...~_,~ ,,~v~, (-~ + - a  y) 
n~, ~_-, " ' ,  ~ - - 1  > 0 

n,+~a~+ ...+(q-ll,e___l= e O~'~+'~+'"'~e-lf [(~['~'JY':7*" [[~f'iSY"'7 ~ 
~-+~+'"~'~-' L~J ~'J L~J  ~'l "'" 

[{~ f~e-~ y~e--I) l"e--' [_ (~fy2 e--' y(O 

D~ nun aber die durch das Symbol eingefiihrten Ausdrticke 

~(n~--l).-. (~-- ~+1) F~,+~+'"+"e-lf 
1 2 �9 . .  ~ ~ X n r a ~ y ~ + O * ~ + " . ' i ' ~ g _ l q - a  

in welcher a jede gaaaze Zahl O, 1 , . . . ,  n~ bedeuten da~, wio leicht 
durch Verschiebung yon a! zu sehen~ in .jedeal ihrer Posten durch 

n~ !0_~ + n~ + . . .  + ~_~)! 
theilbn.r sind, so wird jeder der Posten der in (8) stehenden Summe 
den numerischen Facr 

(n,+ ~+.. .+%_~)! 
,~,: nd- :-%_~: 

besitzen, welcher bekann~lich eine ganze Zahl ist, und da die eekigen 
Klammern der Voraussetztmg gemiiss ganzzahlige numerische Factore~a 
besi~zen, so erhalten wir den Sutz: 

class fi& jede dutch die algebraische Gleichung f (x ,  y) --~ 0 definirte 
algebraische ~unction der Ausdruck 

- - ~ - ]  o ' 

eine ganz~ah~igv, i~ x ,  y und den Coeffic@nten der Gleichung ganze 
Functio~ ist. 

Hieraus kann man den yon E i s e n s t e i n  in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie (Juli 1852) aufgestellten wichhgen Sa~ yon 
der Eigenschaft der Potenzentwieklung algebraischer Fnnc~ionen, den 
H e i n e  im 48 ~~ Bande des Crel le 'schen Journals und H e r m i t e  im 
7 ~" Ba~de der Proceedings of the London Mathematical Society (1876) 
bewiesen haben, leichr herleiten. 

H e i d e l b e r g ,  im Mai 1886. 


