Ueber das Bildungsgesetz der hoheren Differentiale einer
Function von Functionen.

Von

Lro Koniespercer in Heidelberg.

Bei verschiedenen analytischen Untersuchungen, welche die Reihen-
entwicklung algebraischer Functionen oder der Integrale algebraischer
Differentialgleichungen betreffen, ist es wesentlich, das Bildungsgesetz
der Differentialquotienten implicite gegebener Functionen zu ermitteln,
und es ist leicht einzusehen, dass wir die allgemeine Form derselben
werden bestimmen konnen, wenn wir die Ausdriicke fiir die hoheren
totalen Differentiale einer Function mehrerer Variabeln aufgestellt
haben, die siimmtlich wieder Functionen einer unabhingigen Variabeln
sind oder, was dasselbe ist, fiir welche auch die hoheren Differentiale
beriicksichtigt werden miissen. Nun ist freilich die letztere Aufgabe
von Herrn Hoppe in seiner Arbeit iiber die independente Darstellung
der Differentialquotienten fiir den Fall einer abhiingigen Function auf
die Berechnung der Differentialquotienten der Potenzen dieser Function
nach der unabhingigen Variabeln genommen zuriickgefithrt worden,
und das allgemeinere Problem fiir beliebige Functionen von Herrn
Most im 4t» Bande der Annalen gelost worden; ich glaube jedoch
mit Riicksicht auf die von mir angewandte und auch sonst benutzbare
Methode sowie auf die iiberaus einfache und iibersichtliche Form der
Resultate, welche auch in Wirklichkeit weitere Anwendungen ge-
statten, die nachstehenden Ausfiihrungen vertffentlichen zu diirfen.

Sei
1 t=1(z,9,2, ...
gegeben, worin z, y, #, ... als Functionen einer Variabeln u betrachtet
werden mogen, so sieht man leicht, dass

dt = v4~da:+ dy+ T aat-- ),
@t = (2L s 4 af dy+ - )+(a’ &z + af dy+--3),
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et—=(LactfLay+--)
+3(ﬁidx+7dy+'--)(-g—xf—d?x-{—%dzy-{—---)
of of
+ GE@e+ L ay+--)

u. 8. w., worin die symbolische Bezeichnung so gewdhlt ist, dass stets
statt der Producte der Differentialquotienten erster Ordnung der ent-
sprechende hohere Differentialquotient zu substituiren ist.

Setzen wir nun zur Abkiirzung

@ (Lot Jay+ SLaet.. )=,
und nehmen an, die durch den Ausdruck

—_ Q! ! L Pha <
(3) det—z’ n,!n,!...%e! (l!)m(?!)n’...(g!)ne 'Pr ‘P2 ce 997

By By s Rg >0
k2830t @Ry =g
gegebene Differentialformel, in welcher %! =1.2.3 ... %, und
0! =1 ist, gelte fir 0=1,2,3,..., 90, so soll gezeigt werden,
dass sie auch fiir ¢ 4+ 1 besteht und somit, da sie fir ¢ =1,2,3
nach den obigen Ausdriicken erfiillt war, allgemein giiltig ist.
Zum Zwecke des Beweises bemerke ich zunichst, dass wie leicht
einzusehen, die oben definirten Symbole die durch die folgenden Be-
ziehungen ausgedriickten Differentiationseigenschaften besitzen,

Qd-PP=Pr 4 mPr'P, d-P'=P'P +mPr Py,
allgemein
4) d-PPPy-. P =P Pr. .. P4 n P Py PP Ppe
+ n, f‘H"’P&‘“‘“PZ‘ .. Pge + -
+ ”@P{“P? v P;Q—IPH“

dass also Symbole wie Potenzen differentiirt werden.
Differentiiren wir nunmehr die als richtig vorausgesetzte Gleichung
(3), so ergiebt sich nach (4)

de+ ! 1 .

=2 {PpHpr. .. Pre

w0 M e ORERY™ L (@) ¢
m+2ﬂa+--.+9ne= + %, Pf;—lP;la+l_Pg, . Pge + .

+ n, Pr P - - - Pge T Poyaf
oder wie unmittelbar aus der Form der Indices zu sehen,
arit = Dl 4 PP PR PO

¥ ¥a s Yot | [YS
ViV ees ¥ "9‘*"1 >0

2'+1’z+"'+9"e+ (e+1) ’e+l = €+1
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worin
TRl Ty — Dlwel vt Tl L (o)
@+1) 5 :
! GrtDIm—1)t el ol (bl anm=lgn™ . (e
e! 1 .
(1}2+ 1) vyl (1) (s — 1) oyt .'ve! (ann (2!)"a+l (3!)';—1 @™ ... (eWe +
a1 e! : !
(1 +1) il @y DI — Y annEnT.L L @ — 1ttt oty
Vot1,
oder
A"n’»--v’e-}q:,,lg,,z ,, v,, {"’ +2v, 3wt ot (041 '”o-l-l}
1
(1!)" @)™ ... (eVe(e+11eH

(e +1)! 1
Tomtmloyta T @y L (e 1) ]
wenn beriicksichtigt wird, dass nur in einem Falle vermbge der Glei-
chung v, 4+ 29, 4. - 4 (04 1) ¥opu =0 4 1 die Zahl v,y von
Null verschieden ist und in diesem Falle den Werth 1 hat, wih-
rend »,,v,, ... ¥, Verschwinden, so dass

dotHfas (e + 1! 1 P’A _PVe .. P’9+1
e 150 vlwlvo gl (anph@n. (o1 1 T2 e+t

B 2urh b @D Vg p1

wird, und somit die Giiltigkeit der obigen Formel fiir das ¢ 4 1t
Differential bewiesen ist.
Wir erhalten somit fir

t=f($, Y, 2, .- )
den Ausdruck fir das ¢ Differential in der Form

- 9’ 1 (ot of A
det _2 . 2yl nmy! . n ' (1[}711 (21)73-1 i (Qy)ne \ax §x+ a df?}"f" )
LI Y

”‘+2"""+"'+9”9=9 ( d’x—{- d2y+ )’h

(afd9x+ gf d@y.l...) e,

Nach Aufstellung dieser Formel ist es aber leicht, das Bildungs-
gesetz fiir die Differentiale implicite gegebener Functionen zu ermitteln;
denn sei
®) flx,y)=0
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vorgelegt und soll diese Gleichung wiederholt nach z differentiirt
werden, so braucht man in dem obigen Ausdrucke nur ¢ = 0 zu
setzen, ferner d’z = d¥z = - - - = d¢x — 0 zu nehmen und die Glei-
chung durch dae zu dividiren, so ergiebt sich als o' Differential von
(5), wenn der Posten mit y© abgesondert wird, und zur Abkiirzung

ol” o 1 .
(6) ,’21'%2' .. /ne__l! (1 !)nl (2,)n2 . (9___ 1 ')75?__1 - -Amﬂ-z-..ﬂe_l

gesetzt wird,

of Of wm pfmtrtetagy . (—1)n9'1
(7) 2 An,n?...ue_](-a‘;—i—‘a?y Wy ‘ﬂay ny yQ

Ry, Ry ""7‘4)—1 >0

k2t (0-1mp_y=¢ + 8f y@ = (.

Um noch .auf eine der Anwendungen hinzuweisen, welche von
der Formel (7) gemacht werden kinnen, werde bemerkt, dass ans der

fiir g==2 geltenden Beziehung, welche mit (—%})‘) multiplicirt worden,

3)‘" > f *f of Y af Ff e OF N (OF N
zar T2 Fzoy oy \Y )+ ay'g JT)'F(*@—!; y =0
zunachst; ersichtlich ist, dass, weil < + y’ = 0 ist, fiir eine

algebraische Gleichung f(z, y) = 0 der Ausdruck ( ) y" eine

ganzzahlige, in z, y und den Coefficienten der Glemhung ganze
Function ist; man sieht aber auch weiter leicht ein, dass, weil

*Af 5 Af &f . . .
52 ZW, 57 B jedem ihrer Posten den Factor 2 enthalten,
auch
(A
oy / 2!
elne ganze und ganzzahlige Function sein wird. Um nachzuweisen,

dass diese Eigenschaft allen Differentialquotienten zukommt, werde
angenommen, dass die Ausdriicke

of (ﬁs_ﬁ_ (af sy (gf 203 yle—1) 4
oy oy’ 217 \Ngy/ 317 9—1)'

ganze und mzzah]ige Functionen seien; dann wird, wenn die Glei-
chang (7) mit ( )9_ multiplicirt und
#=20—2—[n +3n, 450+ - -+ (20 — 3) np]

=29""2"‘[29—'”1'“"”2—”3"—""7”9—1]7
oder

%= (1 4N+ F ng1) — 2
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gesetzt wird, mit Benutzung der Gleichung (6) sich ergeben

# fn.
® (7)) > e () G

Npy W2y aeey ne_l -

tyt-2art (g1 mp_g =@ prtmtotng g r s [ BF NSy
W‘@”l ) 31 [ ] ..

[(g \2e—3 o@D :lng—x (a f 29~1y(9)

g (9 —1)!
Da nun aber die durch das Symbol eingefiihrten Ausdrucke
(g —1) -+ (y—a 1) gttt re—1f
1 2 g oL aayn—)-m-i- -rne 3 ?

in welcher &« jede ganze Zahl O, 1, ... n, bedeuten darf, wie leicht
durch Verschiebung von «! zu sehen, in jedem ihrer Posten durch
0y (B 23+ - - - - np)!
theilbar sind, so wird jeder der Posten der in (8) stehenden Summe
den numerischen Factor
(gt g+ -+ my_,)!
Ng! Mg !+ :-ne_l!

besitzen, welcher bekanntlich eine ganze Zabl ist, und da die eckigen
Klammern der Vorausselzung gemiiss ganzzahlige numerische Factoren
besitzen, so erhalten wir den Satz:

dass fir jede durch die algebraische Gleichung f{x,y) = O definirte
algebraische Function der Ausdruck

(Lrye ¥¢
oy o!

eine ganzzohlige, i 2,y und den Cocfficienten der Gleichung ganze
Function st

Hieraus kann man den vop Hisenstein in den Monatsberichten
der Berliner Akademie (Juli 1852) aufgestellten wichtigen Satz von
der Eigenschaft der Potenzentwicklung algebraischer Functionen, den
Heine im 48 Bande des Crelle’schen Jouwrnals und Hermite im
Tten Bande der Proceedings of the London Mathematical Society (1876)
bewiesen haben, leicht herleiten.

Heidelberg, im Mai 1886.



