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Uber gewohnliche Differentialgleichungen mit Singularititen und
die dazugehorigen Entwicklungen willkirlicher Funktionen.

Von

B Hine in Wiirzburg ¥).

Die folgenden Untersuchungen schlieBen sich an das erste Kapitel
der gleichnamigen Arbeit von Weyl®*) an. Es sei in der Differential-
gleichung

2 -
1) P (4 q@)u— L) + u =0
A=4,+ 44y, iy 0 und ¢(s) fiir s >0 eine reelle stetige Funktion. %(s) und
¥(s) seien zwei partikulire Integrale von (1), welche so gewihlt sind, daB

@) 7(0) = 0, (d’jzg”))s:o:l, #(0) =1, (”’35’),;0

ist. Als Greensche Funktion G, (s,?), welche fiir s = O verschwindet, fiir
s = a einer reellen Randbedingung

(3) [cos JG, (5 + Sinj;; G, (s, t)lzaf 0

genfigt, erhiélt man den Ausdruck

G,(5, 1) = () By (&), wemn 5 <t s
® — () B, (5), wemm 5> Josisa
wobel
5) B,() = 8(5) + Lu(e), L=l +il,

ist und B, (s) die Raﬁdbedingung (3) erfiillt. Weyl***) deutet /, als einen
Punkt der komplexen Zahlenebene I, + il,; durchliuft dann j in (3) die
Werte von O bis =, so durchliuft 7, einen Kreis vom Radius

1
(6) ra - a :
4yd, [ ni*ds
&
* Herr O. Haupt in Karlsrube unterstitzte mich bei der rechnerischen Durch-

fihrung der asymptotischen Darstellungen.
**) Math. Ann. 88, 8. 2201, =% L e 8. 225.
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Dieser Kreis enthilt alle anderen zu einem gréBeren Intervalle ge-
horigen Kreise in seinem Innern. Wichst @ in das Unendliche, so nihern
sich die Kreise einem Grenshreise oder Grenzpunkt. Im Grenzkreisfalle
sind alle Integrale von (1) im Intervalle O co absolut quadratisch inte-
grierbar, so daf man die gewthnliche Theorie der Integralgleichungen an-
wenden kann. Speziell ergibt sich die Tatsache, daB man, wenn man fir
einen einzigen komplexen Wert von 1® auf den Grenzkreisfall kommt,
dieses fiir jedes komplexe i* geschieht.*)

Im Grenzpunkifall existiert dagegen nur eine einzige Losung

(M Br(s) = #(s) + Lu(s),

welche im Intervalle O oo absolut quadratisch integrierbar ist. Die ent-
sprechend (4) vermittelst $.(s) gebildete Greensche Funktion G(s,?) fithrt
auf eine singuldre Integralgleichung, deren ziemlich komplizierte Theorie
Weyl heranzieht. Wir wollen zeigen, wie einfach man ohne diese Theorie die
gewiinschien Entwicklungen direlkt aus dem Cauchyschen Residuensatz*¥) erhilt.

§ 1.
Hilfsformeln,

Es sei f(s) eine reelle Funktion, die im Intervalle 0 oo zweimal stetig
differenzierbar ist und filr s =0 verschwindet. Ist ferner fiir eine feste
komplexe Zahl u = u, + iy,

®) L) + w*f = —g(s),
so seien 'f(s)! und |g(s)| im Intervall O co quadratisch integrierbar. Dann ist
® £&) = [ 6@, Ho@at,

0

wobei G (u?; s, f) die zum Intervalle O oo gehérige oben definierte Greensche
Funktion der Differentialgleichung L(u) + ufu = 0 ist.
Um (9) zu beweisen, wihlen wir G,(u? s, #) so, daB entsprechend (3)

aG Y a
[f(s) L8558 _ U0 g (w2, 5,8)] =

ist. Dann wird

10) 1) = [ @, s, §)g(t) dt
=rf G (% s t)g@)dt+ (1,—L) Of 7(s) n(@) g(¢) dt.

* L e S.238.
**) Vgl auch Hellinger, Neue Begriindung der Theorie der quadratischen Formen,
J. £. Math. 136, § 9.
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Da L innerhalb des Kreises vom Radius 7, liegt, so ist

1
(11) Z —L < - 3

21&1#2];111 dt

f |7{?dt wird aber mit wachsendem a in dem vorliegenden Grenzpunkt-

0

falle unendlich, es folgt daher aus der Schwarzschen Ungleichung,  daB
der zweite Summand in (10) mit wachsendem a nach O konvergiert, so daB
(10) in die zu beweisende Gleichung (9) iibergeht. Analog zeigt man, daB

(12)  G@%s 8 = Gk s ) + (=) [ G@%s,7) G(u%st, vy dr
1]
und

_fe G(L 5 1) 2,
(13) dop =) e — f G (% 5, ) F(F) dt
ist. Aus (12) ergibt sich vermittelst der Neumannschen Reihe, daB G (0% s,1),
speziell auch L, fir alle Werte 2% mit von O verschiedenem positiven
imagindren Teile eine analytische Funktion von A% ist, so daf wir den
Cauchyschen Satz anwenden konnen.

§ 2.
Asymptotische Darstellungen.*)

Wir denken uns in J ‘G(l“'; s,t) g(t) dt die reelle GroBe s fest und @
]

um eine endliche feste Zahl gréfer als 2s. Dann gestattet die von Weyl
herriihrende geometrische Interpretation des Grenzpuuktfalles eine bequeme
asymptotische Darstellung dieses Ausdruckes fiir groBe Werte von [1]%

Es ist nimlick firr jeden Punkt des zum Intervalle Oa gehdrigen
Kreises analog zu (11)
19 o~ Ll < ———

24,1, [In[*as
0

ferner ist
(15) p=sinds+ g5 R(s)e""

wenn 4, > O und |R(s)| unterhalb einer endlichen, von i unabhingigen
Grenze liegt; fir eine solche GroBe wollen wir im folgenden gemerell M

*) Will man das Entwicklungstheorem nur fiir 4mal stetig differenzierbare
Funkiionen, so kann man die asymptotischen Dargtellungen fast vollstindig umgehen.
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einfihren, so daB M in den folgenden Ungleichungen als Symbol fiir ver-
schiedene Grofen dient. Um

(16) ‘f G5, )a(hdt| {Ms)f n(Dg(hdt + n(S)f B9 at,
abzuschitzen, filhren wir zunichst B(s, 1, «) als Losung von (1) ein, welche

die Form (5) hat und in a verschwindet, so daB also

ap(s, 1, —1
B(s 4 @)s=a=0, ( ﬁ(;;s 2 v—a 7(0)

und
Flla—s_ e-i;(a_s)+%R2(s> ERCE)

B4 a)=— : —
2 dﬁ.a___ e—z/.a_}__;’_Rs(a)ethl
ist.
Ist also 0 <1, L1, s0 ist
| . M
jﬁ(‘% A a): < ";_:7
ist 1< 2, so ist . .
[B(s, 4, 0)} < Me s,
Ferner ist, wenn wir statt f.(s) voriibergehend 8.(s, 1) schreiben,

[B(s, 4, @) — Bu(s, '1)! = |l.—L||n(s)|

- n(s)i® |
j“!lﬁ’{sxnfizl}fa_sm2lla + R’fm 7 a} ’
also )
M|
{,—Ljln(s)| < 55— 77, vemn 1, <1,

M7e(2aa)
< M1

i —, wenn 4, > 1 ist.

Es sei nunfig(t){zdtg 1, dann wird
0

s j sv R o
!f?}(t)g(t)dtf <]/f§’7(t)i‘dt<;‘“ﬂ: wenn 1, < 1,
¢ ¢

P
<[M£:/k_2, wenn 1, > 1.
Es folgt also
Qa7 {ﬁL(S)fn(t)y(t) di; < l%—, wenn 1, < 1 ist,
o £

< wenn 1, >1 ist.

M
L Vi’
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Um den zweiten Summanden in (16) abzuschiitzen, benutzen wir die
Ungleichung*)

{(18) {8, 1)l2dt<_w~.._____,
f 82,21, fln *dt
also ist
(19) jn(s)j'm(t, l)g(t)dtl ‘1’7/@‘ - <--Z;, wemn i, < 1,
s V31, flnl’dt

<11 7 wenn 4, > 1.
XEs ist also sehlieBlich

1] * M
{20) | faGzs g0 a) <i?z_’ wenn 2, <},
. ,

—, wenn i, >1.
w ’ *

Dabei ist M eine endliche, von 1 unabhingige GréBe, die im Laufe
der Abschitzung als Symbol fiir ganz verschiedene GroBen dieses Cha-
rakters geschrieben wurde.

§ 3.
Der Cauchysche Residuensatz.
Wir betrachten in der komplexen 1-Ebene ein Quadrat s von der

Beitenlinge S, dessen Seiten zu den Achsen 1,4, parallel sind, speziell sei
fiir die Ecke Ag

5

1) h=dy=e, ) ¢
Es ist 'S
22) J/ G (u¥ s, 1) g(¥) dt
0 L¥'3
= o —zﬁyfg(ﬂﬂ;s,t)g(t)dt. —
Qs 0 .

Wiichst S, so konvergiert der Beitrag, den die Seiten BsCs und Cs Dy
zu dem Integrale der rechten Seite von (22) liefern, nach 0, so daf also,
wenn wir den Weg DsAs By mit Wy bezeichnen,

* L ¢. 8. 228 vor Gleichung (30).
Mathomatische Annalen. LXXVL 22
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. 1 di
@) [ewsagpa—tm L (2 a0 nema
0 Ws 9
wird. Analog ist
im L
(24) 0 =£1 Z—HLfG(;”S s, t)g(t)dt,

also folgt durch Addition von (23) und (24) unter Benutzung von (9)
und (13)

@) o) =lm g, [ f G (1% 5, ) gy dt

2752 prmayr
Ws

. Ada
=§§é‘:75[f2 1s) +f>mafe(x2 5 t)f(t)dt]
1’3

5

f(s) ist reell, es kommt also in (25) rur der rein imaginire Teil der Inte-
grale in Betracht. Da nun, wenn R%(2) den reellen Teil einer Funktion
k(z) bedeutet,

21di
(26) lim 57, [ D — L1(9),
Wg

zo folgt
@1 f=lmR_ [ 22di | U35 Df@at
S=ow Jsﬂ 5[

- gi:nisz;‘? f 2241 [ f (n(t) () — 9@ () f(&) &t

£ [ (00 + @) ot

Nun ist

(28) giim;—é f 24di [ f (n(t)ﬁ(s)——a(t)n(s))f(t) dt:] =

Um dieses zu zeigen, ist noch der imaginire Teil u, der Funktion

Uy + iy = (1) ¥(s) — () 5(s)
abzuschitzen. HEs ist
acu,

(g + 4" — LD up + 22, gy = 0
at
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dt
Integrale der Differentialgleichung %a: +(@® + 42— 2Hu=0,

und (u,®),-,= 0, (ﬂ’—@)t_ =0, also, wenn o und w zwei partikalire

t

= : 2445 [ (1w0() (6) — (o) o(8) (0) s,

w(t) Z%”(t) —o(t) %w(t)

wobei nach (21) 1,4, < Se~*%. Da nun die Funktionen v, w0, %, von dem
Charakter ¢ sind, so folgt durch eine leichte Rechnung (28). Also ist
schlieBlich ¥)

@) f©=lmRZ [126) [ (60 + La) ) arar.

*) Den Polen von L entsprechen gewthnliche Eigenfunktionen, die man, sofern
dieses zweckm#Big erscheint, in bekannter Weise isolieren kann.

22+



