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~ b e r  gewShnl iche  Dif ferent ia lg le ichungen m i t  S ingu la r i t~ ten  u n d  

die  dazugeh6r igen  E n t w i c k l q n g e n  wi l lka r l i cher  F u n k t i o n e n .  

Von 

Em~ HIL~ in Wiirzburg*). 

Die folgenden Untersuchungen schliel~en sich an das erste Kapitel 
tier gleictmamigen Arbeit yon Weyl**) an. Es sei in der Differen~ial- 
gleichung 
(1) d~, + (z~+  q(s))u = L(u) + z~u = 0 

A -~ ~ +  i ~ ,  Z~ + 0  and q(s) fiir s ~  0 eine reetle utetige Funktion. ~(s) und 
~(s) seien zwei partikul'~re Lu~egrale yon (1), welehe so gew'~hl~ sind~ dab 

ist. Als Green sche Funktion G,(~,t), welche fiir s = 0 verschwindet, fiir 
s = a einer reellen Randbedingung 

d eo(~, t)],: = o (a) ~eos j G~(s, t) + ~in j a~ 

geniigt, erhiilt man den Ausdruck 

(4) G~(s, t) = ~(s)fl,~(t), w e n n s  ~_ t / 0  < ~ < a, 
= ~(t) fl~(s), wenn s ~ t J  = = 

wobei 
(5) A~(*) = q(s) + lov(s), lo = Zo~ + i~,  

ist und fi~(s) die Randbedingang (3) erfiillt. Weyl***) cleutet l, als einen 
Punkt der komplexen Zahlenebene l, + il~; durcMiiuft dann j in (3) die 
Wer~e yon 0 bis ~, so durchl~iuft la einen Kreis yore Radius 

1 
(6) ,-. = o 

o 

*) Herr 0. Haupt in Karlsruhe un~erstiitz~e mlch bei der reehnerischen Dnrch- 
~ g  dex asymptotischen Dars~ellungen. 

**) Match. Ann. 68, S. 220f. ***) 1. ~ S. 225. 
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Dieser Kreis e n t h ~  alle anderen zu einem grSBeren In~ervalle ge- 
hSrigen Kreise in seinem Intern. W~chst a in das Unendliche, so n~hern 
sich die Kreise einem Grenzkreise oder Grenzpunt~. Im Grenzkreisf~.lle 
sind alle Integrale yon (1) im Intervalle 0 ~ absolu~ quadra~isch inte~ 
grierbax, so dal~ man die gewShnliche Theorie der Integra]gleicbn~gen an- 
wenden kann. Speziell ergib~ sich die Tatsache, dal~ man, wena man Fdr 
einen einzigen komplexea Wer~ yon ~ auf den Grenz]~eisfall kommt, 
dieses fiir jedes komplexe s geschieh~.*) 

Im Grenzpunkt~aU existier~ dagegen nut eine einzige LSsung 

(7) flz(s) = ~(~) + L~(~), 

welche im I~ rva l l e  0 oe absolut quadratisch integrierbar ist. Die ent- 
sprechend (4) vermittelst fl~(s) gebildete Greensche Funktion V(s, t) fiihrt 
auf elne singutS/re Integralgleichung, deren ziemlich komi)lizierte Theorie 
Weyl heranzieht. Wit wollen zeigen~ wie einfach man ohne diese Theorie die 
geu~nschten Entwic~tngen direkt aus dem Cauc~yschen l~esiduensatz**) erhglt. 

w  

I I i l f s f o r m o l n .  

Es sei f(s) eine reelle Funktion, die im Intervalle 0 o~ zweimal stetig 
differenzierbar ist und ftir s ~ 0 verschwindek Is~ ferner fiir eine feste 
komplexe Zahl a = ~1 + iff~ 

(8) L(f)  + .~"f = -- g(s), 
so seien !f(s) i und lg(s)] im Intervall 0 oe quadrafisch int%~q'ierbar. Dann is~ 

(9) f(s) = f G(#~i s, t)g(t)dr, 
o 

wobei G (#2; s, t) die zum Intervalle 0 oe geh5rige oben definier~e Greensche 
Funld;ion der Differeatialgleiehung L(u) + ~ u  ~ 0 is~. 

Cm (9) zu beweisen, wiihlen wir G~(~2; s~ t) s% dab en~spreehend (3) 

o 

isk Dam1 wird 

(10) f(s) = f Go(~; s, t)g(~)dt 
O 

a 

0 0 

*) 1. r S. 2~8. 
**) Vgl. auch Hellmger, .Neue Begrlindung der Theorie der quaelrat~schen Pormen, 

J. f. Math~ 136, w 9. 



Differen~ialgteiehuagen m/t Si~gulari~en. 

Da L inncrhalb des Kreises yore Radius r ,  liegt, so isr 

(11) :/,--L: < * 

o 

f j v t [~ dt a in dem vorliegemden Grenzpnak~- wird ab@r wachsendem 
O 

falle unendlich, es s daher aus der Sdhwarzschen Ungleich',mg; dab 
der zweite Summand in (10) mi~ wachsenclem a nach 0 konvergier~ so dal~ 
(10) in die zu beweisende Gleichung (9) abergeht. Analog zeigt man, dab 

o 
und 

(13) f(s) t) g(t) dt G s, t) f(t) dt  

ist. Aus (12) ergibt sich vermi~telst der Neumannschen l~eihe, dat~ G(s s, t), 
speziell auch L, s alle Werte ;~"~ mit yon 0 verschiedenem positiven 
imagin~ren Teile eine analytische Funktion yon 2 ~ ist, so da$ wit den 
Cauchyschen Satz anwenden kSnnen. 

w  

Asymptotische Darstellungen.*) 

Wir denken uns in ,][~ s, t)g(t) dt die reelle GrSl~e s lest und a 
0 

um eine endtiche fes~e Zahl grSt~er als 2s. Dana gestattet die yon Weyl 
herriihrende geometrische Interpretation des Grenzpunk~falles eine bequeme 
asympto~ische Da~stellung dieses Ausdruckes fiir groBe Werte yon ]• I ~. 

Es is~ n~mlieh f~r jeden Punk~ des zum Intervalle 0a  gehiirigen 
Kreises analog zu (11) 

1 
(14) l l~ - -L l<  ~, , 

o 
fernor ist 
(15) V = ~- sin ks + R(s)e~', 

wenn •2 > 0 und i/~(s)i unterhalb einer endlichen, yon ~t unabh~gigea 
Grenze liegt; ffir eine solche GrSBe wollen wit im folgendaa generelt M 

*) Wil l  man d~s Entwicklun~tJaeorem nut ffir 4real stetig dig~enzierbaxe 
Ftmktionen, so ka~  man die asymp~otischen Da~t~ngen fa~t voltstindig magehen. 
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einffihren, so dab M in den folgenden Ungleichungen als Symbol fiir ver- 
schiedene GrSBen dient. Um 

0 0 s 

abzuschiitzen, fiihren wit zun~chst fl(s, Z, a) als LSsung yon (1) ein, welche 
die Form (5) hat und in a verschwindet, so da] also 

{ai~(s, z, a) - -  i 
fl(s, i ,  a)~=a= O, \ as ) ,=a= ~(a) 

und 

ist. 

fl (S~ i ,  a) = --  
e~Z(~-') - -  e - i~ ' (a-  ~) + ~- /~2  (s) e )~ (~- ' )  

g ~  - -  e - * ~  + -~-/~, (a) e ;~-~ 

Ist also 0 ~ I~ ~ 1, so is6 

ifl(s, Z, a): < ~  
ist 1 - 4  Z2, so ist 

i~(s, z, ~)'~ < M e  -~,'. 

Ferner ist, wenn wir start flz(s) vorfibergehoud ilL(s, s schreiben, 

~_ ~(8)z-" , 

s in  2i1~ a s i n  2 Z t a R (a~)-2  a 

also 

Izo-r'i!~(~)] < z , z , ,  * ~ "  z . <  1, 

< M Iz I e -~('2~-*) 
, wenn ~ > 1 is~. 

c a  

sei nunf]g(t)i~dts 1, dana wird Es 
0 

M ,] . , , .~gwdt ' ,  < i~(t)i~'dt < ~ ,  wenn Z ~ < I ,  
0 0 

M e z~* 
< I Z  ! ] / ~ ,  wenn G > l .  

Es folg~ also 

(17) ~-~, wenn I e~ i is~, 
0 

M 
< ~ - ~ , ,  wenn t~ > 1 is~. 



Differenti~lgleichunge~ mit S/ngutarit~ten. 

Um den zweiten Summandea in (16) abzusch~tzen, benutzen wit die 
Unglelehung*) 

a~ 

(is) f (  #~(~, i)i~d~ < 
, s ~ ' h ' f l , ~ : ' d *  

0 

also ist 

l)J (19) ~(s fl~(t,~)g(t)dt < I~(s)l < ~ - ~ ,  wenn t ~ < 1 ,  

' ~;tlZ~ [~l~dt M 
o < ~ - ~ ,  wean 1~ > 1. 

Es  ist also sehlieBiieh 
co 

M (20) fv(z~;  s, t)#(t) dt < ~ ,  wen~ z~ < l ,  
0 

M < ~. g~' w e n a  ;.~ > 1. 

Dabei isi M eiae endliche, yon 2 u~abh~ngige Grille, dio im Laufo 
tier Absch~i~zung als Symbol ffir ganz verschiedene GrSBen dieses Cha o 
rak~ers geschrieben wurde. 

w  

Der Cauchysehe Residuensatz. 

Wit betrachten in der komplexe~ s ein Quadrat Qs yon der 
'Seitenl~nge S, dessea Seitea zu den Achsen 21Zs parallel sind, speziell sei 
ffir die Ecke As 

5 

(21) ~1 = )'~ = e-S~- 

:Es is~ 

(2~) [G (,~; ~, l) r dt 
d 
0 

es o 

L cs 

.s 8 s 

W~chst S~ so konvergier~ der Beih~g, den die Seiten BsOs und OsDx 
~u dem In~egrale der rechten Seite yon (22) liefern, nach 0, so dab also, 
wenn wit de~ Weg 1)sA,~Bs m~ Ws be~eichnen, 

*) i. c. S. 228 vor Gleichnng (30). 

~M[&them&~mlle A~v- T, XXVlK 
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0 

wird. Analog isg 

(24) 0 

_~ f ~z forz~. ~ - l i m ~ = i d x _ ~ j  " , s , t ) g ( t ) d t  
8 ~ a z  

W S 0 

r  

f ~ f ~ z ,  = lira : ~ j V ~ - - ~ J  " ; s, t ) g ( t ) d t ,  
,9=00 

W S 0 

also r dutch Addition yon (23) uad (24)"mak~- Beaur yon (9) 
,~a  (13) 

. ~ F,~Zd~. F _ .  ~ t ) g ( t ] d t  (25) f ( s )  = r ~  ~ .  ~,-~-:n.., I ( ~ ( z  ; s, 
W 8 0 

oo 

s=.~ ~ * L d  i~--~  t 
we wz 

f(S) is~ reel.l, es komm~ a]so in (25) nut der rein imagin~ire Tell der lnte- 
Da nun~ wean ~h(z) den reellen Teil einer Ftmktio~ grale in Betraehk 

h(z) bedeu~t, 

(26) 

so folg~ 

(~) 

:Nun ist 

08) 

W,.g 

w s o 
8 

w s o 

$ 

Um dieses zu zeigen~ is?: noch tier imagin~re Tell Us der Fank~ion 

abzusch~zen. Es ist 



Differen~ialgleichungen mit Si~gularit~ten. ~ 9  

und (u~($)t=,= 0, /du~(~)~ ~ 0, also, wenn v und w zwei par~ul~r~ 
\ d~ /t=, 

In~egrale der Differen~ialgleichung d~u -d-i~ + (q(s) + ~--  Z~ 2) u = O, 

t 

1 

wobei naeh (21) ~11~<Se -s~. Da nun die Yunktionen v, w, u 1 yon dem 
Charakter e s* sind, so folgt durch eine leichte Rechnung (28). Also isfl 
schliel~lieh *) 

w s o 

*) Den Polen yon L entspzechen gewShnliche Eigenfunktlonen, die man, sofern 
dieses zweckm~Big erscheint, in bekannter Weis~ isolieren kann. 


