Ueber die Transformation der elliptischen Functionen bei
zusammengesetztem Transformationsgrade.

Von
L. Xiepert in Hannover.

Bei den Untersuchungen iiber Transformation der elliptischen
Functionen hat man sich, was die wirkliche Ausfithrung der Rech-
nungen betrifft, bisher meist auf den Fall beschriinkt, wo der Trans-
formationsgrad » eine Primeahl ist. Man unterliess es, die zusammen-
gesetaten Zahlen noch besonders zu behandeln, weil man im Allgemeinen
eine Transformation vom Grade b erhilt, indem man zuerst eine
Transformation g'* Grades und dann eine Transformation b'e» Grades
ausfihrt.

Ausserdem hiufen sich bei den bisher gebriuchlichen Methoden
die Schwierigkeiten, welche die Ausfithrung der numerischen Rech-
nungen bietet, ungemein, wenn % eine zusammengesetzte Zahl ist,
weil dann der Grad der Modulargleichungen noch schneller wiichst als
der Transformationsgrad. So ist z. B. fiir % = 30 bei Anwendung der
Jacobi’schen Bezeichnungen der Grad der Modulargleichung zwischen
« und v in Bezug auf jede dieser beiden Verinderlichen gleich

4+ 6B+ G+ =12.

Trotzdem ist diese Beschrinkung des Transformationsproblems auf
Primzahlen eine schidliche gewesen, denn erstens gewinnen die alge-
braischen Beziehungen, welche bei dieser Aufgabe auftreten, erhdhtes
Interesse, wenn man zusammengesetzte Werthe von # beriicksichtigt,
und zweitens gewihren diese algebraischen Beziehungen auch Mittel,
um die Rechnungen, welche fiir die Transformation vom Grade ab
nothwendig sind, wesentlich einfacher zu gestalten als bei dem oben
angedeuteten schrittweisen Vorgehen. Diese Mittel sollen in der hier
folgenden Abhandlung angegeben werden.

Es besteht niimlich zwischen der absoluten Invariante J%) der

#) Die Bezeichnung J ist von Herrn Klein in seiner Abhandlung: ,,Ueber die
Transformation der elliptischen Functionen und die Anflosung der Gleichungen
fiinften Grades® (Math. Avnnalen, Band XIV, S, 111—172) eingefiihrt worden.
Dabei ist .

. 9
J= gt — 2745’
wo g, und gy die von Herrn Weierstrass benutzten Invarianten sind.
Mathematische Annalen, XXXII. 1



2 L. Keerrr.

gegebenen elliptischen Function und der absoluten Invariante J der
transformirten Function eine Gleichung, deren Rang?*) ¢ leicht bestimmt
werden, kann und im Verhiltniss zum Grade dieser Gleichung klein
ist. Deshalb giebt es nach bekannten Sitzen aus der Algebra Hiilfs-
grossen £, welche dem Rationalitatsbereiche (J, J) angehdren (d. b.
welche rationale Functionen von J und J sind), und die Eigenschaft
besitzen, dass die Gleichungen

)] FE,J)=0 und F,(t,J)=0,
welche zwischen £ und J, bez. zwischen £ und J bestehen, in Bezug
aof J und J von niedrigerem Grade sind als die Gleichung zwischen

J und J.
In den Fillen, wo ¢ = 0 ist, d. h. in den Fillen, wo % eine der

Primzahlen
2,38,5,1, 13,

oder eine der zusammengesetzien Zahlen
4,6,8,9,10, 12, 16, 18, 25

ist, kann man sogar J und J als rationale Functionen einer solchen
Hiilfsgrosse £ darstellen, und zwar fanden Herr Klein in der oben
erwihnten Abhandlung und Herr Gierster in einer daran anschliessen-
den ,Notiz tiber Modulargleichungen bei zusammengesetztem Trans-
formationsgrade (Math. Annalen, Band X1V, 8. 537—544) eine solche
Darstellung auf rein algebraischem Wege.

Eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens fiir die Fille, in denen
der Rang ¢ =1 ist, lag sehr nahe. Da giebt es solche Hiilfsgrissen

£, fir welche die Gleichungen (1) in Bezug auf J und J nur noch
vom sweifen Grade sind. Die Auflésung der Gleichung (1) liefert

dann eine Darstellung von f und J als rationale Functionen von & und
von einer Quadratwurzel ans einer Function dritfen oder vierfen Grades
von £ Die Versuche aber, eine solche Hiilfsgrosse £ auf rein alge-
braischem Wege zu finden, waren trotz der eifrigsten Bemiihungen
ganz vergeblich. Erst durch Mittel, welche die Theorie der elliptischen
Functionen selbst bietet, ist es mir gelungen, diese Aufgabe fiir
@=1, und ebenso die grosseren Werthen von ¢ entsprechende Auf-
gabe zu losen*),

#) Die Bezeichnung ,,Rang“ riihrt von Herrn Weierstrass her und ist
gleichbedeutend mit dem Ausdrnck »Geschlecht“, den Clebseh einfithrte, Die
Zahl ¢ hat hier also denselben Werth wie bei Riemann die Zah! P.

**} Die zahlreichen weiteren Arbeiten, welche Herr Kiein und seine Schiiler
iber Transformation der elliptischen Functionen versffentlicht haben (vergl. ins-
besondere das Referat in Bd. 26 dieser Annalen, 8. 455--464), kommen fiir diese
Entwicklungen nicht unmittelbar in Betracht, insofern es sich in ihuen nur ganz
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Fiir ¢ =2 z. B, giebt es nach Riemann (Seife 116 der ges.
Werke) solche Hiilfsgrossen §, fiir welche die Gleichungen (1) in Bezug
auf J und J nur vom zweilen Grade werden, und andere Hiilfsgrossen
x, fir welche die Gleichungen
@ Fyi, )=0 wd Fyln, T)=0

in Bezug auf J und J vom dritien Grade sind, Hierbei besteht
zwischen £ und 2 eine Gleichung, welche in Bezug auf & vom driften
und in Bezng auf % vom zweiten Grade ist. Ausserdem sind nicht nur

£ und % rationale Functionen von J und J, sondern auch J und J
sind rationale Fanctionen von £ und 5, oder, was anf dasselbe hinaus-
kommt, sie sind rationale Functionen von £ und von der Quadratwurzel
aus einer Function fiinften oder sechsten Grades von E.

Ist ¢ > 2 und gerade, so kann man den Grad der Gleichungen

(1) nach Riemann auf %(Q-—[—-?), und ist ¢ > 2 und wungerade, so
kann man den Grad auf % (o -+ 3) herabdriicken. In besonderen

Fallen erniedrigt sich der Grad der Gleichungen (1) sogar noch weiter.
Eine solche Hiilfsgrosse £ moge in dem Folgenden ein ,, Parameter

und der Grad der Gleichungen (1) in Bezug auf J und J moge der
,,Charakter“ des Parameters §{ genannt werden.

Gelingt es also, Parameter mit moglichst niedrigem Charakter za
bestimmen, so erkennt man ohne Weiteres, wie sehr das Transforma-
tionsproblem dadurch vereinfacht werden kann, denn der Grad der

Gleichungen, durch welche die Beziehung zwischen J und J gegeben
wird, ist wesentlich kleiner als bei den Gleichungen, welche man bisher
zur Vermittelung dieser Beziehung benutzte.

Dabei ist es fiir zusammengesetzte Transformationsgrade gar
nicht nothig, von der Herstellung der Gleichungen (1) auszogehen,
man kommt vielmehr weit schueller zum Ziele, wenn man mehrere
Parameter mit moglichst niedrigem Charakter bildet, die Form der
Gleichungen feststellt, welche zwischen je zweien unter ihnen besteht,

und die noch unbestimmten Zahlcoefficienten dadurch ausrechnet, dass
b

man die beiden Parameter nach steigenden Potenzen von B® =2 ent-

beildnfig um die Aufstellung der =zgischen J und J bestehenden Gleickung
handglt. Immerhin besteht zwischen diesen Arbeiten und meiner Untersuchung
eine Uebereinstimmung im Princip: hier wie dort handelt es sich darum, bei der
Construction von Gleichungssystemen auch ire Falle hoheren Ranges den Anschluss
an die Theorie der algebraischen Functionen zu bewabren, andererseits geeignete
Irrationalitsten der eigentlichen Theorie der elliptischen Functionen zu entnehmen.
Vergl. insbesondere die Dissertation von Hermn Fricke (Leipzig 1886): Ueber
Systeme eliptischer Modulfunctionen von niederer Stufenzahl,
1%
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wickelt. Aus diesen Gleichungen ergeben sich dann die Gleichungen
(1) fast ohne Rechnung.

Um dieses Verfahren sogleich durch ein paar einfache Beispiele
zu erliutern, betrachte man die Transformation vom Grade 12 und
vom Grade 18. In beiden Fillen werden die Gleichungen (1) in
Bezug auf J und J vom ersten Grade, aber in Bezug auf £ werden
sie “fiir % = 12 vom Grade 24, fir % = 18 vom Grade 36. Wollte
man daher die Gleichungen (1) direct bilden, so wiirde die Rechnung
doch noch ziemlich umfangreich sein. Benutzi man dagegen den Um-
stand, dass man mehrere Parameter mit dem Charakter 1 angeben
kann, und dass zwischen je zweien von ihnen, £, und &s, eine Glei-
chung von der Form

a8.bs+ b8+ ek +d=0

besteht, so kann man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d in wenigen
Minuten durch Reihenentwickelung berechnen. Ist dann die Trans-
formation fiir irgend einen Factor von % (z. B. fiir 2 oder fir 3)
bekannt, so ergiebt sich aus diesen linearen Gleichungen, wie spiter
gezeigt werden soll, ohne Weiteres auch die Darstellung von J und J
als rationale Functionen von £, oder von Es.

Wenn auch die Rechnung in den Fillen, wo ¢ > 0 ist, nicht
ganz so einfach wird wie in den eben besprochenen Beispielen, so war
es doch dem Verfasser moglich, die im ersten Theile der Abhandlung
hergeleitete Methode im zweiten Theile auf eine grosse Anzahl von
Beispielen anzuwenden.

Nachdem néimlich in den beiden ersten Abschnitten die Eigenschaften
der Transformationsgleichungen und der Parameter, (welche Wurzeln
gewisser Transformationsgleichungen sind), untersucht worden sind,
werden im driffen Abschnitte die Transformationen vom Grade 2, 4,
8, 16 und allgemein vom Grade 2¢ erledigt,

Im vierten Abschnitte folgen dann die Transformationen vom Grade
3, 9, 27, 81, 243 und allgemein vom Grade 3=,

Die Potenzen von Primzahlen a, welche von 2 und 3 verschieden
sind, werden im fiinfien Abschnitte berticksichtigt, namentlich die
Transformationen vom Grade 5, 25, 125, 7 und 49,

Der sechste Abschnitt behandelt allgemein die Transformationen
vom Grade 2¢ und erledigt die besanderen Fille

n=6, 10, 14, 22 und 26.

Ausserdem ist hier noch die Transformation 11tn Grades untersucht
worden. Fir » = 11 wird nimlich ¢ = 1, so dass es Parameter mit
dem Charakter 2 geben muss. Das Auffinden solcher Parameter ist
dem Verfasser aber erst dadurch gegliickt, dass er die Transformation
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9%ten (Rrades zu Hiilfe nahm. Da fiir andere Primzahlen Aehnliches
gilt, so ist dieser Umstand ein weiterer Beleg dafiir, dass man das
Transformationsproblem durchaus nicht anf- Primzahlen beschrinken
darf, dass vielmehr erst die zusommengesetzten Zahlen die hinreichen-
den Hiilfsmittel zur befriedigenden Losung dieses Problems bieten.

Im sigbenten Abschnitte werden die Transfotmationen vom Grade
44, insbesondere vom Grade 12, 20 und 28 ausgefiihrt.

Daran schliessen sich im achfen Abschnitte die Transformationen
vom Grade 8z, 164, allgemein vom Grade 24 mit den besonderen
Fiillen

n—24, 48, 96, ...40, 80,....

Die Transformation vom Grade 3a wird im neunten Abschnitte
durch die besonderen Fille » = 15 und » = 21, und die Transforma-
tion vom Grade 9¢ wird im zehnten Abschnitte durch die besonderen
Fille # = 18 und n'= 45 erliutert.

Schliesslich handelt der élffe Abschnitt noch von der Transforma-
tion gt Grades, wofiir der Fall % = 30 als Beispiel dient.

Bei diesen Anwendungen gelingt es hiufig noch, die Resultate
in besonders elegante Form zu bringen. Wihrend nimlich die all-
gemeine Aufgabe nach den vorstehenden Angaben so lauten wiirde:
,Man soll J und J als rationale Functionen sweier Parameter mit
mbglichst niedrigem Charakter darstellen, so dass die Beziehung
zwischen J und J durch die viel einfachere Beziehung zwischen diesen
Parametern ersetzt wird,“ kann man in vielen Fillen J als rafionale
Function eines einzigen Parameters & und J als dieselbe rationale Func-
tion eines zweiten Parameters £ darstellen, wobei dann zwischen £ und E
eine verhltnissmissig einfache Beziehung stattfindet.

Mit den durchgefiihrten Beispielen ist die Zahl der leicht zu
bewsltigenden Anwendungen durchaus nicht erschopft; aber der Um-
fang der Abhandlung wire zu gross geworden, hitte man noch mehr
besondere Fille herangezogen. Auch wird nicht das Hauptgewicht
auf die Durchfiihrbarkeit zahlreicher Beispiele gelegt, sondern auf die
algebraischen Beziehungen, welche mit der angegebenen Methode in
Zusammenhang stehen. Man hat es nimlich hier mit ,, Klassen“ alge-
braischer Gleichungen zu thun, deren Verzweigung der Untersuchung
leichter zuginglich ist als in den meisten bisher bekannten Beispielen.
Ebenso finden die hier erliuterten Methoden, wie ich spiter zu zeigen
hotte, umfangreiche Verwendung bei der complezen Multiplication der
elliptischen Functionen.
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Was die Bezeichnungen betrifft, so werde ich ebenso wie in
meinen fritheren Arbeiten die Theorie der elliptischen Functionen naek
den Methoden von Herrn Weierstrass zn Grunde legen. Da sich
aber die hier folgenden Untersuchungen eng an meine Abhandlung:
»Ueber Theilung und Transformation der elliptischen Functionen*
(Math, Annalen, Bd. 26, S. 369—454) %) anschliessen, so sollen mehrere
Bezeichnungen, welche ich dort erklirt habe, auch hier benutzt werden.

Dem primitiven Periodenpaare 2w, 2@ sollen wieder die Grossen

o'z 101 @©
@  h=e®, Qeo)=CFR]Ja-m<e
y—1
entsprechen. Vertauscht man das primitive Periodenpaar 2w, 2’ mit
einem Hquivalenten

@) 2% =2pw 290, 20" =2p'0 4 290, (pg'—pg=+1),
so dndert sich Q(o, ')** gar nicht, denn es ist

) Q@ T) = @0, a)' = A =g, — 27g2.
Ferner war
(% a)
= . == n=1F
®) Fon) = s D09 = @(m),
es wird also, abgesehen von einer 24! Wurzel der Einheit,
¢ (—f:— m’)
(63) L(ﬂ) = W.

Noch etwas einfacher werden mehrere Ausdriicke in meiner vor.
Abh., wenn man die von Herrn Weierstrass definirte Funetion g1 fiir
den vorliegenden Zweck durch eine andere Funection, nimlich durch
(7 (W) =1(u|®, ) =¢ *° o(u|®, @)
ersetzt. **)  Dabei ist

¥) Diese Abhandlung wird daher in dem Folgenden fters zu erwihnen
sein, Deshalb soll sie nicht immer mit dem ausfihrlichen Titel, sondern nur
dureh die Worte: ,,meine vorige Abhandlung“ oder noch kiirzer: ,,m, vor. Abh.¢
citirt werden.

*#) Aus einer miindlichen Mittheilung des Herrn Weierstrass schliesse ich,
dass er bei seinen eigenen, nicht verdffentlichten Untersuchungen tber die Trans-
formation der eliptischen Functionen vermuthlich denselben oder doch einen
hnlichen Aunsdruck wie z(u) benutzt. Nach den Bezeichnungen von Jacobi (ges.
Werke, Bd, 1, 8. 501) wird

1 1 &'ni
- k1 u &
’(“1“’“>=(;)2Wf’1(?5” )
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(42) 2% =2py+2qy, 2 =20+ 2¢7.
Es folgt dann auns der bekannten Formel

6(u4-2%) = (—1)petrta 2futd gy,
weil in diesem Falle pg -+ p 4 ¢ immer eine ungerade Zahl ist,
B rut2®)= —zu), T@T—u)=—1r(—u)=—1(u),
und wenn man

2ol
W ==
setzt , "
~2(* TP
o | =TT,

1(7(7&—-«)5) (zaw) e(ﬁinam)__;_t(ezm y

Der Vortheil, welchen diese Funetion z(w) fiir die Transforma-
tion der elliptischen Functionen bietet, ergiebt sich z. B. schon aus
den folgenden Formeln. Nach Gleichung (172) m. vor. Abh. war
firn=2m+41

a0) 5 =o(u] 2, )= sty [ [[pe—o(222)}%

a==1

fihrt man aber die Functionen z(w) und 7(u) statt ¢(u) und &(u)
ein, so erhilt diese Gleichung die einfachere Form

(10a) z(w) -—z(u} %) = s (u)" H[p(u)__ 2a® ]

a=1

Ist » eine gerade Zahl, also n =2m + 2, so wird nach Gleichung
(17b) m. vor. Abh.

—1— Byuw? = 2
(11) 6(u)=¢ (u { %, ’cb“) =e¢*  awo(u)r! U[go (u)~go(~%ai)] ,
=1
eine Gleichung, welche durch Einfihrung der Functionen z (#) und =T(w)
die einfachere Form

*) Hierbei geniigt die Grosse-B, der Gleichung
2B,@ = 207 — 1),
in der 7 aus 7 entsteht, indem man das primitive Periodenpaar 2®, 2@’ mit
2%

2% =y, 20 =2,
n

vertauscht. Krsetzt man nun in Gleichung (10) das Arguwent w durch

ut 28 =u-+200,
80 erhilt man ohne Schwierigkeit den angegebenen Werth von By. In gleicher
Weise wird B, fir gerade Wérthe von n exklart,
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m

(a1a) 7@ =v(u| . 9) =m0 sy ] [ [o0— (*5%)]

a=1

annimmt. Dabei geht 7;(u) in #hnlicher Weise aus 6, (u) hervor, wie
z(u) aus 6(u), es ist nimlich

ld\
&

o

(@ — u) .

(@}
Aus Gleichung (24) m. vor. Abb. folgt sodann, dass die Grosse,

(12) (8 =n(u|v, o) = e 0 62(u) =

welche dort 6.p, ., genannt warde, mit — 7 (226) identisch ist, so
dass also \

. o
(13) Ga,,,aq=—z( ; )

wird, wodurch die Gleichungen (26) und (32) ebendaselbst die ein-
fachere Form

1) p(22) — ()]

(2(3;&)«‘5) I(Q(B—;a)tﬁ)

NEDEED

1 for =7 (2, 2) = [ = (22)
erhalten. =t

Erster Theil.
Allgemeine Untersuchungen.

1. Abschnitt.
Eigenschaften der Transformationsgleichungen.

§ 1.
Zuriickfihrung der reducirten Theilungsgleichung auf Transformations-
gleichungen, *)
Es sei n eine beliebig zusammengesetzte Zahl, also
(16) n=a*bfcv ..,

und es seien wieder die Zahlen @(n) und T'(n) definirt durch die
Gleichungen

*) Was hier unter der reducirten Thetlungsgleichumg zu verstehen ist, findet
sich in § 2 m. vor. Abh,
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0 = 900 = (=2 (1= (1=2)- -
T 1) = (142 () (42

ferner sei wieder

(17)

2le+2p0

(18) W == W p == Py r

wobei die beiden ganzen Zahlen 2 und g keinen Factor gemein haben
sollen, der auch ein Factor von # ist, dann gilt bekanntlich der Satz:

I Ist S eine symmetrische Function der —;-qD(%) Grisssen f(lw),
wo 1 alle Werthe annimmt, welche zu n relativ prim und Fleiner sind
als g , 80 ist 8 die Wurzel einer Gleichung T (nyer Grades, deren Coef-

ficienten rationale Functionen von g, wnd g; sind.

Der Satz hat nur einen Sinn, wenn % von 2 verschieden ist, und
kann dann bewiesen werden, wie folgt:

Da 1 relativ prim ist zu %, so gehoren die Grossen p(fw) simmt-
lich zu dem reducirten System der Theilwerthe von p(u) (vergl §2
m. vor. Abh.); ihre Anzahl ist daher —;— @ (n). Dieselben Theilwerthe,
nur in anderer Aufeinanderfolge, erhilt man, indem man » mit mw
vertauscht, wenn m zu # relativ prim ist. Es sind nimlich die —-21—-q)(n)
Theilwerthe ¢ (Imw) simmntlich von einander verschieden, weil aus

p (4 mw) = p(l,mw)
folgen wiirde, dass

Lmw T lymw = mw(l, TL) = 2pe 4+ 2¢6

eine ganze Periode wire, Dies ist aber nur moglich, wenn I, &1,
durch % theilbar ist, d. h. wenn

pw) =p(Lhw).
Sind die ganzen Zahlen I und m gegeben, so kann man aber immer
eine ganze Zahl ,, welche kleiner als g— ist, so bestimmen, dass
I,m F 1= 0 (mod. %)

und deshalb
@{l, mw) = p(lw)

wird. Da nun p(lw) eine rationale Funection von @ (u) ist, so kann
S auch als eine rationale Function von p(w) allein dargestellt werden.
Deshalb ist

8= R{p(w))
sicher die Wurzel einer Gleichung
(19) F(S,gz,g3)=0,
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deren Grad in Bezug auf S gleich —%{p(ﬂ) T (w) ist, und deren Coef-

ficienten rationale Functionen von g, und g, sind. Setzt man ndmlich
tir p(w) die simmtlichen Theilwerthe des reducirten Systemfs nnd
bildet die zugehdrigen Werthe von R (p(w)), so sind die symmetrischen
Functionen von diesen —%—(p(n) T(n) Grossen rationale Functionen von
g, und g;. Deshalb entsprechen auch die Wurzeln der Gleichung (19)

den —‘E-ty(n) T'(n) verschiedenen Theilwerthen des redueirten Systems.

In diesem Falle sind aber je -;—go(n) Wurzeln einander gleich,

denn 8 #ndert sich gar nicht, wenn man @ (w) mit p(mw) vertanscht.
Man erhilt daher, von welchems Werthe % man auch ausgehen mag,

8 = R (p(w)) = R (p (mw)),

wobei m alle Werthe annehmen darf, welche zu # relativ prim und

;i; folglich muss F(8, g,, g5) die % p(n)e Potenz
einer gamzen rationalen Funection von S sein, die nur noch vom Grade
T(w) ist, d. h. 8 ist die Wurzel eciner Gleichung 7'**» Grades, deren

- Coefficienten rationale Functionen von g, und g, sind.

Dieser Satz findet sich auch in der inhaltsreichen Abhandlung von
Herrn H. Weber: ,,Zur Theorie der elliptischen Functionen* (Acta

mathematica, Bd. 6, S.375), nattrlich mit der Modification, dass es
sich dort nicht um symmetrische Functionen der —;— g (n) Grossen g (lw),

kleiner sind als

sondern um symmetrische Functionen der ¢(n) Grossen sin am (sQ)
handelt, wobei
Q — 4pK 4 4p' K
%

ist und s alle zu % relativ primen Zahlen durchiduft, die kleiner als
n sind. Deshalb sind dann anch die Coefficienten der Gleichung bei
Herrn Weber rationale Functionen von %%

Herr Weber nennt eine solche Gleichung eine zum Transforma-
tionsgrad n (oder kurz 2u ) gehorige Transformationsgleichunyg.

Diese Bezeichnung soll auch hier benutzt werden, und ebenso die
beiden Satze, welche Herr Weber fiir solche Transformationsgleichungen
angiebt, nimlich:

I Jede Transformationsgleichung ist entweder irreducibel oder sie
st die Potenz einer irreduciblen Gleichung.

L. Durch die Wurzeln einer belichigen irreduciblen Transforma-
tionsgleichung sind die entsprechenden Wurzeln aller Tromsformations-
gleichungen rational darstellbar.

Der Beweis dieser Satze ist fiir die vorliegende Modifieation ganz
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in derselben Weise zu fithren mbglich wie bei Herrn Weber, soll
aber erst bei der hier folgenden Verallgemeinerung gegeben werden.

Der Begriff der Transformationsgleichung ldsst sich ndmlich noch
wesentlich erweitern. Schoun in § 3 m. vor. Abh. hatte ich folgenden
Satz bewiesen:

IV. Ist Oy, eine cyklische Function von p(w), ¢ (kw),...p (F*'w),
wo w wieder gleich wi, wnd wo w-die kleinste Zahl ist, fir welche
F* =+ 1 (mod. n) ist, so wird Cy,, dic Wurzel eimer Gleichung vom

Grade —2%‘- o (1) T'(n), deren Coefficienten rationale Funclionen von g,
und g, sind.
Ist » oder % die Potenz einer Primzahl p, die von 2 verschieden

ist, oder hat n einen der Werthe 2 und 4, so giebt es primitive
Waurzeln ¢ von n. Setzt man in diesem Falle k=g, so wird 24
gleich @(n) und Oy, die Wurzel einer Resolvente vom Grade Z'(n),
welche dieselben Eigenschaften besitzt wie eine Transformations-
gleichung. Auch in einigen anderen Fillen kann man durch einmalige
Anwendung des Satzes IV Resolventen vom Grade I'(n) bilden. Wenn
dies aber nicht moglich ist, wenn man also auf diesem Wege nur
Resolventen erhilt, deren Grad ein Vielfaches von I'(m) ist, so ldsst
sich folgendes Verfahren einschlagen.

Da 2% < @(n) ist, so kann man unter den Zahlen, die zu #
»

5 eine Zahl s so auswihlen, dass sie

relativ prim und kleiner sind als

den 2x Zahlen
L1,k .

modulo # nicht congruent ist. Es sind dann die % Grossen

(20) p(sw), psw), p(k*sw), . . . p(F~'sw)
von einander und von den x Grissen
@n p(w), pkw), p(Fw), ... p(F*w)

verschieden. Wire nimlich
p (s w) — p(Hs0)
und ist z. B. ¢ < §, sb miisste
Tesw T ksw = ke sw(1F k) = 2pw + 290’
eine ganze Periode sein. Da w aber den Nenner n hat, und die
Zahlen % und s zu % relativ prim sind, so miisste
kf—e = -4 1 (mod. )
sein, und dies ist unmoglich, da « und f§ beide kleiner als » sind.
Wiire dagegen
(22) p (ke sw) = p (k)
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so kann man auch hier voraussetzen; dass a<C 8 ist; denn wire ¢ > B,
so konnte man § mit § -} % vertauschen. In beiden Fillen ist
O p—ea<x.
Aus Gleichung (22) wiirde folgen, dass
Esw I kw = kew (s k%) = 2po + 29’
eine ganze Periode ist, dass also s J~ kf—= durch % theilbar ist. Dies
widerstreitet aber der Wahl von s.

Bildet man jetzt die Grossen
(23) p(s*w), p(ks*w), p(B*s*w), . . . p(k*~'s*w),
so konnen zwei Fille eintreten. Entweder ist (s?w) eine der Grossen
pw), e(kw), p*w), . . . p(*1w) in der Reihe (21), oder p(s2w)
it von ihnen verschieden. Im ersten Falle ist die Reihe (23) naur
eine cyklische Vertauschung der Reihe (21); im zweiten Falle aber
enthalten die Reihen (20), (21) und (23) lauter verschiedene Theil-
werthe des ¢, was man in dhnlicher Weise zeigen kann, wie es vorhin
bei den Reihen (20) und (21) geschehen ist.

Bildet man in dem zweiten Falle noch die Reihe

24) p (53w}, p(ksPw), p(k*sPw), ... p(F1s3w),

so kbnnen wieder zwei Fille eintreten: Entweder ist die Reihe @4)
nur eine cyklische Vertauschung der Reihe (21), oder sie enthilt lanter
Theilwerthe von g, die in den vorhergehenden Reihen noch nicht ent-

halten sind. In dem zweiten Falle ist das Verfahren noch weiter
fortzusetzen, schliesslich wird man aber immer zu einer Reihe

(25) p(s7w), p(ks®w), p(Ks°w), . . . p (k*'sow)

kommen miissen, welche nur eine eyklische Vertauschung der Reihe
(21) ist. Bezeichnet man mit ¢ die kleinste Zahl, welche dieser
Forderung entspricht, so muss 2x6 ein Theiler von @(n) sein, denn

die k6 Grossen p(k*sfw) sind simmtlich Grossen von der Form o (Tw),
wo [ alle Zahlen darchlinft, welche zu # relativ prim und kleiner

sind als —;i » S0 dass p(lw) im Ganzen %(p (w) verschiedene Werthe hat.

Wenn nun x6 nicht gleich, sondern Kleiner ist als %q)(n) , 50 withle

man J, so, dass p(lw) von den xo Grossen p(k=sBow) verschieden ist.
Vertauscht man jetzt 0 mit f,%, so erhilt man ein zweites System
von %6 Grossen (k*sf1,w), welche von einander und von den x6
Grossen des ersten Systems verschieden sind.

Entweder sind damit die ’é“P(”) Grossen g (lw) erschopft, so dass

2%6 = % @(n) wird, oder man kann durch passende Wahl von l,
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noch ein drittes System von #¢ Grossen p(k® s# I, w) bilden und so
fortfahren, bis simmtliche Grssen p(lw) vorgekommen sind.
Braucht man im Ganzen m solche Systeme, so ist also

5 9(n) = mxs,
folglich ist - @(n) ein Vielfaches von %6.

Bezeichnet man jetzt mit O die cyklische Function der Gréssen
p(s2w), pkstw), pk*scw), ... pk*s*w), welche aus (3, (oder
kiirzer aus C) durch Vertauschung von w mit s*w hervorgeht, so kann
man eine eyklische Function € der cyklischen Funectionen
(26) c, ¢cw, 0B, ... Cl
bilden*) und kann C’ wieder als eine cyklische Function der % Grossen

(), p(kw), p(F*w), . .. p(*='w0)
betrachten, weil p(s*u) eine rationale Function von p(u) ist. Deshalb
kann man auf C den Satz IV anwenden, nach welchem C’ zunichst

o(n) T(n)
2%

die Wurzel einer Resolvente vom Grade wird.

Bei dieser Resolvente sind aber je 6 Wurzeln einander gleich,
denn durch Vertauschung von p(w), p(kw), p(k*w), ... p(k*1w)
mit p (s°w), p (ksew), pEstw), .. . pk*'s%w) gebt C in CW,
CW in Q@H), ., dber, so dass sich die cyklische Function O’ gar
nicht indert. Der Grad der Resolvente, von welcher C* abhingt, lisst
sich also auf —————(p(";)i‘(”) reduciren , und es gilt der Satz:

V. Ist C@ eine cyklische Function der % Grossen
p(s=w), pkscw), pEs*w), . .. pE—1s*w),
wo x der kleinste Exponent ist, fiir welchen k* = 1 modulo n wird,
und ist C' eine cyklische Function der 6 Functionen
C, Co, co, ., Qo
wo & der kleinste Exponeni ast, fiir welchen
s% =+ k* (mod. n)
wird, wihrend o noch irgend einen der Werthe 0, 1,2, ...2—1
haben darf, so ist C' die Wurzel einer Resolvente vom Grade E’(q;_)f‘i@"
deven Codfficienten rationale Functionen von g, und gs sind.

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, muss man schliesslich zu
einer Resolvente vom Grade T'(n) gelangen, die auch noch ,,eine zu
n gehirige Transformationsgleichung“ heissen soll.

=) Bine solche Function moge ,eine mehrfach cyklische Funclion von den
Theitwerthen der @ Function* heissen.



14 L. Kigeezr,

An Stelle der symmetrischen Functionen von p(l4) im Satz I sind
jetzt also ein oder mehrere Cyklen dieser Grissen getreten.

Die Sitze II und III gelten aneh noch fiir den so erweiterten
Begriff der Transformationsgleichung,

Dass nimlich eine solche Transformationsgleichung irreducibel oder
die Potenz einer irreduciblen Gleichung ist, folgt daraus, dass sich
¢» und g, gar nicht Andern, wenn man das primitive Periodenpaar
2w, 20 mit den Aquivalenten

2% =2po + 290, 26" =2p'w + 290’ (pg—p'g=+1)
vertauscht, Dagegen kann man die Zahlen p, g, p', ¢’ so wihlen, dass
aus einer Wurzel der Transformationsgleichung alle ibrigen durch
solche Vertauschungen hervorgehen. Wenn also die Wurzel einer
Transformationsgleichung irgend einer Gleichung geniigt, deren Coef-
ficienten rationale Functionen von g, und g, sind, so miissen derselben
Gleichung anch alle @ibrigen Wurzeln der Transformationsgleichung
genligen.

Sind ferner
$1 s Lyy e e. Xy

die Wurzeln einer bestimmten Transformationsgleichung und

Y, Y- Yr
die entsprechenden Wurzeln irgend einer andern Transformations-
gleichung, so sind aunch

o £’ &
Y11, Yo%gy oo . Yoy .
die Wurzeln einer Transformationsgleichung, denn z,% kann als eine

Function von p(w) allein angesehen werden, deren Werth sich gar

nicht &ndert, wenn man p(w) mit einer der —;—tp(n) Grossen p(lw)
vertanscht. Dasselbe gilt von y,, folglich auch von LR

Deshalb sind die Ausdriicke

ch + 9, + oty =y,
hi® F i - yrze = Q,
@7 127 45’ oA ypar = @,

.%xlT_l + %xg'-x + - ?/T-Z';—l = Qg
als rationale Functionen von 9, und g; darstelibar. Setzt man nun
Pay=(z—z) 2—z)... (x—2yp)

und

F(z) — F(x,) 2

'_Z“_T%—%—a Fo(xt) + x-Fl (xi) + x~F2(”1) "}" e + z?1 FT“I(xl)’
50 wird

(28) yip’(xl)':“opo(x:)‘f‘“in (xz)‘f‘“ze(xx)“}""'“f‘ai’-lFT—l (%)
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Der Kiirze wegen moge ein Ausdruck, welcher die Wurzel einer
Transformationsgleichung ist, eine Tramsformationsgrésse heissen.

In dhnlicher Weise lisst sich auch der Satz beweisen:

V1. Sind x, und y, beide cyklische Functionen von

p(w), p(kw), p(Fw), ... pEw),
so lasst sich vy, als rationale Function von x, und den Invarianten
g, und g, darstellen.

p(m) T ()

TR und sind

Ist ndmlich v =
xl 5 xg, v v x‘v

die Wurzeln der Resolvente fiir z, und

yl 2 y?’ s y‘V
die entsprechenden Wurzeln der Resolvente fiir y, so sind die Ausdriicke
Y + 9. +t = by,

N, 4w oo+t =b,
(29) y1x12 + 3/2“'22 + < + ?/vwv‘l = bz,
Y2ttt T = b
als rationale Functionen von g, und g, darstellbar, weil y,2,* gleich-
falls eine cyklische Function von p(w), p(kw), ¢(k*w), ... p(F*w)
ist.  Setzt man also ‘

G@)=(&—2z,) (@—x,)...[@—2)

und
G(x:c)::i@') = G, (%)) + G, (z,) + 2*Gy(%,) + - - - + 27 Gv-1(2,),
so wird

(30) 9, G (@) = b Go(@y) + 8, Gy (%) + 8. G2 @)+ - -+ b Gra ().

Man erkennt ohne Weiteres, wie man diesen Satz auch noch
verallgemeinern kann aof zwei Grossen z, und y,, welche mehrfach
eyklische Functionen von Theilwerthen der g-Function sind.

§ 2
Berechnung der Theilwerthe n‘ Grades der Function pu.

Wie niitzlich die vorstehende Erweiterung des Satzes I von sym-
meltrischen anf eyhlische Functionen ist, erkennt man daraus, dass man
jetzt sehr leicht die Theilwerthe der p-Fanction durch Wurzelauszieben
berechnen kann, sobald man die Auflosung einer Transformations-
gleichung besitzt. Nach Gleichung (28) kennt man dann die Auflosung
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aller Transformationsgleichungen und man kann (unter Beibehaltung
der im vorigen Paragraphen erklirten Bezeichnungen) setzen fiir =0,
1,2,---x—1

2aeni dami 2(x—~1) m< :!x

B1) Ca=[s°(W)+eTsO(kW)+e ERAGEOR st T L G

Es sind damn ¥/C,, C,, C,, - - - C,_, eyklische Functionen von p (),
p(kw), p(k*w), - - - p(F*'w) und deshalb Wurzeln von Resolventen

des 2T ¢, Grades. Aus den Gleichungen (31) folgt aber

2%
sp@)=yG+  VO+ YO+t VG,
(32) _2mi 4w _2(x—) 7 e
wp(k)=)Cote * JT+e * YCt—te * PO,
Dabel kann man noch p(w), @(kw), - - - rational durch eine

einzige Wurzelgrosse, z. B. durch 7/C, ausdriicken, denn f/(T'O und

% _0_

}/C—‘: sind cyklische Funetionen von g (w), p(kw), p (k2w), - -- p (1)
1

und deshalb nach Satz VI in § 1 rationale Functionen von G, g,und g,
Setzt man ferner fiir =0,1,2, .. 6 — 1

l: 2p7i 18ri 2{6—1) Bne

Cute® CP4e” CP 4o @ oY),

wobei O aus €, hervorgeht, indem man w mit sv w vertauseht, so

(33 Cop=

ist C,p die Wurzel einer Resolvente vom Grade 2%%<ﬁ, und man
erhdlt aus den Gleichungen (33)

6C=VCio+V0iy  +VCz:  +- V.
277 473 _’2(6——1)

34 7 T e Sy 5 G a G5
()lﬁc«i"=‘i/0“+e VCiste  Vlistte ° yoiis,

Auch hier lassen sich die vorkommenden Warzelgrossen rational
durch eine einzige ausdriicken.

Indem man so fortfibrt, kann man schliesslich die Theilwerthe
der p-Function, welche dem reducirten System angehoren, durch
Transformationsgrossen ausdriicken. Dabei hat man genau ebenso
viele Wurzelausziehungen ndthig, als Cyklen zu den betreffenden
Transformationsgrossen fithren, und das Product der Waurzelexponenten

ist gleich + o (x).
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Die Auflosung der Transformationsgleichungen durch algebraische
Operationen ist moglich fiir die singuliren Werthe von %, bei denen

complexe Multiplication stattfindet. Dann giebt also die vorstehende
Methode einen Weg an, auf dem man die Theilwerthe der p-Function
leicht berechnen kann,

§ 3.
Einige Sitze iiber die Bildung von Transformationsgrossen.

Bei der Bildung von Transformationsgrossen, wie sie in § 1 durch
die Satze I bis VI angegeben ist, kann man noch dadurch eine Modi-
fication herbeifiihren, dass jede symmelrische Funection auch eine
eyklische Function ist. Deshalb kann man den Satz I mit den Sitzen
IV und V in der Weise combiniren, dass man z. B. zuniichst die
cyklische Funetion C von den Grossen g (w), p(kw0), p&2w), -+ p (k1)
bildet, dann aber fiir C' eine symmetrische Function von C, CW, @),
<+ Olo=1) getazt.

Der Vortheil, welchen die Benutzung symmetrischer Functionen
bietet, liegt in dem Umstande, dass man mehrere Schritte auf einmal
machen kann, die man bei cyklischen Functionen nach einander machen
miisste. Ist z. B. 2x6 < @(n), ist also

o) =2vxo,
50 kann man der Zahl s im Ganzen v verschiedene Werthe s, s,, .- -3,
geben, so dass die Theilwerthe p (k*sfw) simmtlich von einander ver-
schieden sind, wenn « die Zahlen 0 bis » — 1, B die Zahlen O bis
6 -— 1 und y die Zahlen 1 bis » durchiiuft. Dadurch werden aber
die ~:— @ (m) Grossen p(lw) erschdpft.
Geht nun durch Vertauschung von % mit sf;f w die cyklische Funetion

Cin ¢ iber, und bildet man eine symmetrische Function dieser
v6 Grossen CP, so ist sie eine Transformationsgrisse.

Bisher waren bei der Bildung der Transformationsgrossen die-
jenigen Theilwerthe @(lw) der p-Function ausgeschlossen, bei denen
1 einen gemeinsamen Theiler mit % hat. Auch diese Beschrinkung
kann noch aufgehoben werden, weil @(au) eine rationale Funection
von p(u) ist. Wenn also a der grbsste gemeinsame Theiler von 1
und % ist, so wird eine cyklische Function der Grossen

p(aw), pEaw), pklaw), - - - pk*law)
auch eine cyklische Function von
@(W), @Uﬂ?ﬂ), go(kzi,O), PP so(kx—lw)

Mathematische Annalen, XXXTEL 2
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sein. Dabei kann freilich der Umstand eintreten, dass » nicht die
kleinste Zahl ist, fiir welche

ak* 1= a(mod.n), oder k*=+41 (mod. —2),
ist, Wird z. B. schon
kt==+ 1 (mod. 2),
so ist £ ein Factor von %, also % == rf Deshalb wird man es in
Wirklichkeit nur mit einer cyklischen Function der ¢ Theilwerthe
p(aw), pkaw), -+ - gk aw)
zu thun haben; man kann sie aber doch noch als eine cyklische
Function der x Grossen
p(aw), p(kaw), - - - p(k*aw)
betrachten. Bezeichnet man niimlich mit C® diejenige cyklische

Funetion, welche aus ¢ durch Vertanschung von aw mit k**qw her-
vorgeht, so wird

C®e=C md C=— % (C+CW 4 C® 4 ... 4 Or-v)

eine cyklische Function der = Grossen p(aw), p(kaw), - - - g(k*1qw).

Beschrinkt man sich bei dieser Betrachtung auf symmetrische
Functionen, was fiir die spiteren Untersuchungen ausreicht, so gilt
zunichst der folgende Satz:

L Durchliuft 1 alle ganzeakligen Werthe, welche zu n relativ
prim und Kleiner sind als 72";, wo o ein beliebiger Factor von n ist,

so kann man jede symmetrische Function X der % q;(g) == n, Theil-
werthe p(law) auch dorstellen als eine symmetrische Fumction der
5 () = n, Theibwerthe p(lw).

Beweis. Die (rationale) symmetrische Function X der n, Theil-
werthe p(lqw) ldsst sich bekanntlich als rationale Function der Potenz-
summen

S, = 2 o(law), 8, =2 plaw), 8= 2 pQawy, --.

darstellen, wobei sich die Summen nur iiber 1, Werthe von I erstrecken.
Nun wird aber

plliaw) =p(l,aw), wemm I =-+41, (mod, —2—')

ist. Deshalb darf man die Summation iiber alle za % theilerfremden
Werthe von 1 erstrecken, die kleiner sind als ;, ohne dass sich die



Zur Transformation der elliptischen Funefionen, 18

Werthe von §,, S,, 8;,..., von dem Factor »I—Zl abgesehen, indern.

Man kann also X auch als symmetrische Function der s, Theilwerthe
p(law) betrachten und folglich anch als symmetrische Function der
n, Theilwerthe p(lw), weil p(aw) eine rationale Function von ¢(u) ist.
Da bei diesem Satze ¢ ein ganz beliebiger Theiler von n ist, so
ergiebt sich daraus auch noch der folgende allgemeinere Satz:
11. Sind a,b,c,... belicbige Factoren von n und dwrchlavfen 1,,k,1., ...

alle zu n theilerfremden Zahlen, welche bez. kleimer sind als -, -

2a’ 20’
%, -+, 80 kann man eine rationale Function der Theilwerthe p(l,aw),
eLdw), p(l.cw), - - -, welche symmetrisch ist in Beaug auf die n, Theil-
werthe @ (l,aw), ebenso in Bezug auf die ny Theilwerthe o (1, bw), ebenso
in Beaug auf die n, Thelwerthe p(l.ew), w. s. w., als symmetrische
Function der n, Theilwerthe p(lw) darstellen.
Dabei darf sich unter den Factoren a, b, ¢, ... auch der Factor 1
befinden.
Verwendet man bei Bildung einer Transformationsgrosse nur Theil-
werthe der g-Function von der Form g (l,aw), so gehdrt sie eigentlich

zur Transformation vom Grade %' Deshalb wird in diesem Falle die

Transformationsgleichung reducibel, d. h. sie ist die Potenz einer
trreduciblen Gleichung niedrigeren Grades, so dass durch eine solche
Transformationsgrosse die fibrigen wuichf mehr rational darstellbar sind,

Der Unterschied zwischen den beiden Grossen

220+ 2pa’ 26 2po—+ 290
W wmd S =S

W =

besteht darin, dass p und ¢ zu einander relativ prim sind, wihrend 4
und g noch einen gemeinsamen Factor haben diirfen, der aber zu #
relativ prim sein muss. Die Allgemeinheit der vorliegenden Unter-
suchungen _erleidet jedoch keine Beschrinkung, wenn 4 und g der-
selben Bedingung unterworfen werden wie p und ¢. Deshalb soll
in dem Folgenden der Kiirze wegen

(35) 28 __ 2pm+ 290’

w
n 2

gesefzt werden.

§ 4
Wirkliche Herleitung einiger Transformationsgrissen.

Unter den Transformationsgrossen, bei deren Bildung haupt-
sachlich symmetrische Functionen verwendet werden, moge an erster

2‘
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Stelle diejenige genannt werden, welche Herr Weierstrass angegeben
hat®), ndmlich die Grosse

—1
(36) G =p(0) + 9w+ - + ¢ (L5 w),

wobei % als eine umgerade Zahl vorausgesetzt wird. Man kann aber
diesen Ansdruck ohne Weiteres so umgestalten, dass er auch noch fiir
gerade Zahlen anwendbar ist, indem man sefzt

(363) B, =26, = p(w) + p(2w) + p(Bw) - - - - + p((n—1)w).*¥)
Nach Gleichung (14) wird
plar0) — p(Ruw) = =BT

ferner erhilt man mit Riicksicht auf die Gleichungen (9) fiir
n=2m-+1=6141

ﬁ t2aw) = ﬁ z{aw), ﬁ t(3aw) = (— 1} ﬁ T {aw)

a=1 a=1 =1 z=1
und deshalb
m ) ‘ - ;
37 I wew) — p@awy) = =2
a==1 H z(aw)z
=1

Setzt man also

@) f= I #(ew),

so ist = .
(38 a) fz——--Uz{ixw)z =U r{ew)

als symmetrische Function der m Theilwerthe 9 (ew) eine Trans-
formationsgrasse.

Die Grosse f2 habe ich schon in meinen fritheren Abhandlungen
liber Transformation der elliptischen Functionen®#) benutzt. Auch
in der folgenden Untersuchung wird dieser Ausdruck eine wichtige
Rolle spielen.

*) Vergl. Felix Miller, de transformatione functionam ellipticarum.
Bexlin 1867.
*%) Dieser Ausdruck ist schon in Gleichung (13) m. vor. Abh. erklirt
worden,
*¥*) Vergl. Journal fiir Mathematik, Bd. 87, 5. 199216, Bd, 88, S, 205-—219
und Bd. 95, 8. 218—231. Math. Anvalen, Bd. 26, S, 369454,
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Ist » durch 2 oder durch 3 (oder gar durch 6) theilbar, so soll
f? auch dann noch durch die Gleichung

B~1

(39) (& a)=pr=]] v

a=1
definirt werden. In diesem Falle ist aber micht f2, sondern erst eine

Potenz davon eine Transformationsgrisse.
& i
Entwickelt man f, bez. f2, nach Potenzen von 2=¢ & , so
findet man (vergl. § 7 m. vor. Abh.), dass fiir beliebige Werthe von %

o(5. )

[/ S _ w .

(40) rG )= Gaar
Auf die Grésse f3 wird man fiir ungerade Werthe von %, also
fir »=2m 4 1 auch auf folgende Weise gefithrt. Bekanntlich ist

’ 2 2
(1) §) = — 208 = — 0,

folglich ist

2
IT v = 1)”*1'[ ew) — 1)’“17 G

a=1 a=1

oder
(42) []¢@w)=1mr—=
a==1
Daraus folgt z. B., dass fiir » = 614 3 die Grosse f® eine Trans-
formationsgrisse ist,
Fiir » = 9 ist sogar schon f* eine Transformationsgrosse (vergl.
§ 31 m. vor. Abh.), denn da ist

43) =9 CR) () (52) ¢ (58)

eine cyklische Function der Grossen p( 2), g;(w ), ¢ %ﬂ).

Ein anderes Beispiel fiir die Benutzung cyklischer Functionen
und zwar fiir die Benutzung mehrfach cyklischer Functionen liefert § 23
m. vor. Abhandlung. Ist nimlich %» das Quadrat einer ungeraden
Primzahl ¢ =2b+4 1=61--1, und ist g eine primitive Wurzel
in Bezug auf den Modul », so ist b die kleinste Zahl, fiir welche

?* =1 (mod. @), ¢°* = — 1 (mod. a),
g*%'= L (mod. »), ¢**= — 1 (mod. »).
Setzt man jetzt

(#)

gw=u, ud k=g,
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so ldsst sich zeigen, dass
aw,) — p (24 p(FPw) — p(2FPw,
@ (awa) ﬁ: ® ( wa)
eine cyklische Function der @ Theilwerthe

9 (wa), p(kws), p(Bws), -+« pk*lw,)
wird, Wegen der Congruenzen (44) ist nimlich

a-1

P (ka wu) = 12 (wa) ) 50(2 kawtl) = # (2 wa) 2
plhaws) = plaws),  pRkaws) = p(Raw.),
@’(ka'w“) = ?’(wa) ; g (kaws) ——¢ (aws),

folglich sind .
[plaw,) — 9 (2aw,)] [pBfws) — 9288 w,)]

=0
und

a—1
¢ (as) ” ¥ (kB wa)
‘8=0
rationale Functionen von p(w,), die sich gar nicht #ndern, wenn man
p(w.) mit g(kw,) vertauscht. Deshalb ist (nach Satz IV in § 1) =,
die Warzel einer Resolvente vom Grade

b.-Tm)=>ba(a+ 1)
Schliesslich wird
I

(46) y=][] «.

b a—1
. p(aw,) — o (2aw,) o(*Pw,) — p (288 w,)
= LT[ I #0S

eine symmetrische, also auch eine cyklische Function von Xyy Loy oo Ty
und deshalb (nach Satz V in § 1) die Wurzel einer Resolvente vom
Grade T'(n), d. h. y ist eine Transformationsgrisse.

Man kenn jetzt noch zeigen, dass y. gleich f (%—, ﬁ’) ist;
denn es ist

y = T [elage)—pCage) FT o) — p (2 2Preu)
(47) =1 p’(“ga'w) B=0 @‘(gbﬂﬂw)

25(54-1)
- ! E plew) —p@ew)  f* —F
&1 Plaw) sl

Uebrigens erkennt man ohne Weiteres, dass man das vorstehende

Beispiel als eine Combination zweier anderen erhilt; das eine findet
man, indem man
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a1

%o = [plaws) — p (2a10)] 1_1 [p(k8 we) — p(2k6 w,)],

y=qu=f"2

a=1

setzt, und das andere, wenn

a—1

&
va=g(aws) [ [ ¢t ws), y=]]z=r
a=1

=0

ist. Dabei bleibt 7 auch dann noch- eine Transformationsgrésse, wenn
a keine Primzahl ist. (Vergl m. vor. Abh. § 23 und 24.)

Von besonderem Interesse fiir das Folgende sind auch die Aus-
driicke, welche die Form
(48) R=]] vaw
baben, wo I alle zu » theilerfremden Werthe durchlinft, welche kleiner
sind als % Nach Satz I in § 1 ist dann R? sicher eine Zrans-

formationsgrésse. Fiigt man jetzt aber noch die Voraussetzung hinzu,
dass sich # in zwei Factoren ¢ und b zerlegen lidsst, welche zu ein-
ander relativ prim und grosser als 2 sind, dann gilt der Satz, dass B
selbst eine Tramsformationsgrosse ist.

Beweis. Da o und b relativ prim sind, so giebt es zwei ganze
Zahlen z und y, fiir welche
(49) ax —by=2

wird. Sefzt man jetzt
gar— 1=y,

80 ist

ax=r4+1, by=r—1, abry=r*—1,
also
(50) 72 = 1 (mod. #).

Die Zahl » ist daher sicher theilerfremd zu n; ferner sind auch
die Zahlen r 41 = az und # — 1 = by kein Vielfaches von n;
denn wire . '
i r41=az=cn=abe,
$0 wire :
azx — by =Db(ac — y) =2;
das ist aber unmboglich, weil b grésser als 2 vorausgesetzt ist. Ebenso

wiirde aus
r—1=>by==cn=abe

folgen, dass
az —by =a(xg —bey=2

wire, und das ist gleichfalls nicht méglich, weil ¢ nach Voraussetzung
grosser als 2 ist.
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Da ¢ und & beide grosser als 2 sind, so sind ¢(a) und @(b) beide

durch 2 theilbar, folglich ist
¢(n) = 9(a) ¢(b) = 4v
durch 4 theilbar. Die Anzahl der Factoren auf der rechten Seite von
Gleichung (48) ist daher gleich 2v, so dass man diese Factoren paar-
weise ordnen kann, und zwar vereinige man
¢ (w) mit @ (rw).

Diese beiden Grbssen sind, auch vom Vorzeichen abgesehen, von
einander verschieden, weil 7 -~ 1 nicht durch » theilbar ist. Es geht
Jetzt also Gleichung (48) iber in

(482) B=+ [] ¢ 0w ¢GQ.rw),
e=1

wobel die 4v Zahlen
ilu _il,ﬁ‘, i lza il27': et :t ZV: :l: br
modulo # zu den @(n) Zahlen ! congruent werden, welche kleiner sind

als % und keinen Factor mit » gemeinsam haben.
Nun ist wegen der Congruenz (50)
¥ () ¢ (lrw) = ¢ (Irw) ¢ (1r2w)
eine rationale Function von p(lw), deren Werth sich gar nicht dndert,
wenn man p(lw) mit p(Irw) vertanscht, d. h, g’ (l) @ (Irw) ist eine

cyklische Function von p(lw) und p(Irw) und ist deshalb die Wurzel
einer Resolvente vom Grade

% o) - T'(n) = v - T(n).

Da nun B eine symmetrische Function der » Grossen 9 (law) ¢’ (lurw)
ist, so wird R selbst die Wurzel einer Resolvente vom Grade I(n),
d. h. E ist eine Transformationsgrisse.

Die Voraussetzung, welche fiir den Beweis des vorstehenden Satzes
erforderlich war, dass sich niimlich # in zwei Factoren @ und b zer-
legen lisst, welche zu einander theilerfremd und grosser als 2 sind,

ist fiir die meisten Zahlen erfiillt; ansgenommen sind nur die folgenden
Fille
W=4a, n=a* n=2¢ und »=2g¢,

Wo o eine ungerade Primzakl ist. Aber auch in diesen Fsllen ist,
wie schon oben erwihnt wurde, R? sicher eine Transformationsgrosse.
Ist 2. B. # =24 und g =2b 4 1, so wird

Y a—32
| T ;
a=1 &=0

Wo g eine primitive Wurzel modulo # sein soll.
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Gerade fiir » = 24 kann man aber noch einige andere Trans-
formationsgrossen herleiten, die spiter mehrfach benutzt werden sollen.
Es sei also #=2¢ uwnd a=20+ 1, wobei aber a auch eine 2u~
sanmmengesetste Zahl sein dorf, dann setze man

25 2¢E
o s=[leem-[loen-[] )

Nun ist aber nach Gleichung (39)

TTe () = [T (22 = (& o) = feon,

z=1 =1

f (—?—, ﬁ’)2 f('n)’

H (20:&1) "—W H (2«25) f(g,m'f = FEr’

a=1

folglich wird

__ fapfe
(51a) s =10

Zym Beweise, dass S eine Transformationsgrosse ist, benutze
man die bekannte Formel

_ . (6 — &) (o1 — &) @ (@) .
p(u— o) = o + AT = 9(0) + 30— gt
Daraus folgt, indem man noch @ mit @& vertauscht,
e _ @@
(52) # (@ — %)= Spa— p@F
Setzt man in dieser Formel u = 322 , so erhilt man
o f 2aB\2
a—2u ) (2«25)___ ¢ @p ("‘a‘”)

[so G2)- @(@]2 ’
folglich wird

b

(53) S__:Hp.(a—;%x ‘(ﬁ‘)p'(zzﬁ)
a=1

st Ty Ao

2 a=1 [@(2‘;&)’—9@5}}2

S ist also eine rationale Function von 9(@) und eine symmetrische

Function von den & Theilwerthen p( ) folglich ist 8 eine Trans-
formationsgrosse.
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Noch wichtiger fiir das Folgende ist-die Grosse T, welche durch
die Gleichnng _—
Y ( 2 } @, ,ﬁ,)
(54) P=%}] (s (3 _y
=1 1 ( 2 1-:8—’ w)

definirt werden soll. Es ist nidmlich, wie bekannt,

¢ (|5, 8) =@ +¢u—),
oder mit Riicksicht auf Gleichung (52)
. B B , g ()
@ ¢ |5 ) =0 - pm )

Nun ist nach Gleichung (42)

I ¢ 2 o, ) = (— 1y frays — = Qo2

a=1 Q(%, m')3 ’
und wenn man in dieser Gleichung @ mit % vertauscht,
] b
IS ERO Y ) PICERS
[ Jeny

a=1
(&, )"
- ( 1) Q(2 16) _ (~ 1)6 f(g)sa

o5 o

Deshalb wird bei passender Wahl des Vorzeichens

(56) P8 T )
fay F@)* f@) f°
Jetzt folgt aber aus Gleichung (55), dass T3 immer eine Trams-
formationsgrosse ist, denn es wird

3
7 rs=+ [ (1- )
w1 2[e (%5 )—e@]
eine rationale Function von ©(®) und eine symmetrische Funetion
von den b Theilwerthen @(2‘;“)4

Ist die Zahl @ nicht durch 3 theilbar, so ist sogar schon 7' selbst
eine Transformationsgrisse. Rs ist dann nimlieh
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[T —o(*2)] -

+1
5 Ty
Iy
s a-—Za a) (a+2a )
2ot P
Q[@( *9( )} 1;[ 2«6) -
(2(2«-1)5)

.,(55)25 H Qom) ’

@=1 [

folglich wird
o o(2E2) o)

a 2(2:1—1)6
L1 oy ey =i L o2
- L JT - (b,

a=1
oder
rus T (Qam)
ﬁ p(322) ~ o +1 llt‘ »
a=1 @(24;&)*@(—4%3) o ‘F(ﬁ”a ﬁt(z‘;m)
a=1
. f(n)? —
== Ty ?(2)“ £ I

Deshalb ist auch 7'? eine rationale Function von ¢(@) und eine

symmetrische Function der b Theilwerthe ?(2:;@); wenn also g picht

durch 3 theilbar ist, so sind 7% und 7? Transformationsgrossen,
folglich auch
Eor
7z = 4
Fassen wir diese Beispiele zusammen , so haben wir folgende Tabelle
von Tromsformationsgrissen:

n—1

' 1) fep=] ] vew) fir n=6141,
) n—~1
®8) { 2) font = [ [ 2(awy fix »=61+3,
4
R = J ] cwp fir n=9,

a==1
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64(3141)
8 foy =] ] wew) tir n=a2=(61% 1y,

a=1
5 B =] ] ¢@w), (wo i alle Werthe durchliuft, welche
zu % theilerfremd und kleiner sind als —;ﬁ), wenn sich »

in zwei theilerfremde Factoren o und & zerlegen lisst,
(58) die grosser sind als 2,

6) R?*= H ;o’(lw)2 fiir alle Werthe von #,

28
; (24 L.
7 S.—.—._llg;(g‘;ﬁ)=f(a) O fe n=2a=4>b- 2,

fm)*

8) T—=-T1%__ fir ne=2a=2@6l-+1),
£ f(2)°

L 9) T fir n=2a=40-+2

Die Zahl dieser Beispiele wird in den spiiteren Paragraphen noch
wesentlich vermehrt werden. Awus der Form der vorstehenden Trans-
formationsgrossen erkennt man anch schon, wie man in analoger Weise
noch andere wird bilden kénnen. Bezeichnet man nimlich mit

D, -Dz: Dsr e
beliebige Theiler von % und mit
a1: 62: 83; .
positive oder negative ganze Zahlen, so haben die gefundenen Trans-
formationsgrossen alle die Form
(59 == f(D)% f(Dy)* f(Dy)* -

Es liegt deshalb die Frage nahe: ,,Wie muss man die Exponenten
0,, 0,, 9, - - - bestimmen, damit » eine Transformationsgrosse wird?“
Die Beantwortung dieser Frage wird der Gegenstand der folgenden
Untersuchungen sein.

§ 5.
Transformationsgleichungen nullter Dimension, oder invariante
Multiplicatorgleichungen,
Ist eine Transformationsgrosse, sie heisse z, gleichzeitig auch eine
homogene Function mte» Grades der Grossen p(lw), so kann man da-

durch noch eine Vereinfachung herbeifiihren, dass man die Theilwerthe
#(lw) simmtlich darch

= Q(a, m’>4=(%)*h% T =y
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dividirt. , Dadarch wird die Function z selbst durch @#= dividirt. Setzt
man jetzt noch, wie das schon in meinen fritheren Arbeiten ge-
schehen 1st,

(9) 9= @y 95 =0Q%;, z=@"§,
so erhilt man aus der Transformationsgleichung

(60) F(z, g,,95) =0
unmittelbar die Gleichung

(60a) FE, 725 vs) =0,

in welcher die Grosse @ nicht mebr vorkommt.

Ein Beispiel fiir diese Umformung liefert § 19 m. vor. Abh, wo
der Uebergang von der f-Gleichung zur L-Gleichung erklirt wurde.
Die Vereinfachung, welche man durch diese Umformung erreicht, be-
steht nimlich darin, dass man jetzt p, als die einzige unabhingige
Verinderliche betrachten kann, dennes ist 27y,? = »,5 — 1, wihrend
die Transformationsgrisse z eine algebraische Function der beiden Ver-
inderlichen g, und g, war.

Auf der anderen Seite ist es aber wieder storend, dass durch die
Factoren -

@ = ?/923 — 27g;%, @2=Vyg,"— 2147
_welche man zur Erklirung von y, und y; nothwendig hat, Irrationali-
titen benutzt werden, so dass £ im Allgemeinen nicht mehr eine
Transformationsgrosse ist. Auch die Irrationalitdt

3y V3 =¥y —1
muss man zu vermeiden suchen.

Dies geschieht, wenn man noch die Beschrinkung hinzufiigt, dass
die Zahl m (nimlich der Grad der Homogenitit) durch 6 theilbar ist,
dass also m = 6#; dann bleibl

x @
(61) $= QMT B (9:* — 274"
noch eine Tramsformationsgrosse. Die Coefficienten der zugehdrigen
Transformationsgleichung sind erstens rationale Functionen von g,
und g,, sodann aber auch von der nullten Dimension, folglich sind
die Coefficienten rationale Functionen von

62) y3=——-L=J bez. von 27y2=lgi——~=J—l
2 g4,> — 27g4° ? * 3 g° — 2798 '

Auf diese Weise gelangt man zu einer Transformationsgleichung
nullter Dimension, welche eine ,,invarignte Multiplicatorgleichung
heissen soll. (Vergl. die oben citirte Abhandlung von Herrn Weber,
S. 384).

Von solchen invarianten Mnultiplicatorgleichungen wird in dem
Folgenden ausschliesslich die Rede sein.
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Setzt man, wie es bereits in Gleichung (59) geschehen ist,
(63) & == f(-Dx)d‘ f(D2)"1 f(Ds)a‘ v
S B L\ (o] ACA [+ A\
- Q&(j’_vm) . Q('I_);iw) ) Q(*T$m) .
Q@, @)% Q@ @)% Qo)
so wird nach § 19 m. vor. Abh.
64) —dm=D, -+ D, —1)8+ Dy — 1)+
diese Gleichung enthilt eine erste Bedingung fiir die Exponenten
8,,0,, 8y, - -, und zwar muss nach der getroffenen Festsetzung die

Zahl 4m durch 24 theilbar sein. Aus z erhilt man jetzt durch Multi-
plication mit @(w, )" = Q(&, @)—n

o(5. )
@) g=]] i = LD L@ LD

Eine solche Hiilfsgrosse £ soll, wenn sie eine Transformationsgrisse
ist, ein ,, Parameter fiixr die Transformation nt® Grades heissen.
Zwischen J und jedem Parameter & besteht nach den fritheren Sitzen

eine invariante Multiplicatorgleichung, welche in Bezng auf £ vom
Grade

T =n(1+ )0+ 0+
ist, wenn § wirklich zum Transformationsgrade
n=g*bfer.-.
gehort. Jede andere Transformationsgrosse Kisst sich dann, wie frither
gezeigt wurde, rational durch £, g, und g, darstellen. Ist aber die

andere Transformationsgrisse auch ein Parameter, so ist sie sogar schom
durch die Grissen § und J rational darstellbar,

Zu den Transformationsgrossen gehoren auch die Invarianten A
und g; der transformirten Function , die sich nach den Angaben in
§ 10 m. vor. Abh. als rationale Functionen von f (n)?, g, und g, dar-
stellen lassen. Deshalb lassen sich g, und g, auch als rationale Fune-

tionen von £, g, und g, .darstellen, wobei £ ein beliebiger Parameter
ist. Daraus folgt, dass die absolute Invariante

Te &
g:° — 2742

der transformirten Function sich gleichfalls rational durch £ ond J
darstellen lasst; d. b. auch J ist die Wurzel einer Transformations-
gleichung
(66) F(J,J)=0,
welche die ,, Invariantengleichung® heissen soll, (Vergl. die oben citirte
Abhandlung von Herrn Weber, S. 383,)
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8 6.
Eigenschaften der Invariantengleichung F(J, J) == 0.%)

Zu der Invariantengleichung und ihren Eigenschaften kann man
auch auf folgendem Wege gelangen. Es sei nack den Bezeichnungen
von Herrn Weierstrass
(67) L =,

(]
dann ist bekanntlich die absolute Invariante J eine eindeutige Funetion
von 7, welche mit J(z) bezeichnet werden modge. Diese Function
andert sich gar nicht, wenn man z mit
Vo i e plg =
(68) = e W —ri=+1

vertauscht. Die beiden Grossen 7 und z mbgen dguivalent beissen,
und das Zeichen fiir diese Aequivalenz sei

(69) T o
Eine Transformation ' Grades filhrt man aus, indem man 7 mit
(70) T =nr

vertauscht. Dadurch verwandelt sich die absolute Invariante J oder
J(z) in J(z), ein Ausdruck, welcher der Kiirze wegen auch mit J be-
zeichnet werden moge, und es gilt der Satz:
1. Zu jedem Werthe von J gehiren im Ganzen T(n) von einander
verschiedene Werthe von J.
Beweis. Nach den Gleichungen (68) und (70) ist
- ~ np' +ng'z
e e
Bezeichnet man nun den grossten gemeinsamen Factor von #
und ¢ mit D, ist also
(1) n=AD, g=8D, Aqg =27,
so sind die ganzen Zahlen  und & zu einander relativ prim, und
man kann zwei ganze Zahlen a, und y, finden, fir welche
2y — By, =-+1
wird. Setzt man jetzt noch

*) Dieser Paragraph enthilt zum Theil Untersuchungen, welche in #hn-
licher Weise schon von den Herren Dedekind (Journal fiir Mathematik, Bd. 83),
Gierster und Hurwitz (Mathematische Annalen) und H. Weber (Acta mathe-
makica, Bd. 6) ausgefiihrt sind.

#¥) Diege Verinderliche z ist nicht zn verwechseln mit der Function z(u),
die in der Einleitung definirt wurde,
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«=1¢,+ fz, y=7,+ 0z, C=npa—py
80 ist auch
. ad — ﬁ? = '+' 1:
und es wird
(12) C=np'ay—py,+ 42(0'q —pq) = np &, — py, — Az.
Man kann also die ganze Zahl z immer so bestimmen, dass

(13) 0<C< A
Setzt man jetst
(14) v = 2tlr

so erhilt man mit Riicksicht auf die vorhergehenden Gleichungen
y+87 Ay + L3+ Do wp +ugde n"‘;‘_ -y
e+ pr  Ae+CB+Dgz ~ p4+qr T
Daraus folgt

(75) I(@) = J(2etrie) _ g( 22D,

Um alle verschiedenen Werthe von J(z) zu erhalten, welche dem-
selben Werthe von J(z) entsprechen, geniigt es daher, fir v alle
Gré C+ D=z
rdssen )
(76) AD=n md 0LC0C< A4
ist. Dabei diirfen 4 und D noch einen gemeinsamen Theiler ¢ haben,
aber C muss zu ¢ relativ prim sein, denn ein Theiler, der den drei
Zahlen A, C und D gemeinsam ist, wire auch ein Theiler von

p=Aa+ Cf und g=D§.

Da aber pg —p'g=-+1 ist, so dirfen p und ¢ keinen gemein-
samen Factor haben.

zu setzen, fiir welche

¢4 Dz
A
man durch die vorstehenden Angaben erhilt, sollen die ,z- Reprisen;
tanten*’ heissen. Ks bleibt nur noch iibrig, ikire Anzahl zu bestimmen.
Da C nur die Werthe annchmen darf, welche zu ¢ relativ prim
und kleiner sind als 4, so gehoren zu jedem Werthe von A4

Die von einander verschiedenen Werthe von , Wwelche

A

5 9@
Werthe von C; die Anzahl der z-Reprisentanten ist daher
(17) v(m) = D % 90,

wobei sich die Summirung iiber alle Zahlen 4 erstreckt, durch wel?he
7 theilbar ist (die Zahlen 1 und » eingeschlossen).
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Sind nun %" und #” zu einander relativ prim, und ist
n=wn', w=AD, n=A4"D"
sind ferner ¢’ und £” die grossten gemeingamen Theiler von 4’ vnd 7,
bez. von 4” und D", so wird

(18) O o) = A et

= DL o). D gl = v) p().

Man hat daher nur néthig, die Zahl (%) zu bestimmen, wenn #
die Potenz einer Primzahl ¢ ist. Dann wird

o—1

p@9=2 Fo@t)=1 +2— @-i(a—1) +o° =a*(1+5)

Hieraus folgt, dass fiir

pn=uoa*bfcr ..
R R R R )
=214+ D) +5)0+3) =T
wird.
Diese T Werthe von J (C—i&) sind, so lange der Werth von

7 beliebig ist, wirklich von einander verschieden, denn J(—c—'%p—’)

und J (—0—‘—'%1-)13—) konnen nur dann einander gleich sein, wenn
1

C+ Dz C,+ Dy
1 und — i
vier ganze Zahlen «, f8, 7, & giebt, fiir welche

Ci+ Dz Ay 0o+ Doc L
4 = degjopipEs W @0 —fr=-+1

ist. Dies giebt nothwendiger Weise
=0, ed=+1, 4, =Ade

Da A und A, beide positiv sind, so muss

e=-+4+1, 0d=+1, 4,=A4, Dy,=D, C=4y+C
sein, Hierbei ist aber y sicher gleich O, weil € und G, beide zwischen
0 und 4 — 1 liegen sollen. Aus der Gleichheit von J (L'Z—Df—) und
J (—OL:FZD—’L) folgt also

Ci+Dyz C+ Dz
A, 4
Mathematische Annalen, XXXIL 3

zu einander #quivalent sind, d. h., wenn es
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Die T verschiedenen z-Reprisentanten liefern daher, wie zu be-
weisen war, 7 verschiedene Werthe von J=d ( ¢ _;Dr ) , welche
(80) (@), B, - - Iz(x)
heissen mogen, da sie simmtlich Functionen von z sind.

Bezeichnet man nun mit &, 8, ¢, & vier beliebige ganze Zahlen,
welche der Bedingung «d — fy = - 1 geniigen, und vertauscht man

T mit sz—gt’ so sind die T Grossen

y+ 8z y+ 6z y+ oz
(81) 7G5 & ), - T
gleichfalls von einander verschieden. Da nun aber
, 7+
np +nd (u-}-‘@gz _ n(epr +yg) + 0@ +8d) _ np+ngz
o4g y+8z) (ep+y9)+Bp+99z Pt
o+ Bt

ist, wobei bekanntlich p,q," — p,"q, wieder gleich 1 wird, so sind die
T Grossen (81), abgesehen von der Reihenfolge, identisch mit den
T Grossen (80). Deshalb wird das Product

1_1 T — T ()

eine eindeutige Function von z, welche ungeindert bleibt, wenn man

T mit 7:{: ﬁz vertauscht. Daraus folgt bekanntlich, dass dieses Pro-
duet eine rationale Function F(J, J) von J und J ist, und man er-

hialt den Satz:

. Die T Grissen J,(v), &r(z), --- Jr(z) sind die Wurseln
einer Gleichung T*» Grades
(82) F(J,J)=0,
deren Coefficienten rationale Functionen von J sind.

Diese Gleichung soll wieder die ,Invariantengleichung® heissen,
Von ihr gilt der Satz:

1. Die Invarianiengleichung ist irreducibel.

Beweis. Ist J(n7) die Wurzel einer algebraischen Gleichung
(83) G(J (n7), J()) =0,
s0 hat man eine Identitit fir alle Werthe von z, fiir welche die

Reihenentwickelungen von J(z) und J(nt) convergiren, d. h. fiir alle
Werthe von z mit positivem imaginiren Bestandtheil Dieselbe muss

auch befriedigt werden, wenn man = mit 7= -%—i—gr—t vertauscht,




Zur Transformation der elliptischen Functionen, 35

Da nun aber J (?) gleich J(%) ist, so ist J(n(:) eine Wurzel der-
selben Gleichung (83), d. h. die T verschiedenen Grossen

jl) j;; toT ‘7—1'
miissen simmtlich Wurzeln der Gleichung (83) sein, folglich ist die
Invariantengleichung érreducibel.

Unter den Werthen von J mégen die beiden
J(nz) wd J(Z)

besonders hervorgehoben werden; dadurch erhilt man aus Gleichung
(82) die beiden Gleichungen

(8% F(J(nr), J(z)) =0
und
(842) F (J(—;”;), J(r)) —0.

Vertauscht man jetzt in Gleichung (84a) die Grosse r mit nr,
so wird
(85) F(J (), J (n7)) =0.

Die Gleichung (84) bleibt daher noch richtig, wenn man J(nz) mit
J(z), oder J mit J vertauscht. Da aber die Gleichung (82) irreducibel
ist, so gilt dies micht nur fir J(nz), sondern fiir jedes beliebige
J, und man erhilt

F(J,d)=+F(J,J).

Hierbei muss aber das obere Zeichen gelten, weil fiir das .untere
Zeichen die Gleichung (82) auch fiir J = J befriedigt werden miisste,
was fiir beliebige Werthe von z nicht mdglich ist. Dies giebt den Satz:

IV. In Gleichung (82) ist die linke Seite F(J, J) eine symmetrische
Function der beiden Jnvarianten J und J.

Zu jedem, primitiven Periodenpaar gehort ein einziger z- Reprisen-
tant, wie vorher gezeigt wurde, zu jedem z- Reprisentanten gehdren
aber unendlich viele' primitive Periodenpaare

2pw 4+ 2qa, 29w+ 24 .

Ist der ©-Reprisentant C—ZD’ gegeben, so kann man die ganzen

Zahlen p, ¢, 9, ¢ z B. in folgender Weise bestimmen.
Man wihle die ganze Zahl & so, dass

(86) p=Ae+C und g=D
relativ prim sind; ferner wihle man die ganzen Zahlen p’ und ¢’ so,

dass ,
pd —pg=+1
3#
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Setzt man dann
4 ¥ rs C D
(87) =1, y=Aaqd —1, 0= 44, ,z_____j—z_f

so wird in der That
y+87  Aefd —A4AGC+ A9 Dr __ A(pd~—V-+tndr _ np+ndx

et pr Ae+C+Drx p+gqr p+yz
und

3

«d —By=+1.

§ 7.

Der Rang der Invariantengleichung.

Die Gleichung, welche zwischen J und J besteht, wirklich zu
bilden, ist bis jetzt selbst bei den kleineren Werthen von n unter-
lassen worden, weil man sie durch wesentlich einfachere Gleichungen
ersetzen kann. Wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde,
giebt es in dem Rationalititsbereiche (J, J) Hillfsgrossen £, welche
die Eigenschaft besitzen, dass die Gleichungen

(1) FE, J)=0 und F (¢ J)=0,
welche zwischen £ und J, bez. zwischen £ und J bestehen, in Bezug

auf J und J von niedrigerem Grade sind als die Invariantengleichung.
Dieser Grad der Gleichungen (1) ist eine fiir £ charakteristische
Zsahl und soll deshalb der ,,Charakier “ von & heissen. Ist nimlich 7

irgend eine andere Grosse des Rationalitiitsbereiches (J, J), so kann
man auch eine Gleichung zwischen £ und 5 herleiten, deren Grad in
Bezug auf y im Allgemeinen gleich dem Charakter von £ ist. Ebenso
ist der Grad dieser Gleichung in Bezug auf £ gleich dem Charakter
von . Nur ausnahmsweise kann sich der Grad dieser Gleichung
zwischen § und # erniedrigen. Dies geschieht z. B., wenn man fiir
7 eine rationale Function von £ wihlt.¥)
Ist o == 0, so giebt es solche Hilfsgrossen £ mit dem Charakter 1,
d. h. es giebt Hilfsgrossen £, durch welche sith J und J rational
darstellen lassen. Ist £ eine solche Grésse, so haben alle ftibrigen
die Form
GE+b
cE+d
Ist ¢ =1, so giebt es unendlich viele Hiilfsgrossen £ mit dem
Charakter 2, Zwischen je zweien besteht eine Gleichung, welche in
Bezug auf jede der beiden Grbssen vom zweiten Grade ist, wenn nicht

¥) Man vergleiche die von Riemann gegebenen Sitze aus der Theorie der
Abel’schen Functionen (ges. Werke, Seite 81 bis 133),
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etwa die eine linear abhingig ist von der anderen. Deshalb lassen
sich  und J rational darstellen durch eine solche Hiilfsgrosse & und
durch die Quadratwurzel aus einer Function driften odervierten Gradesvon £.

Ist ¢ =2, so giebt es unendlich viele Hiilfsgrossen £ mit dem
Charakter 2, die aber simmilich linear von emander abhingig sind.
Durch zwei soleche Hiilfsgrossen £ lassen sich daher J und J nicht
rational darstellen. Dagegen giebt es ausserdem noch unendlich viele
Hiilfsgrossen # mit dem Charakter 3, so dass J und J sich als rationale
Fuonctionen von £ und 7 darstellen lassen. Da nun die Gleichung
zwischen £ und % in Bezug auf & vom driffen und in Bezug auf g
vom zweiten Grade ist, so kann man J und J rational ausdriicken durch
£ und durch die Quadratwurzel aus einer Function fiinften oder sechsten

Grades von &,
Ist ¢ > 2 und gerade, so giebt es nach Riemann (ges. Werke,

Seite 116) Hiilfsgrossen § mit dem Charakter %(9-{—2);
ist @ > 2 und ungerade, so giebt es nach Biemann Hiilfsgrossen

£ mit dem Charakter 3 (¢-3).

In Ausnahmefillen kann der Charakter noch niedriger werden.
So wird z. B. die Invariantengleichung bei der Transformation 30ts
Grades den Rang ¢ == 3 haben. Der Riemann’schen Angabe ent-
sprechend miisste dann der Charakter jeder Hiilfsgrosse des Rationalitiits-
bereiches (J, J) mindestens 3 sein. Es giebt aber in Wirklichkeit
schon Hiilfsgrossen mit dem Charakter 2, die simmilich linear von
einander abhingig sind; man hat a]so den sogenannten hyperelliptischen
Fall. Hiilfsgrossen mit dem Charakter 3 giebt es in diesem Falle
iberhaupt nieht. Dagegen findet man noch Hiilfsgrossen mit dem
Charakter 4, 5o dass sich J und J rational durch & und die Quadrat-
wurzel aus einer Function siebenfen oder achten Grades von § dar-
stellen lassen.

In allen Fillen giebt es aber Hiilfsgrossen &, deren Charakter
gleich oder kleiner ist als —;—(9+3). Indem man also J und J als

rationale Functionen von zwei solchen Hiilfsgrossen £ und % darstellt,
kann man die Invariantengleichung durch die Gleichung zwischen
£ und 7 ersetzen. Dadurch wird eine um so grossere Vereinfachung
herbeigefiihrt, je niedriger der Charakter von & und 7 ist.

Um zu entscheiden, ob der Charakter einer Hiilfsgrosse moglichst
klein ist, muss man zunichst den Rang ¢ der Inmvariantengleichung
bestimmen.
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Dies kann man verhiltnissmissig leicht ausfiihren, weil man die
singuliren Werthe von J gepau kennt. Man weiss namlich, wie
z B. Herr Klein in seiner oben citirten Abhandlung zeigt, dass fiir
J = 0 immer nur je dre; Werthe von J einander gleich werden, dass
fir J = 1 immer nur je zwei Werthe von J einander gleich werden,
und dass flir J = oo die Verzweigung je nach den Werthen von n
eine verschiedenartige ist. Dies sind die einsigen singuliren Werthe
von J, so dass man von diesen singuliren Punkten nur noch die
Ordnungszahlen, deren Summe s heissen mdge, aufzusuchen hat. Kennt
man aber die Zahl s, so erhilt man auch die Zahl ¢ aus der be-
kannten Formel

(88) 20=5—2T+4 2.
Es sei der Kiirze wegen { eine dritte Wurzel der Einheit, also
(89) 2= —1+iV3,

dann wird J = 0, wenn v mit { #quivalent ist. Um nun zu unter-
suchen, welche von den T Grossen (»Gizgl) fiir diesen Werth von
7 einander gleich werden, heisse I der grosste gemeinsame Theiler
von A und ¢ — D, es sei also

{(90) A=Dp wd C-D=D3,

wobei § und J relativ prim sind. Deshalb kann man zwei ganze
Zahlen ¢, und y, so bestimmen, dass

&0 — Byy=+1
wird. Setzt man jetet
(8) e=o+ 28, y=9,4+ 28, A =DB, C=— Da,
so wird
AD =AD=n, of—fyp=-+1,
und man kann die ganze Zahl z so bestimmen, dass
0~ <8, oder 0O < 4.

le . (o +’1)’17

Deshalb ist

A
auch einer der 7' z-Reprisentanten. Dabei folgt aber aus
y+087 Ay Ca4Dsr — D+ (C— D)=
e+ p” — Aae+CBDEr Az ’
dass fir v = ¢
o1 oo TREE=DE _ 04DL

Ferner sei D" der grosste gemeinsame Theiler von 4 und C, also
A=D"f, C=D"¥,
dann kann man zwei ganze Zahlen o) und y,’ so bestimmen, dass
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% & —fy) =1
wird, Setzt man jetzi
o =a)+zf, Y=y + 20, 4"=A8— (C—D)f,
C" = (C—D)o' — Ay,
so ist auch '8’ — % = -1, und man kann die ganze Zahl z so
bestimmen , dass

C" = (C—~Dyay — Ay, — A"z
nur einen der Werthe 0,1, 2,... 4" — 1 hat. Da nun ausserdem
A’D =AC — AC+ AD = AD = n,

und die drei Zahlen 4”, C”, D" keinen gemeinsamen Factor haben,

so wird
7::.'// . o + D'
— Al’

gleichfalls einer der 7' 7-Reprisentanten, und es folgt aus

y+8c _ Ay4C'84D8x O~ DA 0z
A F T AL O FFDBe - AFAs ?
dass fiir 7= §
w C—D+0¢ _ C+Dt
(92) TNy =4

Damit ist bewiesen, dass fiir 7 = ¢ die drei Gréssen 7, 7", ¢’ einander
squivalent werden, so dass die drei zugehdrigen Werthe J(z'), J(7")
und J(7v"") einander gleich sind.

Da 7" aus den 7-Reprisentanten beliebig ansgewéhlt war, so werden

fiir 7 = ¢ je drei Werthe von J einander gleich. Eine Ausnahme findet
nur dann statt, wenn die drei 7-Reprisentanten 7, 2 und " fiir alle
Werthe von z einander gleich sind. Dies geschieht, wenn
(93) A=A =4", C=0=C", D=D=1I,
wenn also nach den Gleichungen (90) und (902)
A=Dp, C=—Da, C— D=DJ.
Da aber 4, C und D keinen gemeinsamen Factor haben, so muss
D=1, A=f=n, a=—C, 0=0—1
sein. Daraus folgt

ad — By =—C0(C—1) —ny=1,
oder
(94) €* — C + 1==0(mod. n), oder (20—1)* == — 3 (mod. 4x).
Ist ©' = C;@" ” , und geniigt O der Congruenz (94), so werden

in der That die Gleichungen (93) befriedigt, d. h. die Grossen z” und
t” werden mit 7 identisch.
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Bezeichnet man also mit ¢, die Anzahl der Werthe von C, welche
der Congruenz (94) geniigen und kleiner sind als %, so bilden die 7'
Werthe von J, welche dem Werthe J — 0 zugeordnet sind, -;T(T—~ &)

Cyklen zu je drei, wihrend s Werthe von einander verschieden
bleiben. \
Deshalb ist J=0 ein singuldrer Werth von der Ordnung + (T— g,).

Fiir o0 4 wird J = 1; um nun zu untersuchen, welche von den
T Grossen J ( C'tllh) fiir diesen Werth von z einander gleich wer-
den, heisse I der grosste gemeinsame Theiler von 4 und C, es sei also
(95) {A= D, C=D90, od—fy,=-+1,
ve=o,+xf, y=yp,+206, A =D, O = — De,

dann wird

¢ —py=+1, AD =A4D=un,

und man kann z so bestimmen, dass

0L —a< g
und deshalb
00 < 4.
2 0’ + D"E . - .
Daraus folgt, dass 7" = ——";—— auch einer der 7-Repriisentan-
ten ist, und dass
y+87  Ay+C84Dér  —D+Cx
eftpz” At CPF+DBzr Az
wird, Dies giebt fiir = ¢
(96) & o —-DA-ia- oi _ 70-1;1)@' .

Die beiden Grossen J(z") und J(z") werden daher fiir 7 = ¢ einander
gleich. Wenn also 7" und 7" zwei von einander verschiedene 7-Repriisen-
tanten sind, so sind auch J(7') und J(z”) von einander verschieden
ausser fiir 7 ==4¢. Die beiden Grissen 7 und ¢” kinnen aber nur
dann identisch sein, wenn

97 A=4, C=C, D=1D,
wenn also nach den Gleichungen (95)
A=Df, C=Dd= — Da.

Da aber die drei Grossen 4, C und D keinen gemeinsamen Theiler
haben diirfen, so wird

D=1, A:—:——.ﬁ_—-_n, 0=6=_a’
0 —fy=—C—ny=+41,
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also
(98) C?= — 1 (mod. n).
4 .
;i"’ , und geniigh C der Congruenz (98), so werden

in der That die Gleichungen (97) befriedigt, d. h, die Grissen " und
7" sind identisch.

Bezeichnet man also mit ¢, die Anzahl der Werthe von C, welehe der
Congruenz (98) geniigen und kleiner sind als %, so bilden die 7' Werthe
von J , weleche dem Werthe J = 1 zugeordnet sind, —;— (T'— &) Cyklen
zu je zwei, wihrend & Werthe von einander verschieden bleiben.

Deshalb ist J=1 ein singulirer Werth von der Ordnung —é—(fl’ —&)

Ist 77 =

Bei jeder Umkreisung des Punktes J = oo wichst die Verinder-
liche z um 1; bei g Umkreisungen geht also

, ¢+ Dz
) T === _A_
iiber in
. C+Dp+4+Dx
T == ————-————-——A .

Ist ¢ wieder der grosste gemeinsame Theiler von 4 und D, ist also
A=at, D=dt,

so wird erst fiir g = @ die Grosse v" =1 - dmit 7’ dquivalent. Man

erhilt also an dieser Stelle, wenn man von dem Repriisentanten 7/

ausgeht, einen Cyklus von a = —‘; Reprisentanten, die fir J = oo
denselben Werth von J liefern.

Jedem Nenner A entsprechen zunichst —‘% @ (£) Werthe von C, die
also g(z) solche Cyklen zu je = bilden. Deshalb ist der Werth J=co

ein singuliiver Werth von der Ordnung
9 S(E-D)p0 =200 - Do) =72 o).

Damit sind alle singuliren Werthe von J erschopft, so dass die An-
zahl der singuliren Punkte mit Riicksicht auf ihre Ordnungszahl gleich

=2 (T—e)+ 5 (T—a)+T— 29
(100) 13 2 1

=§T""Efo’—’§‘51 — Zo@®)

ist. Deshalb findet man aus Gleichung (88)

(101) 120 = T + 12 — 45, — 35 — 6 Z9(0).

Diese wichtige Formel hat schon Herr Gierster in seiner Notiz iber
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Modulargleichungen bei zusammengesetztem Transformationsgrade (Math.
Annalen, Bd. 14, 8. 537—544) gegeben. Die Andeutungen iiber ihre
Ableitung sind aber so knapp, dass eine ausfijbrliche Darstellung nicht
iberfliissig erschien.

8 8.
Tabelle.

Da bei den Anwendungen, welche in den spiteren Abschnitten
folgen sollen, der Rang ¢ fiir eine gréssere Reihe von Werthen der
Zahl n gebraucht wird, so war es nothwendig, aus der Formel (101)
eine Tabelle fiir ¢ herzustellen, welche die weiter unten behandelten
Falle umfasst, und welche hier folgen moge:

n Bedingungen. 0
122 -4 1 {12041 ist eine Primzah! v —1
12» 45 [120+5 ,, ,, " v
2y 47 (12047 ,, " v
120 411 [120 411 ,, " v+ 1
(12v 4 12112041 ,, , . 120 — 30 — 1
(12v 4 5212% 45 , " 1242 4 By
12y + {12047 |, » 12924 9» 1
(1204112120411, ,, 1202+ 172 -1 6
4 r>1 2421 3.2
2.4 r>0 4.4241--4.2—2
2(4¢+1)  4e41 ,, » ce—1
@b4+1) | 2641 ,, L L, r>0|41GF )41 -89
2.4@+1)| 2641 L, ,,  ,  ,r>0[2-4—1pL1)f1—4.201
3614+ | 6141 ,, " 21—1
9a a o, Ny, - a—2

Insbesondere findet man fiir die Zahlen 1 bis 61 folgende Tabelle

% & & Zo(f) ¢
2 0 1 2 0
3 1 0 2 0
4 0 0 3 0
5 0 2 2 0
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n & 2 o) @
41 0 2 2 3
42 0 0 8 5
43 2 0 2 3
44 0 0 6 4
45 0 0 8 3
46 0 0 4 H
47 0 0 2 4
48 0 0 | 12 3
49 2 0 8 1
50 0 2 12 2
51 0 0 4 5
52 0 0 6 5
53 0 2 2 4
54 0 0 12 4
55 0 0 4 5
56 0 0 8 5
57 2 0 4 5
58 0 2 4 6
59 0 0 2 5
60 0 0 12 7
61 2 2 | 2 4
1I. Abschnitt.
Eigenschaften der Parameter.

§ 9.
Bildung ven Parametern.
Nach den Ausfithrungen der beiden vorhergehenden Paragraphen
kommt es darauf an, Hiilfsgrossen £ zu bilden, welche dem Rationalitits-

bereiche (J,J) angehdren und einen mbglichst niedrigen Charakter
besitzen.

Auf rein algebraischem Wege wiirde die Losung dieser Aufgabe
schon deshalb grosse Schwierigkeiten bieten, weil die Invarianten-

gleichung, d. i. die Gleichung zwischen J und J, selbst gar nicht
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bekannt ist. Dagegen gelangt man durch Anwendung der schon frither
(§ 5, Gleichung (65)) erklarten Producte

Q "Q' ] @ ’
(102) = n (%”)‘2) =L (DI)&L (Dz)a‘ L(Ds)s’ veny

welche der Kiirze wegen ,, L- Producte’* genannt werden sollen, zum
Ziele. Dabei waren D,, D,, D,, ... beliebige Theiler von n, und die
Exponenten 4y, d,, d;, . .. waren positive oder negative ganze Zahlen,
Sind diese Exponenten so bestimmt, dass & eine Transformationsgrisse
wird, so wurde £ ein Parameler genannt, weil dann £ dem Rationalitits-
bereiche (J, J) angehort.

Dies folgt schon aus Satz III in § 1 (Seite 10), nach welchem
die Transformationsgrdsse £ durch g¢,, g; und die Transformationsgrisse
J rational darstellbar ist. In dem vorliegenden Falle ist aber § von
der nullten Dimension, folglich kommen g¢, und g, nur in der Ver-
bindung

und

vor, d. h. £ ist eine rationale Funetion von J und J .

Es ist also zuniichst die Frage, wie man die Exponenten §,,4,, d5,...
bestimmen muss, damit £ wirklich ein Parameter wird,

Die Antwort auf diese Frage findet man eniweder auf dem Wege,
der bei der Bildung der Transformationsgrissen eingeschlagen wurde,
indem man

(103) 2 = (DY FDY (D . .«

rational durch die Theilwerthe der g-Function auszudriicken versucht.
Man kann aber auech den Umstand benuizen, dass jeder Parameter §

als rationale Funection von J = J(z) und J == J(nt) darstellbar ist.
Nun #ndert sich J(z) gar nicht, wenn man 7z mit der aquivalenten
r+q

Grisse é% vertauscht.

Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass bei dieser
Vertauschung auch die absolute Invariante J(nt) der transformirten
elliptischen Function ungedndert bleibt, ist bekanntlich

g=0(mod. n) oder g=nr.
Jede eindeutige, analytische Function £ der Grosse =, welche bei der

Vertauschung von v mit -g;-g%:— gleichfalls ungeiindert bleibt, und
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als Function von J fiberall algebraischen Charakter hat, ist eine
rationale Function von J und J. Dabei ist natiirlich
(104) pq —par=+1.
Vertauscht man nun das primitive Periodenpaar 2w, 20’ mit dem
dquivalenten
(105) 2% =2po + 2nre, 2B =290 4 2¢ o,
so verwandelt sich
ns oy nr .
0o, @) n Q@ w)=o(2 1), @),
Dy BTY eine 24t Wurzel der Binheit ist, welche in § 11—15

wobel @ ( v
m. vor. Abh. bestimmt worden ist. Bezeichnet man % mit 4, so geht

bei derselben Vertauschung der Perioden
a ’ - a8 et -A-’r ’
05 o) in @(5 @)= (8, 7)€ (% @)

iiber. Deshalb verwandelt sich bei dieser Vertauschung

. p, Ar (D, nr
(106) L) i o(Fy 4 )L(D).@(p,, "7).-
Setzt man also
4D, = 4,0, = 4,D, ~ - - . = AD —n,

so verwandelt sich £ bei dieser Vertauschung der Perioden in sich
selbst, multiplicirt mit dem Factor

,  Ar\G , 7\9 . Ayr\Ss
aon) o(dy, @) ey, &) oGy, )
9(1)', Ar\h+ it dieo
P, g
Da £ als Function von J nirgendwo eine wesentlich singulire Stelle
hat, so heisst die nothwendige und hinveichende Bedingung dafiir, dass
§ ein Parameter ist: Der Factor (107) muss immer gleich 1 sein,
wenn man fir die ganzen Zahlen p, r, p, o alle miglichen Werth-
Systeme einsetzt, welche der Gleichung (104) gendigen.
Ist z B.

pr=1, r=0, p=1, =1,
so wird pach Gleichung (134) m. vor. Abh.

. Dwi
1, O T
e (D) 1)=2",
folglich ist in diesem Falle der Factor (107) gleich

2 (D=4 (D= bk (B— DS+ |
€

und wird nur dann gleich 1, wenn
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(108) { Z(D—1)8
= (D, — 18, + (D, —1}d, + (D3 —1)d; + - - - =0 (mod. 24).
Diese Bedingung, der die Expouenten d,, d,, d, . . . genligen miissen,
ist fibrigens schon in Gleichung (64) ausgesprochen worden, als man
verlangte, dass die Zahl m durch 6 theilbar ist.
Eine zweite Bedingungsgleichung findet man, indem man
p= 17 r=1’ P’=-'"O: Q'=1

setzt. Dann wird
Ani
1,4 -
elo:1)=c ™,
folglich ist hier der Factor (107) gleich

2 tn it Gt Bt — A B Ay — 83— -]
€

und wird nur dann gleich 1, wenn
(n—A4)0, + (n— 4,0, + (n—A5)8, + - - - = 0 (mod. 24),
oder

(109) (D, —1)4,8,+ (Dy— 1) 4,8, + (D5 —1) 4,05+ =0(mod.24).

Diese Bedingungen (108) und (109) sind nothwendig; sie sind aber
auch, wie sogleich gezeigt werden soll, hinreichend, wenn die Ex-
ponenten 8, 8,, 85, . . . shmmtlich gerade und auch # gerade ist.

Sind die Esponenten 8., d,, d;, ... simmtlich gerade, aber »
ungerade, so tritt noch eine dritte Bedingung hinzu.

Die Untersuchung wird nimlich wesentlich einfacher, wenn man
sich auf den Fall beschrinkt, wo die Exponenten d;, d,, d;, . . . lauter
gerade Zahlen sind, weil man es dann nur mit 12t Wurzeln der Einheit
zu thun hat, welche sich viel leichter bestimmen lassen als die 24t
Wurzeln der Einheit o. Nach den Angaben von Herrn Hurwitz
(Grundlagen einer independenten Theorie der Modulfonctionen u. s. W,
Math. Annalen, Bd. 18, S. 528) wird nimlich

Eni
a, B\? Ja, b1 _ &
o a)=[nd=2"
wobei
(110) E = (1—a)[bd+3(e—d+c+3] + ca+d—3).
Deshalb verwandelt sich L(D)? bei der Vertauschung des primitiven

Periodenpaares 20, 2@ mit 2%, 2% in
= e g

L(D)ze6 ’
wobei
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B = (1—-Dp)[Arg+3¢ Dy —1) +Dp+3+Dy'(p+4—3),
E'=Q1—p?) [nrd +3¢(» — 1) +0+31+ 9@+ —3).
Daraus folgt
E—E'=D—-1)[—nrp?d—p*B4+1)+3p7(—1)
+9' (p+44'—2)]
—rd AD—1)+3p¢ —1—p 3¢+ 1)]DD—1)
—3(34 +1)DD— (D —2).
Damit £ ein Parameter ist, muss
(112) Z(E —E"N§ =0 (mod. 24)
sein. Nun ist aber nach den Congruenzen (108) und (109) noth-
wendiger Weise
(108a) Z(D—1)0 = 24a,
(1092a) Z(D—1)Ad = 24b,
wo o und b beliebige ganze Zahlen sind, folglich reducirt sich die
Bedingung (112) auf
(112a) { 3l — 1)+ 1) —4r¢]ZD(D—1)9
—p 3@ +1)ZD(D—1)(D—2)0 = 0 (mod. 24).
Dabei ist — 12p"3¢'D (D —1)4 sicher durch 24 theilbar; ist p’ gerade,
so ist schon 3p'2(¢' —1) durch 24 theilbar, und ist p" ungerade, so ist
3(p'+1).D(D—1)0 durch 24 theilbar. Die Congruenz (112a) reducirt
sich also weiter auf
(112b) P 3 B¢+ 1) ZD(D—1)(D—2)8 =0 (mod. 24).
Ist % eine gerade Zahl, so wird anch ¢ = nr gerade, also 4 un-
gerade; deshalb muss in diesem Falle
3¢ -1 durch 2, D(D—1)(D—2) darch 6 und & durch 2
theilbar sein, so dass die Congruenz (112b) ganz von selbst befriedigt
wird. Ist aber » eine ungerade Zahl, so kann man ¢  so wihlen, dass
p'3(3¢ 4+ 1) die Factoren 2 und 3 nicht enthilt, dann tritt also noch
die Bedingung
(113) ED(D—1)(D—2)d = 0 (mod. 24)
hinzn. Dadurch erhilt man also den folgenden Satz:
1. Die Hiilfsgrosse
§ = L(D L(Dy)* L(D5)* .
st ein Parameter, wenn die Exponenten 8, 0,, 05, . . . simmilich gerade
Zahlen sind, und wenn :
1) Z2(D—1)8 = 24a,
2) Z(D—1)40 =240,
3) ED(D—1) (D —2)d = 24c,

(111)
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Die letzte Bedingung kommi noch in Wegfall, wenn n cine gerade
Zahl ist.

II. Sind die Exponenten 8, 0,, 05, . ., zum Theil ungerade Zahlen,
so kann & nur dawn ein Parameter sein, wenn omch hier die beiden
ersten Bedingungen, dass wimlich Z(D—1)0 und Z(D—1)48 durch
24 theilbar sind, erfiillt werden. Diese Bedingungen sind nothwendig,
aber noch wicht hinveichend, wie sich aus den spiter folgenden Bei-
spielen ergiebt.

s 10.

Definition und Berechnung des Charakters, welchen ein Parameter
besitzt.

Ist £ ein Parameter, d. h. ist £ eine rationale Function von J und
J, so besteht zwischen & und J eine Gleichung, welche in § 5 eine
,,invariante Multiplicatorgleichung genannt wurde. Der ‘Grad dieser
Gleichung in Bezng auf J wurde der Charakler des Parameters §
genannt und mbge mit ch bezeichnet werden. Es besteht nimlich
zwischen £ und jeder anderen Grdsse n des Rationalititshereiches
(7, J) eine Gleichung, welche in Bezug auf 5 wieder den Grad ch
besitzt, wie aus bekannten algebraischen Sitzen hervorgeht.

Um nun den Werth von ch fiir einen Parameter § zu berechnen,
entwickele man die T'(x) verschiedenen Werthe von & nach Potenzen von
h=e¢" .

Dies geschieht, indem man die Entwickelung fiir die einzelnen Factoren
von £ vornimmt Setzt man zu diesem Zwecke wieder, wie in den
Gleichungen (86),

p=Ae4+C ud ¢g=2D,
wo « so gewihlt ist, dass p und g relativ prim sind, so entspricht
das primitive Periodenpaar
2% —2po + 2¢a, 28 =2p e+ 2@
nach § 6 dem 7 Repriisentanten —U—_%Qi Jetzt sei 4, der grisste
gemeinsame Theiler von D und D,, es sei also
(114) g=D=1tv, D,=1tv,

wobei » und v, relativ prim sind. Deshalb giebt es zwei ganze Zahlen
d und z, fir welche

(115) dv, =p + zv
wird, Nach diesen Bestimmungen setze man
(116) a=1uv4q, b=—1v, ¢=— 9l — 24,

Mathematische Anpalen, XXXII. 4
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dann wird
ad—bc=-}1,

R e S

folglich wird

s @ (t ) Tt ——)-—9( ¢ (3 '57)

Bezeichnet man also dle Grosse, welche aus b durch Vertanschung

von @, ® mit — t , _t":m —[—-—;;'i kervorgeht, mit %,, so ist
zai by
(119) hy=¢e¢ ™ b™.

1 1
Da nun die Entwickelung von @ (&, &) mit (%)2 1* beginnt, so
ist das erste Glied in der Entwickelung von Q(—;—;— ; ’af’), wenn man

mit K, eine Constante bezeichnet, auf deren Werth es hier gar nicht

ankommt,
Iy ty 2

(120) th]ﬂﬂv K h 12D,, — K hl2n
Ist z. B.

2
v t’l‘

D,=1, also &, =1, 4, =,
so wird das erste Glied in der Entwickelung von Q(w, @)

1 1 1
12 P, q 7 \2 112
K,k =9(p’,4’)(F) R

wie zu erwarten war. Die Entwickelung von

9@, 8)
fangt also mit
1 . A,,
a2y B TN g (70

an, wo K, wieder eine unwesentliche Constante ist.
Die Entwickelung des Parameters £, oder genauer von £
beginnt daher, abgesehen von einem constanten Factor, mit

C-—I:iDr),

o (40 08— D)k e Gt — Do+ 48, (67— D)+

Dagegen beginnt die Entwickelung von J nach steigenden Potenzen

von 2 mit ——- Nimmi{ man nun noch hinzu, dass £ wegen der

172877,’2
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Productdarstellung der L nur an solchen Stellen Null oder unendlich
werden kann, an demen J = oo ist, so findet man nach bekaunten
Sitzen der Algebra das folgende Resultat:
Der Ausdruck
(122) S(n, D)==A4,0,(#,*— D,)+ 4,0, (t,*— D)+ 4,0,(t,2 — Dg)+--+
werde, wenn er positiv ist, mit P, und wenn er negativ ist, mit N be-
geichnel, dann wivd
(123) EP=—~3ZN=24n-ch,
wobes die Summation diber alle T-Reprdsewtonten zu erstrecken ist.
Diese Summation kann man schriftweise ausfiihren, indem man
zunichst alle 7-Reprisentanten beriicksichtigt, bei denen D und des-
halb anch 4 denselben Werth hat. Die Anzahl dieser 7-Reprisentanten
ist nach den Auseinandersetzungen in § 6 gleich itié @ (f) und werde
mit (A4} bezeichnet, so dass also

2plt)=(4).
Dabei ist £ der grosste gemeinsame Theiler von 4 und D). Fir alle
diese 7-Repriisentanten hat nimlich S(n, D) denselben Werth, so dass
man nur die Werthe der Producte (4) S(n, D) fiir alle Theiler D zu
untersuchen hat, die in % enthalten sind.
Setzt man noch
(124) (4,) S(n, D,)=(4:)[4,8,(4*— D))+ 4,8, —D,)
+ 4305t — D)+ | =24nk,,

so wird nach bekannten Sitzen der Algebra %, eine ganse positive oder

. C+D,
negative Zahl, weil die (4,) zu D, gehbrigen Werthe von §{— :

einen Cyklus bilden und fir » =0 (bez. fiir J = co) einander gleich
werden. Bezeichnet man also die positiven Werthe von %, mit %, und
die negativen mit ks, so geht Gleichung (123) dber in
(125) 2k, = — Zky, = ch,
wo die Summation jetzt nur noch Gber alle Theiler D, von # zu
erstrecken ist.

Ist g die Anzahl aller Theiler von %, so bildet man die p Glei-

chungen

(126) (4,)S(n, D,) = 24nk,.

Dadurch erhilt man z. B. fix Dy =1, (4)) =4y ==

(126a) 4,6,(1—Dy) + 4,0,(1—Dy) + 4;0;(1— D)+ - -+ =24k,
und fiir

-D[t—-l =1"n, (A-p-—-l) = A-‘u—]. = 1
erhilt man
(126b) (D, —1)d, + (Dy— 1)y + (Dy— 1) + - - - = 24k
4$
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Dies giebt nach den Gleichungen (108a) und (109a)
(127) By=—25, kuy—a.

Aus Gleichung (125) folgt auch noch, dass von den p Gleichungen
(126) die eine schon aus den fibrigen g — 1 Gleichungen folgt.

Bisher waren die Exponenten 4, d,, d;, ... als gegeben betrachtet,
man kann jetzt aber auch die ganzen Zahlen %, als gegeben ansehen
und aus den Gleichungen (126) die y — 1 Grbssen

N N

berechnen. Gelingt es nwun, die g — 1 gancen Zahlen ky, ky, . . . ku_s
so auseuwdhlen, dass auch die Grissen 08y, 0y, 8, ... 08,5 ganse
Zahlen werden, welche durch 2 theilbar sind, so ist & fur gerade Werthe
von n sicher ein Parameter; fir ungerade Werthe von n tritt noch die

Bedumgu
gung ZD(D—1) (D—2)0 = 24¢

hinzu.
Bei den Anwendungen wird man iibrigens auch diejenigen Werth-

systeme der 8 beriicksichtigen, bei denen sie theilweise ungerade Werthe
haben. Allerdings muss man dann erst untersuchen, ob £ ein Para-

meter ist.
Unter den Werthen von &y, &y, %,, &, . . . %, welche ganzzahlige

Werthe von 4, d,, d;,... liefern, sind d1e3emgen besonders zu beachten,
fir welche sich ein mdglichst kleiner Werth von ¢k ergiebt.

§ 11.
Complementire Parameter.

Vertauscht man @ mit -, so geht J in J und

HQ(D’ ) s

¢@, )’

iiber. Es ist die Frage, ob auch £ ein Parameter ist, Setzt man z. B.

— 7
0 =6, O ==-—0,

und beachtet man die wichtige Formel
(128) L, L) =ymQ@, o),
so wird

Q(D’““o?)a= ¢(zp> D) p? Q(”“ )
’_H H Q(m , H Q(——,w)
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Damit £ ein Parameter wird, miissen zuerst zwei Bedingungen be-
friedigt werden, welche den Gleichungen (1082a) und (109a), namlich
den Gleichungen

B(D—1)0 =24a und Z(D—1)40 = 24b
entsprechen, und welche hier die Form
S[(A—-1D)6—(n—1) 8=~ 2(4D—A)0=—2(D— NA4d=244
und
S[(4—1)Dd — (n—1)0] = — Z(D—1)0 = 24¥
annehmen. Diese Bedingungen sind aber sicher erfiillf, denn es wird,
wie man ohne Weiteres erkennt,
¢=—b wmd ¥=—a,

wobei ¢ und b ganze Zahlen sind, weil nach Voraussetzung § ein
Parameter ist. BEs wird daber auch £ ein Parameter, wenn die Ex-
ponenten d,, 8, 03, . . . simmtlich gerade sind, und wenn auch # eine
gerade Zahl ist.

Ist dagegen » ungerade, so tritt noch die Bedingung

8 = Z[(43—n® — 3(42—n?) + 2(4—n)]d =0 (mod. 24)
hinzu. Auch diese Bedingung wird erfiillt, denn nach Voraussetzung
ist £ ein Parameter, es ist also
Z(D3—3D24+2 DYd = Z[(D3—1) —3(D*—1)+2(D—1)| 6 =0 (mod.24),
folglich ist

S—= Z[43(1—D%-~-3421—=D)+424(1—D)}d
=4 —-1)(D}—1)—3(L*—D)(D*— 1) +2(4 — HD—-1nld.
Da % ungerade ist, so miissen auch 4 und D ungerade sein, also
A=2B+1, D=2E+ 1, folglich wird
A2 —1=4B(B4+1) md D*—1=4E(E+1).
Dies giebt

S = — Z[(4L3—1)(D3—1)+2(4—1)(D—1)]0
— Z[(8B*4-12B2-+6B) (8E*+12E*4+6E)+8BE]é
= — 4BEZ(16 B*E*+-2)d
= —4BEX(B*E*—1)8 = 0 (mod. 24).

|

1

Es mbge noch ein zweiter Beweis hinzugefigh werden, <.ier auch.
den Fall umfasst, wo die Exponenten & theilweise ungerade sind. )
Da £ ein Parameter ist, so ist £ darstellbar als rationale Function

von J und J. Setzt man z, B. wieder

ot

4
BF=0, @ =—0,
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so wird

(120) t=R (), I(3))-

Vertauscht man jetzt @ mit —::i, so geht J(z) in J{(nr) und J (%) in
J () tber, Dadurch wird
(130) E— R(J(nv), J(c))

d. h. auch E ist eine rationale Function von J und J und deshalb ein
Parameter.
Dabei ist freilich zu beachten, dass die hier benutzten Werthe

von § und £ verschiedenen z-Reprisentanten zugeordnet sind.
Was fiir die Vertauschung von @ mit -:—:i gezeigh wurde, ldsst sich

natiirlich auch fiir die Vertanschung von & mit % in dhnlicher Weise

zeigen, so dass man zu jedem der 7'(n) Werthe von £ einen zu-
gehorigen Werth von £ finden kann.

Die beiden Parameter £ und & mbgen ,,complementiire Parameter
heissen. Von ihnen gilt also der Satz:

L. Die Gleichung, welche zwischen einem Parameter £ und der
absoluten Invariante J besteht, geht in eine Qleichung zwischen dem
complementiiren Parameter § und J iber, indem mon £ mit & wnd J
mit J vertauscht.

Da diese neue Gleichung in Bezug auf J denselben Grad hat wie
die erste Gleichung in Bezug auf J, so gilt auch noch der Satz:

II. Zwei complementire Parameter haben denselben Charakiter.

In vielen Fillen lassen sich J und J beide rational durch £ und
£ darstellen, so dass die Invariantengleichung gewissermassen durch
eine viel einfachere Gleichung zwischen zwei complementiren Para-
metern ersetzt ist. Es kommt aber auch vor, dass der Rang der
Gleichung zwischen & und £ niedriger ist als der zwischen J und J,
dann ist natiirlich eine solche Darstellung nicht mdglich. In einzelnen

Fillen wird auch £ mit £ identisch. Dann sind J und jsoga.r Wurzeln
deyselben Gleichung.
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II. Theil,
Anwendungen.

1. Abschnitt.
Transformation vom Grade 2-.

§ 12.
Transformation vom Grade 2
Fiir # = 2 wird ¢ = 0. In diesem Falle wird, wie sogleich gezeigt

werden soll,
24
(3 o)

(131) E=L2)M= o, B

ein Parameter niedrigsten Grades. Es war nimlich nach Gleichung
(190) in § 27 m. vor. Abh.
I 129,18 4+ 16 =0,
eine Gleichung, welche man auch auf die Form
(132) J:d—1:1=(E416)3: (E—8)2(E+64) : 1728§
bringen kann,
Der zu £ complementive Parameter ist hier
.é Q2 Q(ﬁ m‘)u mzl'i
FICED
folglich wird
(133) J:F —1:1=(E416)*: (E—8)* G+64): 1728E,
oder
(1332) J:J — 1:1 = (§--256) : (5—5I12)? (E-+64) : 17288".

§ 13.
Transformation vom Grade 4.

Fiir # — 4 ist wieder o = O und % hat die Theiler 1, 2 und 4.

Setzt man also
== L(2)% L(4),

so findet man aus Gleichung (126) die drei Gleichungen
— 28, — 38, = 24k, & =24k, 0, 38,= 24k,
oder

(134) 8, = 2k, 8 = — 8(k-+2k,).
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Indem man von den drei ganzen Zahlen %y, %,, %, die eine gleich 0,
die zweite gleich -} 1 und die dritte gleich — 1 setzt, erhilt man
drei Paramefer mit dem Charakter 1, ndmlich
16 3

(135) b= T B=L@F &= g
Da k, und %, ganze Zahlen, und 9,, 0,, n gerade Zahlen sind, so
sind §, &,, & Parameter; ausserdem ist der Charakter bei allen dreien
gleich 1, also moglichst niedrig.

Aus diesem Grunde ist auch jeder der drei Parameter §,, £,, £,
durch jeden der beiden anderen linear darstellbar. Es giebt also z B.
eine Gleichung von der Form

ak g + b8 ¢k, +d=0,
wobei man die Zahlcoefficienten @, b, ¢, d sehr einfach dadurch be-

stimmen kann, dass man § und £ nach steigenden Potenzen von
1

h? = z entwickelt.*) Dies giebt

* k= 0, ky=—1, k=41 giebt den Parameter &,
by=—1, li= 0, kbh=-1 » » » &
k0=+1’ k1=_ 1, k2= 0 » 2 1t gs-

Die iibrigen Falle, welche —gl—-, —EL’ gi liefern, kénnen iibergangen werden.
1 & &

#¥) Bs ish sweckmiissig, bei der Entwickelung der L-Producte

(2, )\’
i [T -T2 )

® =o', @ = — o zu setzen; dann wird nimlich

Q L"L, —a Q(o, @
oy o 7))

Qe, —w) Qw, o)
Nun ist nach Gleichung (3)

11 = E3
Qo, 0’y = (_Z_)?- h12n(1 — R = (%)2 B (1R pAp RO Rl BB ),
r=1

oder, wenn man
2

2
R =2z, also RBP? =24, p2==1"
setzt,

1 =
Q@ ) =(Z)FHG - — gy,

oo %)= (3)
L(D).—.z—ﬁw_l)1—34*52‘4+25A+z“—-~++...'
l—z”—22"+z5”+z7”__++._,

o

A
-t — PP ),
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16 1 —
(136) £, = T"g“g‘; £, — ?2 - 1=h
2 256 &
137 L@*= _Egl_ - .(1_2%7, Ly =t — 11651&,

Deshalb folgt aus Gleichung (132)

(138) J:J — 111 o= (L4145 4590 : (1—345, L E(1 +5)°
: 108, (1 —§,)4.

Die zu &, £&,, £; complementiren Parameter sind

21:‘16%3) g3=“2—g§'; g3==‘fé—7
also _
E4-&=1,

folglich wird nach Gleichung (108)

(189) T:J —1:1=(1+ME+EP: 1—845+EV (&)
: 108 gl (]. —_— 51)4,

oder

(1392) J:J — 1:1=(16—16§+E?%°: (82382, —£,9)*(2—§)°

: 108£,4(1—§)).

§ 14
Transformation vom Grade 8.
Fiir n — 8 ist gleichfalls ¢ =0 tnd » hat die Theiler 1, 2, 4
und 8. Setzt man also
§=L@% L(&)* L©)*,
so findet man aus Gleichung (126) die vier Gleichungen

— 48, — 68, — T8, = 24k,
4+ 20,4+ 0 — 0, =24k,
+ 61+362+ 63=24k27
+ d‘,+3()\2—[—753=24k3;

81 = 2('— ko + 5751 - 27‘72):

(]41) ‘)\2 = 2(+ ko - 7‘;1 + 6k2);
63 = 4('— ko - kl - 2’"’2)-

(140)

oder
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__ L@EP L@y _ L(8EL@M

Rl 7o ot
L(8® L(2)® L(2)w® £
) (e—EET b= Ty —
g D@ & L _ &y
5 LETLE?P &’ % LE* & 77

Da diese Parameter simmtlich den Charakier 1 haben, so besteht
zwischen je zweien von ihnen eine lineare Gleichung von der Form

agugﬂ + bga + c§F+ d=0a

wobel man wieder die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d sehr leicht durch
1

Entwickelung nach Potenzen von h* ==z findet. Auf diese Weise er-
hilt man die Gleichungen
R bk SN TSNS SN W
(142) 144§ =2 14452 3 14457
E—— 1 &
4 1—4§° % L — 4§

Dabéi wird mit Riicksicht auf die Gleichungen (141)

b B& 11652
L@y =4

&
s o B _ 11657
(143) L(4) - gaz gsz }
20 &7 (1 —4&)V (144
L(®) Gty &7

Bezeichnet man die drei Parameter, welche bei der Transformation

vierten Grades auffraten, mit £, (4), £,(4), £&(4), so wird

(144) §(4)=§> also §(4)=1—165(4) =1 — 167,

folglich geht die Gleichung (138) iiber in

(145) J:d—1:1=(1—1652116£4)3 : (1 —16E2—8EH)2(1—8E2)?
: 1728E,8(1—16£.Y).

Der zu & complementire Parameter ist

Bt
4 ?
folglich wird

k= 0, k= 0,%=~—1, k=1 giebt den Parameter £,,
fop = 0,k‘=+l,k2=—l,ks,== 1}
bh=+4+1,k= 0, b=—1,kKE= 0 , » » &
ky = 0, k=31, ba= 0, ky=—1 ,, ” 2 &4
Bp=41, k= 0, k= 0,k=—1 , ., - &,
bh=+1, by=—1, b= 0, k= 0 , 8 2 &.

» » ”» gﬁr
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(146)  T: T —1:1=[16(1 —E) +EP:[32(1—§3) — T @ —&)

:108E8(1—&°
oder 1 ( gi )J

T+ T —1:1=[(1— 45t + 266, (1 +-4E, 7P
(1462) t[(1—48)* — 5125, (1+ 45" P[(1 —4£)*+324,)°
117288, (1 4482 (1 —48)8.
Wie vortheithaft die hier benutzte Methode ist, erkennt man am

besten, wenn man sie mit der Herleitung von Gleichung (199) in
m. vor. Abh. vergleicht.

§ 15.
Transformation vom Grade 16.

Fiir % = 16 ist gleichfalls ¢ = 0 und » hat die fiinf Theiler 1,
2, 4, 8 und 16. Setzt man also
£ == L(2)% L(4)% L(8)* L(16)%,
so findet man aus Gleichung (126) die fiinf Gleichungen

— 88, — 128, — 148, — 158, = 24K,
148, 4 0 — 28,— 38, =24k,

(147) 128, 4 63,4+ 28,4+ 0 =2k,
4 8, 30,4+ T8+ 30, — 24k,

4 8+ 30,+ 718, + 159, =24k,

8= — ky+5k—2k+0,
8= 0 —2k + 5k —2Fk,
83=+ ko+ ki'— kz‘l"ﬁks:
8, = — 2k, — 2k, — 2k, — 4k,.

oder

(148)

Indem man jetzt von den finf Grossen k,, &, k,, ks, k, die eine
gleich -+ 1, die zweite gleich — 1 und die ibrigen drei gleich O setzt,
erhilt man 10 L-Producte mit dem Charakter 1,*) nimlich

_ LUerLur g _ LOepL@y L@
§ = TLEF 2T LETLEr 1 83T T

L{syr LE)p _ LaspL@r . LASLELEP
L= ——TZ}(S)!' [ gs _ L(8)5L(2) 2 6 L(&)‘ ?

(149)

%) Streng genommen kann nur bel Parameters von einem Charakier die
Rede sein; es soll aber hier, und ebenso bei den folgenden Anwendungen,
dorch die ganzen Zahlen %y, %y» By o+- Ky der Charakter der L-Froducte

nach Gleichung (126) erklirt werden gleichviel, ob sie Parameter sind oder nicht.
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LPLer o _ LOSPLE) o _ DEPLEY
E., —_ “—‘—”“L(S) L(2)5 ) 8 L(8) H - L(4)7 y
(149) _ LEPLE .
Bo="Z@s ")

Da bei & und &, die Exponenten 8 gerade sind, so sind fiir diese
Grossen die Bedingungen alle erfiillt, welche bei Parametern -erfiillt
werden miissen, folglich sind £, und & Parameter mit dem Charakter 1.
Ferner ist die Grosse

g2 — LU6 L
2 L(S)M L(2)4

ein Parameter mit dem Charakter 2, welcher aus

r 4 ] K 4
o Zornoye 26 ®) o5 %)
2 L (_v, a) 0@, )

entsteht, indem man @ mit = vertauscht. In derselben Weise geht
£, (8) in £2 iiber. Nun fo]gt aus den Gleichungen (142)

25,8) =14 £(8),
oder, indem man @ mit % vertauseht,

(150) 25 =14 £
Wiire §, ein Parameter, so miisste sich &, linear durch den Parameter
g darstellen lassen. Dies ist aber nach Gleichung (150) nicht mdglich,
folglich ist &, kein Parameter.

Anders verhilt sich die Sache bei £, Es ist nimlich

1T

g LUGPLES _ f62F(25 axl )
R T EY LRy L

Nach Formel (14), néimlich nach der Formel

¢) Die zugehbrigen Werthe von %, %, ks, ks, k, ergeben sich aus der
folgenden Tabelle:

G | & | & | & | B & | & | & & | e
B 0| 0 {41 0 4100 |—1]0 |F1

Eeg 0o |—1ld1; 0] 0 |—1]0 41| o0
Bbbo|F1j 06 0f0 | —1] 010 —1]-1
Eyl—1l—1] 0 |—1i—11 0! 0|0 ] o0l o

Bgj41]i 000} 0 [+1{+1]/4+1] 01 0
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2 —a)® 2(f+e)@
)iy - )

(52) ()
(e (P = COI[e (D —o (D[ CF) —# (D))

z ()

RIS RICO RO
[e(2) —s@)][p () — o (DN () =0 ()]

__ (1) (%)
R G IRICORIC o

wird

folglich ist

e (D)-eCONE @@ DG
[e (@) =o@][¢ () - C][e ) - )]
B -
(3) () ()
15
[IESS
=T 50‘2125 PET AT =&
(&) () ()
Hieraus erkennt man, dass sich £, als eine rationale Function von
@ (%—) darstellen lisst, die sich gar nicht dndert, wenn man g)()
mit g (3%’), P (%ﬁ) , oder ¢ (Lsﬁi) vertauscht. Es ist also £, ein Para-
meter mit dem Charakter 1. Deshalb werden anch die Grossen

g __ &
(151) g = &, €7=—§:" b= 55 ~ &

Paramecter; dagegen sind die Grossen
3 5
’6’2: §6=%) 59"—"‘3:“; gw"“'g

Jieine Parameter, weil §, kein Parameter ist. Erst die Quadrate dieser
Grossen sind Parameter mit dem Charakter 2.
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Zwischen je zweien von den 6 Parametern mit dem Charakter 1
bestehen lincare (leichungen von der Form
aga‘gﬁ -+ bE, -+ Cg(&’ +d=0,

wobei man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d wieder sehr leicht durch
1

Entwickelung nach Potenzen von h® — s findet. Auf diese Weise er-
hilt man die Gleichungen

12§ 1 _ £ —1
=iy BTy BT men Bl

o o= 152h go o 1HAET
TTE R T AR
Aus den Gleichungen (149) folgt dabei:
( _ _bE&*  1—16&¢
L2 = e L
L4p = &4&224 - 1—146g34 ,
(153) 4 Es'Ey &
L(8)* = ETE® (1 —4E) (14452
gsﬂgtlﬁ §3“ 3
s £ (—25P(142E)
(10 = g &

Da nun &2 = §,(8), so folgt aus Gleichung (145)
(154) J:J—1:1=(1—16E*} 16E,8)% : (1— 16,1 —8E5)2(1 — 8E,)?
: 1728E,16(1— 16&,Y).

Der zu &; complementire Parameter ist

(165) B=t,

deshalb findet man sofort aus Gleichung (154)
(166) J:d —1:1=(16— 16£,44-£,%)3: (82— B2E,1—£,8)2(2 — E42
:108E,15(1—§,4).

§ 16.
Transformation vom Grade 2¢,

Fir #=2¢=16m ist T(n) = 24m. Man kann aber sogleich
Parameter £ angeben mit dem Charakter m, so dass der Grad der
Gleichung zwischen § und J in Bezug auf J 24 mal Kleiner ist als
der Grad der Invariantengleichung.

For # =16 und fiir n = 32 haben diese Parameter auch einen
miglichst niedrigen Charakter, fiir grossere Werthe von # muss es
aber allerdings Parameter geben, deren Grad noch kleiner ist als
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Fs wird nimlich fiir

n— 64, 128, 256, 512, 1024, . . .,
m= 4, 8, 16, 32, 64,...,
s+3)= 38, 6, 12, 26, 54,....

Beispiele fiir solche Parameter mit dem Charakter m sind die Grissen

_ L(16m) L{4m? _ LEmPLim) _ L{empLEmp
(50 & =""Fgmp 5= " Zemr 4= ZEwrLr
welche aus £ (16), £(16), £,(16) hervorgehen, indem man @ mit
% vertanscht.

Zum Beweise, dass £ ein Parameler mit dem Charakler m ist,
beachte man, dass die Theiler von » in diesem Falle

Dy=1,D,=2,D,=4,... Dps=14m, Doy =8m, Dy = 16m
sind. Deshalb wird
8,=0,0,=0,...0, 0=+2, 0sy=—86,0,=+4
und
8(n, D)= Z 4,8,(t,>—D,) =8 ({2 —4m)—12(t.} 1 — 8m)+-4 (¢, — 16m)
=810 — 1287, 44,
Giebt man nun dem Theiler D die Werthe Dy, Dy, D,,. .. Doz, s0

wird immer
tu—2 =ty = ta = D;

deshalb ist in diesen Fillen

S, D)=0
und
(158) ky=0,k =0,k=0,...k2=0.
Dagegen ist

(Aps) S(n, Dos) = 8 - 16m? — 12 . 64m* 4 4 - 64w’
—=—924.16m? =+ 24-16m - by,
(4)8(n, D) =8 16m2 — 12-64m’ + 4. 256 m*
=4 24.16m> =424 - 16m - ke,
also
(159) ka—l — — M, bo = '+' .
Die Grosse £, ist also ein Parameter, weil die Exponenten 3y, 8, 03,ene
gerade Zahlen sind, und weil die Grissen k, und k. ganzzahlige
Werthe haben. Ausserdem ist mit Riicksicht auf die Gleichungen

(158) und (159) der Charakter von g, gleich m.
Der Beweis dafiir, dass & ein Parameter ist, lisst sich auch fiihren,

indem man zeigt, dass sich § auf die Form
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2y FUSM)S flam o = 2g)"
(160) §,=_—-(g23_-2793') it ;?zgm)sm) == % 2e—1 )
a—l
I
a=1

bringen lisst.

Da £, & und & aus £,(16), £(16), £,(16) durch Vertauschung
von @ mit % hervorgehen, so gelten auch hier die Gleichungen (152),
némlich ;

1—2 1
S=tgen ST TR
oder
1— 1
2 = 1k, g =18,

Deshalb sind auch £, und &, Parameter mit dem Charakter m.

Das Vorstehende gentigt schon zur Bildung der Gleichungen zwischen
£ und J. Es wird ndmlich nach den Gleichungen (141), (149) und
(152)

£(8) = LEPLEy _ &(0e) _ 2E16)
! L® &(167 — T4-£06%
also
1—§(8 1~ (16)y?
(161) 1+ 58 1+ 8,067/ °

Vertauscht man & mit = w2 S0 geht £,(8) in £ (8m)* und §(16) in
§,(16m) iiber, folglich erhilt man aus Gleichung (161)

1—E&@8mpP  1—E(16m)\2 1—£
(162) THE@mE — \14£(16m) 1 +§1)
oder
E.(8m) 5
(16) TF tgEmy — &"

Daraus folgt
(164) & (8m) = gz 1+ YT — 1659,

Kennt man also die Gleichung zwischen £,(8m) und J, so findet
man hieraus auch ohne Weiteres die Gleichung zwischen g und J.

Die zu & und £, complementiren Parameter sind bez.

Q(w 16 )Q(w ) 2
= L —2m00),

(165) 16m’ 8m

G E ) Q(TsTn" ) _ Lopmer_ 50w
2L(8) g

!ﬂl

ore]

3
Q(lbm 2m.
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Daraus ergiebt sich eine weit einfachere Darstellung. Es ist nimlich
nach Gleichung (154)

J:d —1:1=][1—16£,(16)* 4 16£,(16)]
(166) : [1 — 168, (16) — 85 1611 — 85, (16)4)
1 1728 £,(16)15(1 — 16 &, (16)1].
Vertauscht man jetzt @ mit —I%n—, so geht J in J und £,(16) in %
iiber, folglich wird (genau wie in Gleichung (156))
(167) T: T — 121 = (16— 1654+ £5P:(32 — 52,5 £9)(2 — £, 1)
: 108E,16(1 —&,4).

Die beiden Gleichungen (166) und (167) geben die Transformation
vom Grade 16m, wenn man noch die Gleichung zwischen £,(16) und
g, hinzufiigt. Dies kamn aber mit Hiilfe der Gleichungen (162) und
(163) leicht geschehen, denn es wird

45,16) (1——&(32) 2
1+ 45,(16) T+ £(32)7°
(168) 1—§(32° _ (1—5(64))?
1-FE,(322 — \14g (687

TV. Abschnitf.
Transformation vom Grade 3=.

§ 17.
Transformation vom Grade 3.

Nach Gleichung (46) m. vor. Abh. war fiir ungerade Werthe von
n, also fir »=2m -} 1

(169) I C22) = (—vm 7,
folglich wird fiir n = 3
(170) E—= L(3)12 = Q*f(3)1* = i

. (2DV
e
ein Parameler, und zwar ein Parameter mit dem Charakier 1, weil
nach Gleichung (204) m. vor. Abh.

(171) J:d —1:1=(E+3PE+20) : (E2418E—27)7 - 1728

wird. Der zn £ complementire Parameter ist 12—“1, folglich wird

(172) T:T—1:1 = (E-+243)3(E+27) : (52— 486 — 19683)2: 1728 %,

Mathematische Annalen, XXXIT, 5
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§ 18.
Transformation vom Grade 9.

Fir =9 wird ¢ = 0 und » hat die drei Theiler 1, 3 und 9.

Setzt man deshalb
£ = L(3)% L(9)%,

so findet man aus Gleichung (126) die drei Gleichungen
(178) — 66, — 89, = 24k,, 40, = 24k, 20, + 89, = 24k,,
oder
(174) 0, = 6k,, 20,=— 6k — 9%,.
Hieraus ergiebt sich nur ein einziger Parameter mit dem Charakter 1,
némlich
- g -~ 279
Dagegen giebt es drei Parameter it dem Charakter 2, némlich

L(9) L (9) L (93
(76) b= T =T b= L

Dafiir, dass &, ein Parameter ist, sind alle Bedingungen erfillt. Des-
halb sind dann auch

§(=§£2 und §3=§2:§
Parameter. Nun besteht zwischen £ und £,, bez. zwischen £ und &,
oder £ und &, eine Gleichung von der Form

(a§2+b§+6)§a + (2,8 05,84 ¢)=0,
wobel man die Zahlcoefficienten @, b, ¢, a,, b,, ¢, sehr leicht durch
2

die Entwickelung von £ und £, nach Potenzen von %° = z findet.
Dies giebt
A1) b= e b=wroce b= e
PTUEER T g#eifer ST FLoEdar
Deshalb wird
W8)  LEP=E@) =" =54 o8 4215,
Die Gleichung (171) geht daher iiber in
Jrd —1:1=(8B+98-+2TE4-3)3(E43)3
(179) : (B8 188311355 - 504 £5 4 891 £2-1- 486 & — 27)2
: 1728E (82 - 984-27).
Diese Gleichung kann man noch einfacher schreiben, wenn man der
Kiirze wegen
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(180) E+3—9y

setzt, dann wird némlich
(179a) J:d — 1:1=("—24)*3 : (4* — 369°-216)*: 1728 (4 —27).

Der zu £ complementire Parameter ist

F 2T E 5. 8E+9 _ 3(y+6)
(181) E= T also £4+3=17 F = 3

Dadurch erhialt man
(182) J:J — 1: 1= (3 —24)*7%: (7° — 36 7 -+ 216)2: 1728 (7 — 27).

§ 19.
Transformation vom Grade 27.

Fiir » = 27 wird ¢ =1 und » hat die Theiler 1, 3, 9 und 27.

Setzt man also
£ = L(3H LO"LET*,

so erhilt man aus Gleichung (126) die vier Gleichungen
~— 189, — 240, — 266, = 24k,
4120, + 0 — 40, =24k,

(183) o 48, + 168, 4 48, — 24k,
L 20, 4+ 89,4 268, — 24k,
ader
63, — — 2k -+ 10k, — 3k,
(184) 60, = 4 2k — K + 12F,,
29, — — 2k — 2k — 3l,.

Hieraus folgt zunichst, dass k, und %, durch 2 theilbar sein missen.
FYerner ist

606, = — 2(ko+k1) + 12k, — 3k,
folglich muss %, -+ %, durch 3 theilbar sein. Deshalb giebt es nur
zwei L-Producte mit dem Charakter 2, nimlich

L(9 L2717 L(3)

(185) £ = —17(%))7 und &, = W’*)
Ausserdem findet man aber noch drei L-Producte mit dem Charakter
3, nimlich P Ly
(186) g, =L9)%5 &= TEn? § = DL -**)

) Fo= 9, by=—2, k= 0,F= 0 giebt die Guisse &,

ko = 0, k= 0, bp=—2, k3=+2 »” » 2 &,

#) fo=—3, k= 0,kh=72 ks = -+ 1 giebt die Grisse &;,

ko=+1,k1=+2,kz= 0, by=—3 2 ” £

k0=-1,k1=-2:k2=+2:k3=+1 oo &
B*
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Zum Beweise, dass diese fiinf Grossen simmtlich Parameter sind,
beachte man zuniichst, dass £; schon fiir die Transformation 9'» Grades
ein Parameter war, folglich ist & erst recht ein Parameter fiir die
Transformation 27" Grades. Ebenso ist £ ein Parameter, denn die
Exponenten 8, und 9, sind gerade, %, und %, sind ganze Zahlen und

ZD(D—1) (D—2)d =0 (mod. 24).
Deshalb ist anch
&
L= 5
ein Parameter. Sodann ist
=13

3 H@,(‘Zaﬁ)
54 = Qvf;'?z)g'z)s = QZ;@(g) Q” ( ) H ( )

£, ist also eine rationale Function von ¢ (:7) welche sich gar nicht

indert, wenn man {p( ) mit p( ) vertauscht, folglich ist £, eine
cyklische Function von

o (7)o (50) - - 0 (B22)

und deshalb ein Parameter. Daraus folgt, dass auch
g — 1
T G
ein Parameter ist; und zwar sind & und &, Parameter mit miglichst
niedrigem Chamkter
Zwischen £, und £, besteht nun eine Gleichung von der Form

(0408 + )82 + (a, 8,2+ b5 +¢)E, + (9 &2+ by &y +¢,) = 0,

wobei man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, ay, b, ¢,, a,, b,, ¢, findet,
25 0y

indem man £ und £, nach steigenden Potenzen von P = # entwickelt.
Es wird namlich

0(%) e, oy
oo 5)

Q @, Q @, =t

32_,( 27) (___2~1 32+4+0+4-928— 1244042726427 1 0

(“" ?T) 48129 — 108210 ....
Daraus ergiebt sich

(187) (9E>2+3E,+1)E2 4+ (92— 65 —2), + (9312—651‘!‘]) =0,
oder

2465 —95°—3
(187a) b= "GtsnteEs

g = =(1—8—25 494 ..),
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wobei
(188) w—=—+VE (4 —2TE3) =2z -- ..
Das Vorzeichen der Wurzel w ist in Gleichung (187a) durck die Ent-
wickelung nach Potenzen von z bestimmt.
Nach Gleichung (178) war
L(3)"* = L(9)* + 9L(9)° + 2TL (9,
oder

L 312
—L‘(T>)3 — L(9)5 + 9L (9)? -+ 27,

oder, wenn man die in den Gleichungen (185) und (186) gegebenen
Bezeichnungen anwendet,

(189) A N
Das Vorzeichen von # findet man wieder durch Reihenentwickelung.
Zwischen &, und &, besteht eine Gleichung von der Form
(a3 +bE2ck +d)EP+ (0§50, 8%+ § 44k,
F(a: 534087+ 0y +dy) = 0,
wobei man die Zahlcoefficienten wieder durch Reihenentwickelung leicht
bestimmen kann. Dies giebt

(190) (38, —1)* 2 — 3,35, —2)§ + 5 =0,
oder

s . 35(85—2)—w 1 — 3534 —2)+w
(1903) 5 = 2(8E—1)° - 2§ ’
(191) g5=gigs=:3§%i*£.
Nun ist

(192) £(9) — L(9F =k, EO) +3 =8 +8—n— "1k,

folglich erhilt man nach Gleichung (179a)
(193) J:J —1:1=("—24)*9*: (n6—367° +216) : 1728(n3—27).
Der zu % complementiire Parameter heisse 7, daon wird
(194) T:d —1:1 = (iP—243373 : (5 — 36 7°4216)? : 1728 (7 —27),
wobet

- _ 3[BaESF 2752 — 365 —2—9%uw]
(195) 7 =218 4+ 3= 2(:‘5&_1),’ .

Da die Parameter 5 und 7 beide als rationale Functionen von g,
und w dargestellt sind, so geben die Gleichungen (193) und (194)
schon die Beziehung zwischen J und J. Man kann aber anch noch
die Gleichung angeben, welche zwischen 7 und % besteht. Nach"den
Gleichungen (189) und (190a) ist ndmlich’

_ 8¢ +w _1_‘ — 38+ 1 _ 952+ w
b+ 9= 282 §4+3 P T
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folglich ist
38+ 1 . | )
5 TEEH9), o Bi=gaags
Nnn wird aber nach Gleichung (189)

1 1
g _ == >
Y Vet en+n Vrdsnto

slyt6+6)/ 7t 3n+9)

n+6—3f/n2+3n+9

also

: 3 b
(196) g, = —TTH2IHS 5=

3 7
n46—3/n4-3+9

oder
(1963) (@46 @—3)° =270 +3n+9) Gi+6).
Durch Elimination von % aus den Gleichungen (192) und (193) erhilt
man auch eine Gleichung zwischen J und £, welche in Bezug auf J
nur vom zweiten Grade ist, namlich

126, 15(27E 3 —1)J24-28.35(729,18 — 4536 £,15 - T458E, 12
(197) { —3186%,9— 1088, 89E3—3)J

+(9§19“27§16+27§13“‘1)3(9‘313"‘1)3 =0.

Ebenso findet man aus den Gleichungen (194) und (195) durch Elimi-
nation von % eine Gleichung zwischen J und &, welche in Bezug auf

J gleichfalls nur vom zweiten Grade ist. Thre Herleitung ist aber
tiberfliissig, weil die Gleichungen (193), (194) und (196) fir die An-
wendungen bequemer sind,

Schliesslich ist noch

2 ga .
L(27)1 - 513344
§ 20.

Transformation vom Grade 81

Fiir » =81 ist ¢ =— 4 und » hat die Theiler 1, 3, 9, 27 und 81.
Setzt man also

£ = L(3)% L(9)% L(27)% L(81)%,
so erhilt man aus den Gleichungen (126) die finf Gleichungen
— 549} — 728, — 180, — 800, = 24k,,
+ 360, 4+ 0 — 128, — 160, = 24k,,
(199) + 120, 4 480, -+ 12, 4 0 = 24%,,
+ 40, -+ 169, 4 520, 4 160, = 24k,,
+ 20, -+ 89, 4 269, 4+ 800, = 24%,,
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oder
188, —— 2k, + 10k, — 3k, + O,
200) 188, = 0 — 3k -+ 10k, — 3k,
188, = + 2k + 2k — k -+ 12k,
60, = — 2k, — 2k, — 2k, — 3I,.

Hieraus findet man nur e L-Product £ mit dem Charakier 3,
niamlich
L 0
(201) =T
ausserdem erhilt man noch 5 Z-Producte £ mit' dem Charakter 6,
nimlich

Lo) o _ LEWLE) ¢ _ LD LER
2= FgE 2 &5 =

(202) CoLeo me e Ler ! e
L@ LE) £ _ LEHILY) *2)
£ T LR 2 ST T LEW

Die Grossen &, und §, waren schon Parameter fiir n = 27, folglich
sind sie es auch fiir » = 81. Ebenso ist & ein Parameter, denn die
Esponenten &, 8,, d;, 8, sind gerade, k, und £, sind ganze Zahlen,
und es ist

IZD(D — 1) (D — 2) 6 =0 (mod. 24).
Deshalb sind auch

g__é_ und €4=%3:—=§§3

Parameter, und zwar ist £ ein Parameler mit moglichst wiedrigem
Charakter. Eudlich ist anch
§ = L(81) - 8¢,

ein Parameter, denn es ist, wie man leicht zeigen kann,

L (81)3 — QHO f(81)3 — _T__QE.Z_._._.

= o ( 2;:15)

a=1

eine cyklische Function der 27 Grossen
2% 927@
e (30 o (5D #(50) - 9 (50)
und deshalb ein Parameter (mit dem Charakter 12).

*) ko=-+1, k=42 k= 0, k=—2 k=—1 giebt die Grosse £
5%) L=t 6, ky==—26, k= 0, ka= 0, k4= 0 giebt die Grosse §
Z?0= 0, kx"-'—‘ 0, 7¢2="67 k3=+4y k4=+2 1 " » gl’
k0=+1’ k1=+2, k2=—-6, ks=+27 k4":+1 ” » ”» Ess
Fo=t2, ky=td, kp=—6, k= 0, Fe= 0 , , 5 &
bo= 0 k= 0, k= 6, ky=—8, Ly=—+6 » o w5



2 L. Kigeerr.

Da
£ (31) =£,(27) und £,(81) =&,(27),

so gilt auch hier noch die Gleichung (187), nimlich
(203) (9§1Q+3§1 + D&+ (95— 65 —2)§,+ (9‘512"’ 6§,41)=0.
@
3 ?
folglich gilt auch-die Gleichung
(204) (9E2+438,+1)E + (987 — 68, —2)E 4 (92— 65, + 1) =0.

Ferner ist nach Gleichung (186)

Vertauseht man @ mit so geht & in &, und &, in & dber,

(205) £ =£@7),
deshalb geht die Gleichung (190) iiber in
(206) (38 — 1y §° — 35,3, —2)83 - §, =0
Um die Beziehung zwischen J und J zu erhalten} setze man
. _ L _ L(81y
(207) Py=LOP, By=-7Fv, =75,

dann ist P, gleich £,(27) und P, ist gleich —L folglich wird nach

. RGO
Gleichung (196)
(208) Py——34 22 t®
I"/ P2t 9P, 27
oder
(208a) (B + 3P (P2 + 9P, + 27) = (B, + 9)*

Vertauseht man @ mit —?—, so geht P, in P, und P, in P, tiber,
deshalb wird
(209) Po=—34 —Fet? .
VPEyop, o
Nach Gleichung (179a) oder (193) ist nun
(210) J:d —1:1 = (3P —24)Py* : (1> — 3645+ 216)%: 1728 (5 — 27),
wobel

21y p=2P,+3
ist. Der zu 9 complementire Parameter ist
212 n=—r

(212) 1= 5 +3,

so dass 5 mit Riicksicht auf die Gleichungen (208), (209), (211) und

(212) als irrationale Function von 7 darstellbar ist. Es wird dann
wieder

@18) I T —1:1 = (g — 24)° y3: (7% — 36 75+ 216)° : 1728 (35 — 27).
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§ 21.
Transformation vom Grade 243,

Pir # =243 wird ¢ = 19 und % hat die Theiler 1, 3, 9, 27,
81, 243, Setzt man also

£ = L(8)% L(9)% L(27)% L(81)% L(243)%,
so erhilt man aus Gleichung (126) die sechs Gleichungen

— 1620, — 2168, — 2348, — 2403, — 2428, = 24F,,

+ 1089, 4+ O — 369, — 489, — 524, = 24k,,
@1 4+ 360, + 1449, + 360,4+ 0 — 12§, = 24k,,
)\ 4 128, 4 488, - 1560, - 488, 4+ 120, = 24k,
4+ 44,4 164, -+ 524, + 1600, + 529, = 24k,
4+ 26,4 80,4+ 260, 800, 4 2429, = 24k;,
oder
5408, = — 2k, + 10k, — 3k, 4+ 0 4 O,
549, = 0 — 3k + 10k, — 3k 4+ O,
(215) 549, = 0+ 0 — 3k 410k — 3%k,
540, = -} 2k + 2k 4 2k, — k3 12%,,
180, = — 2k, — 2k, — 2k, — 2k — 3k,.
Hieraus findet man einen Parameter
(216) g=20

mit dem Charakter 9, wihrend —;— (0 + 8) =11 ist. Ausserdem erhilt
man eine ganze Reihe von Parametern mit dem Charakter 18; solche
Parameter entstehen z. B. durch Vertauschung von @ mib -%— aus den

Parametern mit dem Charakter 6 fiir die Transformation vom Grade 81.

Um die Beziehung zwischen J und J anzugeben, geniigt das
Folgende. Es sei wieder wie in Gleichung (207)

P,=LOF, B—ig Bi="ig
und
@17) P, =282,
dann wird
P49
(218) Ppr=—3+ i DETd

fir » =2, 3, 4. Setzt man jetzt noch
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= 27
-p =P, +3, "7=TJ:+3)
so gelten wieder die beiden Gleichungen
919 {J:J-— 1:1 = (3 — 24 43: (48— 3693 216)2: 1728(4% — 27),
(219) T-T—1:1 = (38 —24)°p®: (35 — 3693 4 216)": 1728 (3 — 27),

§ 22.
Transformation vom Grade 3°.

Die Methode, welche in den vorstehenden Paragraphen zum Ziele
fihrte, kann auch ganz allgemein fiir die Transformation vom Grade
3¢ benutzt werden. Es sei also

L(27® L%
(220) P2~_.-——..L(9)3, .P3="‘1—l(—3)3, ... .Pa‘———i‘(;xj)s—’
(221) =P +3, 1= +3
dann gilt fir v =2, 3, 4, - -- « — 1 die Gleichung

P,+9

2 1= — it
(222) Py 3+ ey T
und es wird
o) {J: T 121 == (P —~ 24)0 43 (38 — 36931 216)2: 1728 (> — 27),
) T T—1:1 = (3—24)° 7% (48 — 3643+ 216)%: 1728 (3 —27)-

Die bei dieser Transformation nothwendigen irrationalen Operationen
sind auf die Ausziehung von & — 3 Cubikwurzeln beschrinkt.

Y. Abschnitt.

Transformation vom Grade a®, wenn « eine Primzahl von der
Form 67 -1 ist.
§ 23.
Transformation vom Grade a.

Ist @ eine von 2 und 3 verschiedene Primzakl, so hat man hier
vier Falle zu unterscheiden, nimlich

Lae=1Rv+1, IL g=12045, I a=12v47,
IV. a=12v» 4-11.
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I Fir a=12v41 wird pg=v~ 1 und
(224) £ = L(a)?
ist ein Parameter mit dem Charakter » — g - 1. Es ist hier nimlich

S(a, D) =20’ — a),

woraus sich
(225) 21 — @) = — 24v = 24Fk,, 2(a—1)= -} 24v==24F,

ergiebt. Die Gleichung zwischen £ und J ist bereits in m. vor. Abh.
untersucht worden. Der zu £ complementire Parameter ist

(226) =4,
so dass die Gleichungen
P, J)=0 ud F(%,T)=0

die Beziehung zwischen J und J vermitteln, (Vergl. m. vor. Abh,
Gleichung (148} fiir a = 13).

II. Fir a=12v 4+ 5 wird ¢ = v und es besteht eine Trans-
formationsgleichung zwischen f(a)? und g,; es besteht also auch eine
ihr entsprechende Gleichung zwischen L(a)? und p, = 7/J. Die Grosse
L(a)? ist aber kein Parameter, sondern erst

(227) £ = L(a)5,
und zwar hat £ den Charakfer
3v4+1=30-41,

S(a, D) = 6(1> — a),
6(1 — a) — — 243w + 1) = 24k, 6(a—1) = 24(3v+1) = 24k,

Fiir ¢ =5 wird » =0 und der Charakter von £ gleich 1; aber fiir
alle tibrigen Werthe von @ und v muss es Parameter geben, deren
Charakter noch bedeutend niedriger ist als der von £.

Dieser Uebelstand wird einerseits dadurch ausgeglichen, dass schon

1 1

gwischen £° und J° =y, eine Gleichung besteht. Es ist aber auch
hier die Bildung von Parametern mit niedrigerem Charakter mbglich,
wenn man nicht die Transformation g*» Grades zum Ausgangspunkte
wiihlt, sondern die Transformation vom Grade ab.

(Vergl. m. vor. Abh. Gleichung (145) fir n = 5, Gleichung (149)
fir @ = 17 und Gleichung (152) fir a = 29).

Ol Fir a— 120 + 7 wird ¢ =, und es besteht eine Trans-

formationsgleichung zwischen f(a)? und g;; es besteht also auch eine

denn hier ist
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. J— .
ihr entsprechende Gleichung zwischen L(g)? nnd y; = (—T,z—l—)%r Die
Grosse L(a)? ist auch hier kein Parameter, sondern erst
(228) g = L(a)4
und zwar hat £ den Charakter
2v +1=20+1,
S(a, D) = 4(t* — a),

4(1 — a) = — 24Q2v - 1) = 24k, 4(a—1) = 42y + 1) = 24F,.
Fir ¢ =T wird v == 0 und der Charakter von £ gleich 1; aber auch
hier muss es fiir alle librigen Werthe von ¢ Parameter geben, deren
Charakter niedriger ist als der von 5. Ein Ausgleich dieses Uebel-
standes findet in dhnlicher Weise statt wie im zweiten Falle.

(Vergl. m. vor. Abh. Gleichung (146) fir ¢ = 7 und Gleichung
(180) fir @ = 19).

IV. Fir ¢=12v 4 11 wird g = -} 1, und es besteht eine

Transformationsgleichung zwischen f(a)?, g, und g, Dagegen ist
L(a)* fein Parameter, sondern erst

(229) & = L(a)®?,
und zwar hat £ den Charakter
6y 4-5—6¢— 1,

denn hier ist

demn es ist

S{a, D)y = 12(},* — a),
12(1 —a)=—24(6v+-5)=—24k,, 12(a—1)=24(6v--5)=24F,.
Hier ist also & nicht einmal fiir » = 0 ein Parameter mit niedrigstem
Charakter. Ein Ausgleich dieses Uebelstandes findet in Zbnlicher
Weise statt wie beim zweiten und dritten Falle; in § 34 wird sogar
gezeigt werden, wie man mit Hélfe der Transformation 22 Grades

einen Parameter mit niedrigstem Charakter fir die Transformation
11t Grades bilden kann.

(Vergl. m. vor. Abh. Gleichung (147) fiir ¢ = 11 und Gleichung
(151) fiir @ = 23}.

§ 2.
Transformation vom Grade .
== (614 1P=121314+ 1) + 1,
80 ist # — 1 immer durch 24 theilbar, und deshalb ist

(280 §= Ln)= @f(n)

Ist
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(44

immer ein Parameter. Wie nimlich schon in § 23 meiner vor. Abh.
gezeigt wurde, ist f(#) in diesem Falle, wo »n == a?, die Wurzel einer
Transformationsgleichung, folglich gilt dasselbe von

n_—_!_.
L(n) = (9> — 2799 ™ f(n).
Hierbei wird
Sn, D) =1*— a*
und deshalb

@31) 1314 1)

k0=— 9 2

B,=0, k=

+ Z(3Zg—_tl) ,

so dass der Parameter £ den Charakter

(232) ch = L1314 1)

hat. Der Grad der Invariantengleichung dagegen ist in Bezug auf J
und J
Tw)=(n-4 1n=24ch +n- 1

Durch Einfithrung des Parameters § wird also der Grad der benutzten
Gleichungen um mehr als das 24 -fache erniedrigt.

Der Charakter dieses Parameters ist auch in allen Fillen nur
wenig verschieden von dem niedrigsten Grade, den ein Parameter fiir
den zugehdrigen Werth von » iiberhaupt haben kann. Hierbei hat
man acht Fille zu unterscheiden, die sich aus der folgenden Tabelle

ergeben:

n 0 ch ch—5(0+2)|ch—3(0+3)
(24v4+1)? |4822— 6v—1 |249°4 2v Bv—1
(24v 45y | 48+°+10w 242*+10v4-1 | 5v
(Q4v 4772 |4892+18v+1 | 249214042 | 5
(24v4-11)?| 48224-34v+6 | 244°4-220+5 Sr+1
(24v 4 13)2| 4892442948 | 2492-1-260+7 5v4-2
(24v+-17)2| 48224-58 17 | 249234 v-12 Sv-42
(24v -+ 19) | 4802466 v--22 | 242°4-38v+15 ) Sv+3
(24v423)? | 48 24829435 | 2412461422 5v4-3
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Beispiele.
» o | o | h—3e+2) | h—3le+3)

5? = 25 0 | 1

T — 49 1] 2

112=121 | 6 | 5 1

132 =169 | 8 | 1 2

172 =289 | 17 | 12 2

(234)

192 =361 22 | 15 3

232 —520 | 35 | 22 3
29°—841 | 58 | 35 5

312 =961 | 67 | 40 5
372 — 1369 | 98 | 57 7

59 — 3481 | 266 | 145 1

732 = 5329 , 413 | 222 14

i
8 25.

Transformation vom Grade 25 und 49.

In § 25 m. vor. Abhandlung wurde schon die Transformation
vom Grade 25 ausgefiihrt, und zwar ist nach Gleichung (177a) und (179)

J:d —1:1=[LE2A410L(B)45]3

(235) : (L5422 L(5)5+ 125][L (5)1*+4 L (5)—1}2
: 1728 L (5)®

und

(236) L(5) = &5+ BE14 15534 2552+ 255 — yi4 5P -5y — 11,

wohel
7 =E4 1= L25)+ 1

gesetzt worden ist. Dies giebt nach Gleichung (180a) m. vor. Abh.

FiT—1:1 = (0410733555 — 1205500 —60 - 25— 60y - 16)°
(237) ((*+4) (' -39+ 1)
>< (1" 109°+-359°—18795+-505"—90y*4- 259> —90n4-76)
(1728 (P59 Dy —11).
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Die zu § und 5 complementiren Parameter sind

£ g fk8 114
(238) =g ud g==r— =,

so dass zwischen Jund 7 dieselbe Gleichung besteht wie zwischen J
und 7. Da aber 3 eine rationale Function von 7 ist, so kann man

J und J als rationale Functionen von 5 darstellen.

Fir # —49 wird ¢ = 1. Auch fiir diesen Fall sind schon in
§ 26 m. vor. Abh. die wichtigsten Formeln angegeben. Nach Gleichung
(185a) daselbst erhilt man namlich, wenn man L(7) =2 setzt,

Jid —1:1— (25 + 132 1+ 49) (28 } bat -+ 1)
(239) {  (#1® 4 1427 4 6325 4 T02¢ — T)? : 17282+
und
(240) 5 — T(ES 4 BE? 4 T8) 2t

— (BT 4 TES + 2155 4 495  147TES - B43£2 4 343%) = 0,

oder
(2402) 22t — T(E3}-HEIHTE) (B2 +TE+T) VE(4E - 215+-28).

Vertauseht man & mit fg—, so geht J in J,

(241) Eingz% wd w—=YEAEFEF2) i w—=rTF

iiber. Deshalb ist es jetzt leicht J und J als rationale Fumciionen
von £ und ’darzustellen. Dabei wird das Vorzeichen von w durch
die Entwickelung nach steigenden Potenzen von % bestimmt.

§ 26.
Transformation vom Grade &>

Setzt man fir # = a®

c L(a%)
(242) £ = T@’
so wird 4
8(n, D) = — a*({}* — a) + 2 — a® =t? — a’t%

deshalb findet man aus der Gleichung (126) die vier Gleichungen
1—a? — 24k, (a—1)(1—a?) = 24k, 0 =24k, a(a®—1) =24k,

oder

k0=_-;_1(3zi1), by = — “;‘1 @I+ 1),

@43) .
hy=0, k=121Bl%1)
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Der Charakter von £ ist daher

(244) ch =231+ 1) =2E=0

Bildet man nun bei der Transformation vom Grade a? die Gleichung,
welche zwischen L(a) und L(a?) besteht, also die Gleichung

o(f-=) elGro ))=O’

¢@,8) ' @@, )

(245) F(L(a), L(a?) =0, oder F(

und vertauscht man in dieser Gleichung & mit -, so erhilt man die
Gleichung

Ly .
(246) F( L((’Z)) , E)=0.

Indem man noch aus diesen beiden letzten Gleichungen die Grosse
L(a) eliminirt, findet man die Gleichung

(247) G (L(a?), &) = 0.

Nach diesen Vorbereitungen kann man die Transformation vom
Grade a® in folgender Weise ausfithren. Setzt man der Kiirze wegen

(248) L@) =P, Jol—p,

so erhélt man bei der Transformation vom Grade a? die Gleichung
(249) H(J, P) =0,

die in Bezug auf P, vom Grade a(e 4 1) und in Bezug auf J vom
Grade

: ist. Vertauscht man jetzt @ mit = S0 geht J'in J und

Q(m’% . Q(oﬁ’ aQ(E— ﬁi') a

= - n =
’ 9@, &) Q(Tls—’m) Q(a"" ) Ps

iiber. Deshalb vermitteln die drei Gleichungen

@50)  H(J, P) =0, H(J, ;: =0, G(P,, P)=0

verhdltnissmissig einfach die Beziehung zwischen J und J,
Da.bel ist der Charakter von £ = P, noch kleiner als —- (g 4+ 2)

bez. als — (g + 3), wie man aus der folgenden Tabelle' erkennt ™
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n

Y

5(0+2)—ch

5(043)~—ch

i (24;4_1 »

a3 =(24v+45)

= (24w T
E@01) 48— (2411
@b = (24v+13)8
0= (24v417)
@b = (24 v 19y

¥ =(24v4-23)

Beispiele.

il—z(a*—f— a2—12a—é)
L (a3 a?~12a-+6)
& (a3 a—12a-4-4)
5@+ ar—12a+12)
112 (a4 a?—12a—2)
15 (@ a*—12a--6)
(@ a?—12a+4)
503+ a—12a-+12)

v(a—6)

v(a—4)

v(a4-2)42

v(a—10)+41

va+2

v(a+G6)4-6
v(a-+8)+48

v(a+12)4-13

n o | ch [j(e+2)—ch| (o+3)—ch
125 8 5 0 \
343 2 | 14 0 g
(252) 1331 111 6b | 2
2197 | 184 @ 91 2
4913 | 417 204 i 6
G8H9 | H8Y | 285 ! 8
12167 | 1036 | 506 13
§ 21.
Transformation vom Grade 125.
Fiir » =123 ist ¢ = 8 und
e ; oF 1,(126
(253) P, = L), Py—

dann wird nach Gleichung (236)

(254)

Mathematische Annalen.

XXXIL

LY = Py £ 5P 4 5P + BP2 4 B P,

6
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Vertauscht man in dieser Gleichung & mit %, so geht sie tiber in
PS:L(5) = Py + 5P + 15P3 + 25 P + 2P,

oder mit Riicksicht auf Gleichung (254)

255 { Py (Pp+ 5Pp -+ 15 P2 -+ 25 P, -I- 25)
L)

— P4 5P 4+ 1527 + 5P + BP,
Setzt man jetzt wieder
1)2 + == 7,
so gilt zwischen J und 5 die Gleichung (237). Der zu % complemen-

tire Parameter ist aber in diesem Falle

(256) ;,=Pia+]=&;%5.

Jetzt ist J dieselbe rationale Function von % wie J von % nach

Gleichung (237), und zwischen 4 und % besteht eine Gleichnng, welche
aus Gleichung (255) hervorgeht, indem man

(257) Po—n—1, Pj= "

setzt. Diese Gleichung ist in Bezug auf jede dieser beiden Grissen
vom H'*» Grade und heisst

(258) (n— 1y (g — 1Y
= 125(y* + 7 + 602 + 6 + 11) (7 + 78 4 6y + 6 4 11).

§ 28.

Transformation vom Grade «~.

Die Transformation vom Grade ¢® ist in § 26 in ganz &hnlicher
Weise aunsgefithrt wie in § 19 die Transformation 270 Grades, nur
gestaltet sich die Rechnung fiir n = a® insofern cinfacher, als schon
L(a®): L(a) selbst ein Parameter wird, wenn a = 61 -1 ist, wiithrend
fiir @ = 3 erst L(a®)’: L{a)® cin Parameter wird. Wie aber aus der
Transformation 27'» Grades die Regeln fiir die Transformation vom
Grade 3* hergeleitet wurden, so findet man jetzt auch ans der Trans-
formation vom Grade a® die Regeln fiir die Transformation vom
Grade a® Setzt man nimlich

‘ . L _ L{aM
(259) P? = L(a2)7 Pa = I;(a) y Pa = ‘jj('(/l’};l:‘:e‘)‘"a

so gelten die Gleichungen
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(260)  H(J, P,) =0, H(I 19,) =0, G(P,, Pyy) =0

fir v=2,3, ... «— 1. Dabei haben die Functionen G(P,, P,y,)
und H(J, P,) genan dieselbe Bedeutung wie in den Gleichungen (250).

VI. Abschnitt.

Transformation vom Grade 2a.

8 29.
Allgemeine Bemerkungen tiber die Transformation vom Grade 2a.
Ist # = 2a und hat die Primzahl a die Form 4¢ 4 1, so ist der
Rang ¢ gleieh ¢ — 1. Setzt man in diesem Falle
(261) £ = L(2)% L(a)* L(2a)%,
so wird
S(n, D) = ad, (42 — 2) + 28,2 — a) + 8,(% — 20),
und man erhillt ans der Gleichung (126) die vier Gleichungen
~ ad, — 2(a — 1) 0, — (2a — 1) &, = 24k,
Fad, — (@a—1)8, — (a— 2)0, = 24%;,,

(262) 6‘ +2((l'—‘ 1) 6‘2..*__ (a —2) (5\,‘=2471‘:,,
+ 0+ (1= 1D+ (2a—1) 8, — 24k,
ader
(> — 1) 0, =8[— (@ — Dk + 20+ Dk 4+ 3k,
263) { (a2 — 1) 8, =8[+ (@ — 2k, + (a4 1)k + 3ak],
(@ — 1) 8, = 8[— @a — 1) Iy, ~ 2(a + D by ~ Bak].

Nun 1st aber
@1 =(e+ 1) — 1 =820+ 1),

folglich gehen die Gleichungen (263) iiber in

e+ D8 =— (0 — Nk +2a+ Dk + 3k,
(263 9) { e+ 10, =4+ (¢« — Dk + (a+ 1)k +3ak,,
ce@2e4+-1)6; = —(2a — VI, — 2(a + D) | —Dak,.

§ 30.

Transformation vom Grade 6.
Fir n =0 wird a =3, ¢=1 nnd ¢ = 0. Deshalb findet man
ans den Gleichnngen (263a)
268 & = - kS E Dk, 8= k4 E -0, Sy - Dk —8E, —E,.

G*
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Indem man von den vier Grbssen k,, k,, &,, %, die eine gleich
+ 1, die zweite gleich — 1 und die beiden anderen gleich O setut,
erhiilt man 6 L-Producte mit dem Charakter 1, nimlich

L6y L(8)* L{gp

o) |8 = T Iee BT aeren BT Torier
g _ LOPL® _ IOLey L
=T 0 BT T L 0 BT Terres )

Die Grossen £, und §, sind Parameter, denn die Exponenten
d,, 8,, 0, sind gerade Zahlen, n ist gleichfalls eine gerade Zahl,
Aber auch &, 1st ein Parameter, denn es ist

£67 (2 () -v@

B = ey T ear T o(5) ()

folglich ist &, eine rationale Function von @(—?) und deshalb eine

Transformationsgrisse. Da ausserdem die Dimension von §, gleich O
ist, so ist &, ein Parameter. (Vergl. Gleichung (58) Nr. 9).
Deshalb sind auch die Hiilfsgréssen

g gl , ‘25 §2 s g[} g' g!
3

Parameter, und zwar haben diese 6 Parameter sammthch den Charakter 1,
Folglich besteht auch zwischen je zweien dieser 6 Parameter eine
Gleichung von der Form

agagﬁ + bgu + Cgr} + d = 0,
wobei man die Zahlcoefficienten @, b, ¢, d sehr leicht durch KEnt-

wickelung der Parameter &, und &g nach steigenden Poteuzen von
1

k; =z finden kann. Dadureh erhiilt man

1= 8
(266) {g" ) ? y Sh=1—h b= iﬁf'g ’
—— 8 m——
E=v_g G=9-g>
oder

*) Die zugehdrigen Werthe von ky, ky, ke, k3 ergeben sich aus dex folgenden
Tabelle:

1 £ | & l 77777 & l 7»54 ‘ & l &
kol O ]+1 +1 ——1' ] l 0
ki ~1] 0 —~1{ 0 | 41| 0
kel 0 | —1) 0 0 'l —1} —1
kgt 41 0 1 0 411 0 41
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1—9§&

(266a) g = 127E, & = 1__ 5
oder
o 2
(266 b) =18k, b= i
Aus den Gleichungen (265) folgt nun
Nt Bl (UG (A —9k) 0 1 RE
L= & £+ 8
9 gyt B 1=96 O 4L -88)
(AG?) L('}) gz‘ §2 (1 — gz) §32 1
s £ (1~ Q&) (1 E) (1 — 8Ep
gt e o0 (198 e 1 Bl (T — 86
L(6) £ &' (1 — & &

Nach Gleichung (132) war
Jid — 1] == [L(2)P 16 1 [L(2)M — 8 [L(2)M -+ 64] : 1728 L (2,
uud nach Gleichung (171) war
Jrd — 1 1= [L(3Y3P [L(3)4-27) : [L)NHI8L (B —21

: 1728 L(3)=

Aus jeder dieser beiden Gleichungen kaun nun mit Riicksicht anf die
Gleichungen (267) J als rationale Function eines der 6 Parameter
dargestellt werden.  Fir den vorliegenden Zweck wiirde cine dieser
Darstellungen geniigen, fir die spiiter folgende Transformation 12t
und 18ten Grades ist es aber zweckmissig, die Invariante J als Funetion
von &, und von §, durzustellen. Dies giebt

Jrd —1:1=(1~9E 4 382 — 355 (1 — 3E,)°
(268} i (1--128,4-30E,2—365,* -0k, (1—6 £, - 3E,2?
s TI28E,5(1 — E,)°(1—YE&,),
oder
Jod — 1l = (1 — 68 — 1282 - 8BES) (1 — 2E,)*
{(2684a) [ S(1 — BB, — 8E7 — 8EN? (1 — 48, — 82y
17981 4 £)? (1 — 8Ey).

Die zu &, und &, complementiiren Paraweter sind
z §1 3 &
Ep=-2- und § = -7,
deshalb erbilt man

I - 1:1=(243 — 243E, + 92— £3)° (3 — &)
(T29— 9128, 42708 2—36 & *-E, ) (2T—18E,—E,2)?
1728E,5(9 — E)M(1-—&,),

(265




86 L. Kueverr.

oder
i —1:1=(64— 488, — 12§ — £3)% (4 —E,)°
(269a) : (D12 —D12E, — 853 —E1)? (8 — 4, -—£2)?
P 1T2BES(84-8,) (1 — &)

§ 31
Transformation vom Grade 10,

Fir =10 wird ¢ =5, ¢ =+ 1 und g = 0. Deshalb findet
man aus den Gleichungen (263 a)

270 {61 = —Fy 4k, + k,, 8, =1, + 2k, -+ 5F,,
(270) 8, = — 3%, — 4k, — B,

Indem man von den vier Grissen &y, &, &y, &y die eive gleich 4 1,
die zweile gleich — 1 und die beiden anderen gleich O setzt, erhilt

man 6 L-Producte mit dem Charakter 1, nimlicl

L(10)* L1y

g o= O LAOF o L(0)

@11) VLGP L) T LGyFL(2E T LG L2k’
g LY L@ . L(X(I)L(Q)i E _L(I(J)"’ &
S TLE) 0 ST TTLep 0 ST Iap L)

Die Grossen § und &, sind Parameter, deun dic Exponenten
8y, 9,, 0, sind gerade Zahlen, » ist gleichfalls cine gerade Zahl
Aber auch £; ist ein Purameter, wie schon in § 4 gescigt wurde.
(Vergl, Gleichuug (58) Nr. 8.) Deshalb sind auch die Hillfsgrossen

T Y = b&

Sy b= =y

Parameter, und zwar haben diese 6 Parameter simmtlich den Charakter 1.
In derselben Weise wie bei n ==6 findet man dulicr die Gleichuugen

— l_ - _g‘ 4 = — o 4, g!“
(272) A Al T Bl i
Byt B =B

b 5 — gl * & 5 gl )

*) Die zugchérigen Werthe vou Ky, ky, by, k3 sind genan diesclven, wie hei
den entsprechenden Grossen fiir # =6 und ergeben sich aus der folgenden
Tabelle:

R
k‘,l 0 | +1 +1§_1§ o | o
By —1 0 —1j o |41 0
'o0 -—1{ ot o i—l!~1
L3§+1l 0 L N
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oder
1—4 L, == & = 1—4%
(27122) e T

1 145
§5_1+§s’ &= +§:

Aus den Gleichungen (271) folgt jetst

24 _ §1§2 — 1""458
LM = ~mate

97: o _ & _ (1—aE) (it g
(213) L5) 2 " :
o L _ O+ -tk

L(10)t = £

Indent man diese Werthe von L(2)* in die Gleichung (132) filr
die Transformation 2n Grades einsetzt, oder indem man den Werth
von L(5)® in die Gleichung (235) fiir die Transformation 5 Grades
einsetzt, erhilt man
Jid—1:1=(1—4E, +16£,°} 165,57

(14451 — 284252 (1 — 25, — 4&°)°
> (1—2E,—6E2—8E°—45")°
(1728£,10 (1 —4£)(1 4 &)~
Der zu £ complementire Parameter ist
oz £ & 1 —4§
S b=t~ Tre
folglich ist
Jrd —1:1==(256 — 266 &+ 452+ £°)°
(276) (4452 (B — Ak &7 (4 — 25 — &7
< (64— 328, — 24 E2 — 853 —E¢*)?
‘-1728{6'6“)(l - gs) (4 -+ gs)z_

(274)

§ 32.
Transformation vom Grade 14.
Fir n—14 wird a=17, ¢=2 und ¢=1 Deshalb findet
man aus den Gleichungen (263a)
217y 68, = — bky + 16%, + 3ky,, 60, =40k + 8% + 21k,
60, = — 13k, — 16k, —21]5
Daraus folgt, dass k. - %, immer dureh 3 und %k, + k, immer durch
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g L0 LO9LEP
215 = zarze BT T Ie
( b LODL o Z9
3T LELERT M L) Ly

Bei £, sind ohne Weiteres alle Bedingungen erfiillt, welche erfiill
werden miissen, damit §, ein Parameter ist. Auch &, ist nach § 4,
Gleichung (58) Nr. 8 ein Parameter. Deshalb sind auch

(279) gl = —%iz— U_nd g:, = _§§_

Parameter, und zwar haben diese 4 Grossen £, &,, &, £, simmtlich
den Charakter 2.

Die Gleichungen (277) liefern ausserdem noch L-Producte mit
dem Charakter 3, namlich die Grossen

_ Lggy LAY L(y Ly
M= Ty L T T Iey 0 BT TLmoe

¢ L1143 L2y L (14y

(280) y 9y == “Lj)—g)TQ‘: 7, = L(7)", N == “ﬁ?)ET)(z)_’

L(14)¢

= Tapzer = L0489 L(T) LEP.¥)

Hierbei sind die Grossen 7, %y, 4, und 7,, wie aus ihrer Form ohne
Weiteres hervorgeht, Parameter. Daraus folgt aber, dass auch

(281) ’72=‘2‘Lr ’74*‘"%» N =& %5, 773'-—“%
Parameter sind.

Man konnte glauben, dass die Anfihrung der Parameter £, und £,
iiberfliissig sei,. weil sie sich nach Gleichung (279) rational durch &,
und £, darstellen lassen. Aus einem #hnlichen Grunde scheint von

den Parametern % nur ein einziger erforderlich, denn es ist
(282) o=, = Enyy M= 53 3
Wéihrefld 25 MNys N> s durch die Gleichungen (281) dargestellt sind.
Fiir die folgenden Rechnungen gewshrt aber die Kenntniss so vieler

Tab ;;) Die zugehdrigen Werthe von kg, &, k. ky ergeben sich aus der folgenden
abelle:

& & & & 7 72 73 e s e N7 s

Ei 0 |—1(+1]{42] 0 0 |—1j4+1|—2 ~2 +3‘-—3
Byi 0 41| —1]—2{ 8/ —3|—2|F2 —1]—1] 0 0
Bi—2—1]—1] 0 0 |+2|4+1]—8|4+2] 0 |—3|+1
B2l 41] 0 |3|41142] 0 +1i4+3] 0 {42
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Parameter wesentliche Vereinfachungen, wie sogleich gezeigt werden

soll. Zwischen £ und &, besteht nimlich eine Gleichung von der Form

(283) (a b+ D&+ )82+ (@ &2 by 0§t (0, £+ bods ;) =0
Mit Riicksicht auf die Gleichungen (279) folgt hieraus

(@28 + boby + ) B2+ (0,83 + b, E* 4 ¢ 5) &
+ (a&* +bE°® - e§H =0,
(a8 + by by + 02) &7 (a5 + 0,5 + 655 &
+ (a8® +bE° + &) =0
Da aber diese Gleichungen in Bezug auf £, anch nur vom zweiten
Grade sein diirfen, so ergiebt sich hieraus mit Nothwendigkeit
a=0, b=0, b,=0, ¢ =0,
so dass die Gleichung (283) die einfachere Form annimmt
(283a) ek? + (@ &2+ bk ) é + ad?=0.
Durch Reihenentwickelung findet man hieraus verhiltnissmissig leicht
(285) 8242 - (232 - 723 + 1) E4 + ’332 =
Ferner besteht zwischen %, und £ eine Gleichung von der Form
(286) (akP+ b7+ b+ d)n® 4 (@80 +biE + ek + d)
+ (@E° + 0,8 + o5+ dy) =0,
aus der mit Riicksicht auf die Gleichungen (282) folgt

(&3 + b8 53 dEH) (o B4 b, & e B diE g
+ (@, 30,824 ¢, g +dy) =0,
(287) (& 0E5+¢ £S5 dks )+ (o 540, 8¢ £54-d, £y,
(@, 8340, 8,7+, 85 +dy) = 0,
(0, E3 D52 ¢, 83+ do) 17 + (5540, &%+ Eyif-d &%)y,
+(a§3g +bg38 +c§37 ""dg;-':B =0.
Damit diese drei Gleichungen in Bezug auf £; simmtlich nur vom
dritten Grade sind, muss
a=0, b=0, ¢=0, b,=0, ¢ =0, d,=0
sein, so dass z. B. die Gleichung zwischen 7, und &, die einfache Form
dg?y? + (8,8 + b g2+ ek +d) s + a,k; =0
erhilt. Die Bestimmung der ibrigen Zahlcoefficienten durch Reihen-
entwickelung macht dann keine grossen Schwierigkeiten mebhr und
liefert die Gleichung
(288) E2m? — (55— 8 £ — 8¢ + 1) 95 + 49§, = 0.
In shnlicher Weise findet man die Gleichung
(289) Eqgt + (95,7 — 28,) 1, — (BEF — 1162 + 105, — 1} =0.

(284)
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Der Kiirze wegen schreibe man jetzt £ statt 8&,, dann gehen die
Gleichungen (285) und (289) iber in
(290) { (E—8) £ — TEE — & N 1) =0,
8 + (98 — 16)m; — (85 — 178 + 80§ — 64) = 0.
Setzt man jetat
(291) w = 4 /48 + 13E* 32§,

wobel das Zeichen 4 bedeutet, dass man in der Entwickelung nach
1

steigenden Potenzen von LY =z das erste Glied positiv nehmen soli,
so wird

18 — —9 16—
(292) b—e—g h— g,
also
: o E—8E—8(E—1) _ E&—8(E+E)+S

Jetzt findet man aus den Gleichungen (278) und (280)
9324 — & __ 2" oy o E5—B(E+ )+
{ L( ) &t L(7)4 s g ’

(294} g‘l & §;!2;7 &
i L(14)24=_3§4’j* = .

Indem man den Werth von L(2)* in die Gleichung (132) einsetat,
erhilt man
(295) J:d —1:1 = (B4} 20653 : (8 —512E,)? (E'64E,): 1T28 3L,
Die zu £ und &, complementiren Parameter sind
(296) E = gi und 23 = g:} y
folglich
297) J:J—1:1==(E*-| 256 Eo)3: (8,4 —DI2E)? (£ 4}-64E,) : 1728 8E,,
oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (279)
297a) JiJ—1:1= (&4 168,7)3: (E*— SET)2(E4 -+ 64E5,7) : 1728E4E,10.
Man kann natiirlich noch aus den Gleichungen (290) und (295)
die Grosse £, eliminiren und erhilt dadurch die Gleichung
o1z, 36&14(& — 1) (g —_ 8)2 g2
+ 20 PESE—8R — 2 3L (B (E—1)
(298) —210.3. 781 (E—8) (F— 1) — 258 (E—8)(E — 1)°
—2X.T2EME— 1))
_{§V(§_8)+28.7g4_2‘5(g_ 1)‘}3 = Q.
In dhnlicher Weise kann man auch eine Gleichung zwischen J und £

angeben, fir dic Anwendungen ist es jedoch zweckmissiger, sich der
Gleichungen (295) und (297a) zu bedienen.
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§ 33.
Transformation vom Grade 22,

Fir n =22 wird a=11, ¢=3 und ¢ =2. Deshalb findet
‘man aus den Gleichungen (263a)

(299) {531 == — 3k, + 8k - K,y 58, = Bk, +- 4k, + 11k,
58, = — Thy — 8k, — 11k,

also
B3y + &) = 12(k + k), 5@, + 8) = — 4(k + k),
5(63 + 81) = 10(1‘30 + 7‘2)

Deshalb miissen %, -} %, und %, + %, durch 5 theilbar sein. Soll also
der Charakter kleiner als b sein, so muss man

b+ k=0 und k4 %=0

setzen. Dies giebt &y = — &, k, =+ k,, folglich erhilt man fiir
ky= — 1 die Grosse

¢ L(28p L(2)*

(300) = ZEFLON

und zwar ist &, wie man ohne Weiteres crkennt, ein Parameter mit
dem Charakter 2, Das ist aber auch der einzige Parameter mit so
niedrigem Charakter, den das angegebene Verfahren liefert. Dagegen
findet man 14 Hilfsgrossen mit dem Charakter 5%), von denen aber
nur die beiden

L{22)*
(301) g1 = LODs 00

L2y

wd &= Tazer

hervorgehoben werden mogen. Auch & und £, sind Parameter, so
dass also zwischen £ und £ eine Gleichung von der Form

(af® 4 BEL - o8 +dE ek 4+ )E°
302) . 'I‘(“1§5+b1§4+6153+d152+31§+f1)§1
(0B 4 bt 6B+ B+ ef+ ) =0

besteht. Setzt map nun hﬁ — 2 und entwickelt die beiden Parameter
£ und £, nach Potenzen von z, so erhalt man

*) Diese 14 Hillfsgrossen erhilt man, indem man fie &y, %, ks, by die
folgenden Werthe einsetzt:

k|45 0 |0 |+5/—5] 0 [+1 +1!+2 —2|—3|43|—a]+4
ko |—5] 0 |—8] 0 |45 —1|F4j—2]—3|—2—3—1—4
k —5| 0 |=5] 0] 0 |—5|—4{—4j—3]+3F2—2jF1—1

+3

Bl 0 |+5/45/ 0 |+5 0 |F4|—1 +2[438|+2|F+e[+1
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=o't — 242 — 22+ 4285 — 454+ Hz® — 65 4 957
— 12284 138 + - -
g =25 — 425 1057 — 2425 + B52° — 1165'° - 2305" - - - - -
Daraus folgt sofort, dass
a4, =0, b,=0, ¢,=0, dy=0, =0
sein muss. Setzt man f, = 1, so findet man aus dem ersten Gliede
der Entwickelung a, = — 1, dann aus dem zweiten b = — 14, aus
dem dritten ¢, = — 73, aus dem yierten d, = — 184 und aus dem
fiinften e, = — 240. Die niichsten Glieder der Entwickelung geben
die Gleichungen
a4t+fi+122=0, b=14a, c¢=7T3a, d==184a, e==240q,
f=122q 4- 121
Aus den spiter folgenden Gliedern ergiebt sich aber, dass «
gleich O sein muss, folglich ist die Gleichung zwischen £ und £,
(303) 12182 — (85 1484 7383 4 18482 2408 + 122) 5, + 1 =0,
oder
(303a) 2428 =E£> 1484 13534 184 52 240£ -1 122 — (£ 4-3) (E-+5) w0,
wobei
(304) w =y (BF4E+8E+4) (B 8L 16E+ 16)=—+2—3--- -

Die zu £ und £ complementiren Parameter sind

(305) E= —:— und £ = &

121’
folglich besteht zwischen £ und £, die Gleichung

{gsg; — (19285 1 960E! - 204455 |- 46T2E? 4- 3584E | 1024)E,
(306)
+ 1218 — 0,

oder

(3062) E°E, = 618> 4 4808 - 147283 4 2336 £2 - 1792£ - 512
4 A ‘

Dabei wird BGE+HBE+Dw

(0T LEP =, Lant=%, Lezs— £k

Um L(2)** als rationale Funetion von £ und w darzustellen,
beachte man, dass

& =B 145 L T35 1845 4 2408 + 122 + (§+3) (E1-5) w,

12;55 == 618° - 480E* - 14728 - 23368 4 1792 + 512

+4BE+ H BE+Hw

ist. Setzt man jetzt
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(308) (E+2) (EA+ 95 + 2652+ 365+ 16) = 4,

so erhilt man

(309) 2L = A2 28 4 (1) (E+H4) 4w,
oder

(809a) L(2)® — E(A24-28) L(2 + £2 = 0.

Deshalb findet man aus der Gleichung (132), welche fiir die Trans-
formation 2t Grades aufgestellt wurde,

T = 111 = [E(47+ 285+ 32+ E(E+1) (E+4) Aa]
(310 : [E(A? 289 — 164+ E(E+ 1)(E+4) Aw]?
< [ (42 +28°) 4 128+ E(E+ 1) (E-+4) Aw]

: 1728 - 45[424 255+ (54 1) (E-+4) Aw].

Einfacher gestaltet sich die Gleichung, wenn man J rational durch
£, £ und £, darstellt, dann wird

Jrd —1:1=(E+165,5): (8 - 855) (8 +645E)
(3102) { F 1T2BEE LY, 1
und
B11) {7= T— L:1 = (2064 B0, £,)* 1 (512 E9E,£,)2(644 505, &,)
: 1728125252
§ 34.

Transformation vom Grade 11.

Besonders bemerkenswerth ist es, dass die Transformation vom
Grade 22 auch einen Purameter vom wicdrigsten Charalter fir die
Transformation vom Grade 11 liefert. Setzt man niimlich wieder

l ni
=z, e =&

und nennt man die drei Werthe von §=~I-’~%-2()—2ﬁ1§,(—?2, welche dem

7 \12 Y 12
L2 — Q(m)%) . Y ST ”mL
( ) o ¢lo, o)t T Qe —m)®

Parameter

zugeordnet sind, £, £ und £, so hat man bez. zu setzen:

W=, B = —0; w=1le + &, = — &3
T =1lo + 20, & =50 } &}
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und es wird
e els-of _elg)el gy
(& —o) 0@ —ay Qo) @l 0

@ 11m+m )Q(11m+m ,~m)2

T l‘—%i,-—m) Qi+ o, —

33w +m 3m+m
I skl e il
Q(m, =Y 0o, a¥:

=

(312)

Q(11m+2m 50’_’_0,)2@(11(9—;26 ) 5co+w')2

gl}'-_
Q l“"l—'—i‘—zi, so+0) QUle+ 2w, Sut o)

(2 s u) Q( ) @ )
L (o 57) Qo o
Mit Ricksicht auf die Formel

@, ) =(2)" [ Ja—w

vzl

findet man

*) Die lineare Transformation der Perioden, welche hierbei erforderlich
ist, geschieht nach den Regeln, welche fiir die lineare Transformation von @ (w, @')
in § 15 m. vor. Abh, gegeben sind. Dabei braucht man fir &, £”, &' bez. die
folgenden 24ten Wurzeln der Einheit:

_smi _ 4w o
o 0= e )= T e(wu)=e"

_3m mi vai
Q(___?: {l))zze 12 , Q(_%: (l))zel‘z , e( ;(1): i)=e)2 ,

_3mi _2mi 3mi
(T S)=e Toelh = T B D)=

Sai 8ai

S5x2
0, 1 T 11, 1 12 11, 2 2
9(—1: o)‘““"’ » e 1) o)=" ’ 9( 5, 1)*"‘6
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— "2 =
ﬁ' — z..;H (11 :vgl(a 5: ty))z ___5-1H(l__zzv—l)z(]._z%v—u)?,

»==1

g” . z—ln (l Z 833’)2(1 Pritd 833,’)2
- 2v)2 (1— 22211)2

(313) ;
—— z—1n(1 12 (1 g1y

=1

4412
— 422 H y)‘g ——22“;2 H(l 422V (1 402,

\ v=1

Da nun bekanntlich H(z-zw—l) (1421 Q427) =+ 1 ist,
y—=1

so erhiilt man
(314) FEE = —

Durch Entwickelung pach Potenzen von z findet man
F= 1 24— 22443 — 42t 525 — 6254 957 — 128

4+ 1322+ - -,
Ve gl — 2 — g — 252 — 458 — 42t — By — 6% — 957 — 1258
— 132+ .-,

folglich ist

& = — 4+ 1484204385468 4--2);
ferner ist

' = 4 4(22 4224432546254 9210 142124 ),

so dass mit grosser Wahrscheinlichkeit
(315) g: + gu + g’l! — 4
sein wird. Der strenge Beweis fiir die Richtigkeit dieser Gleichung
ergiebt sich ans dem Folgenden. Nimmt man nimlich vorlanfig an,
diese Gleichung sei richtig, und setzt man noch

(316) EE LR HEE =,
so ist £ eine Warzel der Gleichung

(317) B4R — i 4=0,
und es wird

(317a) n =8+ 45+ 45

ein Parameter fiir die Transformation 11%* Grades. Umgekehrt: Ist g
durch die Gleichung (317a) definirt, und lasst sich zeigen, dass 7
" wirklich ein solcher Parameter ist, so gelten auch die Gleichungen
(817), (316) und (315). Dies kaunn aber leicht geschehen. Es war
namlich nach Gleichung (307)
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L2 = L(11)12 = éﬁ;;

oder, wenn man fiir § und £, nach den Gleichungen (303a) und (306 a)
ihre Werthe einsetzt und die darans folgende Gleichung zwischen §
und L!? rational macht,

L — (£194- 10801 1588 - 628 £7 - 1321 61 135685 1 312 &4
(318) { — 27658 9882 — 384 586 — 832611 896£-2
_448%3 5125410245 L1? o 116 — 0,

oder mit Riicksicht auf die Gleichung (317a)
(319) L* — (9*—29* — 87934104424 1536y — 614) L2115 = 0.

Hierans erkennt man, dass g fiir die Transformation 11t Grades ein
Parameter mit dem Charakter 2 ist, und dass % sogar fiir # = 11, wo
¢ =1 wird, ein Parameler vom nicdrigsten Charalkter ist.

Setzt man

(320) {W =+ Vn+8) & +49*—T29—364)
=+ Vy* + 129% — 409 — 9409 — 2912,
i

so wird
(321) W=wE+2—~2879),
wobei nach Gleichung (304)
W=+ Y+ 48+ 8E+-4) @+ 8EF 168+ 16)
ist. Nach Einfithrung dieser Bezeichnung folgt aus Gleichung (319)
(322) { 2L =5 — 29 — 879 - 10492 + 15367 — 614
+(®—3) " —59—16) W.

Um anch die Gleichung zwischen % und J zu erhalten, setze man

in Gleichung (310) der Kiirze wegen A? -+ 2£° = C, dann wird
02 — (64 1)° G+ 47 42w = 450

und die Gleichung (810) geht iiber in

1928 - 45[CH-(5+1) G+ 4 Aw) T
= [§CH-324E(E+1) (E+4) 4w

Bezeichnet man nun mit J, den Werth, der aus J hervorgeht, indem
man % mit — % vertauscht, so wird

(324) 17282 J, = (§8+ 16 CE-9 4256 E1)5.

Ferner wird

1728(J+ J,) = E2C 4 16(35+4 256 E-11)C — 2§ - 1536,

(323) {
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folglich ist die Gleichung zwischer E und J, wenn man sie rational
macht,
17282J2% — 1728[E2}- 44 £ 1 9025201 11484819 {- 102113 58
+ 675796517 + 3462008516 1-14084 708 £15
446285536514 4- 124 201 792¢13
427379552212 -1- 496807 216 £
+ 740569 632£10 4- 901431344 £°
-} 886328960 &% - 6922094087
-+ 418722656 884188 93107283
(324) + 5999206485 12176384 £3 4 1518912¢2
+49152¢ 41536 44096 (E—1 - 22—
4209534114444 404855 9T46 5%
4161928718304 521 133768°
4563281011024 -1 S
F[E84 16574176 (2551985 104541 368 &2
- 88652 1472 £ 4- 1664--1216514-512£-2)
+4-163845-34-25654]* = 0.

Setzt man in dieser Gleichung £ - 4£ + 4£~! == 4, so geht sie

iiber in

1728242 — [t 4+ 11 (27104349 —8-2978 —128. 1347
+2.9297578 4641267 454642633 g4
—128.63314®—1024-3389%%)
—4096(5541 7 —8- 1181)] 1728
+ (n*+-2567°--64-879*{-64. 6437

+512.197) = 0.

(325a)

Noch einfacher ist die Herleitung dieser Gleichung, wenn man J
1

und % nach steigenden Potenzen von 2 = B entwickelt. Da die Ent-
wickelung von 1728J mit #—% und die von g mit 2~2 beginnt, so hat
die Gleichung zwischen 5 und J die Form

1728%(an-+a)d* + 17280+ byt + by -+ by 1+ by5)
+ (et ot en’+eantaf =0.
Darans findet man dann verhiltnissmissig leicht die Werthe der ein-
zelnen Zahleoefficienten.
Eine Bestiitigung dafiir, dass die Gleichung (325) richtig berechnet
ist, gewahrt ihre Auflosung nach J. Es muss sich nimlich J rational
durch % und W darstellen lassen. In der That wird

Mathematische Annalen, XXXIL 7
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2. 1728 = qit 4+ 11 (29104397 — 8. 2095 — 128-134
42227595 1 641267 4 + 64 -2633 gt
— 1286331 4 — 1024-338942)
+ 4096(— 55419+ 8-1181)
1+ W (5 165 — 2507 — 1552455344 533544 4
-+ 19916843-4-3020872— 1077760y — 946 176).

Der Parameter E, welcher fiir die Transformation 11t Grades zu

(o) 0o L)
(e, 2 Qlo, o

( i1’ z) Q(co,—;;*) )

e(Z, o) @lo, 0y

Dies ist aber einer der 36 Werthe von £, die zur Transformation
22ten Grades gehoren, so dass die Gleichung (325) ungeiindert bleibt,
wenn man £ mit £ vertauscht. Dasselbe gilt von Gleichung (325a) wenn
man % mit 7 oder, was auf dasselbe hinauskommt, J mit J vertauscht;
d. h. J und J sind die beiden Wurzeln der quadvatischen Gleichung

(325a), oder mit anderen Worten: ,,Die Invariante J geht in J iiber,
wepn man i GQleichung (3260) -+ W mit — W vertauschi.”
Man kann dies auch in foio‘ender Weise zeigen. Der zu L(11)¥

aus Gleichung (322) folgt aber

(3251)

complementdr ist, wird

(326) E—

complementiire Parameter ist F (11)‘2;

627 %(Iifl;"f = — 2t —— 879 - 10492 4 15369 — 614

~*W~BXW~5w—w)W

deshalb sind L{11)" und > die beiden Wurzeln der Gleichung (319).

L(n}‘?

§ 35.
Transformation vom Grade 26.

Fir # = 26 wird ¢ == 13, ¢ = 3 und ¢ = 2. Deshalb findet man
aus den Gleichungen (263a)

(328) 214, == — 11k, -+ 28k, -+ 8k,, 218, — 11k, -+ 14F, 4 39L,,
210, == — 25k, — 28%, — 39%,,
81 -+ 32 = 2(}”'1“1‘]‘72), 3@2"*'33) — 2@0"“}51):
7(81”}'63) = e 12(Fy - Ky}

also
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deshalb muss %, + &, durch 3 und %, -} %, durch 7 theilbar sein. Man
findet daher nur einen Parameter mit dem Charakter 2, namlich

_ L(2sy
(329) E= L3y L(2¢

und vier Parameter mit dem Charakter 3, nimlich

51=L(13)27 gz='%(%%ia
(330)
g, Loy g o L6 #
ST LBELEE? ™4 L{3VL(@Er
Nun ist
(331) =4, b=k, &—ik,

und zwischen & und L besteht eine Gleichung von der Form
3

@8+ D84k +d) 55 + (@ B+b B+ o E+d) ¢
+ (@, 8+ b, 8+, 8+ d,) = 0.

Darans ergeben sich die Gleichungen

(a8 +bE4-cE+DE? + (0,8 +b, 8-, 8244, B)E,

+ (2,845,846, 8544, 8) = 0,
(a8 b8t d)E? -+ (a, 840,84, 8- d, 89§,

+ (0,5 5,8+, 85 d, ) = 0,
(a8 b8+ cE+DE2 - (085 + b, 8+ 4, B)E,

+ (0,8° 40,8+, - d, %) = 0.

Da aber diese Gleichungen in Bezug auf £ simmtlich nar vom dritten
Grade sein diirfen, so ist

a,=0, b,=0, ¢, =0, b=0, ¢=0, d=0,
folglich reducirt sich die Gleichung zwischen & und &, auf

(332) 0882 4 (4,840,824, 6+ d)E, + dE = 0.

Dabei ist, wenn man A setzt,
E =2—224+2—2o0 L 425 — 428+ 557 — 684922+ - - -,
B e=?—2 —22 4220 25254+,

Nk=+F+1,Fk=—1,kh=—1, =41 giebt den Parameter £,
bhb=—2bi=—1L =42, =+1 , , » &,
ko=——1,k1=—2,k2=+l,ks=+2 2 s ” £,
ka=+3: k= 0, l’2=‘ 3, k3= 0 L] ” E;,
k0= 0, kl""“""‘3: If2= 0, k5=+3 ar E » 54-
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so dass man erhilt
(333) B2 — (B8—4E — 45+ 1)E + 188 =0,
oder
(833a) 28, =282 L(13)2 =§% —48 —4E+ 14w,
wobei
(334) w— B —8F T 8E —18E + 88 — 8¢+ L.

Fir die Transformation 13%® Grades gilt (nach Gleichung (148)
m. vor. Abh)) die Gleichung

J:id —1:1=(E>+58+13)(E2+TE,2420E,2119E,-1)3
(335) 2 (8> +68,+13)(5,°+ 108,°+46£,' - 108E,°
+122£,24-388, —1)% : 1728¢,,

wobei § = L (13)? ist und sich nach Gleichung (333a) rational durch

& und w darstellen lisst.
Die zu £ und §, complementiren Parameter sind

(336) E=% wd -1,
folglich ist
T —1:1 = (£24+-5E,13)(£,1+19- 13,34 20-18%,2
, 7133, 139
(337) : (E,2 B8, 13)(£,0 —38-13£,5— 122. 132¢,2
—108-183£,3—46 - 13,2 — 10- 133, — 136)?
: 1728E,%3
wobei

T (B—4P— 4k 1+w),

(338) 1T

g, =8 = —gg— (B —482 =45 14w).
Da £ = -?7 ist, so kann man aus Gleichung (333) auch leicht die
Gleichung zwischen £, und £, herstellen; es wird niimlich

(339) 513 + §23 - §x§2[§1§2+4(§1+§2)+ 13] = 0.

Wegen der Bezichungen, welche zwischen den Parametern &, &,
£, & und £, nach Gleichung (331) bestehen, ist es nothwendig, noch
andere Parameter einzufihren, um die Gvossen L(2)** und L(26)%
rational durch £ und w darzustellen. Zu diesem Zwecke setze man

L33 L(2 L(286
(340) ’71="‘““E%2§)T3(“)“ und ’22=m)£ff()57r=§7%~

Nach Gleichung (58) Nr. 8 ist zuniichst 7, ein Parameter, und deshalb
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auch 7, = 7, : £7; und zwar ist der Charakter dieser beiden Parameter
gleich 7. Deshalb hat die Gleichung zwischen £ und %, die Form

(08" o 8- F-a) 4 (BET by B8 by
o + (8 4o 8k 0) = 0.
Dies giebt
(341) {<a£7+a1%6+---+a7m;+(b£*4+b,§w+~--+b7£7)m
+ (OB G E £ =0,
Da aber diese Gleichung in Bezug auf § auch nur vom 7' Grade
sein darf, so muss
Oy =@y = Qg ==+ -+ =ay; =10,
C== C = Cy==—+++==(y =0
sein, folglich reducirt sich die Gleichung (341) auf
an? 4 G858+ +b)np + 68 =0.
Durch die Entwickelung von £ und 4, nach steigenden Potenzen von
z findet man hieraus leicht die Gleichung
649,24 (E7— 13E0 5285 — 1884 - T8E3 —D52E - 185 — 1),
(342) { - , _
+ = 07

oder, wenn man der Kiirze wegen
(343) £7 — 1385 4 52ES — T8EL - T8EP — 5282 135 — 1= F
setzt,
(342a) 1289, = — E — (88 —3E4-1) (82~ 65+ 1),
oder
(342b) 2 — — B4 (-85 1) @65+ Dw =28V ELE)
Hieraus folgt
(344) 2B L(2)* = E* — 1288 — E(B—3E+1) (B2 —6&+ 1w,
oder
(344a) EBL(2)® — (E*—128E) L(2)* 4 4096¢ = 0,
(345) L(26) =& L2 = 55 (8 —48 —4E+ 14 w) L(2P.

Dadurch erhilt man auch noch eine zweite Darstellung der absoluten
Invarianten J und J als rationale Functionen von  und w. Setzt
man n#mlich der Kiirze wegen

(346) (E—8E+1) (B—6E+1) = F,

80 wird nach Gleichung (182)
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J:J—1:1==(E?1 326181988 — EFw)®
(347) (B?—16£13—128¢"— EFw) (E>-+ 12855 —1285"— EFw)
:1728. 462 (B2 — 12887 EFw).

Dabei geht J in J iiber, wenn man - w mit — % vertauscht.

VII. Abschnitt.

Transformation vom Grade 4a.
8§ 36.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 4a.
Ist # = 4a und hat die Primzahl ¢ die Form 2p 4 1, so 1st der

Rang ¢ nach der Tabelle in § 8 gleich b — 1. Setzt man in diesem
Falle

(348) . £ = L(2)% L4y L(a)* L(2a)» L{4a),
so erhilt man

S{n, D) = 2a8,(t*—2) + ad,({,’ —4) + 40,(4,2—a)

+ 20, (t7—24) + 8,(,2 —4a).

Deshalb findet man avs der Gleichung (126) die sechs Gleichungen
—2a0,—~3a0,—4(a—1)0;,—22a—1)0,—(4 a—1)d, =24%,,
+ ad+ 0 — (@a—1d— (a—2)8,— (a—1)8, =24k,
+ ad43ad,— (a—1)8;— (2—2)0,— (a—4)0,=24FL,,
— 28,— 30,4+4(a—1)0-+ 2(a—2)8,4 (a—4)8,=24F,,
+ O+ 0+ (a—D8+ @a—1)d+ (a—1)d,—24F,,
- O+ 30,4 (@—Dd+ (2a—1)8,+(4a—1)0;=24F;,

(349)

oder
bb+1)8, =2[—( b+ 1)k, + Gb+2k — (G+DE,
‘[" 0 e 3]‘74]7
b(b+1)62=2[+ ky — 2bk1+2(b+1)k2
+ ks + 2k,],
(350) b(b+1)6; = 2[— ky - b+ 0

+ @bE1E — @b+ 1],

bG+1)8, =2[+ (Bb+Dk+ G—2k + G+DE,
+ 0 £3@4DE],

b(b+1)8; — 2[— (254 1)k, — 2k, — 2(b4-1)%,
— @b+ Dk — 2254 1)k,].
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§ 37,
Transformation vom Grade 12.
Fiir » = 12 ist ¢ gleich O und die Gleichungen (350) geben tiber in

aiz —2k0+7k1 ""‘2%2 + 0 ”"‘3]54’
32";"“+ ch""2k1 -«1——4172—{— k3+2k4:
{351) 8y =— ky+ % -+ O -+ 3% —3E&,
0, =+ 2k — k +2k -+ 0 49k,
5, == — 3k, — 2k — 4k, — 3k, — 6k,.

Setzt man also von den 6 Zablen k%, k... % die eine gleich
41, die andere gleich — 1 und die 4 iibrigen gleich 0, so erbiilt man
15 L-Producte mit dem Charakter 1. Es geniigt aber, zunichst nur
5 von diesen (Grdssen anzugeben, ndmlich

£, == L{ay Le)ye g PRGN
LT LEPLW? 2 = IEFLER’
.  LULBYLEw L)
(852) b=""rgrzay - 4T TwIe’
g LY LBRL(®)Y .
TLELay )

Dabei erkennt man ohne Weiteres, dass die Hiilfsgrossen £, &, und &;,
bei denen die Exponenten simmtlich gerade sind, Parameter werden.
Ferner sind nach den Gleichungen (14) und (15)

2 (m) (“"*) ( ) g(g_)_p(gsg

RIS o(2)-o(3)’
& _f(3)3f(2)9 _ T {@) [P(m ) @ (22)]
g fep . ( @ )3 o 2:5

rationale Funetionen von go(%) , die sich gar nicht 3ndern, wenn man
P (%) mit p (—55—) vertauscht, folglich sind £, und & Transformations-
grossen nullter Dimension, d. h. auch & und & sind Parameter.

?) ko= 0, by= O, Eyme—1, ky= 0, k= 0, k;=-1 giebt die Grosse &,
Io=t-1, Ty== 0, Ip= O By=—1, k= 0 k= 0 » » n 29
k== 0, bys==-i-1, b= 0, k= 0 kg1, k":”: 0
byt By= 0, by=—L b= 0, k= B k= 0 , ,» » &
kg, by==+ 1, Iy== 0, Ey= 0, fy== 0, k=0

b2 ¥ 3% §3 ¥

7 ” ] gs 4
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Deshalb besteht zwischen je zwelen dieser Parameter mit dem
Charakter 1 eine Gleichung von der Form

a%agﬂ + bgu + Cgﬁ Fd= O;

wobei man die Zahlcoefficienten g, b, ¢, d sehr leicht durch Entwickelung
1

nach steigenden Potenzen von 1® — # beétimmen kann. Auf diese
Weise findet man

- 1— 1 1~ 2(1
(303) §2=‘%‘_T_—§i_; 532_3;_‘:—%:'3 ‘§4='—T§—1'; §5=“](___‘:%)‘,
oder

« __1—3% 1= - b 15
@) b=tyg S~ime SoTve b

Jetzt kann man auch ohne Weiteres die iibrigen L-Producte mit
dem Charakter 1 angeben und aus ihrer Darstellung als rationale
Functionen von &, schliessen, dass sie simmtlich Parameter sind. Es
wird nimlich

g o 1tk _ g LULELEeF
U R 2O I
g = 348 & L(12) L3P L2y
LA 4 & LR LEE  ?
- 3—§ — Eads — L6y
82 & L2FLEILBRLE)Y
g, o— 28 & LO2LE LEeP
T 1—F B L(6)2 L(4) ?
- 26 __ & _ L(2p L@ L@y
(355) 1o 14+ & Eeks L{3) L2y ’
£ — 48  E& _ L2p®
1 3-+& &  L@WLEP’
g, — 25 _ k& _ LODLEPLEP
12 3—§ £k Ly LEE ?
£, = 1—& _ &  L2PLERL®
BTTRE—E) & LEYLE)
£, = 2(1-+&) —Ef = L(12) L2y
MTTSRE T T I LEr Lo
oo 3HE & _ LU LELLER
TR T &6 LErLa

Es konnte tberfltissig erscheinen, diese 10 Parameter wirklich zn
bilden; ihre Form ist aber doch von Interesse, weil man mitunter

dorch Nachbildung derartiger Formen auch fiir andere Werthe von =
Parameter findet,



Zunr Transformation der elliptischen Fanelionen. 105

Aus den Gleichungen (352) erhilt man
L@yt = & &2 %5‘ — (1--52’)23-—95:') ,

£ &4
(356) LB~ i = ey
. LEM = giier = feaai
(357) & =5

ist, so stimmen diese Gleichungen genau mit den Gleichungen (267)
iiberein. Ferner wird

L{4p = 48 _ (1—35)0 + &)

£ & 2
358
> L2 — S _ (=38 AH3ERUHE)
B BN —E)

Sehr einfach gestaltet sich schliesslich die Beziehung zwischen den

absoluten Invarianten J und J. Nach Gleichung (268) wird nimlich

’J:J—w 1:1=(1—9,2+ 81— 35,5 (1—3E.2)°

(359) : (1—12£,24-308,'— 386,54 9£,8)* (1—6£,>—35,*)°

l D 17285, (1 —£,)* (1 —9E.).

Der zu £, complementire Parameter ist

(360) E==%,

folglich wird

T —1:1= (2432432495 4—E (3 —§,°)?

(361) : (729—9728,2-+-2708,+—365,64-§, (27— 185, *—§,*)*

(1728E,12(9— £93(1—E%).

§ 38.
Transformation vom Grade 20.
Fiir » = 20 ist @ =5, b =2 und ¢ = 1, Die Gleichungen (349)
und (350) gehen daher iiber in
— 108, — 158, — 168; — 184, — 199; = 24k,
4+ Bd, 4+ 0 — 40, — 30, — 40, = 24k,
+ 50, + 154, — 46; — 30, — 9, = 24k,
(362) — 28, — 80,4 168, 4 63,4+ 8, =24k,
+ &4+ 0 4 46+ 99,4+ 40, = 24k,,
4+ 0,4 88,4 40,+ 96, 4 199, = 24k,
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und
38, = — 3k, + 12k, — 3k, + 0 — 3k,
8=+ k— &k -6k 4 k4 2k,
(363) 30, =— k <+ k-+ 0 45k — b5k,
30,=+3k+ 0 43k 4+ O 4+ 15E,
38, = — dky — 4k — 6k, — Bk, — 10%,.

Die Anzahl der Paramefer mit dem Charakter 2, welche man
durch passende Wahl der ganzen Zabhlen &y, %, k,, ky, k,, %, erhilt,
ist ziemlich gross; deshalb m&gen hier nur diejenigen hervorgehoben
werden, welche schon bei der Transformation 10t Grades Parameter
mit dem Charakier 1 waren, nimlich

g Doy g, — Loy . L)

seny 1 LIEFLE ' T Lo LEE? BT LE LEe?

(364) g oo LOOLR) _ LOOLE® _ L(0F
4= Lz * % L) %6 T LY L

und ausserdem diejenigen, welche aus diesen durch Vertauschung von

L ® w3
@ mit - hervorgehen, nimlich

_ L(20$L(2) L LE) _ L(20) L2y
v Lorn@e T LaoLap T L0 LES

_ LEOPL® _ Do) L®? L(20p L(2) &
« T LOOLEE? BT LirLe T TorLe )
Diese 12 Grossen haben alle den Charakter 2, wie man aus der An-
merkung ersieht; ferner sind &, &,, &, &,, &, & Parameter fir die
Transformation 10t Grades, folglich sind sie erst recht Parameter fir
die Transformation 20%» Grades. Nach Gleichung (272) bestehen
zwischen ihnen die Relationen

r
(365)

— 1—§ §3= 1—& g4$ 14ig‘§;’ gj

5——-§ ’

4
gs:‘*’;:ég?‘

#) Diese 12 Parameter erbdlt man, indem man fir ky, &, %, ks, %, %
die folgenden Werthe einsetazt:

_[ & & 2 % &4 & & M N2 i N3 Y4 5 l

e
ki 0 |F214+21~—2] 0 0 0 |+1|4+1{—1{ 0 0
Bgl—1} 0 1—1] 0 |+1] 0 O |+1]4+1l—1}) 0 0
Byl —11 0 1—11 0 {41} 0 | —2) 0 |—at 0 +2] 0

Bl 0 |—2l o
Bi+1| 0o | o
B |+1l o] o

0 |—2|—2) 0 |—1
+1] 0 [+11 0 |—1
+1f 0 [+1]+2] o

<

[~
+OO
2]

=]

—1i—1
—1i—1
+2
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Deshalb gelten auch die entsprechenden Gleichungen zwischen den
Grossen 4, , 1y, - - - g, nimlich

oo Y 1 47, 4
!722— 5___72‘) 773"-' 4 2 "4= 1.___,,“1 775= 5._.,,,]12

(367) 1

4n .
5— a7y
Nun ist 7 ein Parameter, weil die Exponenten simmitlich gerade
sind, folglich gilt wegen der Gleichungen (367) dasselbe auch von
N2y M3y Nap N5 VA ;.
Zwischen £, und 7, besteht eine Gleichung von der Form

(aklr+bE+-on? + (0,871 Esteom + (@82 b5 -c) =0,

wobei man die Zahleoefficienten sehr leicht bestimmen kann, indem
1

R =

man £ und 7, nach Potenzea von h= 2 entwickelt. Es ist nimlich
£, = 22—t 0— 2821044212

gy = | —4o4-422 04 4o — 45— 1655 1607} 425-12°— 1241015
daraus ergiebt sich

(368) 7 — 2(8E 45+ Dy (1652 —85+1) =0,

oder

(368a) y, = 882 45, -+ 1 — 4w,

wo

(369) w=+VEEFHEE+)=+2+

Daraus folgt noch

: _am (HE)(146E) — 5w
(870) U= F— = (e A—tE)

Nach den Gleichungen (273) wird

1— — 2
(371 L(2)24=535_(1:_%, L5y = 4 4§3§)32<1+§3) ,

L(10)8 = (1—4E¥ (1-4&) |

g 3 bl
ferner ist 8
s _ fomg _ 1—4E " 16
(372) L® &° s B2 (1—m)G—m)’
L(20)% = Eban _ _1—4k  22q0G—m)
ESudnst 5 (L&) (1=

Nach Gleichung (274) wird schliesslich
J:J—1:1=(1—48,+16£54-16E,F)
(373){ (148, 7) (126,125,718, (1-26,— 65, — 85—~ 45,")°
11728 £,10(1—4 &) (14-§)%-
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Nun ist der zu £; complementére Parameter
g me . (14E&)(1468) — bw
(3714) R (R A [ e T AN
so dass man erhalt
J:J —1:1=(1— 4+ 165" + 16 &)
(1448 (1 — 254287 (1 — 25 —4&7)
><(1—28— 68’88 — 4&')
17285 (1 —4E) (1+E)°.

Die Gleichung, welche dabei zwischen £, und £; besteht, folgt aus
Gleichung (374), es wird nimlich

(874a) 16(14&) (1 —48) &' —~8(1+ &) (1 68) Bt (1 — 48 =0;

sie ist in Bezug auf &, und & symmetrisch.

(375)

§ 39.
Transformation vom Grade 28.
Fir n =28 ist a =7, b=3 und ¢ ==2. Deshalb gehen die
Gleichangen (350) tiber in
60, = — 4k, + 17k, — 4k, + 0 — 3k,
60, =+ ky— 6 -+ 8k k- 2k,

(376) 60, =— o+ k+ O+ Th,— Tk,
69, = -+ 4k, b+ 4k, + 0 4215,
68, =— Thy — 6k — 8k, — Tk, — 14F,.

Hieraus findet man zuuiichst 2 L-Producte mit dem Charakter 2,
nimlich
__ L(28) L(4) L (28 L(T L4
(377) S="Z@m - b= TLayrigs
und 5 L-Producte mit dem Charakter 3, nimlich

£ — Le8) L4 Ly £ — L(14y £ — L(4RL(7)

3 LOLEE ™ Ler’ 3T LESLE LR’
- L@8)L@p £ = L28RL(T L4y

6 L4 L@yE’ 1T T LA L )

(378)

Zum Beweise, dass £, ein Parameter ist, bilde man mit Riicksicht
auf die Gleichungen (14) und (15)

) *) Die 7 Halfsgrissen &, &, ... & erhili man, indem man fiir fos Boyye. Bog
die folgenden Werthe einsetat:
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e(T)— @’() SED)-2(3) o(D)-(®)
('z 7 (4'?) (56) (w) “’(ﬁ)
(1) Ge (ﬁf) (D) ()G (@)D (D) _ qem

1(-2—) -r.(&i)3 N CYiCH

Dies ist eine rationale Function von so( ) die sich gar nicht &ndert,

wenn man ﬁ— mit einem der Theilwerthe

S0 e (D) 9 (D) 9 O50), o (5

vertauscht, folglich ist dieser Ausdruck eine Transformationsgrésse
nullter Dimension d. h. also ein Parameter. Ebenso ist anch L(4)%
ein Parameter, denn es ist

L4y = g5° — 2795°

¢ @ [p(D)—v@]

fes
b= L& 7y

ein Parameter und hat den Charakter 2. Bei £, und & sind die
Exponenten gerade, folglich sind 24 und £; Parameter mit dem Cha-
rakter 3. Dasselbe gilt von £; und &, denn es ist

(379) gg == §1 %4: ;'4 = gi g5'
Die Form der Gleichung zwischen £ und &; ist daher

(380) {(“g‘3+b§’2+05’+d) £ (@b & e b +d)Es
+(%§13+b2§12+02§1 +d,) = 0.

Dies giebt ausserdem die Gleichungen

Deshalb 1st auch

G| B | & | & & 8| &

kol—1] 0 |—2|—1 0 0 {1
k| o |—1]—1|—1]—11 0} 0
Bl 41]41] 0 [—1|—2|—38+2
Egl—1] 0 [ 0 {+1{42f 0 |—1
oo [—1{4+t{+2f+1] 0 |—2
B |41+ 1i+2]+1] 0 j+31 0
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(a€S4-bE - cE3+HAENE? + (a8 + b, 5% 46,524, E)E,
4 (2,83 4028208y +dy) =0,
(@€ +bE S cESHdEDE + (0,554 b &4 ¢ &2 4, E D E;
+ (@53 4082 0§ +4dy) =0,
ans denen hervorgeht, dass

a=0, b=0, ¢ =0, d=0
sein muss. Die Gleichung (380) reducirt sich daher auf

(380a) (c&,+d) &2+ (a, 834,82 ¢ §1—]—d1)§3—]—(a2§1 +by)E2 = 0.

Setzt man h* — z, so wird

Ei==21—1—24-04224+0—254-0-]-327 - 0222+ 0L 2211 .0,

=02~ 1— 3422422+ 2402251325 —4"—455—22°
—2a10 ..,

folglich geht die Gleichung (380a) iiber in

(381> (gx +2)§32 - (5,3+3§,2—6§1 ‘”8)§3 - 7212("31 +2) =0,

oder

(©81a)  2(5,+2)f = &3+ 352 — 65 — 8 4w,

wo

w=+ &+ L 0GF Iy + B(EF + 8
@82 ) =+VEFEFD) GFF2E S P T
— + z—8 + .,
Dies giebt auch noch die Gleichung
(383) 285,28, =§°+ 352> — 65, — 8 4 w.
In #holicher Weise findet man die Gleichung zwischen £, und &,
nimlich
(384)  E°5® + 2(35,°+16£,2+24,4-32)8, — 155 =0,
oder
(384a) £38 = — (BE34-16£.24-24£,1-32) + dup,
Da nun

(385) g = SO0

ist, so folgt aus den Gleichungen (381a) und (384a) durch Multipli-
cation

26,4 (€ +2) S

= (§0— 5+ 46£,4 4 256£,3 - 576 £,21- T68, 1-512)
+ E+4) 2 — 85— 16)w.

Setzt man jetzt
(387) L(T) =y,

(386)
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so werden die zu & und % complementiren Parameter

4 = 49L(4¢ _ 49
(388) b= wd = =gy
Deshalb folgt aus Gleichung (386)

(389) {2214 (&, +2) =0 —E;5-1-465,4-1-256£,3 4-DT6 £, T685,4-512)
d — (& +4)(E2—8E, —16)w
un

(390) {251 (B 2)n=(E*+ 65,5+ 185,/ 825,74 23, °— 24, +8)
+ (1) G225 —Dw.
__ Die Beziehung zwischen den beiden absoluten Invarianten J und
J ergiebt sich daher unmittelbar aus Gleichung (146) m. vor. Abh.,
und zwar wird
391 {J=J- 1: 1= (g4 1394 49) (p*+59+1)°
(4?6392 T09—T)% : 17289,
(392) {J:J—l:1=(7‘;2+13?1+49)('ﬁ2+5ﬁ+1)3
: (p4-1473 16372+ T09—T7)% : 17287%.
Wenn man also die Werthe von % und 7 aus den Gleichungen (390)

und (389) einsetzt, so sind J und J als rationale Functionen von &,
und w dargestellt.
Setzt man noch

L{14
(393) 1= Lo pgy — S (4,

so ist 7, sicher ein Parameter fiir die Transformation 14 Grades,
also auch fiir die Transformation 28t Grades; dabei ist der Charakter
von 7, gleich 4. Deshalb findet man zwischen §; und %, die Gleichung

(394) 512(21+2)2"?12"'(§14+4§13+11§12+14§1+ 8y +1=0,
oder
(3948) 2&7(E, +2)°ny — (B4 46541157145, 4-8) — (,+ Dw.
Daraus folgt dann
LM =5, HLEP =&,
(395) ”;; ©én
— 5 § o 29807
|z =B, Leesy— 287,
so dass man diese Gréssen ohne Schwierigkeit als rationale Functionen

von £, und w darstellen kann.

Da ¢ in diesem Falle gleich 2 ist, so miissen alle Parameter mit
dem Charakter 2 linear von einander abhingig sein; es besteht daher
anch zwischen &, und &, eine lineare Gleichung, nimlich

(396) E+2)8 =§,.
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VIII. Abschnitt.
Transformation vom Grade 2-a.
§ 40.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Tramsformatior vom Grade 8a.
Ist ¢ eine Primzahl von der Form 25 4 1, so wird fiir » = 84

3
war.

der Rang ¢ = @ — 2, wihrend fiir » = 44 der Rang o, =2 5
Es sel nun
E(4a) = L(2)% L(4)* L(a)* L (2a)% L(4a)%
ein Parameter fiir die Transformation vom Grade 4, und der Cha-
rakter von £(4a) sei ch; dann kann man durch Vertauschung von &
mit %‘ aus £(4a) sogleich einen Parameter £(84) mit dem Charakter
2¢h herleiten.
Setzt man nimlich
(397) 0 == — 0 — 8, — 0, — 08, — 4,
so wird
(898)  £(8a) = L2y L(4)% L(8)*: L(2a)» L{4a)% L(8a)%.
Dabei ergiebt sich der Charakter von £(4a) aus den Gleichungen
[—— 200y —3a0,—4(a—1)0;,—2(2a — 1) 8, — (4a—1)8,=24k,,
+ adi+ 0 — (a—1)— (a—2)8,— (a—1)0,=24F,,
+ ad,+3ad,— (a—1)0;— (a—2)0,— (a—4)d,=24E,,
— 20;,— 36,4+-4(a—1)0;+ 2(a—2)0,— (a—4)08,=24%k,,
+ 6+ 0 4+ (@—1)d+ @a—-1)d,4 (a—1)d,=24F,,
+ 84 30,4 (a—1)d;+ (2a—1)8,4(da—1)8,=24F,.
Fir £(8a) sind dagegen die entsprechenden Gleichungen, wenn man
die Relationen (397) beriicksichtigt,
—2a6,—3a0,—4(a—1)0,—2(2a—1) 0,—(4a—1) 8,=241,—24k,,
—2a0,—3a0,—4(a—1) 0;,—2(2a—1)8,—(4a—1) =241, =24k,
+2a6,+ 0 —2(a—1)0— 2(a—2)0,—2(a—1)8,—=241,—=48k, ,
400) +2a0,+-6a0,—2(a—1)8;— 2(a—2)8,—2(a—4)0,=241,==48F,,
— 20,— 30,}4(a—1)0,4 2(a—2)8,+ (a—4)0,=241,—24%;,
— 20,~ 30,44(a—1)04 2(a—2) 0,4 (a—4)8,—241 =24k,
+ 204 0 +2(a—1)0;42(2a—1)0,42(a—1)8,—241,—A48F,,
+ 26+6a8,4-2(a—1)0;-+2(2a—1) 8,4+ 2(4a—1) 0, =24,—=48; .
Es ist also
b+ ‘7’1=97‘70 y bh=2k, l;=2k, It =2k, ls=2k;, 1,=2k,

(399)
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d. h. der Charakter von £(84) fiir die Transformation vom Grade 8a
ist genan doppelt so gross wie der von £(4a) fir die Transformation
vom Grade 4a4. Ist z. B. der Charakter von £(4a), nimlich

eet2 _ at1l
<okt~ okl

so ist der Charakter von. §(8a) fir die Transformation vom Grade 8a

a1 3

20 < AP = 232,

also im Allgemeinen moglichst niedrig, wenn der von £(4a) méglichst
niedrig ist.

Agch die weiteren Rechnungen lassen sich jetzt verhiltnissmissig
einfach durchfihren. Ist nimlich £(2a) irgend ein Parameter fiir die
Transformation vom Grade 24, so findet man bei der Transformation
vom Grade 4a eine Gleichung

(401) F(§(2a), £E4a)) =0.
Indem man nun & mit % vertauscht, geht

£(2a) in £(4a) und E(4a) in £(8a)
iiber, wodurch man aus der Gleichung (401)

(402) Pt (4a), £(Ba) =0
erhilt, Ist dabei
(408) £(2a) = L2 L(a)= L(2a)*,
so setze man
O =—(5+ats), &=2g, 66=0, d=4¢, 0=z

Dadurch wird nach den fritheren Angaben
£ (4a) = E(da) = L(2)* L(4% L(2a)% L4a)*,
§(8a) — L&) L(8) L(4ay L(8ay",
und der Charakter von £(4a) wird doppelt so gross als der Charakter
von £(2a) fiir die Transformation vom Grade 2a. Da zwischen £ (44)

und £(8a) dieselbe Gleichung besteht wie zwischen £(2a) und £(4a),
so ist jede weitere Rechnung vermieden.

§ 41,
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 16a.
Ist @ wieder eine Primzahl von der Form 2b -4 1 und »n = 16a,
so wird der Rang ¢ gleich 4b — 1, also —él-(g—]—?») =2b+1=a, In

diesem Falle lisst sich der folgende Satz beweisen: Ist
Mathematische Annalen, XXXII, 8
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(407) £(8a) = L(2)% L(4)% L(8)* L(a)* L(2a)* L(4a)’ L(8a)*
ein Parameter mit dem Charakter ch fir die Transformation vom Grade
8a, und geht £(16a) aus £(8a) durch Vertauschung von @ mit %
hervor, so ist £(16a) fir die Transformation vom Grade 16a ein
Parameter mit dem Charakier 2ch.

Der Beweis wird in ganz Zhnlicher Weise gefiihrt wie bei dem

entsprechenden Setze im vorhergehenden Paragraphen. Setzt man
ndmlich nach Gleichung (124)

(408) (4,)8(8a, D,) =24 - 8ak,,
wobel 4, D, = 8a, und wo D, die Werthe
.Do=1, D1=27 D2=4:, D3~’==8, .D4=a, .D5=-‘261,.D6=4a,

.D7 = 8“
annimmt, und setzt man dem entsprechend
(409) (4,)S(¥6a, D)) =24 - 164al,,

wobel 4,).D, = 164, und wo D, die Werthe

1, 2, 4, 8, 16, a, 2a, 4a, 8a, 164
annimmt, so findet man
(410) {lo =bky L=k, L=2k, L=2k, l,=2Fk,
=bky, =k, U=2Fk, lyj=2%k, lj=2F.

Daraus folgt, dass der Charakter von £{16a) genau doppelt so gross
st wie der Charakter von £(8a).

§ 42.
Allgemeine Bemerkungen iber die Transformation vom Grade 2¢.a.

Diese Betrachtungen lassen sich auch auf den allgemeinen Fall
tibertragen, wo % =2%.¢q und & >2 ist. Dadurch findet man auch
sofort die Gleichungen, welche man bei der Transformation vom Grade

2¢. g brauneht. Ist nfimlich 5(%) ein Parameter mit moglichst niedrigem

Grade fiir die Transformation vom Grade %, und geht E(—Zi) bez. in

5(%) und £(x) tber, indem man @ mit —2— und —Z« vertauscht, so folgt

aus der Gleichung
P(E(F) £(3)) =0
unmittelbar die Gleichung

F(g(-;i), g(n)) = 0.
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Beispiel. Es sei
L(3 ® 7.0y
n\4 n\z ?
1(3) 2(3)
dann ist £(») ein Parameter, und es wird

n n »
D1='- .D2=Z’ _D3=-§-, D4=ﬂ:

(411) E(n) =

und
S8{n, D) == 4a (tf’——:— —44q <t2‘~’——- 3)—-4@32—%)—1—4@42-—%)
= 4a(t* — %) — 45 —1.2).
Fir D=1,24,...2¢ wird daher
=ty =1, =t =D,
S(n, D)=10.
Fbenso wird fir D =@, 2q, 4a,...2%ta = %

D
t1=t2=7) ly="t,=1D

(412)

also

und deshalb
S(s, D)= 0.

Dagegen wird fir D=2 =2

n n n n
b= %a? tZ:E—’ fy = 2q? t45=?’
also .
2y — z —
S(n, ";1 =____§lﬁiaa_2})«’ (4) S(”’: “g):" o (z ) = 24nk,,

folglich ist
(418) by = — 20-3(g —1) = — 20—2p,
Endlich wird noch fiir D =»

t1=_2%7 tﬂ:%' t3=?’:‘: ty =m,
S(n, my= 220D  2unp,,,
oder
(414) sy = + 203(a—1) = -+ 2¢—*p,

Daraus ergiebt sich, dass der Charakfer von £ gleich 2°-2p jst. Man
erhilt auf diese Weise
fiir n—=4a, 8a, 16a, 32a¢, 64a, 128g, 256a, 512a,...,
o--1=b, 2b, 4b, 8b+2, 16046, 32b--18, 64b-4-42, 12804-98,...,
ch=b, 2b, 4b, 8b, 16}, 320, 645, 128p,....
8%
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Dabei hat £(n) die gewiinschte Form, denn man erhilt die Parameter
E(g) und £(s) durch Vertauschung von @ bez. mit —52’— und 2

4
aus E,(%)-

§ 43.
Transformation vom Grade 24.

PFir n — 24 wird ¢ =1 und der in dem vorhergehenden Para.
graphen angefiihrte Parameter

. _ LELEp
(415) E=TmrLe
Ausserdem mbgen hier noch die beiden Parameter
L2 L(2)* L(6)
(416) 5, = L((G)Z T (g‘)i und g2 = L(3)4(1‘3(-2)z

hervorgehoben werden, die nach Gleichung (352) auch schon Para-
meter fiir die Transformation 12t Grades waren, und zwischen denen
nach Gleichung (353) oder (854) die Beziehung

A1 — 13
(417) b= oder §=-T°%
besteht. Jetzt ist aber nach Gleichung (265) und (266a) fur die Trans-
formation 6t Grades

—_ L@p _ 1—95(6)
40 = zgizer = Tog®
wobei
L(6)4
£,(6) = —Ij(—sjs(f)@z' =&’
ist, folglich ist N
_1—9&%" _ H(3—§&)
(418) 31(6)— l_g:z _ 1+§11 *

Vertauseht man jetzt @ mit %, so geht
£,6) in £ und & in &
tiber, folglich wird

) EB—B _ E1+HG—8
(419) 8= =3

und
4192) & =<7, wo w=FVEAFHE-EH=2+

_ 1+ E-w  B346E—E£—4w
420 L=glgre = Grg
Durch die Gleichungen (356) und (358) sind L(2)%, L(3)1?,
L(6)*, L(4)® und L(12)* als rationale Functionen von £, dargestellt.
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Mit Riicksicht auf Gleichung (420) kann man daher diese GrOssen
auch als rationale Functionen von £ und w darstellen.
Vertauscht man noch in der Gleichung

L2 = (35" A4-35°(F&) QEM (3£ )
L& A=EHFEFGTE)
> mit -—Z’—, so erhilt man
ANV o O 2 §1(3—E&) .
{421) L4 21 L(2) TRy

Zwischen &, und J besteht die Gleichung (359), nimlich
J:d—1:1=(1—9£24-35,t—3E53(1—3E,%)3
t(1—128,2 4 308, — 365,54 98,5 (1 —68,>—35,%)*
1728 £,12(1—£,03(1 —95,9).

Der zu £, complementire Parameter ist

(422)

52 = "g")
folglich findet man aus Gleichung (422)
T: T —1:1=(243 — 243824 9E* — £6)3(3 — £2)°
(729 — 97282 - 270 £ — 36 E6 - £5)? (27 — 1852 — £4)?
(17282 (9 — 23 (1—£2).
Die Gleichung, welche dabei zwischen £ und §, besteht, heisst
(424) B+EPE? — 2(465—E£)8 + (1—5* = 0;
sie wird symmetrisch in Bezug auf £, und %, wenn man fir £ den
Werth 3 & einsetzt.

(423)

§ 44.
Transformation vom Grade 48, 96, u. 5. W.
Indem man dieses Verfahren fortsetzt, erhdlt man auch die Trans-

formation vom Grade 48, 96, u. s. w.
Setzt man namlich fiir n == 48

_ L(48) Lg? _ L@arLy L@
U%) = Toprge M= Z@LE” 2 TErLEF

so bleibt die Gleichung (422) zwischen J und £, bestehen.
Der zu £, complementsire Parameter ist auch hier wieder

§2=_§"7

so dass auch die Gleichung (423) bestehen bleibt. Da jetzt aber £
anders definirt ist als in dem vorhergehenden Paragraphen, so muss
man hier die Gleichung (424) ersetzen durch die beiden Gleichungen
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426) {(3—!—'»11)2&22 — 23465, — )5 + (1—1,)* =
20 Va+on2 —tE—8=0.
Die absolute Invariante J ist daher eine rationale Function 12t Grades

%—, wihrend
die Beziehung zwischen & und &, durch die beiden Gleichungen (426)

gegeben ist.

von §,2, J ist genau dieselbe rationale Function von

Fiir # = 96 miisste man setzen

g — LooLae: ., LEp
197 T OL@8RL(32¢’ 2T L(3tL(2®
(427) Lt L@p _ Lusr Lsr
M= "TmrLey’ ™= LELasr’

dann gelten auch jetzt noch die Gleichungen (422) und (423), wihrend
die Beziehung zwischen £ and £, durch die dre; Gleichungen

(3‘{""?1)2522 —2@+6n—yNE + (1—n) =
(428) {(1 + )0 — 5, (3—n,) =0,
(14+8E)n2 —EB—E =0
gegeben ist.
In dieser Weise kann man fortfahren und erhilt fiir % — 2¢.3

L
(429) r(3) z(3)" ZErLes

L(2*.12)* L.(2".2)?
L(2%.6)° L(2¥.4)*
Die Gleichungen (422) und (423) gelten dann fiir alle Werthe

von e, welehe grisser als 3 sind, wiihrend die Beziehung zwischen -
£ und &, durch die Gleichungen

B+m)E* — 2(3464, =18+ (1—9) =0,
(430)  JA+0q)n® — 913 —uyr) = 0,

A+, s —EB—§H =0
gegeben ist.

= (v=1,2,3,...a—3).

§ 45.
Transformation vom Grade 40, 80 uw. s. w.
Setzt man
_ L(10) L(top
(431) {” TIEIEF T LerLey.
£ = L (205 1(2) £ — L(40)5 L(4)

T LA L®W 2T LERFLE)
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allgemein
(432)

£ = L(2"-10)° L(2*)
Y L2y L2 -2)
so gelten nach Gleichung (272) und nach Gleichung (370) die

Relationen #)
(433) 1 —4y & (i—}-q}(l-}-ﬁ)})-—{)w

_ BT TE T T UFpd—m
wobel
(434) w=¥nl42) Q1 -+47),
oder

(433a) (1+49) (1—4n) & — 20+ ) A+ 69) & + (149 = 0.
Daraus folgt auch noch eine Gleichung zwischen £, und 7;, nimlich
(435) nE>—2@2—n)§ + 9’ =0

Indem man & mit i; vertauscht, geht 7, in & und & in &, iber,
folglich findet man aus Gleichung (435)
(436) g 522 — 2(2 - §1) &+ §2=0.
Ebenso erhiilt man die Gleichungen

g5 —22—5) 5+ 5 =0,

(437) 53"342 - 2(2 — gs) 54 + 532 =0,

Jetzt gelien die beiden Gleichungen
J:J —1:1=(1—4y+ 1695 + 167°°
s (14497 (1 — 29+ 29 (1 — 29 — 47°)?
> (1 — 29— 69° — 89* — 49?)?
11728910 (1 — 49) (1 + )%

(438)

und

(JT:T—1:1=(1 — 4+ 169° 4 167°)°

(L4 (1 —2p+29)° (1 — 29 — 49
>< (1 — 29— 67> — 87 — 49)’

L : 1728990 (1 — 4) (L + )%

gleichviel ob es sich um die Transformation vom Grade 10, 20, 40, 80
oder allgemein 2. 5 handelt. Auch hat y tiberall dieselbe Bedeuntung ;

dagegen 1st

(439)

%) Die Bezeichnungen sind hisr so gewihlt, dass die Grossen, welche in
Gleichung (271), (272) und (364) bis (3742}
R & & M
genanot wurden, hier bez.

. 7, n. &
heissen.
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- o 14y
700 == Ty

(#0) | 47(20)=¢,, 47(40) =§,, 47(80) =&, - -
47(2-5) = Equy.

Die Beziehungen zwischen den Grissen 7, %;, &, &, - - - sind dabei
durch die Gleichungen (433) bis (437) in der einfachsten Weise gegeben.

IX. Abschnitt.
Transformation vom Grade 3a.

§ 46.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 3a.
Ist @ eine Primzahl von der Form 25 4 1 =674 1 und n = 34,
so wird @ =20 — 1, In diesem Falle erbilt man also
(441) £ = L3y L(a)=L(3a)*

und

8(3a, D)= ad,(t? — 8) + 38,12 — a) + 8,(t; — 3a).
Dies giebt
— 248, —3(a—1) 8, — Ba — 1) 8, = 24k,
) ; +2ad, — (6—1)3, — (a— 8) 8, = 24k,
l —28, +3(a—1)8,+ (a—3)3d,=24k,,
+ 28+ (& —1)0, 4 (Ba — 1) &, = 24F%,.

Fir o =61 — 1 erhilt man hieraus

2131 — 1) 8, = — (3l — 2) k, + 91k, + 2k,
(443) { 2181 — 1) 8, = + (81 — 2) &y + 31k, + 2ak,,
2081 — 1) 0 = — (91 — 2) ky — 9k, — 2ak,,

und fir a =614 1
21814+ 1), =— Bl — Dk -+ 91+ 3) 5, + 2%,
(4434) { 2131+ 1) 8 =+ Bl — )k, + GL-+ Dk, + 2aly,
20814+ 1) = — 9+ ) by — 91+ 3) b, — 2ak,.

§ 47.
Transformation vom Grade 15,

Fir n =15 wird =5, =1, g=1, und die Gleichungen
{443) gehen iber in
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481 = — k4 9% + 2k,,
(444) 40, =+ k, + 3k, + lOk,_.,
49, = — Thy — 9%, — 10k,
also
(445> [§1+32=3(k1+k2), 31+63=_‘2(k0+kz):

2(0, + 03) = — 3k, + ky).

Deshalb muss %, 4 %, durch 2 theilbar sein. Schald man den Zablen
ky, ki, k» Werthe beigelegt hat, fiir welche 0, eine ganee Zahl ist,
so liefern diese Werthe auch fiir &, und 9§, ganze Zahlen, wie man
sofort aus den Gleichungen (445) erkennt. Dadurch findet man leicht
die folgenden L-Producte mit dem Charakter 2

1 L(5)3L(3)3 b 2 = 2(5)2 3 3 L(5)5L(3} b
_ L(») _ L(52 L(5) _ LQsy
#6) L= ThIer 5= 1ar 0 5T IeLeF

£ = ﬂ%ﬁgﬂ, £, — L(15) L(5)* L(3). %)

Nach Gleichung (58) Nr. 5 ist

R=¢(32)¢ (5D (3¢ 5

eine Transformationsgrosse. Dabel wird aber

(B () (52 R () =

folglich ist

£ — LQasP (g —2Tg" fUIB)®
T LTEFLGE [HOHEE

ein Parameter. Dasselbe gilt von £,, denn bei £, sind die Exponenten
sammtlich gerade und auch die Bedingung

ED(D — 1) (D —2) §=0 (mod. 24)
wird befriedigt. Deshalb sind auch

(447) gq = gj gz und gA = %

#) Man erhilt diese L-Producte, indem man fiir &, &, %,, ks die folgenden
Werthe einsetzt:

Bl | & E & & | & &

B l+tl—1{.0 42| 0 [—1|+1]—2
El—1l41l 0 |—2|—2/—1]F15 0
Bl—1|—1]—2] 0 |1l 0 |—2|41
Be 414142 0 [F1i4+2] 0 [+1
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Parameter, und zwar taben £, &,, &, & simmtlich den Cha-
rakter 2.%)

2

Durch Entwickelung nach Potenzen von W=z findet man,
dass zwischen £ und &, die Gleichung

(448) 51222"‘(512'{‘5&1"‘ 1) §2+9§1-—-——0
besteht. Dies giebt
(4482) 288 =1—05§ — £ 4w
wobel
(449) {w =+ VIUFE—EHT 115 — &Y
=}1-—~10E — 1382+ 10E3  £4
Daraus folgt
28 L(3)"* = 2§,°8°
(450) = (1 -—5‘5’,—— £ (1— 108 —4E24 1053+ £
+ (1 —2§ — % (1 — 8§ — ) w,
oder
EPL(3)™ — (1 —55—£*) (1—10& — 452 1062 £4) L(5)*
(4502) { + 1298, = 0.
Fir by=—3, hy=—1, khy=-+3, ky= -1 erhilt man
noch den Parameter
(451) n = L(5)t,

dessen Charakter gleich 4 ist. Deshalb findet man durch die Ent-
wickelung nach steigenden Potenzen von z die Gleichung

(452) §°L(5)* — (1 + &% (1 — 95 — &%) L(3)° + 125§, =0,

oder

(#52a) 2809 =28 L(5)*=(1+§* (1 — 9&,—£?) - (1— 4§, —ED)w.
Setzt man den Werth von L(3)12 in die Gleichung (172),

némlich in

Jrd —1:1 = (L24-3)3 (L1*4-27): (L#--18 L12—27)2: 1728 L2,

*) Dagegen sind

b b=k G— 2, =8
keine Parameter, weil ‘
()
& _ LY _ fi5y P\
& L(BF FBF = /ey .{4m
o () e ()

als rationale Function von @(3—?; das Zeichen wechsels, wenn man @(%’—)
mit @(%) vertauscht,



Zur Transformation der elliptischen Fuuctionen. 123

oder den Werth von L(5)® == 9 in die Gleichung
@53) J:d—1:1=(y2 10 -5 (g2 dy— 1)2 (> 22+ 125): 1728y
ein, so erhilt man J als rationale Funection von & und w. Dies giebt
1728 - 4[(1 4+ £ (1 — 9§, — &%) + (1 — 4§, — £ w]§°d
(434) § = [(1 — 18§+ 81§,°—8§,5— 1808 *+-185,°4-§,5+ 84,7+ £,%)

+ (=9 F+E2—EN(1— 48, — 2w

Der zu £, complementire Parameter ist wieder £, so dass man aus der
Gleichung (454) auch J erhilt, indem man - o mit — w vertauscht;

oder mit anderen Worten: J und J sind die Wurzeln derselben quadra-
tischen @leichung.

Noch einfacher kann man die Beziehung zwischen J und J durch
die Gleichung (453) und die Gleichung

458y o J —1: 1= (2 + 107 L 5)% (32 45 — 1) (2+22 9 4 125): 17287
darstellen, wobei
~ 125 L(3) 123

(#56) "= Zsr T

der zu 7 complementire Parameter ist und aus dem fiir y gefundenen
Werthe hervorgeht, indem man in Gleichung (452a) 4- w0 mit — w

vertauscht.
Schliesslich ist noch

(457) L(15)2 = &° L(3) L),

also gleichfalls eine rationale Function von £ und w.

§ 48.
Transformation vom Grade 2L
Fir n=21 wird a=17, l=1, g=1 und die Gleichungen
(443a) gehen iiber in
40; = — ky + 6k + k,,
(458) 40, =+ ky+ 2k + Th,
48, = — Bky — 6ky — Tk,
also .
(459) o+ az=2(k1+k2)’ 62+63="(k0+k1);
2(6\1 + &) =— 3@’0 + kz)'

Deshalb muss k, + %, eine gerade Zahl sein. Sind die ganzen
Zahlen K, k,, k, so bestimmt, dass 0, eine ganze Zahl wird, so sind
anch 8, und J, ganze Zahlen. Dadurch erhilt man 8 L-Producte mit
dem Charakter 2, nidmlich
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b= poergs b= g &= LEDLEY

LM L(3):? LEy 7
Len2L(3) LD __ L(zp
(460) \&="Zas - 5= Tegr ST I@IEE
g DOU I
T L(1e? LY LE)

Hierbei ist £, sicher ein Parameter, denn die Exponenten 4,, d,, 4,
sind gerade Zahlen und geniigen der Bedingung

ZED(D —1)(D —2) 6 =0 (mod, 24).
Nach Gleichung (58) Nr. 5 ist

E=¢(3) o (5D) ¢ (3D) v (50) # (51) # (51) = 155

eine Transformationsgrisse, folglich ist auch

Ve L(21) f(21)

Q¢ T QELWLIB) T fM7e)
eine Transformationsgrosse. Dasselbe gilt von

PP~ }[@(“")w D)) e () -2 ()]

Q12
= Tﬁ' =T LM’
so dass auch ® ®
£ o LEH L@ _ ¢ fe ()
2 L(3) 7(3)

eine Transformationsgrosse ist, d. h. &, ist gleichfalls ein Parameter.
Dasselbe gilt von

(461) B, —=EE und & = .g_
. 2
Dagegen sind
(462) 33: 54 §, 53 ga = 'g‘:‘; 57 = ’é] 53

2
keine Parameter. Durch Fntwickelung nach Potenzen von K=z
findet man

(463) ‘5’1522 — ({1 — 351 + j5'12) 52 + 7"31 =0,

¥) Die zugehdrigen Werthe von %, &, %y, k; sind die folgenden:

& } &2 & £y & & & &

To +1)—1 +2] o i-}-l 0 [—1|42
Bi|—1 —1|—1|41{—2/—2] 0 | o
Bel— 1|41 0 |—2i41 0 —1|—2
k3+1+1—1+110 +2l42] 0
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oder

(463a) 258, = (1 — 34 + 2+ w,

wobei

(464) w=+ YT —6E — 1167 — 65 + &' =—+1+--- -
Ferner wird

46 =Lt =2 - __49L()¢ 4 49
( 2 K L(7) & wnd L(21) ErL(T) &5

und zwar findet man aus Gleichung (463a)
283y = (1 — 65 — 32— 653+ £+ (1 — 3% £ w,
283m = (1 — 88 — 38 — 657+ §9H) — (1 — 36 + &N w,
d. h. » und 7 sind die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung
(467) £ — (1 — 68 — 35 — BE2 + £ 1 4 495 = 0.

Nun ist nach Gleichung (146) m. vor. Abh.
68 Jid —1:1 ==y 4 139 4 49) (o + 59 + 1)?
(468) : (gt + 149° 4 6392 4 T0q — T)2: 17281,
so dass man J sehr leicht als rationale Function von § und w dar-
stellen kann. Dabei sind die zu £ und 5 complementiren Parameter
;fﬂ , so dass J in J iibergeht, wenn man - mit —w
vertauscht. Dadurch erbilt man
(469) {i:.“f— 1:1 = (2 4+ 137 + 49) (g2 + 57 + 1)°

s (gt -+ 1478+ 637% + 109 — T)°: 17281,

Um auch noch L(3)!? und L(21) rational durch & und w aus-

zudriicken, beachte man, dass

(470) LR =5 wmi D@ =§E%
1

wird. Nun ist allerdings & kein Parameter, aber £* isi einer mit

dem Charakter 4 und geniigt der Gleichung

411) Etgt — (1 — 10§, + 1652 + 281 — T4 & 4 1898, =0,

oder

(A471a) 2&°E,2—(1 — 10%, -} 15E2 2853 —TEH) 4 (1 —TE+TE7)w.

Dadurch wird es aneh moglich, L(3)!2 und L(21)* als rationale Fune-

tionen von £, und w darzustellen.

(466) {

g, und 5=
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X. Abschnitt.
Transformation vom Grade 9«.

§ 49,
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 9a.
Ist =9a und @ irgend eine Primzahl, so wird ¢ =a — 2.
Setzt man jetzt wieder
(472) £ = L(3)% L9 L(ay L(3a) L{%a)’,
so ist
Sn, Dy =3a8,(4* — 3) + ad,(¢,* — 9 + 96,(3,* — a)

+ 30,(4*—3a)+ 0, (4* — 9a).
Daraus findet man

[ — 6ad, — 8ad,— 9(a-— 1), —33Ba — 1) 9,

— (a—1)6, = 24%,,
+4ad, 4+ 0 —2(a—1)0;,— 2(a —3)4,

— 2(a —1)0, = 24k,
+2ad;, +8a0,— (a—1)d,— (a—3)0,

- (LZ - 9) 6\5 = 24k23
— 60, — 80, +9%e—1)d,+ 3(a—3)4,

+ (a—9)0, —24F,,
+ 44, + 0 +2(a—1)0,+28Ba—1)4,"

+ 2(a — 1) 6, = 24k,,
+ 20, + 88 + (e—1)&+ (Ba—1)4,

4+ (9a¢ —1) & = 24k,
oder, wenn man der Kiirze wegen a? — 1 mit G bezeichnet,

(473)

GOy =—(a+L) k4 Ba—Dk — (a+1)k,+ 0 — 6k,
268, =+ 6k —3(@—2)k +6@t+1)k + 6k + 9%,
@) !2G8=— 6k + 3k 4+ 0  +6ak—3ak,
GOy =+ (a+1)ky+ (a—B) K + (a+1)k, 4+ 0 +6ak,
2G0,~=— 6ak, -+ (6a—3)k — 6(a+1)k, — 6ak,— 9ak,.

§ 50.

Transformation vom Grade 18.

Fiir n = 18 wird ¢ = 2, ¢ = 0 und die Gleichungen (474) gehen
tiber in
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Oy =— k+3k— k+ 0 —2k,
23, =+ 2k + O + 6k, + 2k + 3F,,
(475) 28, = —2k + k 4+ O + 4k — 2k,

8=+ k— b+ k+ 0 44k,
205 = — 4k, — 3k, — 6k, — 4k, — 6F,.

Setzt man daher %, =0 und &, =0 und von den vier Grissen
kyy ko, kg, ks die eine gleich -~ 1, eine zweite gleich — 1 und die
beiden iibrigen gleich 0, so erhilt man 6 L-Producte mit dem
Charakter 1, nimlich
e __LUsE o, L48)  p_ LO)

\ Ly LEp? =2 L9 L@’ 3T L(BYL(2)»?
g LOPLE o, LOSPI®LE) o ZUSLELEY
T TLOVLE) ) v L@LE 2 8T T LEPL() ~%
Dabei ist

e @)@

§2=L(9)2L(2) IO (25) (iﬁ) (wm) (xm

a2 (2 5“75)
‘9( )g@(b"‘m) (2 5%3)

folglich ist &, eine rationale Funetion von 30(3?'1 , die sich nicht

dndert, wenn man (9( ) mit {{J( ) oder mit @(2 25“)— (l

vertauscht. Deshalb ist §, eine Transformatxonsgrosse nullter Dimension,

also ein Parameter.
Der zu §, complementire Parameter ist
(417) A

folglich ist auch 3, ein Parameter.

(476)

*) Die zugehorigen Werthe von ke, &, &y, kg, k4, %y sind die folgenden:

P N - B P R

Bl 0 |41{+ty 0 (—1; 0
B, ololo}o o} o
i 0 {—1] 0 |—1 6 1—1
Byl —t] 0 {—1; 0 o {+1
k| o]ojojojo}oO
Bl+t) oo [Fri+1} 0
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Die Grosse o s
£(6) o) —v@ ()

s _ = —=£,(6
(478) gg 7B 7(2P o (_3&3_) . ‘O(;zgw_) (@) gs( )

ist schon fiir die Transformation 6t» Grades ein Parameter, ausserdem

ist auch £, ein Parameter, weil die Exponenten 6,, d,, d;, 9, &;

sammtlich gerade sind. Daraus folgt, dass auch §&; selbst ein Para-

meter ist. Mithin sind auch

(479) 34 = %: ?35 = %; gfs = s

3 3

Parameter mit dem Charakler 1.

Zwischen je zwei von diesen 6 Parametern besteht eine Gleichung

von der Form
aubs 4 b8 4 ks +d=0,

wo man die Zahlcoefficienten @, b, ¢, d sehr leicht durch die Ent-
1

wickelung von £, und £z nach steigenden Potenzen von h? — 2 findet.
Dies giebt die Gleichungen

§1=1""2§3; g7—1+§3

e 1—2& .
B=—g 0 5T Tyg

Da £ =£;(6) ist, so folgt aus Gleichung (268a)

Jid —1:1=(1—6E% — 12,5 — 8£9) (1 — 2£,%)°
(L= 8885 — 8% (1 — 45— 8
S 1T28E,15 (1 4 £,9)2 (1 — 8E,3).

Der zu &, complementiire Parameter ist

gg—_—‘é

2 ?

g, — 1=

+&

(480) {

(481)

folglich wird
‘T: ‘T— 1:1= (64 - 48543 - ]2546 - 549)3 (4 - §43)3
(482) (512 — 5128, —BES—£,1)2 (S48 — L)
D 1728E,3(8 -+ E.5)? (1 — E,9).
Aus den Gleichungen (267) findet man ohne Weiteres
2 L —8E&°

L(Q) 59(1+§3)’

(483) L@y = LEES Q=380
3
L(6)?4 O+ &H (01— 8533)1
g 1
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und aus den Gleichungen (476) folgt noch
3 & _ (—28)(1 &P
L) = = :

(484) & ’
LOsP _ & (1—25Y (14E)
L2y & &
§ 51.

Transformation vom Grade 45.
Fiir # = 45 wird ¢ = 3 und die Gleichungen (474) gehen iiber in

40, =— k+4k— kL+ 0 — k&,
160, == + 2k, — 3%, + 12k, + 2k, + 3Bk,
(485) 160; = — 2k, -+ % + O 4 10% — 5k,
40, =+ by+ 0+ k4 0 + 5k,,
160, = — 10k, — 9%, — 12k, — 10k, — 15Z,.
Hieraus findet man 10 I-Producte £ mit dem Charakter 4, nimlich
(& — L(15) £, — L(15)®
VT LEY LB ! = TLEE
g Lusr g — L)
377 L(9) L5’ AT L(9pF LB !
. LU L(3) L@ L) LB
(486) &= L{15) L(9)*? £ = L(is) L(9) °?

g LOOLEPLE) o 165 LO)
TS T LR LEE 0 8T T LE)

£ — LEs) LePLEP ¢ LUHLOLE)
L %0 T L({spP Lo ? 107 T L(16) L(3)®

* Die zugehdrigen Werthe von k), %y, %y, ks, k4, b5 sind die folgenden:

Bl b | B |G| & | & | & | &b | Gom|m|m|m

Bo| 44| —1|41|+3] 0 |—3|—1|—2| 0 |41 +1j—1|F2] 0
k| o {—2f 0l o]l olo]o]o|+2—2|—2/—2 0]0
Bl 0 |—1|—1{—8|—t|—1|—38|+2/—2|+1]—1|41] 0 |+2
Byl —4|41]—3|—1] 0 [+1{+3|—2|+2|+1]+2] 0 |+1]—1
Bl 0o |42/ 0o jofojo]of—2—2/0)0 —2 —2
Bl oo |+1|+s|+1|44i+s[+1l+21 0 [F1] 0 [+2]—1]|+1

Die L-Producte

L(5) L(45) L(9) _ L(® o L (45) L(9)
"]1=—“L(3)2 P Ny == —— 3R P N3 = L5 > MW= L(ls)g"' 2

welche in dieser Tabelle noch beriicksichtigt sind, haben den Charakter 3, sind
aber keine Parameter.

Mathematische Annalen. XXXIL 9
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Dabei ist &, sicher ein Parameter, weil die Exponenten & gerade
sind und der Bedingung

EDD — 1) (D —2) 6 =0 (mod. 24)
geniigen. Auch £, muss ein Parameter sein, denn

L{157
(487) bh—Zzarrar =t

ist schon ein Parameter fiir die Transformation 15%" Grades. Zwischen
dieser Grosse § und L(5)® gilt aber nach Gleichung (452) die Beziehung
BLE? —(1+E)(1— 98 —8) LS+ 1256 =0,
und es ist
BLES = &,
folglich erhiilt man die Gleichung
(488) LS —(1-E)(1— 95 —E)E3 1258 =0,
oder mit Riicksicht auf Gleichung (487)
(489) £ (1 + ‘513) &+ 951%23 + 9§, gz — (1 — 125§ = 0.

Die zu & und &, complementiren Parameter sind

g L{46)y L(3)? 5
(490) F=Zwrier M b=

folglich besteht zwischen & und §, die Gleichung
(491) BE— (1480 —9E—E) g2+ 125E= 0.
Aus den Gleichungen (488) und (491) folgt

492 b —EHEL_09—BE—oy e
(452) %= EE(1 —EE)

{ [ —2RE+ 9 +EEEF9—§)

(493) ><[B—gBE+9) +EEE+9) — ]
— 1258282 (EE — 1)* = 0.

Aus der Gleichung (145) m. vor. Abh. fiir die Transformation
btn Grades findet man daher

J:d —1:1= (5 - 10£2£,3 4 bayp
(494) . (%26 + 48 523 — gd)z (526 -+ 228 gzs 4 12554)
H 1728210 223,

I T —1:1 = (§E,5 4 250E2E,5 - 3125)°

P {E4E,5— D00 E2E,3— 15625)% (B4E,5 - 22 B2£,5 1 125)

: 1728 g, 1,

S_omit sind J und J als rationale Functionen der beiden Parameter &

und & dargestellt, wobei zwischen £ und E die Gleichung (493) besteht,

(495)
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XI. Abschnitt.
Transformation vom Grade 6a.

§ 52.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 6a.

Ist # = 64 und @ eine Primzahl von der Form 61 -4-1, so wird
¢g=a—2 und

£ = L(2)% L(3)% L(6)* L(a)* L(2a)% L(3a)% L(6a)®.
Daraus folgt
—34d,—4ad,—bad,— 6(a—1)8,—3(2a—1)d;
—2Ba—1)0;— (6a—1)0; = 24k,,
+3a0,—2a0,— ad,— 3(a—1)0,— 3(a—2)J;
— (Ba—1)d,— (3a—2)0; = 24k, ,
— ad,+4ad,+ ad,— 2(a—1)0,— (2a-—1)d;
— 2(a—38)8;— (2a—3)9, = 24k,,

+ ad,+2ad,+5ad,— (6—1)8,— | (a—2) 0
— (@—3)0— (a—86)0; = 24F,,

(496) — 38,— 48,— b&+ 6(a—1)8,4 3(a—2)d;
+ 2(a—3)0+ (a—06)0; = 24k,
+ 38,— 28,— 0;+ 3(a—1)8,+3@2a—1)d
+  (@—3)8+ (2a—3)0; = 24k,
— 0,4 48,+ 03+ 2@—1)8,+ (a—2)0
+2Ba—1)0+ (Ba—2)0; = 24k,
+ 8,4 28,4+ 58+ (a—1)d,+ (2a—1)4;
\ + (Ba—1)8;+ (6a—1)0; = 24k,
oder

(@ —1)9, = — Ba+2)k+2Ba—1k +(a—2)k, —2(a-+ 1)k,
-k, — 8% — 3k,

(@—1)8,——(2a+3)ky+(a—3)k +3@a— Dk, —3(a+ D k
— kg — 4k — 9%,

(@—1d=+ (a+6)ky—2(a—Bk—3@—2)k+6(a+Dk
+5k,+ 8%+ 9%,

(@—1)d,=— (a+6)k—(@—)k —(@a—Dk— (a+ Dk
+5ak,—4ak—3ak,

9.

497)

\
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(@—1)8,=+Q2a+3)k+2(@—k +2a—Dk+2(at 1)k,
—ak,+8ak,+3ak,,

(@?—1)0y=—+Ba+2)k+ (Ba—1)k 43 (a—2)k,+3(a-} D),
tak,+4ak,+9ak,

(a?—1)0=~ (6a-+1)k—2Ba—1)k—32a—1)k,—6({at+1)E,
—bak,—8ak,—9%ak.

(497)

Setzt man z. B.

g’” LEOLE) p _ LGa)  p _ L@aF L@ L) Ley
17 LEaLe)? °r7 L@ I3y’ ** L@Ea) L2a L{E7F

so findet man bez. fiir

% 12%, I 125, 1 12k, 1 12%, [ 12, j 12k, ] 12k, } 12%,
& a—1 |2@—1)|{—(a—1) |{—2(a—1){—(a—1) |—2(a—1){ @a—1 |2(a—1)
&l 2(a—1)| a—1 |—2(@—1)|—(a—1) |—2{(e—1)| —(a—1) |2(a—1)| a—1
gl 0 |s@—1) 0 —8{a—1) 0 —3a—1)] 0 [3@—1)

§ 53.

Transformation vom Grade 30.
Fir =30 wird a=5 und ¢ =3. Die Gleichungen (497)

gehen dann iiber in

( 240 =—1Tk\-28%, + 3k, —12k-+ &, — 8k — 3F;,
248,=—13ky+ 2k, +2Tk, —~18k;— k,— 4k— 9%,
248, =411k, — 4k — 9k, +36%,+ 5k,-+ 8k-+ 9k,
(498) { 240, =~=—11ky— 2k, — 3k,—~ 6k, 425k, —20%k,— 15k,
240, =13k, 4k + 9k, 12k, — 5k, 440k, --15F;,
240 =1 17ky}- 14k, 4 9%, 18k, + Bk, 20%, -+ 45k,
\ 240,=—31k)—28%, — 27k, — 36 ky— 25k, —40k, — 45 k,.
Daraus findet man 2 L-Producte mit demn Charakter 2, nimlich

£ — L(30) L(5) L(3) L(2)

17 L3y LOORL(eE
(499

s LEO L2 LERLE)

&2 L(i5 L(10) L(8) ’

und eine grosse Anzahl von L-Producten mit dem Charakter 4. Es
geniigt, die folgenden hervorzuheben:
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£ L(30) L(15) L{2) Loy
3 L(10) L(6) L{B) L{3)* =3 LBY Lt
- L0 L3 E __ Loy
(500) 3 L(15) L6y ° 6 LB LER?
g _ DGO L@ g o L0
T L(5e L(g)t? 8T L(B) L(2)P
L(30)° L(3)

§ = L5y L(6)

Ausserdem sollen noch drei I-Producte mit dem Charakter 6 benutzt
werden, ndmlieh

L(15)° L(152 L(3) L (30)% L(6)?
(501 &= TERLESE? By = _LL_@T{_*’ bp = m'*)

Dabei sind die Grossen

(502) §4 = ‘51 (10), ge = 52(10): By = gs (10)

sicher Parameter, zwischen denen nach den Gleichungen (272a) die
Relationen

(503) fo=1—4k, &=13g
bestehen. Ebenso ist
(504) &0 = £:(15)

ein Parameter, wihrend £, &, £, und &, schon deshalb Parameter
sind, weil die Exponenten & bei ihnen simmtlich gerade sind. Daher
ist auch

(505) b= £

ein Parameter, und dasselbe gilt von £,, weil —gl: =g der zu §

complementiire Parameter ist.

¥ Die zugehorigen Werthe von ko, &y, %, ... & ergeben sich aus der
folgenden Tabelle:

G| B B & & | & B &6 | f0]fnlte
Fol 0 {—1l41] 0 {+1|+38] 0 ! +3} 0 [F2]—2/—1
Est41{ 0 {+1|—3] 0 o [—t1|—3 0 |41]—~1{—2
Bl O |41|—1] 0 [+3[+1] 0 41| 0 =2 241
Bl—t] 0 |—1i—1f 06 {0 |—38/—1] 0 —1 +1l42
Bl o |41|—1] 0 |—1i—3[ 0 [0 —1i—2]—2—1
Bsl—1f{ 0 |—1|+38] 0 0 [+1] 0 |+1]—1/—1—2
Bl o |—1l41]l o l—8/—1] 0] 0 |—3/F+2]+2/+1
Bil41] 0 {41]4+1] 0] 0 [+3] 0 {+3]+1 +1{+2
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Zwischen & und £, bestebt daher eine Gleichung von der Form

(a2 + 08 + o) &* + (087 + b,§ + ) &,
+ (@8> + b8 + ¢,) = 0. .
Durch die Entwickelung nach steigenden Potenzen von AP —

findet man aber, wie zu erwarten war, dass sich diese Gleichung auf
den ersten Grad in & und &, reducirt. Es wird ndmlich

; 14
(506) b=3—%

und

= & HOU—E) __éz______ E (1 —E® |
B H=i =" 1 =g ="GFur

Ferner besteht zwischen &, und £ die Gleichung

(508) 16&13§82+4(1+3§1+§13— 514) gs" (1 “251‘*'2513“‘%14) = 0;
oder
(508a) 8838 = — (14 35, 4 £° — £ + w,
wobei

w=+1/1+621+9§12+6§13‘_4gl4“6%15""9&16”"6&17"*‘%]8
B09) ) =+VOFE—E) T+4E—EN+ 5 F 25— 745

—=F 4.

Mit Hiilfe der Gleichungen (503) kann man jetzt auch £, und &
rational durch £ und w darstellen.

Nun sind aber die zu £,, &, £ complementiren Parameter bez.

(510) 24 - 5§5> zs = %: Es = ‘%‘,

wihrend die zu & und « complementiren Grossen
1 _ 1-§ i +4w

(311) =g =1y W w— o

sind, folglich kann man auch £;, £ und £ leicht als rationale Fune-
tionen von £ und w darstellen. Ferner findet man

(512){2§1(1 — &6 = (1 — & + BE?+ 188 — B — £° — £°)
+ (1 - 451 - 512) w

und fiir den zu §;; complementiren Parameter

(513) £, — ‘g?; .

Deshalb lassen sich auch
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Lop=~d,  LEf=-,  LUY =t
. 15 3 3 2
B ) Ly = B4, paseo A pep — EEE
2 ECEH B’
LY = rtes
als rationale Functionen von &, und w darstellen.
Schliesslich folgt aus Gleichung (274)
(515) P (1 48 (1 — 284 25 (1 — 25— 457

D 172881001 — 4£) (1 4+ &)

und

J:d —1:1 == (256 — 256&, 4 45,5 + EFP

> (1 — 28 — 6§® — 83 — 45,1

(516; (4 E2) 8 — 25 + )7 (4 — 26 — &%)

: 1728 E,10(1 — &) (4 4 &%

wobei & und &, rationale Functionen von & und w sind.

Hannover, im December 1887.

> (64 — 3259 — 24592 — 8 593 — £



