
Ueber die Transfbrmation der ellip~ischen Functionen bei 
zusammengeset~zt;em Transformationsgrade. 

Von 

L. KmPERT in t~mover .  

Bei den Untersuchungen fiber Transformation der elliptisehen 
Funetionen hat man sieh, was die wirldiehe Ausffihrung der Reeh- 
nungen betriff-t~ bisher meist auf den Fall beschr~inkt, wo der Trans- 
formationsgrad n eine 1Jrim~ahl ist. Man unterliess es~ die ~usa~nme~- 
geset'zten Zahlen noeh besonders zu behandeln, weil man im Allgemeinen 
eine Transformation yore Grade ab erh~lt, indem man zuerst eine 
Transformation a ten Grades and dann eine Transformation b ten Grades 
ausfiihrt. 

Ausserdem h~ufen sieh bei den bisher gebr~iuchlichen Methoden 
die Schwierigkeiten, welehe die Ausffihrung der numerischen [~eeh- 
nungen bietet, ungemeln, wenn n e i n e  zusammengesetz~e ,Zahl ist, 
well dann der Grad der Modulargleichungen noch sehneller w~ehst als 
der Transformationsgrad. So ist z. B. flit n ~- 30 bei Anwendung der 
J a c o b i '  sehen Bezeichnungen der Grad der Modulargleiehung zwisehen 
~ und v in Bezug auf jede dieser beiden Ver~nderlichen gleich 

( 2 + 1 )  ( 3 + 1 )  ( 5 + 1 )  = 72. 

Trotzdem ist diese Besehr'~nkung des Transformationsproblems auf 
_Primzahlen eine sehgdliehe gewesen, denn erstens gewinnen die alge- 
braisehen Beziehungen, welche bei dieser Aufgabe auftreten, erhShtes 
lnteresse, wenn man zusammengesetzte Werthe yon n berfieksiehtigt, 
und zweitens gew~hren diese algebraisehen Beziehungen aueh Mit~el, 
am die Reehnungen, welehe ffir die Transformation yore Grade a b 
nothwendig sind, wesentlieh einfaeher zu gestalten als bei dem oben 
angedeuteten sehrittweisen Vorgehen. Diese Mitre1 sollen in der hier 
folgenden Abhandlung angegeben werden. 

Es besteh~ n~mlich zwisehen der absoluten Invarian~e J* )  der 

*) Die Bezeichnung J is~ yon Herrn Klein in seiner Abhandlung: ,,Ueber die 
Transformation der elliptischen Fnnctionen und die AnflSsung der (~leiehungen 
fiinften Grades" (Math. Annalen, Band XIV, S. 111--172) eingeffihrt worden. 
Dabei ist 

J ~  g3 

wo g~ und gs die yon Herrn Weiers t rass  benutzten Invarianten sind. 
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gegebenen ellipfischen Function und der absoluten Invariante J der 
transfonrdrten Function eine Gleichung, deren Rang*) ~ leicht bestimmt 
werden, kann und im Verh~tniss zum Grade dieser Gleichung klein 
ist. Deshalb giebt es nach bekannten S~tzen aus der Algebra Hfilfs- 

grSssen 6, welche dem RationalifRtsbereiche (J, -J) angehSres (d. h. 
welehe rationale Functionen yon J und J- sind), und die Eigenschaft 
besitzen, dass die Gleichungen 

(1) . F ( ~ , J ) =  0 mad FI(~, J ) = 0 ,  

welche zwischen ~ und J ,  bez. zwischen ~" usd J-bestehen, in Bezug 
auf J und J yon niedrigerem Grade sind als die Gleichung zwischen 
J und J .  

Is des F~illen, wo 0 ~--0 ist, d. h. in den F~llen, w o n  eine tier 
Prknzahlen 

2~ 3, 5,  7~ 13, 
oder eine der zusammengesetzten Zahlen 

4, 6~ 8, 9~ 10, 12, 16, 18, 25 

ist, kann man sogar J und J als rationale Functionen einer solchen 
HiilfsgrSsse ~ darstellen, und zwar fanden Herr K l e i n  in der oben 
erwiihnten Abhandlung und ]~err G i e r s t e r  is einer daran anschliesses- 
den ,Notiz fiber Modulargleichungen bei zusammengesetztem Trans- 
formationsg'rade" (Math. Annalen, Band X1V, S. 537--544) eine solche 
Darstellung auf rein algebraischem Wege. 

Eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens ffir die FRlle, is denen 
der Rang ~ ~ 1 ist, lag sehr nahe. Da giebt es solche HiilfsgrSssen 
~, fiir welche die Gleichungen (1) in Bezug auf J und J nut noch 
yore ~wdten Grade sind. Die AuflSsung tier Gleichung (1) liefert 
dann eine Darstellung yon J und J- als rationale Functionen yon ~ und 
yon einer Quadratwurzel aus einer Function drit~n oder vierten Grades 
yon 6. Die u aber, eine solche Hfilfsg'rSsse ~ anf rein alge- 
braisehem Wege zu finden, waren trotz der eifrigsten Bemiihungen 
ganz vergeblich. Erst dutch Mittel, welche die Theorie tier elliptischen 
Functionen selbst bietet, ist es mir gelungen, diese Aufgabe ffir 

~--1, und ebesso die grSsseren Werthes yon 0 entsprechesde Auf- 
gabe zu 15sen**). 

~) Die Bezeichnung ,,l~ng" riihrt yon Herrn Weieratrass her und ist 
gleichbedeutend mit dem Ausdruck ,,Geschlecht", den Clebsch einf~hrte. Die 
Zahl Q hat bier also denselben Werth wie bei Riemann die Zahl p. 

~)  Die zaitlreichen weiteren Arbeiten, welche Herr Klein und seine Schiller 
fiber Transformation der ellipti~chen Functionen ver6ffentlicht haben (vergl. ina- 
besondere das Referat in Bd. 26 dieser Annalen, S. 455--464), kommen flit diese 
Entwicklungen nicht unmittelbar in Betracht, insofern es sich in ilmen nur ganz 
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Fiir 0 ~ - 2  z. B. giebt es nach R i e m a n n  (Sei~e 116 der ges. 
Werke) solche HfilfsgrSssen ~, fiir welche die Gleichungen (1) in Bezug 

anf J und J- nut yore zweiten Grade werden, und andere HiilfsgrSssen 
,/, fiir welehe die Gleiehungen 

(2) F~ (~ , J ) -~ -0  und F 3 (~ , J ) -~ -0  

in Bezug auf J und J yore dritten Grade sin& Hierbei besteht 
zwischen ~ und ~/ eine Gleichung, welehe in Bezug auf ~ yore dr/~e~ 
und in Bezug auf ~ yore zweiten Grade is~. Ausserdem sind nicht nur 

und ~ rationale Functionen yon J und J ,  sondern aueh J und J 
sind rationale Fanctionen yon ~ und :q, oder, was auf dasselbe hinaus- 
komm~, sie sind rationale Fune~ionen yon ~ und yon der Quadratwarzel 
aus einer Function fi~nften oder sechsten Grades yon ~. 

]st Q > 2 und gerade, so kann man den Grad der Gleichungen 
1 (1) naeh Riemann auf ~ ( ~ + 2 ) ,  und ist Q > 2 und ungerade, so 

1 kann man den Grad auf ~ (#-~-3) herabdrficken. In besonderen 

F~Ilen erniedrigt sich der Grad der Gleichungen (1) sogar noch welter. 

Eine solche HfilfsgrSsse ~ mSge in dem Folgenden ein ,Parame~r" 
und tier Grad der Gleiehungen (1) in Bezug auf or und J mSge der 
, Charakter" des Parameters ~ genannt werden. 

Geling~ es also, Parameter mit mSglichst niedrigem Charakter zu 
bestimmen, so erkennt man ohne Weiteres, wie sehr das Transforma- 
tionsproblem dadurch vereinfacht werden kann, denn der Grad der 

Gleiehungen~ dutch welche die Beziehung zwischen or und or gegeben 
wird~ ist wesentlich kleiner als bei deh Gleichungen~ welche man bisher 
zur Vermittehng dieser Beziehung benutzte. 

Dabei ist es ffir zusammengesetzte Transformationsgrade gar 
nicht nSthig, yon der Herstellung der Gleichungen (1) auszagehen, 
man kommt vielmehr weit sehneller zum Ziele, wenn man ~ehre~e 
Parameter mit mSglichs~ niedrigem Charakter bildeL die Form der 
Gieiehungen feststellt, welche zwischen je zweien unter ihnen besteht~ 
und die noch unbestimmten Zahl~effieienten dadurch ausrechnet, dass 

man die beiden Parameter nach s~eigenden Potenzen yon h ~  ~ ent- 

beit~ufig um die Aufstellung der z~vischen J und J bestehenden Gleichung 
hand~lt. Immerhin besteht zwischen diesen Arbeiten und raeiner Un~ersuchung 
eine Uebereinstimmung im Pl~ncip: bier wie dort handelt es sich datum, bei der 
Construction yon Gleichungssys~emen such ira Falle hSheren Ranges den Anschlu~s 
an die Theorie der algebraischen Func~ionen zu bewahren, andererseits geeignete 
lrrationalit-~ten dot eigeutlichen Theorie der eUiptisehen Functionen zu entnehmen. 
Vergl. insbesondere die Dissertation yon Herrn Fricke (Leipzig 1886): gerber 
~ys~eme el~iptisch~r ~od~f~ionen vo~ ~iederer S~fe~r~ld. 

1" 
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wiekelt. Aus diesen Gleichungen ergeben sich dann die Gleichungen 
(I) fast ohne Rechnnng. 

Um dieses Veffahren sogleich dutch ein paar einfache Beispiele 
zn erl~utern~ betrachte man die Transformation yore Grade 12 und 
yore Grade 18. In beiden F~llen werden die Gleichungen (1) in 
Bezug auf J und J yore ~'~ Grade, abet in Bezug auf ~ werden 
sie "fOx ~ = 12 yore Grade 24, fiir ~ = 18 yore Grade 36. Wollte 
man daher die Gleichungen (1) direct bilden, so wiirde die Rechnung 
doch noch ziemlich umfangreich sein. Benutzt man dagegen den Urn- 
stand, dass man mehrere Parameter mit dem Charakter 1 angeben 
kann, und dass zwischen je zweien yon ihnen, ~ und ~#, eine Glei- 
chung yon der Form 

besteht, so kann man die Zahlcoefficienten a, b, c, d in wenigen 
Minuten durch Reihenentwickelung berechnen. Ist dann die Trans- 
formation fiir irgend einen Factor yon n (z. B. fiir 2 oder ffir 3) 
bekannt, so ergiebt sich aus diesen linearen Gleichungen, wie sparer 
gezei~c~ werden soll~ ohne Weitexes auch die Dars~ellung yon J nnd J- 
als rationale Functionen yon ~ oder yon ~fl. 

Wenn auch die Rechnung in den F~llen~ wo p > 0 is~, nicht 
ganz so einfaeh wird wie in den eben besprochenen Beispielen~ so war 
es doch dem Veffasser mSglich~ die im ersten Theile der Abhandlung 
hergeleitete Methode im zweiten Theile auf eine grosse Anzahl yon 
Beispielen anzuwenden. 

~achdem n~mlich in den be/de~ ersten Abschnitten die Eigenschaften 
der Transformationsgleichungen und der Parameter~ (welche Wurzeln 
gewisser Transformationsgleichungen sind)~ untersucht worden sind~ 
werden im dr/tte~ Abschnitte die Transformationen yore Grade 2, 4, 
8, ]6 und allgemein yore Grade 2 a erledig~ 

Im v/erten Abschnitte folgen dann die Transformationen yore Grade 
3~ 9, 27~ 81, 24~ und aUgemein yore Grade 3 ~. 

Die Potenzen yon Primzahlen a, welche yon 2 und 3 verschieden 
sind~ werden im f/inften Abschnitte beriicksichtigt; namentlich die 
Transformationen yore Grade 5~ 25~ 125, 7 und 49. 

Der sechste Abschnitt behandelt allgemein die Transformationen 
yore Grade 2a und erledigt die besanderen ]~lle 

~ 6, 10~ 14~ 22 and 26. 

Ausserdem ist hier noch die Transformation 11 t~ Grades untersucht 
worden. F~r n--~- 11 wird'ngm]ich ~--~- 1~ so dass es Parameter mit 
dem Charakter 2 geben muss. Das Auffinden solcher Parameter ist 
dem Verfasser aber ers~ dadurch gegl/ickt~ dass er die Transformation 
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22 t~ Grades zu Hiilfe nahm. Da fiir andere Primzahlen Aehnliehes 
gilt~ so ist dieser Umstand ein weiterer Beleg dafiir, dass man das 
Transformationsproblem durchaus nicht aaf-PrimzaIden beschr'~inken 
daft, dass vielmehr erst die zusammengesetzte~ Zahlen die hinreichen- 
den Hiilfsmittel zur befriedigenden LSsung dieses Problems bieten, 

Im siebonton Abschnitte werden die Transfonnafionen yore Grade 
4a, insbesondere yore Grade 12, 20 und 28 ausgefiihrt~ 

Daran schliessen sich im achte~ Abschnitte die Transformationen 
yore Grade 8a, 16a~ allgemein yore Grade 2#a mit den besonderen 
F~illen 

n ~ 24, 48, 9 6 , . . .  40, 80, . . . .  
Die Transformation vom Grade 3a  wird im neunten Abschnitte 

durch die besonderen Fiille n ~ 15 und n ~-21 ,  und die Transforma- 
tion yore Grade 9a wird im zehnte~ Abschnitte durch die besonderen 
F~lle n ~-- 18 und n'--~ 45 erlRutert. 

Schliesslieh handelt tier dfte Abschnitt noch yon der Transforma- 
tion 6a  t~~ Grades~ wofiir der Fall n ~ 30 als Beispiel dient. 

Bei diesen Anwendungen geliugt es h.~uiig noch, die Result~te 
in besonders elegante Form zu bringen. W~hrend n~imlich die aft- 
gemeine Aufgabe nach den vorstehenden Angaben so lauten wtirde: 
,,Man soll J und J als rationale Functionen ~we/er Parameter mit 
mSglichs~ niedrigem Charak~r darstellen, so dass die Beziehung 
zwischen J und ,T durch die viel einfachere Beziehung zwischen diesen 
Parametern ersetz~ wird," kann man in vielen F~illen J als rationale 
Function eines einzigen Parameters ~, und J als dieselbe rationale Func- 

tion eines zweiten Parameters ~ dars~ellen, wobei dann zwischen ~ und 
eine verh~ltnissm~sig einfache Beziehung statt~det.  

Mit den durchgeffihrten Beispielen ist die Zahl der leich~ zu 
bewi~Itigenden Anwendungen durchaus nicht ersch5pft; abet der Urn- 
fang der Abhandlung w~ire zu gross geworden, h~tte man noch mehr 
besondere F~lle herangezogen. Auch wird nicht das Hauptgewicht 
auf die Durchf'tihrbarkei~ zahlreicher Beispiele gelegt, sondern auf die 
algebralscheu Beziehungen~ welche mit der angegebenen Methode in 
Zusammenhang stehen. Man hat es n~mlich bier mit ,Klassen" alge- 
braischer Gleichungen zu Run,  deren Verzweigung der Untersuchung 
leichter zug'~nglieh ist als in den meisten bisher bekannten Beispielen. 
Ebenso linden die hier er]iiuterten Methoden, wie ich sparer zu zeigen 
hoiie, umfangreiche Verwendung bei der comp/e~m Multiplication der 
eltiptischen l~unvtionen. 



Was die Bezeiehnungen betrifft, so werde ieh ebenso wie in 
meinen frfiheren Arbeiten die Theorie der elliptischen Fune~ionen naeh 
den Methoden yon Herrn W e i e r s t r a s s  zu Grunde legen. Da sieh 
abet die hier folgenden Un~rsuehungen eng an meine Abhandlung: 
,,Ueber Theilung und Transformation der elliptischen Functionen" 
(Math. Annalen, Bd. 26~ S. 369--454)*) ansehIiessen~ so sollen mehrere 
Bezeichnungen, welehe ich dort erkl~t  habe, auch bier benutz~ werden. 

Dem primitiven Periodenpaare 2e~, 2o '  sollen wieder die Gr5ssen 

(3) h ~ - e  " , Q@, ~ o ' ) ~ - - ( ~ ) T h i ~ H ( 1 - - h e ,  ) ~_- Q 

entsprechen. Vertauseht man das primitive Periodenpaar 2r 2 a}' mit 
einem ~quivalenten 

(4) 2 ~  ~ 2/9r~ + 2qcg, 2 ~ '  = 2/9'co + 2~ 'd ,  ( p q ' - - f f q = +  1), 

so i~ndert sieh Q(co, o')  ~a gar nicht, denn'es ist 

(5) Q ( ~ ,  -~ ,74  = Q ( ~ ,  d) ' -"  = A = g,2 - -  27  g.3 ~. 

Ferner war 

o-) 
(6) f ( n )  - -  Q(~,9')" , L ( n )  -~- Q"-Xf(n),  

es wird also, abgesehen yon einer 24 t~* Wurzel der Einheit, 

~ (6a) L(n) = {}(~, ~,) 

Noeh etwas einfaeher werden mehrere Aasdriieke in meiner vor. 
Abh., wenn man die yon Herrn W e i e r s t r a s s  definirte Function a u  ffir 
den vorliegenden Zweck dutch eine andere Function, namlieh durch 

(7) ~ (u) = ~ (~ I ~ ,  ~ ') = e -  ~z ~ (~ I ~r, ~ ' )  
ersetzt.**) Dabei ist 

*) Diese Abhandlung wird daher in dem Folgenden ~fters zu erw~hnen 
sein. Deshalb soll sie nicht immer mit dem ausfiihrlichen Titel, sondern nut 
durch die Worte: ,meine vorige Abhandlung" oder noch kftrzer: ,,m. vor. Abh" 
eitirt werden. 

+*) Aus einer m~ndlichen Mittheilung des Herrn Weierstrass  sehliesse ich, 
class er bei seinen eigenen, nicht verSffenfliehten Untersuchungen fiber die Trans- 
formation tier elliptischen Funetionen vermuUalich denselben ode]: doch einen 
r~hnliehen Ausdruck wie z(u) benutzt. Naeh den Bezeichnungen yon Jacobi (ges. 
Werke, Bd. 1, S. 501) wird 

( ~'~) 
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(4a) 2 ~  = 2p~ q-- 2q~', 2~'-~--- 2p'~ t -b 2q'~1". 
Es folg~ dann aus der bo~annten Formel 

a(u-I-2"~) ~ ( - -  1)p~+:"+q e ~ ( ~ + ~  ~ u ,  

weil in diesem Falle pq .nt-~-{-q immer eine u~agerade Zahl ist, 

(8 )  ~ ( u + ~ r )  = - ~ ( u ) ,  ~ ( . g u - - u )  = - ~ ( - ~ )  = ~(~), 
und wenn man 

2 a ~  
qd, = ~ - - -  

se~zt, 

(9)  

Der Vortheil ,  welchen diese Function ~(u) ffir die Transforma- 
tion der elliptischen Functionen bietet, ergiebt sich z. B. schon aus 
den folgenden Formeln. Nach Gleichung (17a) m. vor. Abh. war 
fiir n =  2 m-{- 1 

B l u  ~ 

ftihrt man abet die Funetionen v(u) und ~(u) stail a(u) und ~(u) 
ein, so erhiill diese Gleichung die einfachere Form 

Is~ n e i n e  gerade Zahl~ also n ~ 2 m - ~ - 2 ,  so wird nach Gleiehung 
(17b) m. vor. Abh. 

~ B~ u~ ~ 2,~ 

eine Gleichung, welche dutch Einfiihrung der Ftmctionen �9 (u) und u 

die einfachere Form 

*) Hierbei genfigt die GrSsse~ der Gleichung 
2 B ~  ---- ~ ( ~  - ~), 

in der ~ aus ~ en~steht, indem man das primitive Periodenpaar 2~, 2~' mit 
2~ 2~-~- --~-, 2-~" ~ '2~', 

ver~usch~. Ersetzt man nun in Gleichung (10) das Argument~ u dutch 

so erh~lt man ohue Schwierigkei~ den angegebenen'~Vert~h yon B~. In gleiche~ 
Weise wird Bt f/it ge~a~ W~the yon ~ erkl~rt, 
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m 

annimmt~ Dal~ei geht ~(u)  in ~hnlicher Weise aus a~(u) hervor, wie 
~(u) aus a(u), es is~ n~mlich 

(12) ~ ( u )  = ~ ( u l ~ ,  ~")  = e ~'~ ~(~) = " (~-~)  ~(~) 

Aus Gleichung (24) m. vor. Abh. folg~ sodann, dass die GrSsse~ 

wo~oho ~o.~ oo~,o~ ~o.a.n~ ~ . ~ e ,  ~ --~(~)i~o.~ ~, ~o 
dass also 
(13) a ~ , , q  ~ - - g - - ]  

wird, wodurch die Gleichungen (26) und (37) ebendaselbst~ die ein- 
fachere Form 

(~ ~(~1_ ~(~)= ~(~:~~176 ~(~+~~ 
T T . g~ J 

n - - 1  

erhalten, a=l 

E r s t e r  T h e i l .  

Allgemeine Untersuchungen. 

I. Abschnitt.  

Eigensehaften der Transformationsgleichungen. 

w  

Zuriickffihrang der reducirten Theflungsgleichung auf Transformatio~s- 
gleichungen.*) 

Es sei n eine beliebig zusammengesetzte Zahl~ also 
(16) n - ~  a~'bt~ O ' . . . ,  

und es seien wieder die Zahlen ~(n) und T ( n )  definir~ durch die 
Gleichungen 

*) Was bier unter der ~ e d u c ~ n  Thei l~gsgZeichung zu vers~ehen ist,/inde~ 
sich in w 2 m. vor. Abh. 
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( 1 7 )  = , 

ferner sei wieder 

( 1 8 )  w ---- w ~ , ~  = ~ , 

wobei die beiden ganzen Zahlen ~. und g keinen Fact, or gemeiu haben 
sollen, der auch ein Factor yon n ist, dann gil~ bekannflich der Satz: 

1 
I. Ist S eine symme~rische Function der T 9 ( n )  G~r~ssen ~(lw), 

we 1 alle Werthe annimmt, wdvhe zu n relativ l~rim u~d kleimer sind 

als ~ , so ist S die W u r z d  einer Gleichung T(n )  t*~ Grades, deren Coef- 

ficienten rationale Fu~wtionen yon g2 und g3 si~l. 
Der Satz hat nur einen Sinn, wenn n yon 2 versehieden is~ u~d 

kann dann bewiesen werden, wie folgt: 
Da l relativ prim ist zu n,  so gehSren die GrSssen p(~w) s~mmt- 

lieh zu dem redueirten System der Theilwer~e yon 9(u) (vergl. w 2 
1 

m. vor. Abh.); ihre Anzahl ist daher y r Dieselben Theitwerthe, 

nut  in anderer Aufeinanderfolge, erh~l~ man, indem man w mi~ m w  

vertausch~, wenn m zu n relafiv prim ist. Es sind n~mllieh die-~ q0(n) 

Theilwerthe ~ ( l m w )  si~mmflich yon eiaander verschiedenz well aus 

i ~ (/t m w) = tO (12 m w) 
folgen wfirde, dass 

l l m w  ~ ~2mw ~__ mw(11-~l~) ~- 2 p ~  + 2 qeo" 

eine gauze Periode wi~re. Dies .ist aber nut mSglich, wean I l ~ L 
dutch n theilbar ist, d. h. wenn 

Sind die ganzen Zahlen I und m gegeben, so kann man aber immer 

eine gauze ZaJal II, welche kleiner als ~-is~;~ so bes~immen, dass 

S t m ~ 1 ~ 0 (rood. n)  
und deshalb 

wird. Da nun ~o(lu) eine raidonale Function yon ~(u) ist, so kaan 
S aueh ats eine rationale Function yon ~(w) allein darges~ell~ werden. 
Deshalb is~ 

= ~(~ (~)) 
sieher die Wurzel einer Gleiehung 

(19) $ ' (S,  g2, g~) = O, 



1 deren Grad in Bezug auf S gleich ~p(n)T(n)  ist, and deren Coef- 

fieienten rationale Functionen yon g2 und g3 sin& Setzt man n~imlich 
ftir ~(w) die s~immtliehea Theilwer~he des reducir~en Systems und 
bildet die zugehSrigen Wer~he yon/~(to(w)), so sind die symmetrischen 

1 Funetionen yon diesen ~-cp(n)T(n) GrSssen rationale Functionen yon 

g~ und g3. Deshalb entsprechen auch die Wurzeln der Gleichung (19) 
f den ~ ( ~ ) T ( n )  versehiedenen Theilwerthen des reducirten Systems. 

In diesem Falle sind abet j e - ~ o ( ~ )  Wurzelu einander gleich, 

denn S ~nder~ sich gar nicht, wenn man p(w) mit ~(mw) vert~useht. 
Man erh'~lt daher, yon welchem Werthe w maza auch ausgehen mug, 

s = 

wobei m alle Werthe annehmen darf, welehe zu n relativ prim und 

kleiner sind als ~ 1 ~-; folglich muss F(S,  g2, g3) d i e ~  cp(n) t~ Potenz 

einer ganzen rationalen Function yon S sein, die nat noch yore Grade 
T(n) ist, d. h. S ist die Wurzel einer Gleichung T t~ Grades, deren 
Coefficienten rationale Functionen yon g2 und g3 sin& 

Dieser Satz fmde~ sieh auch in der inhaltsreichen Abhandlung yon 
Herrn H. W e b e r :  ,,Zur Theorie der e11iptisehen Functionen" (Aeta 
mathematica, Bd. 6, S. 375), nattirlich mit der Modification, dass es 

1 sieh dorr nieht tun symmetrisehe Fanctionen der T ~ 0z) GrSssen t~ (lw), 

sondera um symmetrisehe Funetionen tier r GrSssen sin am (sQ) 
handelt, wobei 

~z 

ig und s alle zu n relativ primen Zahlen dutchl~uft, die kleiner als 
sind. Deshalb sind dana aueh die Coefficienten der Gleichung bei 

Herrn W e b e r  rationale Fanetionen yon k 2. 
Herr W e b e r  nennt eine solehe Gleiehung eine zu6, Transforma- 

tionsgrad n (oder kurz zu ~) gehgrige Transfor~uttionsgleichung. 
Diese Bezeichnung soll aueh hier benutzt werden, und ebenso die 

beiden S~i~ze, welehe Herr Weber fiir solche Transformationsgleichungen 
angiebt, n~imlieh: 

II. Jede Trans['ormationsg~'chung ist entweder irreducibel oder sie 
ist die t)otenz einer irreduciblen Gleichung. 

III. Dutch die Wurzeln einer beliebigen irreducible~ Transforma- 
tionsgleichung sind die entswechenden Wurzeln alter Trartsformatic~- 
gleichunge~ rational darstd2bar. 

Der Beweis dieser S~tze ist fiir die vorliegende Modification ganz 
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in derselben Weise zu ftihren m'dglich wie bei Herrn Weber~ soll 
aber erst bei der hier folgendea Verallgemeinerung gegeben werden. 

Der Begriff der Transformationsgleichung l~sst sich niimlich noch 
wesentlich erweitern. Schon in w 3 m. vor. Abh, hat~e ich folgenden 
Satz bewiesen: 

IV. 1st C~,,, eine cyklische Function yon •(w), •(kw),...p(kx-lw), 
w o w  wieder gleich wz,~ und wo u.die kleinste Zahl ist, fiir wdvhe 
k ~ ~- ~__ 1 (rood. ~) ist, so wird C~,~ die Wurzel einer G~'chung yore 

1 Grade-~ 9~(n)T(~), deren Coeffwienten rationale Functi~men yon g2 

und gs sind. 

Ist n oder -~ die Potenz einer Primzahlp, die yon 2 versehieden 

is~, oder hat n ei_aen der Werthe 2 and 4, so giebt es primitive 
Wurzeln g yon n. Setzt man in diesem Falle k----g, so wird 2u 
gleich q~(n) uad Ca,~ die Wurzel einer Resolveote yore Grade T(n)~ 
welche dieselben Efgenschaf~n besitzt wie eine Transforinatioas- 
gleichung. Aueh in einigen anderen F~llea kann man dutch einmaZige 
Anwendung des Satzes IV Resolventen yore Grade T(~) bilden. Wean 
dies aber nicht mSglieh ist, wenn man also auf diesem Wege nur 
Resolventea erhiilt, derea Grad ein Vielfaches yon T(n) ist, so liisst 
sich folgendes Veffahren einschIagen. 

Da 2~: ~ ~(n) ist, so kann man unter den Zahlen, die zu 

relativ prim und kleiner sind als ~ eine Zahl s so ausw~ihlen~ dass sie 

den 2z Zahlen 
+I, +_ 

modulo n nicht congruent ist. Es sind dann die ~ GrSssen 

(20)  (ksw), 
yon einander und yon den u GrSssen 

verschieden. WRre a~mlich 

uad ist z. B. a < / ~  so miisste 

l:,sw T- k~sw ~ k"sw(l-~-~ -~) ~- 2pro T 2qe'  

eine gauze Periode sein. Da w abet den Nenner ~ hat~ mad .die 
Zahlea k u n d s  zu n relativ prim sind, so mfisste 

sein~ und dies ist unmSglich~ d a a  trod ~ beide kleiner sis n sin& 
W~e dagegen 
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so ~ana man auch bier vorausse~zen; dass e~< ~ isis; denn w~re a> fl, 
so kSnn~e man ~ mi~ ~ ~- ~ vertauschen. In beiden F~llen is~ 

0 < ~ - - a < x .  
Aus Gleiehung (22) wiirde folgen, dass 

eine gauze Periode is~, class also s-T ~ ' -"  dureh ~ theilbar is~. Dies 
widerstrei~e~ abet der Wahl yon s. 

Bilde~ man j e s t  die GrSssen 

(23) ~(s~w), ~(~s~w), ~(k~s~w),... ~(k~-is~w), 
so kSnnen zwei F~lle eintreten. Entweder ist i~(s2w) eine der GrSssen 
~(w), ~(kw), io(k~w) . . . .  p(k~-~w) in der Reihe (21), oder p(s2w) 
ist yon ihnen verschieden. Im ersten Falle ist die Reihe (23) nur 
eine eyklisehe Yertausehung der Reihe (2l); im zwei~en Falle aber 
enthalten die Reihen (20), (21) und (23) lauter verschiedene Theil- 
werthe des p, was man in ~anlieher Weise zeigen kann, wie es vorhin 
bei den Reihen (20) und (21) gesehehen ist. 

Bilde~ man ia dem zweitea Falle noeh die Reihe 

(24) ~(s3w), p(ks3w), ~(k~s~w) . . . .  ~(~-~s3w), 
so kSnnen wieder zwei FKlle eintreten: En~weder isl die Reihe (24) 
nur eine eyklische Vertauschung der Reibe (21), oder sie enthiilt lanier 
Theilwerthe yon p, die in den vorhergehenden Reihen noeh nieht ent- 
halt~n sind. In dem zweiten Falle ist alas Verfahrea noch welter 
fortzusetzen~ sehliesslieh wird man aber immer zu einer Reihe 

(25) ~ ( s ~ w ) ,  ~o(ks, w) ,  ~ ( k ~ s , w ) ,  . . . ~ ( k , - ~ s ~ w )  

kommen mfissen, welehe nur eine eyklisehe Vertausehung der l~eihe 
(21) ist. Bezeichnet man m i t a  die kleinste Zahl, welehe dieser 
Forderung entsprich~, so muss 2~6 ein Theiler yon ~(n) sein, denn 
die x~ GrSssen ~(k~s~w) sind s~mmtlieh GrSssen yon der Form 9(tw), 
wo 1 alle Zahlen darchl~uft, welche zu ~ relativ prim und kleiner 
sind als n 1 ~ ,  so dass ~(lw) im Ganzen ~-~ (n) verschiedene Wer~e hat. 

1 Wenn nun xa nich~ gleich, sondern klein~r ist als - ~ ( ~ ) ,  so w~hle 

man /1 so, dass ~(l~w) yon den x~ GrSssen ~(k~s~w) verschieden is~. 
Ver~auscht~ man jetz~ w mit l~w, so erh~lt man ein zweites System 
yon ~ GrSssen ~(k~sSl~w), welche yon einander und yon den r~  
GrSssen des ers~en Systems verschieden sin& 

1 
Eutweder sind dami~ die ~(~t )Gr5ssen  p(lw) erschSpft, so class 

1 
2 x~ ~--~ ~(n) wird, oder man kann dutch passende Wahl yon l~ 
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noeh ein drives System yon ~ GrSssen ~(/~ s~ l~ w) bilden and so 
forffahren, bis s~mmtliehe GrSssen ~ (lw) vorgekommen sin& 

Brauch~ man im Ganzen m solche Sys~eme, so ist also 

1 folglich ist ~ ( n )  ein Vielfaches yon x~. 

Bezeichnet man je~zt mlt C(~)'die cyklische Function der Gr5ssen 
p(SOw), ~)(ks~w), ~ ( ~ s ~ w ) , . . .  ~(kz-~s~w), welche aas C2,~ (oder 
kiirzer aus C) durch Veriauschung yon w mit s~w hervorgeht, so kann 
man eine cyklisehe Function C' der cyk]isehen Ftmc~ionen 

(26) C, Co~, C e ) , . . .  C (~-I) 
bilden*) und kann C' wieder als eine cyklisehe Function der z GrSssea 

~(w), ~(k~), ~(k~) , . . .  ~(~-lu) 
betrachten, weil ~(s~u) eine rationale Function yon ~o(u) is~. Deshalb 
kann man auf C" den Satz IV anwenden, nach welchem C' zun~ehst 

die Wurzel einer Resolven~e yore Grade r wird. 2u 
Bei dieser Resolvente sind abet je 6 Wurzeln einander gleieh, 

denn dureh Vertausehung yon i~(w), ~(kw), p ( k 2 w ) , . . .  9(kx-lw) 
mi~ p(s~w), ~a(ksow), p ( k ~ s o w ) , . . .  ~(k~-Is~w) geh$ C in C(~), 
Co) in C(~+a),... tiber, so dass sich die cyklisehe Function C' gar 
nieht .$ndert. Der Grad der Resolvente, yon weleher C' abh~ng~, l~ss$ 

sich also auf w(n)T(n) redueiren~ und es gilt der Satz: 
2 ~  

V. Ist C(~) eine cyklische Function der x Gr6ssen 
~(~,w), ~(~s~w), ~ ( ~ w ) , . . .  ~ ( ~ - ' ~ ) ,  

wo x der "~nste Exponent ist, fiir welchen k~__ + 1 modulo n wird, 
und ist C' eine cyklische Function der a Functionen 

C, C (~), C~) , . . .  C (~-~), 
wo a der kleinste Ex~oneni ist, fiir wdchen 

so ~ +_ k~ (rood. n) 

wird~ w~ihrend a noch irgend einen der Werthe O, 1~ 2 : . . .  ~ ~ 1 

haben da~'f, so ist C' die Wurzd einer l~esolvente yore Grade ~o(*0 2(n) 

deren Coeffwiente~ rationale ~unctionen ~on g~ und g~ sin& 

Indem man dieses Verfahren fortsegz~, muss man sehllessiieh zu 
einer l~esolvente yore Grade T(n) gelangen, die anch noch ,e/he zu 
n geh6rige Transformations-gleichung" heissen soU. 

*) Eine solche Function m5ge ,,d,~e mehrfach cy]ds _,~'u~tio~ vo~ d ey~ 
Thei~werthen der $~/~um~hm" heissen. 



An Stelle der symmetrischen Functionen von p( lw)  im Satz I sind 
jetzt also ein oder mehrere Cyklen dieser GrSssen getreten. 

Die S~itze II und III  gel~en auch noeh s den so erweiterten 
Begriff der Transformationsgleichung. 

Dass n~mlich eine solche Trans~brma~ionsg~eichung irred~eibe] oder 
die Potenz ether irreduciblen Gleichung ist, folgt daraus, dass sieh 
g., and g~ gar nicht ~adern, wenn man das primitive Periodenpaar 
2eo, 2co' mit den ~quivalenten 

2 " a ~ -  2pco ~ 2qco; 2 ~ ' ~ - -  2 f f  eo ~ 2q%" ( p q ' - - p ' ~ - ~  l)  

vertauscht. Dagegen kann man die Zahlen/~, q, if, q" so w~hlen, dass 
aus ether Wurzel der Transformationsgleichung alle iibrigen durch 
solche Yertauschungen hervoa-gehen. Wena also die Wurzel ether 
Transformationsgleichung irgend ether Gleichung geniigt, deren Coef- 
ficienten rationale Functionea yon g2 und g3 stud, so mtissen derselben 
Gleichung auch alle iibrigen Wurzelu der Traasformationsgleichung 
geniigen. 

Sind ferner 
X l ~  X 2 ~  �9 �9 �9 X 2  

die Wurzela ether bestimmten Transformationsgleichung und 

Y~, Ye, �9 �9 �9 Yr 
die entsprechenden Wurzeln irgend einer andern Transibrmations- 
gleichung, so sind aueh 

Yl x~, y,.x~, . . .  yrx~ 
die Wurzeln eiaer Transformationsgleichung, denn xl - kann als eine 
Function yon ~(w) allein angesehen werden~ deren Wert5 sich gar 

I nicht ~ndert, wenn man ~(w) mit einer der ~-q)(n) GrSssen ~o(lw) 

vertauseht. Dasselbe gilt yon Yl, folglieh auch yon y lx i , .  
Deshalb sind die Ausdriicke 

/Yl -[- Y-~ �9 �9 �9 " ~ Yr ---~ a0, 
| y ,x ,  + y,x,, + + Urxr ~ a~, 

(27) ~YlxJ ~- -{- Y2x2 ~ ~. " " �9 ~- yrx~ --~ a~, 

! 

~Y,x[ -~ + ~ x [  -~ 4 . . .  + y ~ x F  ~ = a~,_~ 
als rationale Functionen yon g2 und ga darstel[bar. Setzt man nun 

F(z)  ~_ ( x -  x~) ~ x -  x 9  . . .  (x-- xr) 
und 
F(x) -- ~(x, ) 

so wir~] 

(.~s) y , F ' ( x , )  = .oFo(X , )  + ~, ~', (~,) + ~F~(x~) + . . .  + a~_~ F~_, (x,). 
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Der Kii~ze wegea mSge ein Ausdruck, welcher die Wurzel einer 
Transformationsgleichung ist, eine T~'ans/brmationsgr6sse heissen. 

In iihnlicher Weise liisst sich auch der Satz beweisen: 
V][. Sind  x I u n d  Yt beide cwklische Functionen yon 

so ~isst sich Yt aZs rationale F.unction yon x~ und den Invarianten 
g~ und g3 darstellen. 

~C~)T(n) und sind Ist n~mlich v ~ ~ , 

X 1~ 3~ 2~ . . . X~ 

die Wurzeln der Resolvente fiir x ,  und 

Yl, Y ~ , ' ' ' Y ,  

die entsprechenden Warzeln der Resolvente f/ir y, so sind die Ausdriicke 

fYl -]- Y2 "Jr �9 " " ~ Y* -~ b0, 

| y ~ x  -~- y2x2 -~ . :  �9 + y , x ,  --~ bl; 

(y l  xt  "- I  -~ y~x~  - t  -~ . - . -~ y~xJ - I  -~  b,-1 

als rationale Functionen von g~ und g3 darstellbar~ welt Yl xi ~ gleich- 
falls eine cyklische Function yon to(w), to(kw),  9(k2w) ,  . . .  P(k~-~w) 
ist. Setzt man also 

~ ( x )  = ( x - x ; )  ( x -  x~) . . . ( x - x , )  

und 

a ( ~ ) -  ~(x,) _~ Go(X~) + xG~ (x D + x~Gz(x , )  § �9  �9 + x ~-~ G,_,(x~) ,  

so wird 
(30) y, G'(x,)  -~ b0 e~(x,)  + b, G, (x~) + 4G~ (x,)-~.  �9 + b,_~a,_, (x,). 

Man erkennt ohne Weiteres, wie man diesen Satz auch noch 
verallgemeinern kann auf zwei GrSssen x~ und y~, welche mehrfach 
cyklische _Punctionen ~oa Theilwerthen der 0-Function sin& 

w  

Borechnung dor Thoilwortho n ~ Grades tier Function iou. 

Wie niitzlich die vors~ehende Erweiterung des Satzes I yon sym- 
metrischen auf cyt;lische Functionen ist ~ erkennt man daraus, dass man 
jetz~ sehr leicht die Theilwerthe der to-Function dutch Wurzelausziehen 
berechnen kann, sobald man die AuflSsung ~iner Transformations- 
gleichung besitzt. ~Nach Gleichung (28) kennt man dann die AuflSsung 
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after Transformationsgleichungen und man kann (unter Beibehaltung 
der im vorigen Paragraphen erkl~rten Bezeiclmungen) setzen ffir a~-~--0, 
1 , 2 , . . - g ~ 1  

F 2aa i  4 a z i  9 ( u - - l )  a i  I x  

(a) o~-- -Lp(~)+e  ~ -~o(~)+e  ~- -~(z;-~w)+...+~ ~ p(~- ,~,)  . 

p(kw) ,  p ( kew) ,  �9 �9 �9 p(k'~-~w) und deshalb Wurze]a yon Resohrenten 

des ~(n)T(n)t~,  Grades. Aus den Gleichungen (31) folgt aber 2u 

(32) 

~ ( w ) = V o o +  ~, Vc: + ~, Vc:+. . .+ ~_,)~Vc.- , ,  

~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  o . o 

Dabei kann man noch p(w) ,  9(kw),  . . .  rational dutch eine 

einzige WurzelgrSsse, z. B. durch ~ ausdrficken, denn ~C-~ und 

sind cykllsche Functionen yon p (w), 9(kw), p (k~w) , . . .  ta (k~--1 w) 

und deshalb nach Sa~z VI in w I rationale Functionen yon Q ,  g,, und g~. 
Setzt man feraer ffir / ~ 0 , 1 , 2 ,  . . .  a - -  1 

[ ~= i  4~ ;  2(~-~1 ~ ]~ 
(~3) " = ~ c~ ~ - ~ -  c2)  ~ -~) e~,~ O~+e + e  + . . . + e  e~ ~ , 

wobei C~ (r) aus C~ hervorgeht, indem man w mit s7 w verf~useht, so 

ist C~,~ die Warzel einer ResoIvente yore Grade ~(n):t'(n) und man 
2 Z a  

erh'~lt aas den Gleichuugen (33) 

a 7 i 7 -  a~-v q - -  a , 
I .o . -gc~.o+Vc; ,~  +Vc~,~ +---+VcL._~, 

(34) [ _ ~ , ' . "  ,~ i  . ~ , o _ .  (1)__ a , a a ~ , ,  - ~ - , ,  ~, - . ~ ' _ ' q ~  

. . . . . . . . . .  , . o o ~ . . . . . . . .  , 

Aueh hier lassen sieh die vorkommenden WurzelgrSssen rational 
dutch eine einzige ausdr~eken. 

Indem man so for~F's kann man sehliesslieh die Theilwer~he 
der p-Function,  welehe dem reducir~en System angehSren, dureh 
TransformationsgrSssen ausdrficken. Dabei hat man genau ebenso 
viele Wurzelausziehungea nSthig, als Cyklen zu den betreffenden 
TransformationsgrSssen ffihren, und das Product der Wurzelexponenten 

1 ist gleieh ~ - ~  (n). 
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Die AuflSsung der Transformations~eichungen durch algebraische 

Operationen ist mSglich ffir die singul~ren Wer~he yon ~ ' ,  bet denen f~ 

complexe Multiplication stm~.findet. Dann ~cb t  also die vorstehende 
Methode einen Weg an, au~ dem man die Theilwerthe der go-Function 
leicht berechneu kann. 

w  

Einige S~tze fiber die Bildung yon TransformationsgrSsssn. 

Bet der Bildung yon Transformations@~Sssen, wie sie in w 1 durch 
die S~tze I bis VI angegeben ist, kann man noch dadurch eine Modi- 
fication herbeifiihren, dass jede symme~ische Function auch eine 
cyl~lische Function ist. Deshalb kann man den Satz I mit den Si~tzen 
IV und V in der Weise combiniren, dass man z. B. zun~hs~ die 
cyklische Function C yon den GrSssen go(w)~ go(I~w), go(k s w), ... go(kX-lw) 
bildet, dann aber fiir C' eine symmetrische Function yon C, C(1)~ C(~)~ 
. . .  C(~-1) setzt. 

Der Vor~heil, welchen die Benutzung symmetrischer Funciionen 
bietet, l i e~  in dem Umstande, dass man mehrere Schritte auf einmal 
machen kann,  die man bet cyklischen Fanc~ionen hack einander machen 
miisste. Ist z. B. 2xa ~ 9(n), ist also 

q~(n) = 2 v ~ a ,  

so kann man der Zahl s ira Ganzen v verschiedene Werthe s[, s~, �9 �9 �9 s~ 
geben, so dass die Theilwerthe go (k~s~w) s~immtlich yon eiuander ver- 

schieden sind, wenn a die Zahlen 0 his z -- 1, fl die Zahleu 0 his 
6 - ~  1 und ~ die Zahlen 1 his u durchl~ui~. Dadurch werden aber 

I die ~- ~ (~) Gr5ssen go (~w) crsch5pf~. 

Geht nun dutch Vertauschung yon w mit s flw die cyklische Function 

C in C~ ~) iiber, uud bildet man eine symmetrische Function dieser 

~a  GrSssen C(y fl), so ist sie eiue Transformatio~sgrSsse. 
Bisher waxen bei der Bildung der Transformationsgr'Sssen die- 

jenigen Theilwer~he go(lw) der go-Fanction ausgeschlossen, bet denen 
I eineu geme'msamen Theiler mit n hat. Auch diese Beschr~inkung 
kann noch aufgehoben werden, well go(an) eine rationale Function 
yon go(u) ist. Wenn also a der gr5sste gemeinsame Theiler yon 
und n ist, so wird eine cyklische Function der Gr5ssen 

go(aw), go(kaw), go(k~aw),. . .  ~(l~-law) 
auch eine cyldische Function yon 

go(w), go(~w), go(k~w), . . .  go(~- ,w)  
~ t h t m a t i ~ c h e  Annaleu. XXXIL 
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seiu. I)sbd kann s der Umstsnd eintreten, da~ u nicht die 
kleinste Zshl is~, fiir welche 

~_ + a (rood. ~), oder k" - -  • 1 (rood. ~ ) ,  

ist. Wird z. B. schon 

1 (rood. D' 
so ist t ein Factor yon x~ also :r == f t .  Deshalb wird man es in 
Wirklichkeit nur mit einer cyklischen Function der t TheilwerfJae 

~(aw), ~(kaw), . . .  ~ ( ~ ' - '  aw) 
zu thun haben; man kann sie abet doeh noch als eine cyklische 
Function der x GrSssen 

p(aw) ,  ~(kaw) ,  . . .  ~(k~'-law) 

betraehten. Bezeichnet man niimlich mit C(") diejenige cyklische 
Functlon~ welche aus C durch Ver~ausehung vofi aw mi~ k ~ t a w  her- 
vorgeht~ so wird 

1 (C + C(') + C(~ + .  �9  + C(r-1)) C ( ~ C  und C ~ -  

eine cyklisct~ Function tier u GrSssen t~(aw), 9(kaw),  �9 . .  t~(k,'-I aw). 
Beschr~inkt man sich bet dieser Betxachtung auf symmetrische 

FuncCionen, was fiir die spiiteren Untersuchungen ausreicht~ so gilt 
zun~chst der folgende Satz: 

I. :DurchlZiuft 1 alle ga~zzahligen Werthe, welche zu n relaliv 

prim und kleiner sind als ~-d, wo a ein beliebiger Factor yon n ist, 

so kann ma~ jede symmetriache t~rtction X der ~ ~ ~- n~ Theil- 

werthe 9( law)  auch darstellen als eine symmetrische ~'unction der 
1 ~(n) ~ n 1 Theilwerthe ~(lw). 

Bewei s .  Die (rationale) symmetrisehe Function X der n. Theft- 
werthe ~(law)  l~sst sich bekanntlich ats rationale Function der Potenz- 
summen 

3, = 2 ~( law) '  S , =  2 to(law)', Sa_~_ ~ p( law)5 . . . 

darstellen, wobei sich die Summen nur fiber na Werthe yon 1 erstrecken. 
Nun wixd aber 

ist. Deshalb daft man die Summation fiber alle zu n theflerfremden 

Werthe yon 1 erstrecken~ die kleiner sind als n ~ ,  ohne dass sich die 
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Werflle yon $1, St, S s , . . . ,  yon dora Fae~or ~ abgesehen~ ~adern. 
n ,  

Man kann also X aueh als symmetrische Function der ~l Theilwerghe 
~( law)  be~raeh~en und folglieh auch als s~ametrisehe Function der 
n I Theilwerthe ~( lw) ,  weft p(au)  eine rationale Function yon p(u) ist. 

Da bei diesem Satze a ein ganz beliebiger Theiler yon n ist~ so 
ergiebt sieh daraus auch noeh der folgende allgemeinere Satin: 

II. Sind a,b,c,. . ,  bdiebige Factoren yon n und durchlaufen "" 1 , 3 b f l , ,  . . . 

alle zu n theilerfremden Z a h ~ ,  wdche bez. ~ n e r  sind ats ~ 
2 a  ~ 2 b  s 

2--c-' " " "' so kann man eine ragonalv 2"unction do" The~werthe to(l~aw), 

~(l~bw), ~(lr �9 �9 wdche symmetrisch ist in Bezug auf die n~ Theil- 
werthe ~(/,aw), ebenso/n Bezug auf die nb Theilwerthe p (to b w ) , ebenso 
in t~ezug auf die nr Theilwerthe $) (l, cw) ,  u. s. w., als symmetrische 
�9 "unction der n~ Theilwerthe ~(lw) darstellen. 

Dabei darf sich unter den Factoren a ,  b, c , . . .  auch der Factor 1 
befinden. 

Verwendet man bei Bildmag einer Transformationsgriisse nut  Theil- 
wet4he der p-Function yon der Form lo (1,aw), so gehSt4 sie eigenglieh 

zur Transformation veto Grade ~ -  Deshalb wird in diesem Falle die 

Transformationsgleiehung reduc~bel, d. h. sie ist die Potenz einer 
irreduc~7)len Gleichung niedrigeren Grades, so dass dureh eine solche 
TransformationsgrSsse die fibrigen nieht mehr rational darstellbar sind. 

Der Unterschied zwischen den beiden GrSssen 

2;tea-I- 2~"  2~ ~peo+ 2q(o" 
w -~- und - -  ~- 

besteht darin, dass p und q zu einander relativ prim sind, w~rend it 
und /~ noch einen gemeinsamen Factor haben diiffen, der abet zu n 
relativ prim sein muss. Die Allgemeinheit der vorliegenden Unter- 
suchungen erleidet jedoch keine Beschriinkung~ wenn it mad F der- 
selben Bedingung unterworfen werden wie p und q. Deshalb sell 
in dem Folgenden der Kiirze wegen 

(35)  - ~ -  - ~  

gesetzt werden. 

w 
Wi~klich~ Herleitlmg eiaiger ~ra~sformationsgr~ssen. 

Under den TransformationsgrSssen~ bei deren Bildung haupt- 
siichlich symmetrisehe Fancfionen verwendet werden~ mSge an erster 

2* 
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Sidle diejenige genannt werden, welche Herr W e i e r s t r a s s  angegebea 
hat*), a~atieh die GrSsse 

(38) a ,  = + + . . .  + 

wobei n als eine u~gerade Zahl vorausgesetzt wird. Man kann aber 
diesen Ausdruek ohne Wei~eres so umgesfalf~n, (lass er aueh noch fiir 
9erade, Zahlen anwendbar ist, indem man setzt 

f3Sa) ~ -=  2G~ = e(w) + ~(2w) + ~(3w) + - - .  + e((n-- 1)~).**) 

l~aeh Gleiehung (14) wird 

ferner erhiil~ man mit Rtieksieht auf die Gleiehungen (9) fiir 
n~-- 2m -]- l ~ 61-4-1 

~(2,~,) = I - /~ ( ,~ , ) ,  
a : ~ l  a ~-.~-. 1 

und deshalb 

(37) . H  [to'(a w) - -  p (2 a w)] - ~  

Setz6 man also 

(38) 

so ist 

(38 a) 

a ~ l  ~- - -1  

(-- 1) * 

f ~ / 2 / ~ ( a w ) ,  

als symmetrische Function der m Theilwerthe p(aw) eine Trans- 
f ormationsgr 6sse. 

Die GrSsse f~ babe ich schon in meinen frfiheren Abhandlnngen 
fiber Transformation der ellip~ischen Fune~ionen***) benu~t. Auch 
in der folgenden Untersuchung wird dieser Ausdruck eine wichtige 
Rolle spielen. 

*) Vergl. Felix Mfiller, de transfermatione funei~onum elliptiearum. 
Berlin 1867. 

**) I)ie~er Ausdruek ist schon in Gleichung (t3) m. vor. Abh. erkliirt 
worden. 

***) Vergh Journal fiir Mathemalik, Bd. 87, S. 199~216, Bd. 88, S. 205~212 
un~ Bd. 95~ S. 218~231. Math. Annalen, Bd. 26, S. 369~454. 
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Isi n dutch 2 odor durch 3 (oder gar dutch 6) theflbar, so sell 
f2 aueh daun noch dutch die Gleiehung 

deilnirt werden. In diesem Falle ist abet nicht f2, sondern erst eine 
Potenz davon eine Teansfo~magionsffr~sse. 

Entwickel* man f, bez. f2, nach Potenzen yon h = e ~ , so 
findet man (vergl. w 7 m. vet. Abh.), dass flit beliebige Werthe yon 

(4o) r(Gr, o') 
Q(~, u') ~ 

Auf die OrSsse f3 wird man fiir ungerade Werthe yon ~ also 
ffir n ~---2m + 1 aueh auf folgende Weise gefiihrt. Bekannflich ist 

~'(u) = .(u)" = ~(u)' ' (41) 

folglich ist 

~ / V ( . w )  

oder 

H z(2,w) 1 
= ( - -  1)m ~(~o)~ = (-- 1)~ ~(,zw)------r, 

(42) 1 1  ~'(aw) ~ -  ( - -  1) m f-a. 

Daraus folg~ z. B ,  dass fiir n -~- 61 -[- 3 die GrSsse f6 eine Trans. 
formationsgr6sse is~. 

Fiir n ~ 9 ist sogar sehon f3 eine TransformationsgrSsse (vergl. 
w 31 m. vet. Abh.), denn da ist 

�9 6 m  

2 ~  4 ~  eine cy~li~che Function der Grbssen l o ( - ~ ) ,  ~ ( - ~ - ) ,  p(~89~-- ). 

Ein anderes Beispiel far die Benutzung cyklischer Functionen 
und zwat ftir die Benutzung ~m~rfach cyldischer Functionen liefert w 23 
m. vet. hbhandlung. Ist ngmlich n das Quadrar einer ungeraden 
Primzahl a -~- 2b -~- 1 ~- 6Z + 1, und ist g eine primitive Wurze] 
in Bezug auf den Modul n, so ist b die kleinste Zahl, fiir welche 

~g~b ~_ 1 (rood. a),  g~ ~ - -  1 (rood. a),  
(44) / a ~ , , ~  1. (m~. ~), a ~ =  - -  1 (rood. ~). 

Se~zt man jetzt 
g~w = w~ and k = 9., 
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so l~sst+ sich zeigen, dass 

(45) Xo~= P(awa)--~(2awa) a--~_= p(k[J wa) - fa(2kflWa ) 

eine cyklische Function der a Theilwer~he 

wird. Wegen der Congraenzen (44) ist n~tmlich 

~ ( ~ w . )  - - - -  ~(w+), ~(2kow+) - - - -  ~ ( 2 w . ) ,  

~)(kaw,~) ~ 9(aw+,), 9(2kawa)  ~-- 9(2aw,~), 
9 ' ( ~w , )  ~- - -  ff  (wa), ~" (kawa) = - -  fo' (aw~), 

folglich siad 
a - - 1  

[p(aw.) - -  ~a(2aw+,)] H |p(kSw.) - -  p(2kflw.)] 
p = u  

and 
a,--1 

V(aw.) ~-1 ~'(k~w.) 
rationale ]i'unctionea yon ga(w~), die sich gut nich~ iLndera, wenn man 
~(w~) mit ~(kw~) verkauscht. Deshalb ist (naeh Satz IV in ~ 1) x~ 
die Wurzel einer Resolvente vom Grade 

b . 1'(n) ~ ba(a + 1). 
Sehliesslieh wird 

b 

(46) v = I - I  x .  

= 1 7  - ( ~ a w ~  
, = i  V (l~ w,) 

eine symme~risehe 7 also auch eine cyklise.he Function yon xl~ x2~ ... xb 
und deshalb (nach Sa~z V in w 1) die Wurzel einer Resolvente yore 
Grade T(n),  d. h. y is~ eine TransformationsgrSsse. 

Man kana j e s t  noch zeigen, dass y,gleieh f ( ~ - ,  ~ ' ) i s ~ ;  
dean es is~ 

[-~) t~(~w) -- f-~ 

Uebrigens erkennt man olme Weiteres~ dass man das vorstehende 
Beispiel als eins Combination zweier maderen erh~lt; das eine tindet 
man, indem man 
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~ I  

se~t,  und das andere~ wenn 
a ~ l  b 

is~. Dabei bleibl f aueh dann noeh  eine Transformationsgx, Ssse, wenn 
a ke/ne Primzahl is~. (Vergl. m. vor. Abh. w 23 und 24.) 

Voa besonderem In~eresse fiir das Folgende sind auch die Aus- 
driicke, welche die Form 

C48) R = ~-/V(zw) 
haben~ wo l alle zu n theilerfremden Wer~e  durehliiuf~, welehe kleiner 

n sind als ~-. Naeh Satz I i~ w 1 isr dann / t  z sieher eine Trans -  

formationsgrSsse.  Fiigt man jetzt abet noch die Voraussetzung hinzu, 
dass sieh n in zwei Factoren a und b zerlegen l~s~; welehe zu ein- 
ander relativ prim und grSsser ats 2 sind, dann gilt der Satz, class/t 
selbst eine Transformat ionsgrSsse  ist. 

B ewe is. Da a und b relativ prim sind, so giebl es zwei ganze 
Zahlen x und y, ftir welche 
(49) a x  ~ by  -~- 2 

wird. Se~z~ man jetz~ 

so isr 
a x - -  1 m r ,  

b y m r - - 1 ,  a b x y ~ r  z -  l ,  a x ~ r  + t ,  
also 
(50) r 2 ~ 1 (rood. n). 

Die Zahl r isl daher sieher theileffremd zu n; ferner sind aueh 
die Zahlen r q - 1  ~ a x  wad r ~ l - ~ -  b y  kein Vielfadaes yon n i 
denn w~e  

r -J- I ~ -  a x  ~ c n  -~- a b e ,  
so w~re 

a x - -  b y  = b ( a c  - -  y)  -~  2 i 

das is~ abet unmSglieh, weil b grSsser ats 2 vorausgesetz~ ist. Ebens9 
wiirde aus 

r - -  l ~ b y ~ c n ~ a b e  
folgen ~ dass 

a x  - -  b y  ~ a ( x  - -  bc) ~ 2 

w~ire, und das ist gleichfalls nich~ mSglich, well a naeh Voraussetzung 
grSsser als 2 ist~ 
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D a a  and b beide g~Gsser Ms 2 sind, so sind ~(a)und ep(b) beide 
dutch 2 theilbar, folglich ist 

dutch 4 theilbar. Die Anzahl der Fack)ren auf der rechten Seite yon 
Gleichung (48) is~ daher gleich 2v, so class man diese Factoren paar- 
weise ordaen kann, und zwar vereinige man 

~'(lw) mR ~'(lrw). 
Diese beiden GrSssen sind, auch yore Vorzeichen abgesehen, yon 

einander verschieden, weit r ~ 1 nicht dutch n theitbar ist. Es geh~ 
jetzt also Gleichung (48) fiber in- 

(48a) It -~- q- I z ] ~'(Z,w) ~'(l~rw), 

wobei die 4v Zahlen 

modulo n zu den ~0(n)Zahlen l congruent werden, welche kleiner sind 
als n und keinen Factor mi~ n gemeinsam haben. 

Nun ist wegen der Congruenz (50) 

(lw)  '(lrw) =  'qrw) 
eine ratSonale Funclion yon o(lw), deren Werth sich gar nich~ ~ndert, 
wenn man ~(lw) mi~ ~(lrw) vertausch~, d. h. p'(lw) ~'(lrw) ist eine 
cyklische Function yon ~(lw) und ~(lrw) v_nd isl deshalb die Wurzel 
eiaer Resolvente yore Grade 

1 
u ~(~) �9 r (~ )  = ~.  r(n) .  

Da nun J~ eine symmetrisehe Function tier v GrSssen ~o' (l~w) p'(1jw) 
is~, so wird /~ selbst die Wurzel einer Resolven~e yore Grade T(n), 
d. h. ~ ist eine Transformat.ionsgr~sse. 

Die Voraussetzung, welche fiir den Beweis des vorstehenden Sat zes 
erforderlieh war, dass sich n~imlich n in zwei Factoren a und b zer- 
legen t~sst, welche zu einander theilerfremd und grSsser als 2 sfiad, 
ist f'tir die meisten Zahlen efffillt; ausgenommen sind nut die folgenden 
F~lle 

wo a eine ungerade 2rimzahl isr Aber auch in diesen F~llen ist;, 
wie schon oben erw~hnt wurd%/~  slcher eine Transformationsgr5sse. 
Ist z.B. n ~ 2 a  und a~-2b-~-l ,  so wird 

a- -2  

~ - 1  ~ 0  

wo g eine primitive Wurzel modulo n sein soll. 
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Gerade fiir ~ ~ 2a  kaun man aber noch einige andere Trans- 
formationsgrSssen herlei~en~ die sp~br mehrfach benutzt werden sollen. 
Es sei also n ~ 2 a  und a ~ 2  b + l ,  wobei abet a auch ei~e au- 
sammengesetzte Zc, h~ se/n duff,  dann seize man 

o=, .o=, 

Bun is~ abet nach Gleichung (39) 
$ b a--1  

:(~, o,)~ 
f(,z)---~, 

.=1 ~=i f k T ,  m ) 

folglich wird 

(51 a) S ~ f(a)~ f(2)4 �9 
f(n), 

Zum Beweis% dass ~ eine TransformationsgrSsse is~, benu~ze 
man die bekannte Formel 

Daral~s folgr indem man noch eo m i t m  vertausch~, 

(52)  ,o' ( ~  - -  u)  = ~" (~) ~" (~) 

Setz~ man in dieser Formel u ~ - a  ~ so ert~l~ man 

v(~176 ~)~'(~~ .,<.) ~,(_~)2 

folglich wird 

(53) 
b 

~,,(m)b ~' \ - -a - - /  

8 is~ also eine rationale Function yon to(~) und eine symme~isehe 

Function yon den b Theilwer~hen P~--h--)' folglich ist S eine l ' ra~ -  

formationsgr~sse. 



Noeh wichfiger f i r  das Folgende is~-die GrSsse T, welche dureh 

die Gleiehang ., [ ~  ~'~ 
~ t - z - I  ' ~') 

(54) r ~  = +=/--~:~ ~ _ ,  : r  o )  

definir~ werden soil. Es ist n~mlich, wie bekannt, 

~(=1 ~ = w, ~ )  ~.+) + g ( .  - ~r), 

oder mi~ Rticksich~ aaf Gleichung (52) 

r  ++> , (55) 

Nun ist na~h Gleichung (42) 

und wenn man in dieser Gleiehung ~" mit -~- vertauscht, 

b 5 
�9 ~ t~ 

H , ( ~ I  ~ = _  T,~ ' )  + H '"~~176 ~') 

+ ~>~ Q(+, o')=~ 

o ( ~ , o Y  : +  ')~ f+'  

(56) 

Deshalb wird bei passender Wahl des u 

T 3 ~ f(~)= T ~ f(*) 
f (a)  = f(~)~'* ' f (a)  f ( ' 2 )  '~ 

Je~z~ folg~ aber aus G]eiehtmg (55), dass T ~ im~r~r eine Trans- 
formationsgr6sse ist, dena es wird 

b 

o : ,  

eine rationale Fnae~ion yon ~ (~)  und eine symmeLd~ehe ~une~ion 

yon den b Theilwerthen ~o  a -" 

Is~ die Zahl a nieht dureh 3 theilbar~ so is~ sogar schon T sdbst 
dne Trans[ormat~ons9r6sse. Es ist dann n~imlich 
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b 
-!-_1 

b 

(~176176 ~' ~' ~ k - - a  . . . . . .  

folglich wird 

oder 

I lFl" x ~ / 

11 

t" 2 a ~  

P k--a--J - -  ~ L-g - )  

b 
_+1 

f 2 a ~ \  

- I  P t ,--g-) - ~(~) 
H ~ V--d--. 

+ 1 a-----t 

= _}_ f i n ) ~  ~ =  + T2" 

Deshalb ist auch :/,2 eine ~ i o n a l e  Function yon p ( ~ )  and eine 

symmetrische Function der b Theilwerflle ~ (--h--); wenn also a nich~ 

dureh 3 theilbar is~, so sind T a und T 2 TransformationsgrSsse-, 
folglieh aueh 

T~ 

Fassen wit  diese Beispiele zusammen, so haben wi t  folgende Tabdle 
v ~  Trtm~ormationsgr~ssen: 

(58) 2) 

f(n)~ = ~ �9 (~w) f~r ~ = 6~ • 1, 

~ - - |  

f(n)s ~ H ~(ebw)S ffir ~ ~= 61 -{- 3, 

4 

f(9)~ ~ H ~(aw)3 ffir n ~ 9,  
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6t(zt+x) 

4) f ( n l = H v ( a w )  fox n = a  ~ - ( 6 t - 4 - 1 )  ~, 
~-~---1 

5) 

zu n theileffremd und kleiner sind als , wenn sieh 

in zwei ~heilerfremde Fae~oren a trod b zerlegen l~ss~, 
(58) die grSsser~ sind als 2, 

2b 
, [ 2 ~ ' ~  f fa)Zf (2)4  fox  n-~-2a--4b-J-2, 7) S = ~ k - - ~ ) =  f(~), 

f(n) fiir n -~- 2 a  = 2(6/-$- 1), 
8) Y = f(a) f(~)'~ 

9) T s fOx n ~  2 a  ~ 4 b  -J- 2. 

Die Zahl dieser Beispiele wird in den sp~eren Para~aphen noeh 
weseaflieh vermehr~ werden. Aus der Form der vorstehenden Trans- 
formationsgrSssen erkennt man aueh sehon, wie man in analoger Weise 
noeh andere wird bildea kSnnen. Bezeiehne$ man n~anheh mit 

/)i, D2, D3, " ' "  
beliebige Theiler yon n und mi~ 

~ ,  a~, a~, . . .  

positive oder negative ganze Zahlen, so haben die gefundenen Trans- 
formationsgrSssen alle die Form 

(59) x ~ f (DO,~,  f ( D ~ )  ,~, f ( D ~ )  ,~ . . . . .  

Es liegt deshalb die Frage nahe: ,Wie muss man die Exponenf~n 
81 , dz, d3, " " " bes~immen, dami~ x eine TransformationsgrSsse wird ?" 
Die Bean~wortung dieser Frage wird der Gegenseand der folgenden 
Un~ersuehungen sein. 

w  

Transformationsgleiehungen nullter Dimension, oder invariante 
Multiplicatorgleichungen. 

Ist eine Transforma~ionsgrSsse, sie heisse x, gleichzei~ig auch eine 
homogene Function m ~e~ Grades der GrSssen ~(Zw), so kann man da- 
dutch noch eine Vereinfachung herbeiffihren, dass man die Theilwerthe 
p(lw) s~.mmflich dureh 

1 
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dividir&. Dadurch wird die Function x selbd dutch Q'~ dividirt. Setzt 
man jetzt noch, wie das schon in meinen frfiheren Arbeiten ge- 
schehen is~, 
(59) 9~ = Q~72, gs ~-- ql~7'~, x ~-- Q 4 ~ ,  
so erh~ilt man aus der Transformafionsgleiehung 

(60) F ( ~ ,  g, ,  aD ---- 0 

nnmittdbar die Gleiehung 
(60a) ~'(~, 7~, n )  ~- 0, 
in welcher die GrSsse Q nicht mehr vorkommt. 

Ein Beispiel fiir diese Umformung lieferl w 19 m. vor. Abh., wo 
der Uebergang yon der f-Gleichung zur L-Gleichung erkl~t  wurde. 
Die Vereinfachung, welehe man durda diese Umformung erreicht, be- 
steht n~anlieh darin, dass man jetzt 7~ als die einzige unabh~ngige 
Veriinderliche betrachten kann, denn, es ist 277a ~ ~ ~,2 ~ ~ ] ~ wiihrend 
die TransformaCionsgr'Sssc x eine algebraische Function der be/de~ Ver- 
~inderlichen g2 und g~ war. 

Auf der anderen Seite ist es abet wieder stSrend~ dass durch die 
Factoren 

= - - -  2 7 9 2 ,  

welche man zur Erkl.2rung yon ~,~ and 7a notJawendig hat, I~rationali- 
t~ten benut~t werden, so dass ~ ira hllgemeinen niehl mehr eine 
Transformationsgr'6sse is~. Auch die Irrafionalit~t 

m u s s  m a n  z u  vermeiden suchen. 
Dies geschieht, wenn man noch die BeschrKnkung hinzaffig~, dass 

die Zahl m (nKmlich der Grad der HomogenitK0 dutch 6 theilbax ist~ 
dass also m = 6 r l  dann bleibt 

( 6 1 )  f = = 

noch eine TransformationsgrSsse. Die Coefficienten der zugehSrigen 
Transformat~onsgleichung sind erstens rationale Funcfionen yon g2 
und ga, sodann aber auch yon der nullten Dimension, folglieh sind 
die Coefficienten rat/ona2e Funcfionen "yon 

g~ ~ J~ bez. yon 277,,~ ~ ~ ~7 g~ ~ J - -  1. (62) 7~ a ~ g s _ _  27g~Z g,a--27g* ~ 

Auf diese Weise gelangt man zu einer Transformationsgleichung 
nutlter Dimension, welehe eine , invaria~e Mu~t~icato~gL.Schung 
heissen soll. (Verg]. die oben cifirte Abhandkmg yon Herrn We b e r ,  
S. 384). 

Von solchen invarianten Mulfiplieatorgleiehungen wird in dem 
Folgenden ausschliesslich die Rede sein. 
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8eCzt man~ wie es bereits in Gleichung (59) geschehen ist, 

(63) x = f ( D , )  a, f(D~) ~ f(Dg) ~ . . . .  

0( ,o'1 Q(<,o'; 
so wird naeh w 19 m. vor. Abh. 

(64) - -  4m ---~ (/)~ - -  1) a~ -{- (D 2 - -  1) d~ q- (/93 - -  1) a s -k -  �9 -; 
diese Gleiehung enthiilt eine ers~e Bedingung F~ die Exponenten 
$1, ~2, $~, '"  ", und zwar muss naeh der getroffenen Festsetzung die 
Zahl 4m dureh 24 theilbar seth. Aus x er/a~lt man jetzt dureh Multi- 
plication mi~ Q(~, el) - ~  = Q(~, -~-,)-4~ 

(65) ~ ----- ~ q(~, ~,)~ 

Eine solche HiilfsgrSsse ~ soll, wenn sie eine TransformationsgrSsse 
ist, eta ,,Parameter" fiir die Transformation n t~" Grades heissem 
Zwischen J und jedem Parameter ~ besteh~ nach den friiheren SKtzen 
eine invariante Multil~lieatorgleiehung , welehe in Bezug auf ~ yore 
Grade 

= + + + 

ist, wenn ~ wirklieh zum Transformationsgrade 
~ a a b #  c~ '  , - �9 

gehSrt. Jede andere TransformationsgrSsse l~sst sieh dann, wie friiher 
gezeigt wurde, rational dureh ~, g2 und ga darstellen. Ist abet die 
andere Transformationsgr~sse auch ei~ _Parameter~ so ist sie sogar schon 
durch die GrSssen ~ und J rationa~ darstdlbar. 

Zu den Transformationsgr5ssen gehSren aueh die Invaxianten g-~ 
und ga der transformirten Func~ion~ die sieh nach den Angaben in 
w 10 m. vor. Abh. als rationale Functionen yon f(n) ~, g~ und ga dar- 
stellen lassem Deshalb lassen sich ~ und ~ aueh als rationale Fune- 
tionen yon ~ g: und g~ ,darstellen~ wobei ~ ein beliebiger Parameter 
ist. Daraus folg~ dass die absolute ]nvariante 

der ~ansformir~en Function sieh gleichfalls rational dutch ~ and J 
darstellen ls d. h. aueh if-ist  die Wurzel ether Transformatioas- 
gleichung 

(6~) ~ ( ~ ,  J )  = o, 
welche die ,,lnvarian~vngteichung heissen soil. (Vergl. die oben citirte 
Abhandhmg yon Herrn Weber ,  S. 383.) 
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Eige~schaften der Invariantengleichung F( ' f ,  Jr)~ffi 0.*) 

Zu der Invariantengleichung und ihren Eigenschaften kann man 
auch auf folgendem Wege gelangen. Es sei nach den Bezeichnungen 
yon Herrn W e i e r s t r a s s  

(67) ~ **) 
t~0 

dann ist bekanntlich die absolute Invariante J eine eindeuiige Function 
yon v~ welche mit J(~) bezeichnet werden mSge. Diese Function 
~ndert sich gar nicht~ wenn man �9 mit 

(68)  ~ = f + q'~ p-~a-----~ (Pq"--P'q = + 1) 

vertauscht. Die beiden GrSssen ~ und ~ m5gen ~iquivalent heissen, 
and d ~  Zeichen ffir diese Aequivalenz sei 

(69) ~cx)  z. 

Eine Transformation ~to. Grades ffihrt man aus, indem man ~ mit 

(70)  �9 ~ -  n ~  

vertauscht. Dadurch verwandel~ sich die absolute Invariante J oder 

J (z)  in J (~) ,  ein husdruck, welcher der Ktirze wegen aueh mit J be- 
zeichnet werden mSge~ und es gilt der Satz: 

I. Zu jedem Werthe yon J gehSren im Ganzen T(n) yon einander 

verschiedene Werthe van J. 
B e w e i s .  Nach den Gleichungen (68) and (70) ist 

~--{- qv 

Bezeichnet man nun den grSssten gemeinsamen Factor yon n 
und q mit D ,  ist also 
(71) n ~ A Z ) ,  q ~ - ~ D ,  A q ' ~ e ~ ,  

so sind die ganzen Zahlen ~6 and t~ za einander relativ larim, und 
man kann zwei gauze Zahlen a o and yo finden~ fiir welche 

wird. Setz~ man jetzt noch 

*) Dieser Paragraph enth~lt zum Theil Untersuchungen, welche in Rhn- 
licher Weise schon yon den Herren Dedekind (Journal f~r Mat~ematik, Bd. 83), 
Giereter und Hurwi~z (Mathematische Annalen) und H. Weber (Acta mathe- 
matica, Bd. 6) ausgef~ihrt sind. 

~*) Diese Ver~i~derliehe z s nicht zu verweelmeln mit der Function ~(u), 
die in der Einleitung definirt wurde. 
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so ist auch 

and es wird 

(72) C---- np'ao - -  ~ro + A x ( p ' q  - -  pq ' )~= np'ao - -  PYo ~ A x .  

Man kann also die ganze Zahl x immer so bestimmen, dass 

(73) 0 < C < A. 

Setzt man j e s t  

(74) , =  C + / ) ~  
A 

so erhilt man mit Rficksicht auf die vorhergehenden Gleichungen 

Daraus folgt 

(75) S(~) = J (  ~ ' +  ~r ~ j (  c +  D~ ) 
p ~ - ~  , , =  X " 

Um alle verschiedenen Werthe yon J(v-) zu erhalbn, welche dem- 
selden Werthe yon J(z)  entsprechen, geniig~ es daher, ffir z alle 

GrSssen 0 -}- D~ A zu setzen, ffir welchc 

(76) A D = n  and 0 < C < A  

ist. Dabei dfirfen A und D noch einen gemeinsamen Theiler t haben, 
aber C muss zu t relativ prim sein, denn ein Theiler, der den drei 
Zahlen A, C und D gemcinsam ist, wire auch ein Theiler yon 

p - ~ A a - ] - C l ~  und q~-~-l)~. 

Da abet 2 v q ' - - t 0 " f f ~ +  1 ist, so dlirfen p und q keinen gemein- 
samen Factor haben. 

Die yon einander verschiedenen Wer~he yon GA-D~ welche A 
man durch die vorstehenden Angaben erhilt, sollen die ,~-l~e2~r~sen; 
tanten" heissen. Es bleibt nut noch iibrig, i]are Anzahl zu bestimmen. 

Da C nur die Werthe annehmen darf, welche zu t relativ prim 
und kleiner sind als A,  so gehSren zu jedem Werthe yon A 

A 

Werthe yon C; die hnzahl der ~--Repr~sentanf~n ist daher 

r  = A 

wobei sich die Summirung fiber alle Zahlen A ers~reckt, darch wel~he 
n ~eilbar ist (die Zahlen 1 und n eingeschlossen). 
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Sind nun n" u.nd ~r zu einander relativ prim, und ist 

n -~ n'd' ,  ~4 -~ A'I) ' ,  ~d" -~- A"D", 

sind ferner t '  und t" die grSsstmn gemeimmnen Theiler yon A' trod/) ' ,  
bez. yon A" und D% so wird 

(78) v(n)  = ~ ~ ~va" t") T ~ (t) = ~ ~ ~ (r 

- ~  ~(~") = ~(~') v(~"). 

Man hat daher nut nBthig, die Zahl ~p(n) zu bestimmen, wenn n 
die Potenz einer Primzahl a isL Dann wird 

~--i a2 
~(a~ ) = ~  A 

T r  I -{- " ~ - - . a ~ - ' C a - - 1 )  +a~=a~(1-{ - -~) .  

Hieraus folgt~ class ffir 
n _~ a~ bt~ cr . . .  

wird. 
Diese T Werthe yon J ( - ~ ) s i n d ,  so lange der Werth yon 

w,r o  vo  o  o oo.  o.n 

und j ( O ~ + D , ~  k5nnen nur dann einander gleieh sein, wenn 
A~ ] 

O + / ) ~  und 01+D,~  A A, zu einander ~quivalen~ sind, d. h .  wenn es 

vier ganze Zahlen a~ ~, 7~ d giebt~ ffir welche 

Ol+ Dlv A~, + or w Ds~ 
A, - -  a ~ , + o ~ + D r  und a 8 - - ~ 7 = + 1  

ist. Dies ~eb~ nothwendiger Weise 

Da A und A 1 beide positiv sind~ so muss 

a ~ - - - + l ,  d ~ - - + l ,  A , ~ A ,  D I = D ,  C I ~ - A T + C  

sein. Hierbei ist aber 7 sieher gleieh 0, welt C und O 1 beide zwisehen 

0 und A - - 1  liegen sollen. Aus der Gleichheit yon j ( O + ~ )  und 

.4j / 
O r + D , *  ~ O + D ~  

A~ A 
M~thomstisehe Ann~!au~ XXXII. 3 
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Die T verschiedenen u liefern daher, wie zu be- 

weisen war, T verschiedene W e r ~ e  yon J - ~  J ; .  C +AD~ ) ,  welche 

(8o) ~(~), ~(~), . . .  x~(~) 
heissen mSgen, da sie siimmtlich Func~onen yon v sin& 

Bezeichnet man nun m i t ~ ,  fl, 7, ~ vier beliebige ganze Zahlen, 
welche der Bedingmag a #  - -  l~r ~-- n u i genfigen, mad vertauscht man 

mit -~@-r so sind die T GrSssen 

( 8 1 )  g~ ~ ~ + ~ ;,  ~ ~.  + ~ / ,  "" " ~ k - ~ + ~ u  

gleichfalls yon einander verschieden. Da nun aber 

�9 , [ y - t - ~ r \  

PA- q k ~_t- ~ j 

ist, wobei bekanntlich p~q~'-- /%'ql  wieder gleieh 1 wird, so sind die 
T GrSssen (81), abgesehen yon der Reihenfolge, identisch mit den 
T GrSssen (80). Deshalb wird das Produc~ 

2' 

[ 1  ( J -  j~ (~)) 

eine eindeu~ige Function yon v, welche unge~ndert bleibt~ wenn man 

mit ~ -t-#~ vertauscht. Daraus f o l ~  bekanntlich, dass dieses Pro- 

duct eine rationale Function /~ ( J ,  J )  yon J mad J ist, und man er- 
h~lt den Satz: 

II. Die T GrSsson J~ (~), J~(v), . . .  Jz(~) sind die Wur~eln 
einer Gleichung T ~~ Grades 

(82) F ( J ,  J )  = 0, 

deren Coeffic4znten rationale Functionen yon J sin& 
Diese Gleiehung soU wieder die ,,Invariantengleichung" heissen. 

Von ihr gilt der Sa~z: 
Ill. Die InvariantengleieIatng ist i/rreducibel. 
B e w eis. Is~ J (n , )  die Wurzel einer algebraischen Gleichtmg 

(83) G ( g ( ~ ) ,  J(~))  = 0,  

so hat man eine Identifier fiir alle WeriJae yon ~, fiir welche die 
Reihenentwickelungen yon J(v)  und J(nv)  eonver~ren,  d. h. fiir alle 
Werthe yon ~ mit positivem imagin~ren Besk~nd~eil. Dieselbe muss 

auch befriedig4 werden, wenn man ~ mit �9 ~/-t-q'~____! verf~uscht. 
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Da nun abet J ( ~ )  gleich J(v) is~, so is~ J ( n ~ )  eine Wurzel der- 
selben Gleichung (83)~ d. h. die T verschi~lenen Gr5ssen 

J1, J~, " "  J r  

mfissen s~mmtlich Wurzeln der Gleichung (83) sein~ folglich ist die 
Invariantengleiehung irreduc~d. 

Unter den Werthen yon J mSgen die beiden 

besonders hervorgehoben werden i dadurch erh~ilt man aus Gleichung 
(82) die beiden Gleichungen 

(84) F (J(nv),  J(v)) = 0 
und 

Ver~auscht man jetz~ in Gteizhung (84a) die GrSsse �9 mi~ nv, 
so wird 
(85) F ( J ( Q ,  J ( n v ) )  ~-- O. 

Die Gleiehung (84) bleibt daher noch richfig, wenn man J(nv)  mit 
J(v) ,  oder J mi~ J vertauscht. Da abet die Gleichung (82) irredueibel 
ist, so gil~ dies nicht nut ffir J (nv) ,  sondern ffir jedes beliebige 

J ,  und man erh~lt 
F(J-, J )  ~- -~- .F(J,  J ) .  

Hierbei muss aber das obere Zeichen gelten~ well ffir das ~untere 
Zeichen die Gieiehung (82) aueh ffir J ~- J befriedigt werden mfisste, 
was fiir beliebige Werthe yon v nicht mSglieh ist. Dies giebt den Satz: 

IV. I n  Glvichung (82) ist die linke Seite F(J--, J )  eine symmebdsche 

~unction der b d d ~  Jnvarianten J und J.  
Zu jeden~primitiven Periodenpaar gehSr~ ein einziger v--Repr~sen- 

rant, wie vorher gezeigt warde, zu jedem ~--Repr~sentanten geh5ren 
aber unendlich viel~ primitive Pexiodenpaare 

2 p eo -~- 2 Cl ea ', 22"eo --]- 2 q' e~ ". 

Is~ der ~-Repr~sen~ant C-{- D~ gegeben~ so kann man die ganzen A 
Zahlen p, q~ io', ~' z.B. in folgender Weise bestimmem 

Man w~hle die ganze Zaht a so, dass 
(86) .p --~ .4a --{-- C und ~ ~- D 
relativ prim sind; ferner w~hle man die ganzen Zahlen ~' und ~' so, 
dass 
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Setzt man dann 

(87) / ~ = 1 ,  7"~- A a d - -  1, 

so wird in der That 

7+8~" A~aq'--A+Aq'C+Aq'Dv 
a + t ~ d ~  A a +  C + D t : - -  

und 

A 

A(pq'--l)-4-nq%: ~ np" +~q'~ 

w  

Der Rang der Invarian~ngleichung. 

Die Gleichung, welche zwischen J und J besteht~ wirklieh zu 
bilden, ist bis jetzt selbst bei den kleineren Wer~hen yon n unter- 
lassen worden, weiI man sie dutch wesentlich einfachere Gleiehungen 
ersetzen kaan. Wie sehon in der Einleitung hervorgehoben wurde, 
giebt es in dem Rationalit~tsbereiehe (J ,  J )  HfilfsgrSssen ~, welahe 
die Eigensehaft besitzen, dass die Gleichungen 

(1) ~ ( ~ , J ) ~ - 0  und ~ , ( L  J ) = 0 ,  

welche zwisehen ~ and J ,  bez. zwisehen ~ and J bestehen, in Bezug 

auf J and J yon niedrigerem Grade sind als die Invariantengleichung. 
Dieser Grad der Gleiehungen (1) ist eine ffir ~ eharakteristisehe 

Zahl und soll deshalb der ,,Charakter" yon ~ heissen. Is~ ni~mlieh 
irgend eine andere GrSsse des Rationali~tsbereiches (J, ] ) ,  so kann 
man auch eine Gleiehung zwischen ~ und ~ herleiten, deren Grad in 
Bezug auf ~ im Allgemeinen gleich dem Charakter yon ~ ist. Ebenso 
ist der Grad dieser Gleiebung in Bezug auf ~ gleich dem Charak~er 
yon 9. Nut ausnahmsweise kann sieh der Grad dieser Gleichung 
zwisehen ~ und ~ erniedrigen. Dies geschieht z. B., wenn man fiir 

eine rationale Function yon ~ wiihlt.*) 
Ist ~-~-0, so giebt es solehe HiilfsgrSssen ~ mit dem Charal~ter 1, 

d. h. es giebt HiilfsgrSssen ~, dutch welche sieh J und J rational 
darstellen lassen. Ist ~ eine solehe GrSsse, so haben alle tibrigen 
die Form 

a~+b 
c~q-d 

Ist ~ ~ 1, so giebt es tmendlich viele HiilfsgrSssen ~ mit dem 
Oharakter 2. Zwisehen je zweien besteht eine Gleiehtmg, welche in 
Bezug auf jede der beiden GrSssen yore zweiten Grade ist, wenn nicht 

~) Man vergleiche die yon Riemann gegebenen Sa~e aus tier Theorie alex 
Abel'schen Ftmetionen (ges. Wexke, Seite 81 bis 135), 
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etwa die eine linear abh~mgig ist yon der anderen. Deshalb lassen 
sich J und ~ rationa~ darstellen dutch eine solche HfiffsgrSsse ~ und 
dutch die Quadratwurzel aus einer Function dr/tten oder v / e r ~  Grades yon ~. 

Ist 0 ~--2, so gicbt es unendlich viete HiilfsgrSssen ~ mit dem 
Charakf~r 2, die abet s~mmtlich linear yon einander ab]ffingig ,'ind. 
Durch zwei solche Htilfsgr5ssen ~ lassen sigh daher J and ~ nicht 
rational darstellen. Dagegen giebt es ausserdem noch unendlich viele 
HiilfsgrSssen ~/mit dem Chaxakter 3, so dass J und J sigh als rationale 
Fanetionen yon ~ und ~ darstellen lassen. Da nun die Gleichmag 
zwischen ~ and ~ in Bezug auf ~ yore dritte~ and in Bezug auf 
yore zweiten Grade ist, so kann man J und J rational ausdriicken durch 

und durch die Quadratwurzel aus einer Function fiinften oder sechsten 
Grades yon ~. 

Ist 0 > 2 und gerade, so giebt es nach R i e m a n n  (ges. Werke, 
~ 1 

Sei~ 116) ttfilfsgrSssen $ mit dem Charakter ~ ( 0 + 2 ) ;  

isi Q > 2 und ungerade, so giebt es nach R i e m a n n  HiilfsgrSssen 

1 3 rail dem Charakter ~ ( 0 + ) .  

In Ausnahmef'~llen kann der Charakt~r noch niedriger werden. 
So wird z. B. die Invariante~gleichung bei der Transformation 30 t~" 
Grades den Rang 0---~ 3 haben. Der Riemann'schen Angabe ent- 

�9 \ . .  

sprechend miiss~e dann der Charak~er jeder Hiilfsgrosse des Ra~ionalit;4~- 
bereiehes ( J , - ] )  mindestens 3 sein. Es giebt abet in Wirklichkei~ 
sehon HiilfsgrSssen mit dem Charakter 2, die siimmtlich 1/neaz yon 
einander abh~ngig sind i man hat a~so den sogenannten hyperelliptischen 
Fail. Hiilfsgr'6ssen mit dem Charakter 3 giebt es in diesem Falle 
fiberhaupt nicht. Dagegen finder man noch HiilfsgrSssen mit dem 
Charakter 4, so dass sich J und J" rational durch ~ und die Quadrat- 
wurzel aus einer Function siebenten oder achten Grades yon ~ dar- 
st~llen lassen. 

In a~e~ F~Ilen giebt es aber HiilfsgrSssen ~, deren Charakter 

gleich oder kleiner is~ a l s -~ (0+3) .  Indem man also J und ~ als 

rationale Functiqae~ yon zwei solchen HtiffsgrSssen ~ und ~ darstelli, 
kann man die Invarian~engleichung durch die Gleichung zwischen 

und y ersetzen. Dadurch wird eine um so grSssere Vereinfachung 
herbeigefiihr~, je niedriger der Charak~er yon ~ mad y ist. 

Um zu en~scheiden, ob der Charakter einer HiilfsgrSsse mSgliehst 
klein ist, muss man zun~rks~ den /~ng 0 der Invariantengleichung 
besiimmen. 
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Dies kann man verh~iltnissm~sig leieh~ ausfiihren~ weft man die 
singul~ren Werthe yon J ge~au kennk Man weiss n~mlich, wie 
z. B. Herr K l e i n  in seiner oben citir~en Abhmadlung zeigt, dass flit 

J ~-- 0 immer nut  je drei Werthe yon J-  einander gleieh weriten, dass 

ftir J -~-  1 immer nat  je ~we/Werthe  yon J einander gleich werden, 
und class ftir J ~ oo die Verzweigung je nach den Werthen yon n 
eine versehiedenartige ist. Dies sind die ein~ige~ singul~en Werthe 
yon J ,  so class man yon diesen singul~iren Punkten nur  noch die 
Ordntmgsz~hlen, deren Summe s heissen mSge~ adfzusuchen hat. Kenn~ 
man abet die Zahl s, so erh~l~ man aueh die Zahl 0 aus der be- 
kannten Formel 

(88)  2~, = s - -  2 T  + 2 .  

Es sei der Kfirze wegen ~ eine drits Wurzel der Einheit ,  also 

(89) 2 t  -~ --  1 + i ~/3, 

dann wird J ~---0, wenn v mi~ ~ Kquivalent ist. Urn nun zu unter- 

suchen, welehe yon den T GrSssen J ( G + D ~ )  fiir diesen Werth  yon 
A 

v einander gleich werden, heisse D '  der grSss~e gemeinsame Theiler 
yon A und C - / ) ,  es sei also 

(9o) A = I ) ' ~  una c "D~--~9'a, 
wobei /~ und ~ relativ prim sind. Deshalb kann man zwei ganze 
Zahlen % und 70 so bes~immen, dass 

wird. Setz~ man jetzt 

(90a) ~-~-ao+Xf l ,  7 ~ 7 o + Z r  A'--~-Dj$, C ' ~ - ~ - - D a ,  
so wird 

A ' D ' - ~ A D - ~ n ,  a S - - f l T - ~ - +  l ,  
und man kann die ganze Zahl x so bestimmen, class 

0 ~ - - a < / ~ ,  oder O ~ C ' < A ' .  
Deshalb ist 

v " - -  C'+D% 
A" 

aueh einer der T u Dabei folg~ aber aus 

7+8~" A'7+G'#-.]-D'6z --.D + (G--.D)r 
u + r  -~- A'a+C'C+D'6~  -~- Az , 

dass fiir r ~- 
(91) v" r -- D + (C -- D) g e + D g  , 

Ag ~ - - - A - -  ~ v~ 

Ferner sei D"  der grSsste gemeinsame Theiler yon A und C, also 

A ---~ D" #'~ C ~ 1 ) "  ~', 
dann kann man zwei gauze Zahlen %' und 70' so bestimmen, dass 
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,~o'~" - -  C n  = i 

wird. Setz~ mmn jetz~ 

,~" = ,~o' + x y ,  ~,' ~ to' + x,~, . a " =  . a o ' -  ( o -  D)y ,  
O" = ( O - - D ) a '  - -  AT", 

so ist auch a '~ '  - -  ~'7' ~ n t- 1, und man kann die gamze Zahl x so 
besiimmen, dass 

C" ~ (C--.D)ao" -- A ro' -- A" x 

nut einen der Werthe O~ 1, 2 ~ . . .  A"  - -  1 hat. Da nun ausserdem 

A".D" ~ A C  - -  A C  + A D  ~-- A D  -~ n ,  

und die drei Zahlen A", C",  D"  keinen gemeinsamen Factor lmben, 
so wird 

v'" 0"  + D"~ 

gleichfalls einer der T ~-Repriisentanten, und es folga~ aus 

7"+8"E" A"y'-~C"3'-~-D",~'~ _ O--  D--~Ov 
a" -}.. ~ "~-" ~ A-~--~- O" ~" -I- D" ~'v A --~- .A v 

class fiir v ~ 

(92) v" r,J O- -D+O~ O+D~ , AO+~)  ~ - - - X - - -  ~ r .  

t t  

Damit is6 bewiesen, dass f(ir �9 ~ ~ die drei Gr~ssen ~', v ,  r "  einander 
~iquivalen~ werden, so class die drei zugehSrigen Wer~he J(z ' ) ,  J (v")  
und J ( r " )  einander gleich sind. 

Dav '  aus den ~-Reprisen~nten beliebig ausgewghlt war, so werden 

Fat" r -~-- ~ je drei Werflae yon J einaader gleich. Eine Ausnahme find& 
nur dann s~att, wenn die drei ~-Repri~sen~ant~n ~', v" and ~" ffir a/~ 
Werthe yon ~ einander gleich sin& Dies gesehieht, wenn 

(93) A = = A ' - - ~ A " ,  C.-~.C'~--C"~ D - ~ - D ' ~ - D ~  

wenn also nach den Gleichungen (90) und" (90a) 

A ~ D ~ ,  O ~ - - D a ,  C - - D ~ D $ .  

Da abet A,  O und D keinen gemeinsamen Factor haben~ so muss 

D - ~ I ,  A - - ~ - ~ ,  o t - - ~ . C ~  5 - ~ 0 ~ 1  

sein. Daraus folg~ 
aS-- ~7--~--  C ( O - - l )  - -  nT-~ 1, 

oder 
(94) C 2 - -  C-I- I ~_~_ 0 (rood. n), oder (2 C--1)2 --~- - -  3 (rood. 4~).  

Ist ~'---" V +  ~,  trod genfig~ C der Congruenz (94), so werden 

in der Thai  die Gleichungen (93) befriedig~, d. h. die Gr6asen z" and 
v"  werden mit v' iden~isch. 
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Bezeiehnet man also mit e0 die Anzahl der Wexthe yon Cj welche 
der Congruenz (94) gentigen und kleiner sind als n, so bilden die T 

- 1 Werthe yon J ,  welche dem Werthe J ~  0 zugeordnet sind~ - ~ ( T ~ o )  

Cykten zu je drei, wiihrend ~o Werthe yon einander verschieden 
bleiben. 

2 
Deshalb ist J-----O ein singu~grer Werth yon der Ordnung -~ (T--~o). 

Fiir v c~ i wird J ~ 1; um nun zu untersuchen, welehe yon den 

T GrSssen J (  G-b/)v A ) fiir diesen Werth yon v einander gleich wer- 

den, heisse D" der grSsste gemeinsame Theiler yon A und C, es sei also 

(95) ~ A ~ - D ' ~ ,  C - ~ D ' 6 ,  a 0 6 - - ~ 7 0 - ~ - 1 ,  
| a ~ a o - - ~ x f l ,  7~--2o-{--x6,  A '~ .~Df l ,  C ' - - ~ - - D a ,  

dann wird 
ae~ - -  ~7 --~ --~ l ~ A'.D" -.~- A D  --~ n, 

und man kann x so bestimmen, dass 

und deshalb 

Daraus folgt, dass u o' -{- D'~ - -~--- -F anch einer der ~-ReprEsen~n- 
ten is$, und dass 

wixd. Dies giebt fiir ~-~-i  

_ _  --D+Ov 

(96) v" c~ -- D + c i  c + Di , 

A~ 

Die" beiden GrSssen J(v ')  und J(v") werden daher fiir v ~ i einauder 
gleich. Wenn also v' und ~" zwei yon einander verschiedene ~-Repr'~en- 
~nten sind, so sind auch J(v') und J(v") yon einander verschieden 
ausser fiir v-~-i. Die beiden GrSssen v' und d '  kSnnen aber nur 
dann identisch sein, wenn 

(97) A ~ A ' ,  C ~ - C ' ,  D ~ D ' ,  

wenn also nach den Gleichungen (95) 

A ~ - / ) ~ ,  C - - ~ D ~ - - D a .  

Da abet die drei GrSssen A, C und 1) keinen gemeinsamen Thefler 
haben diiffen, so wird 

D ~ - - 1 ,  A--~3.----n , C ~ e $ ~ - - - a ,  



also 

(98) 
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C 2 ___ - -  1 (rood.  ~). 
]st ~ ' ~  C +  �9 una geniigt C der Congruenz (98), so werden 

in der That die Gleichungen (97) befriedig~ d. h. die Gr'6ssen ~' und 
z" sind identisch. 

Bezeichnet man also mis e~ die Anzahl der Werthe yon C, welehe der 
Congruenz (98) geniigen und kleiner sind als ~, so bilden die T Werthe 

yon J~ welehe dem Wer~e  J ------- 1 zugeordnet sind~ ~ (T- -  e,) Cylden 

zu je zwei, w~hrend ~ Werthe yon einander verschieden bleiben. 
1 

DesI~alb ist J =  1 e~  sing~diirer Werth yon do" Ordnung :$( T - -  ~,). 

Bei jeder UmkTeisung des Punktes J-~- oo w~chst die Veriinder- 
l iche �9  um 1; bei ~ Umkreisungen geh~ also 

~" ~_ c+9__t 
A 

fiber in 

A 

Ist t-wieder der grDsste gemeinsame Theiler yon A und D,  is~ also 
A ~-- a t ,  D ~-- dt ,  

so wird erst f'tir ~ ~--- a die GrSsse z" ~-- ~:' 3 c d mit~ z' ~luivalent. Man 
erlgilt also an dieser 8telle~ wenn man yon dem Repr~entanten z' 

A Repr~sentan~en, die fiir J'~-~x~ ausgeht~ einen Cyklus yon a ~ -{- 

denselben Werth yon J liefern. 
Jedem Nenner A entsprechen zun~ichst A ~(t)Werthe yon C, die 

A biiden. Deshalb ist der Werth J ~  also ep(t) solche Cyklen zu je 7- 

ei~ singu~rer Werth yon der Ordnung 

Damit sind alle singul~en Werthe yon J ersehSpft, so dass die An- 
zahl der singul~ren Pankte mit Riicksicht aaf ihre 0rdnungszahl gleich 

s = (r- r- 

(leo) '~ ~ ~ - z~(t) 
-----6 T--T ~o-- T~, 

ist. Deshalb finder man aus Gleichung (88) 

Diese wich~ige Formel hat schon Herr G i e r s t e r  in seiner Notiz fiber 



Modularglelchungen bei zusammengesetztem Transformationsgrade (Math. 
Annalen, Bd. 14, S. 537--544) gegebem Die Andeutungen tiber ihre 
AbIei~ung siud abet so knapp,  dass eine ausffi.'hrliche Darstellung nicht 
fiberflfissig erschien. 

w  

Tabello. 
Da bei den Anwendungen, welche in den sp~iteren Abschnitten 

folgen sollen, der Rang 0 flit eine grSssere Reihe yon Werthen der 
Zahl n gebraucht wird, so war es nothwendig, aus der Formel (101) 
eine Tabelle ffir q herzus~ellen, we/ehe die wei~er an~en bebande]~en 
Fiitle umfasst, und welehe hier folgen mSge: 

n i Bedingungen. 0 

12v -~- 1 

12v  -}- 5 

12v  -{- 7 

12v  --~ 11 

(12v  -{- 1) 2 

(12v  -}- 5) 2 

(12v  + 7) 2 

(12v-}- 11) ~ 

4 ~ 

2 �9 4 ~ 

2(4c-{-1) 

4~ (2b+1)  

2.4"(2b+1) 

3(6z+1) 
9 a  

1 2 v - ~  1 ist eine Primzahl 

' 12v -} -5  ,, ,~ ,, 

1 2 v + 7  ,, ,, ,, 

12v-{- 11 ,, . . . .  

12v-}-I  ,, ,, ,, 

12 v.-~ 7 ,, ,, 

12v--~11 ,, ,, ~, 

r > l  

r > O  

4c-4=_1 ,, ,, ,, 

2b-I- 1 ,, ,, ,, , r > O 

2b- I -1  ,, ,, ,, , r ~ O 

6Z__~l ,, ,, ,, 

v - - 1  

v 

v - } - i  

12~: - -  3 v  - -  1 

12v 2 ..~ 5 v  

12v  2 ~ 9 v  --{- 1 

12v  ~- --}- 17v + 6 

2 . 4  ~-~ ~ 1 - -  3 �9 2 ~-2 

4 �9 4 "-e -{- 1 ~ 4 �9 2 ~-~ 

c - - 1  

4~-~ (b + 1 ) +  I - - 3 . 2  ~-~ 

!2.4r-*(b-}-l)-}.-1--4.2~'-* 

2 1 - - 1  

a ~ 2  

Insbesondere finder man ffir die Zahlen 1 bis 61 folgende Tabelle 

m 

$o 

0 

I 

0 

0 

1 2 

0 2 

0 3 

2 
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n ~o 

6 0 

7 2 

8 0 

9 0 

10 0 

11 0 

12 0 

13 2 

14 0 

15 0 

16 
17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 
24 

25 

26 
27 

28 

29 

30 
31 

32 
33 
34 

35 
36 

37 
38 
39 

4O 

, ~ 2 ~ ( t )  

0 4 

0 2 

0 4 

0 4 

2 4 

0 2 

0 6 

2 2 

0 4 

0 4 

0 0 6 

0 2 2 

0 0 8 

2 0 2 

0 0 6 

2 0 4 

0 0 4 

0 0 2 

0 0 8 

0 2 6 

0 2 4 

0 0 6 

0 0 6 

6 2 2 
0 0 8 

2 0 2 

0 0 8 

0 0 4 

0 2 4 

0 0 4 

0 (3 1~ 

2 2 s 
0 0 4 

2 0 4 

0 "0 8 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

1 

0 

2 

1 

2 

2 

3 
2 

1 

3 

3 

3 

1 

2 

4 

3 

3 



~t 

41 

42 
43 

44 
45 

46 
47 

48 

49 
50 
51 

52 

53 
54 

55 
56 

57 
58 

59 
60 
61 

L. K~psaT. 

0 2 2 

0 0 8 

2 0 2 

0 0 6 

0 0 8 

0 0 4 

0 0 2 

0 0 12 

2 0 8 

0 2 12 

0 0 4 

0 0 6 
0 2 2 

0 0 12 
0 0 4 

0 0 8 
2 0 4 
0 2 4 
0 0 2 

0 0 1.2 
2 2 2 

3 

5 

3 
4 

3 

5 
4 

3 

1 

2 

5 

5 
4 

4 

5 

5 
5 

6 
5 

7 
4 

1I. Abschnit& 

Eigensehaften der  Parameter .  

w  

Bildung yon Parametern. 

Nach den Ausftihrungen der beiden vorhergehenden Paragraphen 
kommt es darauf an, Hfilfsgr5ssen ~ zu bilden, welche dem Rationali~ts- 

bereiche (J ,  J--) angehSren und einen mSglichst niedrigen Charakter 
besitzen. 

Auf rein algebraischem Wege wiirde die LSsung dieser Aufgabe 
schon deshalb grosse Schwierigkeiten bieten, well die Invarianten- 

gleichung, d. i. die Gleichung zwischen J und J ,  selbst gar nicht 
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bekann~ is~. Dagegen gelangt man dutch Anwendung der schon friiher 
(w 5, Gleiehung (65)) erkl~r~en Produc~e 

(102) ~ -~1  I \ Q-~,~3 ] -~ L(D~)~'L(D~)r 

welche der Kiirze wegen ,,L-~roducte" genannt werden sollen, zum 
Ziele. Dabei waren D1, D.z, D z , . . .  beliebige Theiler yon n, mad die 
Exponenten d~, ~ ,  ~ , . . .  waren positive oder negative gauze Zahleu. 
Sind diese Exponenten so besfdmmt, dass ~ eine TransformatlonsgrSsse 
wird, so wurde ~ ein _Parameter genannt~ weil dann ~ dem Rafionalit~t~- 
bereiche (J,  ~ angehSrt. 

Dies folgt schon aus Satz III in w 1 (Seite 10), naeh welehem 
die TransformationsgrSsse ~ dureh g~, ga und die TransformationsgrSsse 
J ~'atio~al darstetlbar ist. In dem vorliegenden FaUe ist aber ~ yon 
der nultten Dimension, fo]glieh kommen g~ und ga nur in der Ver- 
bindtmg 

g3 ~ J 
g z  ~ - -  2 7 g a  2 

und 

27g~2 ~ J - l 

vor, d. h. ~ ist eine rationale Function yon J t~nd J .  
Es ist also zunJ4ehst die Frage, wie man die Exponenten ~t,~2, ~3~-.. 

bestimmen muss, damit ~ wirklieh ein Parameter wird. 
Die Antwort auf diese Frage finder man entweder auf dem Wege, 

der hei der Bildung der TrunsformationsgrSssen eingesehlagen wurde, 
indem man 

(103) x = f(D,)a, f(/).~)~, f (D3)~.... 

rational dutch die Theilwerthe der io-Fmaetion auszudriieken versueht. 
Man kann abet auch den Umstaud benutzen, dass jeder Parameter 
als rationale Function yon J ~-J (v)  " mad J ~ J(n~) darstellbax ist. 
Nun ~ndert sieh J(v) gar nicht, wenn man �9 rail der ~quivalenten 

GrSsse ~o'q- q'~ vertauscht. Io q- q~ 
Die nothwendige und hinreiehende Bediugmag~ dass bei dieser 

Vertausehung aueh die absolute I.uvariaate J(nv) der transformirten 
elliptischen Function ungeiindert bleib~, ist bekamatlieh 

~ /~0(mod.  n) oder q-~-nr. 

Jede eindeutige, analy~sche Function ~ der GrSsse ~, welehe bet der 

Veriausehmag yon v mi~ .P" q- q'~ gleiehfal]~ unge~inder~ bleibt, und 
t~-{-nrv 
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ats Function yon J fiberall algebraischen Charakt~r hat, ist eine 
rationale Function yon J und J .  Dabei ist natiirlich 
(lo4) ~ d  --/a'n~ = + 1. 
Vertauseht man nun das primitive Periodenpaar 2ca, 2co" mit dem 
~quivalenten 
(105) 2"~ ~ 2peo -[- 2nres 2"~" ~ 2f f  e~ + 2q'e#~ 

so verwandelt sieh 

\~,  ~, O(~, o), 

(p,, ~ r )  eine 24 t~ Wurzet der Einhei~ ist, welehe in w 11--15 wobei O k/a, 

m. vor. A.bh. bestimmt worden ist. Bezeichnet man -~ mit A, so geht 
bet derselben u der Perioden 

Q (-~, re') in Q ( ~ ,  ~')~---O (DP~ ', AqX) Q ( ~ ,  co') 

fiber. Deshalb verwandelt sieh bet dieser Vertausehung 

(lo6) L(1)) m q \ ~ p ,  ~p, 

SeCzt man also 

A i D  1 --~ A2D~ ~- A.aD, . . . . .  A D  -~ n,  

so verwandelt sich ~ bet dieser Verfauschung der Perioden in sich 
selbst, multiplicir~ mit dem Factor 

(,o7) o(G. 

Da ~ als Function yon J nirgendwo eine wesentlich singuli~re Stelle 
hat, so heisst die nothwendige and hinreichende Bedingung dafiir, dass 

ein Parameter ist: 1)er Factor (107) muss immer gleich 1 seth, 
wenn man fiir die ganzen Zahlen p,  r~ ff~ q" atZe mSglichen Werth- 
systeme einsetzt, welche der Gleichung (104) geniigen. 

Ist z. B. 
p = l ,  r ~ - O ,  i0'-~-1, q ' = l ,  

so wird nach Gleichung (134) m. vet. Abh. 
~97ti 

folglieh ist in diesem Falle der Factor (107) gleich 

el ~ [( ,-1)~+(1)~- 1)~.~+(2h--x)d~+...l 

und wird nut dann gleich I, wean 



Zur Transformation der elliptischen Functionen. 

z ( D -  1)t 
(lO8) = (D, --1)a~ + ( D ~ -  l ) ~  + CD~- 1)a~ +. . .  ~ o  (rood. 24). 

Diese Bedingung7 der die Exponenten dl, 8~7 ~aT.- �9 geniigen mfis~en~ 
ist iibrigens schon in Gleichung (64) ausgesprochen worden, als man 
verlangte, dass die Zahl m durch 6 theilbar ist. 

Eine zweite Bedingungsgleiehtmg findet man, indem man 

2o=1~  ~ ' = 1 ,  i f = 0 ,  q ' ~ - I  

setzt. Dana wird 
A ~ g  

0 07 ~ e  7 

folglich ist bier der Factor (107) gleieh 

und wird nur dan~ gleieh 1, wenn 

( n - - A , ) 8 ,  q- (n--A~)5~ -1- (n--Aa)8a -F " " ~ 0 (rood. 24)7 

oder 

(109) (/), -- 1)A, 8, -F (/)~-- 1)A~:  q- (Da-- 1)Aa(~a q-. . .  ~0(mod.24). 

Diese Bedingangen (108) und (109) sind nothwendig; sie sind aber 
auch, wie sogleich gezeig~ werden soil, hinreichend, wenn die Ex- 
ponenten 51 , d2, $3, �9 �9 - s~mmtlich gerade und aueh n gerade ist. 

Sind die Exponen~n d~7 82,837 . . .  siimmflieh gerade 7 aber n 
ungerade, so tritt noch eine drit~e Bedingung hinzu. 

Die Untersuehung wird n~alich wesenflich einfacher, wenn mau 
sich auf den Fall beschr~kt, wo die Exponenten 81, 5~, d3~.. ,  lauter 
gerade Zahlen ~ sind, weil man es dann nur mit 12 t~176 Wurzeln der Einheit 
zu thun hat, welche sich vie] leichter bestimmen lassen als die 24 t~ 
Wurzeln der Einheit ~. Nach den Angaben yon Herrn Hurwitz 
(Grundlagen einer independent~n Theorie der Modulfanct3onen u. s. W.7 
Math. Annalen, Bd. 187 S. 528) wird n~nlich 

ro, ] T 
e e7 d} =Lc,  ----e 7 

wobei 
(110) ~ =  (l__c~)[bd_l_3(c_ l)d-J-c-.~3] .-~ c(a+a--3). 
Deshalb verwandel~ sieh L(D) ~ bei der Vertansehung des primi~iven 
Periodenpaares 2e97 2ca' mit 2~ ,  2~a-" in 

L(Dye 
wobei 
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( 1 - - D 2 p ) [ A r q  -{-3q (D~ --1)  -{-Dp'-i-3]+ Dp' (p-}-q ' - -3) ,  
.E"~- (1 _ # 2 )  [nrq' -{-3q'(p' - -  1) -}- to' + 3]-{- p '(p -[- q' - -  3). 

Daraus folg~ 

, ~ , _  E , , = ( D _  1)[_nCp'~q'--p'~(3q'+ I )+3#~ (~'-- x) 
+ p ' ( ~ + 4 q ' - 2 ) ]  

(111)  --~q'A(D-- 1) + ~p'~[q ' -- 1 - - # ( 3 ( +  1)] 9 ( D - -  1) 
- - #  ~ (~ q' + 1) 9 ( 9 - -  1) (D -- ~). 

Damit~ ~ ein Parameter is~, muss 
(112) l ( g ' - - / ~ " ) ~  ~--- 0 (rood. 24) 
sein. Nun is~ abet nach den Congruenzen (108) und (109) noth- 
wendiger Weise 
(108 a) 2:(1) --  1) ~ ~- 24a, 
(109a) I ( D - - 1 ) A ~  ~ -  24b, 

wo a und b beliebige ganze Zahlen sind, .folglich reducirt sich die 
Bedingung (112) auf 

(112a) ~ 3 # 2 [ ( q ' - l ) ( p ' + l ) - 4 # q ' i ~ l ) ( D - 1 ) ' ~  
( -p '3 (3q"  ~ I ) I D ( D - - 1 ) ( D - - 2 ) #  ~ 0 (rood. 24). 

Dabei ist - -  12p'sq'D(D - 1)d sicher dutch 24 theilbar; is~ p' gerade, 
so ist schon 3p'~(q ' -  1) dutch 24 theilbar, and istp' ungerade, so ist 
3(p'-{-1)3)(D--1)~ dutch 24 theilbar. Die Congruenz ( l l2a)  reducirl 
sich also welter auf 
(112b) .p 's(3g-[-1)2?,D(D--1)(D--2)~ ~--- 0 (rood. 24). 

Ist n e i n e  gerade Zahl, so wird aueh q ~- n r  gerade, also q" un- 
gerade; deshalb muss in diesem Falle 

3q' -~  1 dutch 2, / ) ( / ) - - 1 ) ( / ) - - 2 )  durch 6 und d dareh 2 
theilbar sein, so class die Congruenz (112b) ganz yon selbst befriedig~ 
wird. Ist aber n eine ungerade ZahI, so kann man ~/" so w~hlen~ class 
10'z(3q ' -~- 1) die Faetoren 2 uad 3 nieht enthiilt, dann tritt also noch 
die Bedingung 
(UZ) I D ( D - - 1 )  (D--2)  a __= 0 (mud. 24) 
hinzu. Dadureh erhiilt man also den folgenden Satz: 

I. Die Hiilfsgr6sse 
~ -  L(D~) ~, L(D~) ~, L ( D J , . . .  

ist ein 1)arameter, wenn die Ex2onenten 6~ 6~, ~ ,  . . .  siimmtlich gerade 
Zalden sind, und wenn 

1) I ( D - -  1) # ---~ 24a, 
2) ~ ; ( / ) -  1)A~ = 24b, 
~) Z g ( D - -  1) (9- -2)  ~ = 24c. 
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Die  letate Bedingung komm~ noch in Wegfa~,  wean n eine gerade 
Zahl  ist. 

II.  S ind  die ~4~onenten dr,  8~, ~3, . �9 �9 za~m Theil ungera& Zahlen, 
so kann ~ n u t  dax~  ein _Parameter sein, wean auch bier die beht~a 
erstea B edingungen , dass n~m~ich Z ( D - - 1 ) 8  und 2~(D--1)A8 dzar ch 
24 theilbar sind~ erfi~llt werden. Di~se t~edingu~gea sind ~wthweadig~ 
abet noch nicht hinreichead, wie sich aus den spiiter folgenden Bei- 
spielen ergiebt. 

w lO. 

Definition und Bsreclmung des Charakters, welchBn ein Parameter 
besitzt. 

Ist ~ ein Parameter~ d. h. ist ~ eine rationale Function yon ,T und 
J ,  so besteht zwischen ~ und J eine Gleichung, welche in w 5 eine 
,invariante Multiptieatorgleichung" genannt wurde. Der "Grad dieser 
Gleiehung in Bezug auf J wurde der CharaCter des Parameters 
genaau~ und mSge re.it ch bezeichnet werden. Es besteht n~mlieh 
zwisehen ~ und jeder anderen Gr5sse y des Rationali~shereiches 
(J ,  J )  eine Gleiehung, welehe in Bezug auf ~ wieder den Grad ch 
besitzt, wie aus bekannten algebr~ischen Sii~zen hervorgeht. 

Um nun den Wer~h yon ch fiir einen Parameter ~ zu bereehnen, 
entwickele man die T(n )  versehiedenen Werthe yon ~ nach Potenzen yon 

eoP~i 
r 

h ~ - e  

Dies gesehieht, indem man die Entwickelung fiir die einzelnen Faetoren 
yon ~ vornimmt~ Se~t man zu diesem Zwecke wieder~ wie in den 
Ghichungen (86), 

2 ~ A a 2 r C  und q ~ - - D ,  

wo a so gewi~hlt ist, dass la und q rela~iv prim sind, so entsprieht 

das primitive Periodenpaar 
2 ~  ~ 2p~o -{- 2qoa', 2 ~ '  ~ 2p" o~ 2r- 2~l'~o" 

c +  D~ Je~zt sei t~ der grSsste n a c h w  6 dem u Repriisentanten - A 

gemeinsame Theiler yon D mad D~, es sei also 

(114) q ~- D ~-  t~v, D~ --~ t,v~, 

wobei v und v~ relativ prim sind. Deshalb gieb~ es zwei ganze Zahlen 

d und x~ ffir welehe 
(115) dr ,  ~ ~ -{- x v  

wird. Nach diesen Bestimmungen seize man 

(116) a - ~  v~q', b ~-  - -  v ,  c --~ ~ p't~ - -  xq' ,  
4 

Mathomati~aha A~ualaa.  ~ x ' ~ I L  
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d ~ n  wird 
a d -  bc --~ Jr" 1, 

017) ~ ~ + b ~  = --t,' c ~  + d ~ ' =  ~ + --,,. 

fotgliah wird 

(~ (118) Q ~~' t,,v,, = 0 c, 

Bezeichnet man also die Gr5sse~ welche aus h durch Ver~auschung 

~o - -x~ co hervorgeht, mi~ h,,~ so ist yon eo~ e~" mit ~ ,  t.v. -{--~ 

x ~ i  t~ 

(119) h,-----e " h " .  
i 1 

nun die En~wiekelung yon Q (a ~ ~') mi~ (-~)-~ h i~ beginnt, so Da 

o( ~ ) is~ das ers~e Glied in der En~wickelung yon ~ ~ ~r' ~ wenn man 

mit J~  eine Constante bezeichnet~ aaf deren W e r ~  es bier gar nicht 
ankommt 

t~ t ~  1 

Ist z. B. 
D r ~ l ,  also t ~ l ,  A ~ n ,  

so wird das erste Glied in der En~wickelung yon Q(~', ~ ' )  
1 1 1 

wie zu erwarten war. Die Enimickelung yon 

(~ 0 ~--;-, 
L(D,) = Q(~, ~.) 

f~ngt also mit 
1 4 

(121) K~'h ~" (~ t~-")  ~-- ~ ' h  ~" ( t~ -  ~)  

an~ wo K_~' wieder eine unwesenfliche ConstanCe isL 

Die Entwickelung des Parameters ~, oder genauer yon ~ ( ~ ) ,  

beginnt daher, abgesehen yon einem eonstanten Factor, mi~ 
l 

Dagegen beginnt die Entwickelung von J nach s~eigenden Po~enzen 

yon h mi~ 1 Nimmt man nun noch hinzu~ dass ~ wegen der 1728h ~ 
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Producklarstetlung der L nar an solchen S~ellen Null oder uaendlich 
werden kann, an denen J ~  oo ist, so finder man nach boka- . ten 
Sgtzen der Algebra da~ folgende Resultat: 

Der  Aus~ru& 

werde, wean er positix ist, mit P,  und wean er nega~iv ist, mit N be- 
~eichnet, dann wird 

(123) 2~P = - -  2~N~-- 24~-  &,  
wobei die Summatio~ iiber alle +-t~ew~sentanten zu ers trec~ ist. 

Diese Summalion kama man schritlweise ausfiihren, indem man 
zunRchst alle ~-Repr~sentanten berficksichtSg~, bei denen D mid des- 
halb aueh A denselben Werth ha~. Die Anzahl dieser ~-Repr~isenLa~hm 

ist nach den Auseinandersetzungen in w 6 gleieh a T ~p(t) und wenle 

mit (2t) bezeiehnet, so class also 

A ~ (t) ---- (A).  t 

Dabei ist t der grSsste gemeinsame Theiler yon A mid D. Fflr alle 
diese u hat niimlich S ( n , / ) )  denselben Werth, "so dass 
man nur die Werflae der Producte (A) S (n~ / ) )  fOr aUe Theiler D zu 
uniersuehen hat, die in n enthal~n sin& 

Setz~ man noeh 
(124) CA.) 5' (n, D, )  = (A.) [.,4, *, (t,2 _ D~) + A 2 e., ( t / - -D~)  

+ A 3 ~ 3 ( t / - -  D D + - - . ] = 2 4 n L ,  

so Mrd nach bekann~n Sii~zen der Algebra k. eine ganze positive oder (c+D,,\ 
negative Zahl~ weil die (A.) zu D.  gehSrlgen We~he yon ,~ t k - - ~ - - )  

einen Cyklus bilden und for h = 0 (5ez. for J =  co) einander gleieh 
werden. Bezeichnet man also die positiven Werthe yon k. mit k~ und 
die negativen mit k . ,  so geht Gleiehung (123) fiber in 

(125) ~ _~_ - -  ~k,+ = eh, 
wo die Summation jetzt nut noek fiber alle Thefler D,  yon ~ zu 
erstrecken isk 

Ist  ~ die Anzahl aller Theiler yon n, so bfldet man die/~ Glei- 
chmigen 
(126) (A.)S(~.  D.) ~ 24~7~. 

Dadurch erhifl~ man z. B. ffir D O ~ 1, (Ao) --~ A o = n 
(126a) A, t ,  (1 - -1) , )  + Az~(~- -D=)  + A ~ , ~ ( 1 -  .D3)+ . . . .  24~,~; 

mad far 
D~-1 ---- n ,  (A~-I) ---- A~_~ ---- 1 

erhiilt man 
(1265) ( D t - - 1 ) ~  ~ + ( D ~ - - I ) ~  + ( D ~ - - I ) ~  + . . . .  24k~-,. 

4" 
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Dies giebt naeh den Gleichungen (108a) und (109a) 

( 1 2 7 )  ~o = - ~, ~,,-~ = a .  

Aus Gleichung (125) folg~ auch noeh, &ass yon den St Gleichungen 
(126) die eine schon aus den iibrigen / t -  1 Gleichungen folgt. 

Bisher waren die Exponenten 81, 8~, 8 a , . . .  als gegeben betraeh~et, 
man kann jetzt abet auch die ganzen Zahlen k~ uls gegeben ansehen 
und aus den Gleichungen (126) die St - -  1 GrSssen 

#,, G, G,-" �9 G-1 
bereehnen. Gdingt es nun, die g - -  1 ganze~ Zahlen ko, k , , . . ,  k+,_~ 
SO a~uw~hlen, dass auch die Gr~ssen #i, ~ ,  e ~ , . . .  ~ - i  gan~e 
Zah~n werden, welche dutch 2 the~Tbar sind, so ist ~ fiir gerade Werthe 
yon n sicher ein _Parameter; fib, ungerade Werthe vo~ n tritt noch die 
~edingung 

2 ~ D ( D ~ I )  (D- -2 )d  -~- 24c 
hinzu. 

Bei den Anwendtmgen wird man fibrigens auch diejenigen Werth- 
systeme der d beriicksiehfigen, bei denen sie r ungerade Werthe 
haben. Allerdings muss man dan~ erst untersuehen, ob ~ ein Para- 
meter ist. 

Unter den Werthen yon k o , k~, k s, k3, . . .  k~,_~ welche g~anzzahlige 
Werthe yon t~, e~, ~ , . . .  liefern, sind diejenigen besonelers zu beaeh~en, 
fiir welehe sieh ein m5glichst kleiner Werth yon ch ergiebt. 

w 11. 

Coml}lementire Parameter. 

Ver~uscht man eo mi t -~ ,  so geht J in j und 

/ l  

iiber. Es is~ die Frage, ob auch ~ ein Parameter is~. Se~zt man z. B. 

und beachte~ man die wichtige Formel 

Q(-~,. ~" _ (1~8) o 

so wird 

o ( o , - D  :7-;- : v  o(+, o) *" o(+, oy 
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Dami~ ~ ein Parameter wird, mfissen zuerst zwei Bedingungen be- 
friedig~ werden, welehe den Gleichungen (108a) und (109a).~ n~mlich 
den Gleichungen 

2 ~ ( D ~ l ) 8  = 24a und 2~(D--1)A~ = 24b 
entslarechen , Qnd welche bier die Form 

~[(A --  1)~--  (n - -  1) ~2 = -- X , ( A D - - A ) ~ - - ~ ( D - -  1)AS~--24a" 

und 

X[(A--1)D8 -- ( n - - l ) 8 ]  = - -  Z ( D - - 1 ) 8  = 24b" 
annehmen. Diese Bedingungen sind aber sieher erffillt, dean es wird, 
wie man ohne Weiteres erkennt, 

a ' ~ - - - - b  und b ' = - - a ,  
wobei a und b gauze Zahlen sind, weil naeh Voraussetzung ~ ein 

Parameter ist. Es wird daher aueh ~ ein Parameter, wenn die Ex- 
ponenten ~1~ ~2, ~3~ �9 �9 �9 s~mmtlieh 9eradv sind, und wenn aueh ~ eine 
gerade Zahl isk 

Ist dagegen n ungerade, so tritt noch die Bedingang 

S = z[(Aa--~ - a(A~--n ~) + ~(A--n)] ~ ---- o (too d. 24) 
hinzu. Aueh diese Bedingung wird erfiillt, denn naeh Vorausse~ung 
is~ ~ ein Parameter, es ist also 

22,(Da__aD~+2D)~=X[(Da~l)--3(D~---1)+2(D--1)l ~ 0  (mod.2~), 

folglieh ist 

S =  2~[A3(1--Da)~3A"(1--D~)q-2A(1--D)] ~ 
_~ X[(A~I)(1)3--1)--a(A~---I)(D2--1)-k 2(A--I)(1)--I)]  ~. 

Da ~ ungerade ist, so mtissen aueh A und D ungerade sein, also 
A = 2 B q- 1, D ~-- 2 B  q- 1, folglieh wird 

A 2 - 1 = 4 B ( B q - 1 )  and D 2 - 1 - ~ 4 E ( / ~ - { - 1 ) -  

Dies giebt 

,S' _~ - -  Z'[(A a -  1 ) ( 0 ' - -  1)~ 8 
= -- X[(SBa-{- 12~-{-6:B) (8~-~q-12E2q-6E)nLS-BE] ~ 

~_ 4BF, X(16B2Ezq-2)8 
_ 4 B ~ ( B 2 E  a -  1)8 ~ 0 (rood. 24). 

Es mSge noeh ein zweiter Beweis hinzugefiig~ werden, der auch 
den Fall umfasst, we die EXlaOnenten $ {heilweise ungerade sind. 

Da ~ ein Parameier ist, so ist ~ darsiellbar als rationale FuneAaon 

yon J und J-. Setzt man z. B. wieder 

"iY ~ ~', ~-' ~-- ~ r~ 



L. K~e~RT. 

so wird 
= 

Ver  oht o ~ --~, so geht J(~) in J(n~) und J in 
J(v) fiber. Dadurch wird 

(13o) ~ = R ( J ( ~ ) ,  J(~)) 
d. h. auch ~ ist eine rationale Function yon J and J und deshalb ein 
Parameter. 

Dabei ist freilich zu beachten, dass die bier benutzten Werthe 
yon ~ and ~ verschiedenen ~-Repr~entanten zugeordnet sind. 

(D 
Was ffr  die Vertauschung yon eo mit-~-gezeigl wurde~ l~s t  sich 

natiirhch auch ffir die Ver~auschung yon ~ mit ~-- in iihnlicher Weise 

zeigen, so dass man zu jedem der T(n) Werthe yon ~ einen zu- 
gehSrigen Werth yon ~ finden kann. 

Die beiden Parameter ~ und ~ mSgen ,,complementtire Parameter" 
heissen. Von ihnen gilt also der Satz: 

I. Die Gleichung, welche ~wischen einem Parameter ~ und der 
absohaten Invariante J besteht, geht in eine Gleichung zwischen dem 
complement~re~ Parameter ~ and -J iiber, indem ma~ ~ mit ~ und J 
mit J vertauscht. 

Da diese neue G]eichung in" Bezug auf ~ denselben Grad hat wie 
die erste Gleichung in Bezug auf J ,  so gilt auch noch der Satz: 

II. Zwei com~lement~re _Parameter haben denselben Charal~er. 

In vielen F~llen lassen sich J und J beide ratio~Z durch ~ und 
darstellen, so dass die Invariantengleichung gewissermassen dutch 

eine viel einfachere Gleichung zwisehen zwei complement~ren Para- 
me~ern erse~z~ ist~ Es kommt abet auch vor~ dass der Rang der 
Gleichung zwlschen ~ und ~ niedriger ist als der zwischen J und J ,  
dann ist nat~irlich eine solche Darstellung nicllt mSglich. In einzelnen 
F~llen wird auch ~ mi~ ~ identisch. Dann sind J und J 'sogar Wurzeln 
derselben Gleiehung. 



Zur Trausformation der elliptisehen Fauctionen. 

II.  Theil .  

A ~ w e n d u n g e n .  

HI.  &bschni t t .  

T r a ns fo rma t ion  vom Grade  2% 

w 12. 

Transformation vom Grade 

Fiir ~z ~ 2 wird p ~ 0. In diesem Falle wird, wie sogleich gezeigt 
werden soll, 

o(+, ~ 
(131) ~ ~ L ( 2 )  :4 -~  ~ ~ - -  

ein P a r a m e t e r  niedrigsten Grades. Es war n~imlich nach Gleichung 
(190) in w 27 m. vor. Abh. 

L ~4 ~ 1 2 7 ~ L  s -{-- 16 ~- 0,, 

eine Gleichung, welche man auch auf die Form 

(132) J :  J - -  I : i ~- ( ~ -  16) a : (~--8)2(~-64) : 1728 

bringen kanm 
Der zu ~ eomplementKre Parameter is~ bier 

o,y = T '  
folglich wird 

(I33) J : J - -  1 : 1  ~--(~q-16)s : (~--8)~ (~nt-64): 1728~, 

oder 

(133a) J : g -  1 : 1 ~- (~q--256) s : (~--512) ~ (~q-64) : 1728~ =. 

w 13. 

Tra~formation yore 6rade 4. 

Far  n = 4 is~ wieder t~ = 0 und n hat die Theiler 1, 2 und 4. 

Setzt man Mso 
= L(2)J~ L(4)  ~, , 

so finder man aus Gleichung (126) die drei Gleiehungen 

oder 
( ~ i )  ~ = 24~,,  ~ = - 8(k~+~k~). 



L. K~r~a~. 

Indem man yon den drei ganzen Zahlen ko, k l ,  k 2 die eine gleich 0, 
die zwei~e gleich -{-1 mad die dritte gleieh - - 1  setzt, erhiilt man 
drei .Parameter mit dem Charak~r 1, nilmlieh 

(135) ~ =  ~('~)~' ~--~ 'L(4)s '  ~ - - L ( ~ ) ~  

Da k o und k~ ganze Zahlen~ und d~, ~ ,  n gerade ZahIen Mind, so 
sind ~t, ~ ,  ~s Parameter; ansserdem ist der Charakter bei alien dreien 
gleieh 1, also m5gliehst niedrig. 

Aus diesem Grunde ist aueh jeder der drei Parameter ~ ,  ~ ~a 
durch jeden der beiden anderen linear darstellbar. Es giebt also z. B. 
eine Gleichung yon der Form 

a ~  ~ ~- b~  n t- c ~  ~- d ~-- 0, 

wobei man die Zahlcoeffieienten a ,  b~ e, d sehr einfach dadurch be- 
stimmen kann~ dass man ~ und ~ naeh steigenden Potenzen yon 

1 

h ~--- z entwiekelt.**) Dies giebt 

*) ko~ 0, k l = - - l ,  k ~ - I  giebt den Parameter ~1, 
k o = - - l ,  k i =  0, / ~ = + l  . . . . . .  ~,  
ko~-{-1, k l ~ - - l ,  k ~ =  0 ,, ,, ,, Ss. 

1 l 1 
Die fibrigen F~lle, welche -~-t' .-~-2 ' ~ liefern, kiinnen ~ibergangen werden. 

**) Es is~ zweckmiissig, bei der Entwickelung der L-Producte 

~ e~', ~ ' ~ -  ea zu setzen; da~an wird n~imlich 

o(o, 
L ( ~ )  = Q ( , ,  _ ~) = _  Q ( ~ ' T  

Nun ist naeh Gleichung (3) 
1 1 r 1 1 

oder, wenn man 
2 2 

h ~ = z ,  also h 1) = z  ~, h~_--_z n 
setzt, 

: + - - + + . . . ) ,  

1 A 

o ( o ,  : ( ,  - + - + + _ _ +  + .) ,  

A 

1--  : - -  ~ :  + ~ .  + F ,, _ _ +  + . . .  



Zur Transformation der ellipt/s&en Fanctionen. 

(136) ~ "= 1-- h ' ~a = = - - ]~ - - ,  

(137) L (2) :+ -~- ~*~ us~ ~, ---- ~ ,  L (4)+ = }~ = - - .  16~t 

Deshalb folg~ aus Gleichung (132) 

(138) J : J - -  1 : 1 ~ (1-[- 14~, ~_~ ~)3 : ( 1 _ 3 4 ~  _~.~ 2)2(1 _[_~,)2 
: 108~1 (1 --,~1) 4. 

Die zu ~j, ~2, ~3 complemen~ren Parameter sind 

also 
~, +~= 1, 

folglich wird naeh Gleichung (108) 

(139) J :  J - -  1 : 1  = (1 --{- 14~,-{- ~d)3: (1--34~t  -[-~1~) ~ (1 -{- ~)* 

: to8 ~ (~ - ~,); 
oder 

(139a) J :  J - -  1 : 1 ~-  (16 - -16  ~, -{- ~,~)~ : ( 3 2 - - 3 2 ~ - - ~ , : ) ~ ( 2 - - ~ , )  ~ 
: 108~4(1--}~).  

w 14. 

Transformation yore Grade 8. 

Ffir n ~ 8 ist gleichfalls ~ ~--0 und n hat die Theiler 1, 2, 4 
und 8. Setzt man also 

= L (2) ~~ L (4)~ L (8) a, , 

so finder man aus Gleichung (126) die vier Gleichungen 

i 4~, -- 66~ --  7 ~ 3 = 24ko, 
(140) -]- 2~1 + 0 - -  ~s = 24k1' 

~1 "~ 36~ -[- #s "= 24k2' 

oder 

{ ~l = 2 ( - -  ~o -{- 5k, - -  2/r 

0 4 1 )  G = 2 ( +  ko - k, + 6 ~ ) ,  
G ~ 4 ( - -  ko - -  k, - -  2k2). 



L KIEPERT. 

(141) 

/i(8)~ L(2)' L(S)~L (2)'~ 

L(S)~ L(2)' Z(2),o }, 

/~ (4)~ ~ Z (4)~ ~ ,)  

Da diese Parameter s~mmtfieh den Charak~er 1 haben, so besteht 
zwischen je zweien yon ihnen eine lineare Gleichung yon der Form 

a ~  b + b ~  + c b + d = 0, 
wobei man wieder die Zahlcoefficienten a ,  b, c, d sehr leicht durch 

1 

Entwickelung nach Potenzen yon h ~ ~-- z finder. Auf diese Weise er- 
hiil~ man die Gleichungen 

I - -  45~ 1 Ss 
(142) ~= i+~$~' ~---- i+~' ~= ~Jr~' 

Dabei wird mi~ Rficksich~ auf die Gleichungen (141) 

(i4~) 

L (2) ~ ~' $~ 1 -- i6 }~ 
= ~ = ~ , 

~1 1 - -  16~s  ~ L(4)  ~ =  ~ - -  ~, ' 

L(8)24 ~_ - ~|7 7 (1 --  4~e)' (1 § 4}s) 

Bezeichnet man die drei Parameter,  welehe bei der Transformation 
vierten Grades auftraten, mit ~1(4), ~ ( 4 ) ,  ~a(4), so wird 

04a)  ~3 (4) = ~ ,  also ~, (4) = i - -  i6 ~3 (4) = i - -  i6 ~6 ~, 

folglich geht die Gleichung (138) fiber in 

(145) J:J--l: l=(l--16~6~-16~64)~ : (I--  16~--8~4)2(I--8~6~) ~ 

: 1728~6 s ( 1 - -  16~6~). 

Der zu ~6 complement~ire Parameter is~ 

~ = ~_~, 
4 '  

folglich wird 

*) ko-~- 0, ;c~---- o, k~ = -  1, ~ = § 1 gieb~ den Paramebr ~, 
ko----. 0, k , = §  k s =  o . . . . . .  ~ ,  

ko= o , k ~ - - - - §  o , k ~ = - - I  . . . . . .  h ,  

k o - - - - + l , k ~ = - - l , ~ =  o,k~----- o . . . . . .  ~.  



Zur Transformation tier elliptischen Functionen. 

(146) 

oder 

(14~a) 

J :  J - - -  1:1 --~ [16 (1 - -  ~,=) -5 }4]a : [32(1 - -  ~,~) - -  ~,]2 (2 - -  ~,~)~ 

:I08~,s(1--~=), 

{ J: Y -- I: 1 ~- [(I -- 4 ~s)~-5 256 ~6 (i nu4 ~6yi ~ 
: [( 1 -- 4 ~6) ~ -  512 ~ (i -5 4 ~)=]= [(I --4 .~)-~ -5 32 ~a] = 

: 1728 ~6 (I + 4 ~ y  (1--  4 ~)s. 

Wie vortheilhaf~ die hier benutzte Methode ist, erkennl man am 
besten, wenn man sie mit der Herleitung yon Gleichung (199) in 
m. vor. &bh. verglelchl. 

w 15. 

Transformation vom Oracle 16. 

Fiir ~ ~ 16 ist gleichfalls 0 ~- 0 und ~ hat die f~nf Theiler 1, 
2, 4, 8 und 16. Setzt man also 

= L (2) ~, L (4) ~, L (8) ~, L (16) ~., 

so finder man aus Gleiehung (126) die ftinf Gleichungen 

i 8(~, - -  12~  - -  1 4 ~  - -  15~ 4 = 24k, O, 
-54,~ 1-5 0 - -  2 ~ - -  3 ~ 4 = 2 4 k , ,  

(147) 2(~, ~- 6,~ 2 -5 2'~a -5 0 ~ 24~:, 

•1 "4- 3d2 "[- 7d3 -5 3d4 = 24ks' 

oder 

i ~  = - 5~ --  2~  4- o, ~2 = o ~~ L 2~, -5 5k2 -- 2~3, 
(148) '~ = -5 ko -5 /% - -  k~ -5 6k~, 

~ = - -  2ko  ~ 2 ~  - -  21~ - -  4k~ .  

Indem man jetz~ yon den fiinf Gr5ssen /~o, b,, k~, k~,/~, die eine 
gleich -5 1, die zweite gleich ~ 1 und die fibrigen drei gleich 0 setzt, 
erhiilt man 10 L-Producte mit dem Charak~r 1, *) n~mlich 

LOS)~L(~), LOS)~L(4) ~ L(4)' 
~, ~--- ~ ,  f2 = .L(8)'L(9/' is "~- L(2)' ' 

(149) L(16)~L(2) ~ L ( 1 6 ) ~ L ( 4 ) ~  L(16)~L(S)L(2)~ 
~= ~ ' ~ = ~ '  ~ = -  ~0)' ~ '  

*) S~reng genommen kann nut bei Paxame~t~ yon einem 6V~ra/d~ die 
Rede sein; es soll aber bier, und ebenso bei den folgenden Anwendungen~ 
durch die gauzen Zahlen ko, kt, k~,. . ,  k~_ x der Charak~r der /~-Procluete 
nach Gleichung (126) erkt~  we~den gleichviel, ob ale Parameter sind oder nicht~ 



L. KmPs~. 

L(ls)~ L(4)~ L(lsp L(2) L(S)2 Z(2)7 
b - ~  L(s)L(2p'  ~8~- Z(8) , ~9-~ L(4)7 , 

(149) L (8) ~ L (2) . .) 

Da bei ~l und ~a die Exponen~en ~ gera~ sind, so sind flit diese 
GrSssen die Bedingungen alle erfiillt, welche bei Paramelern erftillt 
werden mfissen, folglieh sind ~1 und ~a _Parameter mit dem Charakbr 1. 
Ferner is~ die GrSsse 

L(16) 4 L (~)u 
~O 2 ~ 1~(8)14 L ( 2 )  4 

ein Parameter mit dem Charak~er 2, welcher aus 

1 ,  ) 0 ( ~ ,  ~3 ~ 

en~steht, indem man "~ mit -E verfauscht. In derselben Weise gehl 

~1(8) in ~l 2 fiber. Nun folgt aus den Gleichungen (142) 

2~2(8 ) = 1 -at- ~1(8), 

oder, indem man ~" mit ~- vertauscht, 

(150) 2 ~  ~ ~-- 1 -}- ~l ~. 

WEre ~ ein Parameter, so miiss~ sieh ~2 linear dureh den Parameter 
~t darstellen lassen. Dies ist aber naeh Gleiehtmg (150)nieht mSglieh, 
folglieh ist ~2 kein Parameter. 

Anders verh~lt sieh die Saehe bei ~. Es isr n~imlieh 
15 

~ ~ L(16)~L(2p __ f(l~) 2f(2P ~_ ~=i 

~ k 4 /  vk 4 1  

Naeh Formel (14), niimlieh naeh der Formel 

*) Die zugehSrigen Wer~o yon ko, ki, k2, k s, k4 ergeben sioh aus tier 
folgenden Tabelle: 

kO 

kt 

ka 

o l o  

~176 o + 1  
- - 1  - - 1  
+ 1  o 

+i O!+ol 
-i +i ~ 

0 0 i 0 

0 1 t - - 1  

o o I - - 1  0 
o --1 o + 1  

- - 1  0 0 ] - - 1  
0 0 0 ] 0 

+ ~  + l  + 1  o 

0 
- - 1  

0 
0 



Zur Transformation der ellip~ischen Functionem 

wird 

~ . ~ - ~ ( ~ )  

~(~) 

~ -  �9 _ . ( - : )  

---- ~(~)~ (~_)~ ~(~_)2 (~)~, 

folglich ist 

Hieraus erkennt man, da~s sieh ~ als eine rationale Funcfdon yon 

meter mi~ dem Charakter 1. Deshalb werden auch die GrSssen 

Parameter; dagegen sind die Gr'dssen 

7~ei~e Parame~er~ weft ~2 kein Parameter ist. Ers~ die Quadra~ dieser 
GrSssen sind Parameter mit dem Charak~r 2. 



L Kme+~P.  

Zwischen je zweien yon den 6 Parametern mit dem Charakter 1 
bestehen Zineare Gleichungen yon der Form 

wobei man die Zahlcoefficienton a ,  b, c~ d wieder sehr leicht dutch 
1 

Entwickelung nach Potenzen yon h -~ ~ ~ finder, k u f  diese Weise er- 
h~lt man die Gleichungen 

1 - -  2 ~s 1 ~s ~i = ~ - +  ~-g ,  ~4 ~- ~ = ~ = 1 - -  2~  3, 
(152) ~ + ~" ~ ' J + ~ ~s' 

Aus den Gleichungen (149) folgt dabei: 

L ( 2 ) 2  --~ i l l .  2 1 - -  16~s 4 

L(4)  s ~ h  ~ 1 - -  16~a 4 

(~58)  = ~ = +"+ ' 

L (16) s ~ f ~  ( 1 - -  2 ~a) a (1-{- 2 la)  

Da nun fa~- -  ~ fe(8), so folg~ aus Gleichung (145) 

(154) J :  J - -  1:1 = (1 - -  16 ~ -{- 16 ~ss) a : (1 - -  16 fa 4 - -  8 f~s) ~ (1 - -  8 is+) ~ 

: 1728 ~ale (1--  16f~+). 

Der zu ~s complemen~re Parameter ist 

(155) ++ = + ,  
2 ~ 

deshalb finder man sofort aus Gleichung (154) 

(156) J : J - -  1 : 1 = ( 1 6 - -  16~ ,~-~-~ , s )~ : (32- -32~--~ ,9~(2  _ ~,,)~ 

:108~, '~(1-- i ,~) .  

w 16. 

Transformation vom 6fade 2% 

FQr n = 2~ ~--16ra ist T(n)~-24m. Man kann aber sogleich 
Parameter ~ angeben mit dem Charak~r m~ so dass der Grad der 
Gleiehung zwischen ~ und J in Bezug auf J 24real kleiner ist als 
der Grad der Invariantengleichung. 

For n ~-- 16 und f i i r n  ~ 32 haben diese Parameter auch einen 
m~glichs~ niedrigen Charakter, fiix grSssere Werflae yon ~ muss es 
aber allerdings Parameter geben~ deren Grad noch ldeiner is~ als m 



Zur Transformation der ellipt~schen Funct/onen. 63 

Es wird n~ra!ich F~ir 

n ~ 64, 128, 256, 512, 1 0 2 4 , . . . ,  

m~-- 4, 8~ 16, 32, 6 4 , . . . ,  

~ ( ~ - } - 3 ) =  3, 6, 12, 26, 54, . . . .  

Beispiele fiir solche Paramebr mit dem Charakbr ra sind die Griiasen 

L (16 m) 4 .L (4 m) ~ Z(4 m)~.L (~n) 4 .L (16 m) 2 L (2m) ~ 
(157) ~1 ~--- L(Sntp , ~s-~ L(2m)6 , ~4--~ L(S~n)~L(mp 

welche aus ~(16) ,  ~a(16), ~4(16) hervorgehen, indem man "~ mit 

~-- verfauschk 

Zum Beweise, dass ~1 ein _Parametvr s i t  dem CharaCter ~n ist, 
beach~ man, dass die Theiler yon n in diesem Falle 

D o ~ 1, /)1 ~ 2, .D~ ~-- 4, . . .  D~_~ ~- 4m~ D~.-i ~--- 8m, D ,  ~ 16m 

sind. Deshalb wird 

und 

s(% 2)) = ~ A ,  &(t,~--D,)=S (C-~--4~)-- 12(t2_,-- Sin)+4 ( C - -  16~) 
~ 8  2 2 2 t~--~ - -  12t~-1 --~ 4 t~. 

Giebt5 man nun dem Theiler D die Werthe Do, DI,  D 2 , . . .  Da_~, so 
wird immer 

t~_~ ~ t~_~ = t,~ ~- D ;  

deshalb ist in diesen Piillen 
S(n~ D) = o 

und 
(158) k0 = 0, ks = 0, k= = 0 , . . .  ,~_o. = 0. 

Dagegen ist 
(A~_~) S(n, D~-~) = 8 .  i6~ ~ -- 12.64~n2 + 4 . 6 4 ~  

~ 2 4 . 1 6 m  ~ ~ "3 t -  2 4  �9 1 6 m  �9 k , , _ ~ ,  

(A~)B(n, D~) ~ 8-  16~n ~ --  12- 64m ~ -~-4.  256m ~ 
~--- + 2 4 . 1 6 m  ~ = -}'- 24- 16m.  k,,, 

also 
(159) k~-i ~ - -  m,  k~ -~ -{- m. 

Die GrSsse ~, ist also ein 2arame~r, weil die Exponenbn 8,, t~, t~s,... 
gera& ZaMen sind, trod weil die GrSssen ko und ~ ganzzahlige 
Werfl~e haben. Ausserdem ist mit Rficksicht auf die Gleichungen 
(158) und (159) der Charakter yon ~t gleich m. 

Der Beweis daffir, dass ~ ein Parameter ist, l~.sst sich auch fiihren, 
indem man zeig~ dass sich ~ auf die Form 



f(lSm)* f(4m) ~ (g,~ -- 27ga~) m 
(i60) f , = ( & a - - 2 7 g a ' )  ~ f(S~)~ = ~-, 

k--gg- 

bringen liissk 
Da ~t, ~a uad ~ aus ~,(16), ~a(16), ~(16) dureh Vertauschung 

yon ~" mit 9_ hervorgehen, so gelten auch bier die Gleichungen (152), 

n~mlich 

oder 

1 - -  ~ 1 
~,= ~ + ~ , ,  ,~,= :+~,~, 

Deshalb sind aueh ~a und ~ _Parameter mit dem Charakter m. 
Das u geniigt schon zur Bildung der Gleichungen zwischen 

~a und ,5. Es wird niimlich nach den Gteiehungen (141), (149) und 
(15 ) 

also 

(16 ) 

oder 

(161) 1 - },is) ( ,  - },(t6) ~'~ 
1 -t- f , ( s )  = k i ~ J  " 

Vertauseht man ": m i t - ~ ,  so geht ~,(8) in ~,(8m) -~ und ~,(16) in 

~,(16m) fiber, folglich erh~lt man aus Gleichung (161) 

(163) ~3(8m) 
: + ~ , ( s ~ )  - ~ -  = ~32" 

Daraus folgt 

: (1 + V1 - (164) ~a (8 m) ~- ~ _ 

Kennt man also die Gleichung zwischen ~a(8m) und J ,  so finder 
man hieraus anch ohne Weiteres die Gleichung zwischen ~ trod J .  

Die zu ~l und ~a e~176163 Parameter sind bez. 

Q 6 m '  8 m  (165) Q ~ ~" ~ ~ . 

Q ig,.' ~,~ 



Zur Transformagon dot ell/p~ischen Functionen, 

Daraus ergiebt sich eine welt einfaehere Darstellung. Es ist niimlich 
nach Gleiehung (154) 

J :  J - -  1 : 1 ~ [1 --  16~3(16)~-J- 16~a(16)s ] 

(166) : [I - -  16~,~ (16) 4 - -  8~3(16)s]~-[1 - -  8~3(16)4]~ 

: ] 728 ~a (16) ~6 [1 --  16 ~s (16)']. 

Vertauschi man jetzt ~ mir ~-~-~, so ~geht J in J und ~s(16) in ~' 
2 

iiber, folglich wird (genau wie in Gleiehung (156)) 

(167) J :  g -- 1 : 1 ~ (16--  16i~'-[-i,s)~:(32-- 32f , ' - -  f~) : (2- -  f,~) ~ 
: 108  i~ '~ (1 - -  f~*). 

Die beiden Gleiehungen (166) und (167) geben die Transformation 
yore Grade 16m, wenn man noeh die Gleiehang zwisehen ~a(16) und 
~ hinzuffigl. Dies kann aber mi~ Hiilfe der Gleiehungen (162)und 
(163) leieht geschehen, dean es wird 

(168) ~ -- ~d3"2p _~_ (~ -- $, ( ~ ) ~  

IV. Abschni tk  

Trans format ion  yore Grade 3 ~. 

w 17. 

Transformation vom Grado 3, 

Nach Gleiehung (46) m. vor. Abh. war fiir ungerade Werthe yon 
n,  also f~r n ~ 2 m -[- 1 

- - ~ -  = ( ~ 1 ) , , , / - 3 ,  
~ ' :1  

folglich wird f i i r n  ~ 3 

(170) ~ -~ L(3)  '2 ~ Q24f(3)'~ ~, C_4~), 

ein _Parameter~ uncl zwar ein Parameter mi~ dem Charak~er I~ weft 
naeh Gleichung (204) m. ~or. Abh. 
(171) J :  J - -  1 : 1 ~ (~-~-3)~(~-{-27) : (~-~-18f--27)2 : 1728~ 

729 
wird. Der zu ~ complemen~re Parameter isl --~-, folglich wird 

(172) J :  J - -  1 - ~ = (~ + 243) 3 (~ +27)  : (~ --  486 i -- 19683) ~: 1728 ~. 

Ma~h~mati~oho Annalen. XXXI~  



L. K~m~ ~,r. 

w 18. 

Transformation vom tirade 9. 

Fiir n ~ 9 wird ~)~--0 und ~ hat die drei Theiler 1, 3 und 9. 
Setzt man deshalb 

t ~-  L (3)~, L(972,  
so finder man aus Gleichung (126) die drei Gleichungen 

(173) - - 6 6 1 - - 8 6 ~ 2 4 k o ,  4 6 1 ~ 2 4 k l ,  26 I - { - 8 6 2 ~ - 2 4 k ~ ,  

oder 

(174) 61 - ~  6 k l ,  262 ~ - -  6ko - -  9kl. 
Hieraus ergiebt sich nut ein einziger Parameter mit dem Charak~er 1,  
niimlich 

_~_ g3 _ 27g3 ~ 
(175) ~ =  L(9)3 , ( ~ u )  , [  4 u ~  uu  

Dagegen glebt es drei Parameter mi~ dem Charakter 2, n~imlich 
L (9) 9 L (9) B L (9) 3 

(176) i L - -  L(3)~'  f~----- L(3),2, 13-~- L(3W" 

Daffir, dass fe ein Parameter ist, sind alle Bedingungen erfiill~ Des- 
halb sind dann auch 

f , = i f 2  und t s = t ~ : f  

Parameter. Nun besteht zwischen f u n d  ~1, bez. zwischen ~ und fe 
oder i u n d  ~3 eine Gleichung yon der Form 

(a ~- + b i + c) it, + (a, ~-~ + b, ~ + c l) = O, 
wobei man die Zahleoeffieienten a ,  b ,  c, a t ,  b~, c~ sehr leieht durch 

2 

dig Entwiekelung yon f and f~ naeh Potenzen yon h9--~- ~ z finder. 
Dies giebt 

Deshalb wird 

(178) L (3) '2 = f(3) ---- LOP ~3 ~-- ia + 9f~ -{- 27 f .  

Die Gleichung (171) geht daher fiber in 

(179) : ( ~  ~- 18 }~ + 135 ~' + 504 f ~ + 891 ~ + 486 ~ - -  27) ~ 
: 1728 ~ (t  ~ -[- 9 f-{- 27). 

Diese Gleiehung kann man noeh einfacher sehreiben, wenn man der 
Ktirze wegen 



Zur Transformation der elliptisehen Fune~ionen. 67 

(18o) + 3 = 
setzt, dann wird n~mlich 

(179a) J :  J - -  1 : 1 =02~--24)s~fl  : (~2 ~-36./3-{-216)~: 1728(*/3--27). 

Der zu ~ complementiire Parameter ist 

(181) - 27 3(~--~- 9) 3(~ ~-6)  =-~-- ,  also ~ + 3 = ~ ~ ~  ~------~- 

Dadurch erhiilt man 

(182) J : J - -  1 : 1 = @.3_ 24)3~s:@~_ 3 6 ~ , +  216)"-: 1728 (~)3--27). 

w 19. 

Transformation yore Grade 27. 

Fiir n ~ 2 7  wird q = - I  und n hat die Thefler 1 1 3 , 9  und 27. 
Setzt man also 

~ Z(3)~, L(9)< L(27),~, 
so erhiilt man aus Gleichung (126) die vier Gleichungen 

1861 - -  246~ --  2663 ~--- 24k0~ 

(183) 

oder 

@126 , -~-  0 - -  46~---~24k, 1 

~- 461 -{- 1652-4- 463 = 24k2, 

@ 2 6 , @  86: -{-26~ 3 - - 2 4 k 3 ,  

[66  I . ~ _ - 2 k  o-[- 10k 1 -  3k:,  

(184) + 2ko - 4 + 124 ,  
1263 = - -  2ko - -  2 k l - -  3 4 .  

I-Iieraus folgt zun~chst, dass /~l und /~ dutch 2 theilbax sein reassert. 

Ferner ist 
661 __-- - -  2 (~o+k, )  + 12 4 - -  3k.,, 

folglich muss k o -4-kl dutch 3 theilbar sein. Deshalb giebt es nut  
zwei L-Producte mit dem Charak~er 2, n~ia~lich 

L(9) und ~2 L(27?Z(3) . )  (185) ~1 ~ -Z~(s)T = L (9)' 

Ausserdem finder man aber noch drei Z-Producfe mit dem Charal~r  

3, niimlich 
L(8) 3 LOP **) 

(186) fa -~-/5(9) 3, f,  ~-- ~ ,  f5 = Z-Z~" 

*) koz= 2, kt = - -  2, k~ = 0, ks = 0 giebt  die GrSsse $t, 

/~o~ o , k , =  o, 4 = - - ~ , / ~ = +  "2 . . . .  . &, 
**) ~o = -- 3, kl = O, /~, ~ q- 2, ka ~ -~ t giebt die GrSsae ~s, 

k o = + l , ~ _ ~ + ~ , ~ = -  o, 4 = - s  ,, . . . . .  ~,  
4 = -  i ,  k ~ - - o . ,  4 = - + ~ ,  4 = + 1  ,, ,, ,, ~. 

a* 
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Zum Beweise, dass diese fiinf GrSssen s~mmtlieh Parameter sind, 
beaehte man zuniichst, dass ~ sehon fiir die Transformation 9 ten Grades 
ein Parameter war, folglich ist ~ ersl reeht ein Parameter ffir die 
Transformatsion 27 re" Grades. Ebenso ist ~ ein Parameter, denn die 
Exponenten 8~ und 5_~ sind gerad% k o nnd k~ sind ganze Zahlen und 

Z ~ ( D - - 1 )  (29--2) 5 ~ 0 (rood. 24). 
Deshalb ist auch 

& 
ein Parameter. Sodann is~ 

a = 1 3  

H , f 2 a ~ \  
k--~-) 

2~ ~, ist also eine rationale Function yon ~o (~2~-)' welehe sieh gar nieht 
2~ 4~ ~nae~, wo~ man ~( -~)  mit ~ ( ~ )  vor~useht, fo,glieh ist ~, oine 

eyklisehe Function yon 

und deshalb ein Parameter. Daraus folgt, dass aueh 
1 

ein Parameter ist; und zwar sind ~, und ~2 Parameter mit m691iehst 
niedrigem Charakter. 

Zwischen ~1 und ~ besteht nun eine Gleiehung yon der Form 

(a~,:'q-'b~1-q-c)~22 + (al ~l~-q-bl ~1 -q-ej)f2 -4r (a9 ~ 2.j_ b2~1 _~.e2 ) = O, 
wobei man die Zahleoeffieienten a, b, c, a,, b,, c,, a2, b.2, e.~ finder, 

indem man ~l und ~., naeh steigenden Potenzen yon h ~ ~ z entwiekelt. 
Es wird niimlieh 

Q(o, r  Q<o, o,>~ 

.~,= Q(o,~y = ~ < ~ - ' ~ - ' ~ 1 7 6  

(}co, Q,~, 
~ ~- Q(~, p,~ ~--- 1-- 3z-{- 0 + 9z ~ -  12z4-{- 0 + 27 z ~ -  42z7-[- 0 

9-/~ +81,z~_ 108z,0+ . . . .  
Daraus ergiebt sich 

(187) (9~,~-{-3~,-{-1)~2~ -[- ( 9 ~ - -  6f,--2)~.~ _]_ (9~ .~_6~,q_l) ~ 0, 
oder 
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wobei 

Das Vorzeiehen der Wurzel iV ist in Gleiehung (187a) dmzla die Ent- 
wickelung naeh Potenzen yon z bestimmt. 

Nach Gleiehung (178) war 
L(3) t2 = L(9) ~ + 9L(9)  6 -a t- 27L(9)~, 

oder 
L ~3)'~ ~ L(9) ~ + 9L(9) 3 + 27, 
L (9) ~ 

oder, wenn man die in den Gleichungen (185) und (186) gegebenen 
Bezeichnungen anwendet, 

,, - - 9 ~ J + w  
(189) 2 ~  z 

Das Vorzeiehen yon w finder man wieder dureh Reihenentwiekelung. 
Zwischen ~ und ~ besteht eine ,Gleichung yon der Form 

(af~ "~ "3t-bft22f-C~t "+ d)6~2--~-(al i t s +  bt 6t2-{-ct 6t + 4 )  ~, 
--[-(a2~t3.-~-b2~12.-~-c26t.-~-d2) ~-- O, 

wobei man die Zahlcoeffieienten wieder durch Reihenentwickelung leicht 
bestimmen kann. Dies giebt 

(36t--1)  3 6, 2 -  36,(3~,--2)  64 + 6, -~-0, (190) 

oder 

(190a) 

( ]91)  ~ ---- L ~  = 2~, 
Nun ist 
(192) 6(9) = L(9) 3 -~- 63, ~(9) + 3 -~- 6s -+- 3-~  ~ ~- ,~ ,  , 
folglich erh~lt man nach Gleichung (179a) 
(193) J : J - -  1 : 1 ~ (~a--24)3*f : (~6--36~3+216) 2 : 1728(~s--27) �9 

Der zu ~2 complement~re Parameter heisse ~, daan wird 

(194) J-: J - - -  1 : 1 ---- (~3--24)a~3 : @6-- 36 ~3-{- 216) 2: 1728(~f--27), 

wobei 
3 [5~ ~?+-27 ~ 2 -  36~ ~-2--9 w] 

(195) ~ ~ 27~4 + 3 ~-- ~(~_1)~  

Da die Parameter ~ und "2 beide als rationale ~nc~ionen yon ~1 
und w dargestellt sind~ so geben die Gldchungea (193) und (194) 

schon die Beziehung zwlschen J und J .  Man kann aber atwk noek 
die Gieichung angeben, welche zwisehen .~ und ~ bestehL Na c h d a a  
Gleichungen (189) und (190a) ist n~mlieh' 
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folglich ist 

3~4 + 1 __ ~(~3.~_9) ' oder ~ ~- t 
~ ~,  (~ + 9) - 

Nan wird aber nach Gleichung (189) 

1 1 
- -  y 

also 

(196 i ~4 ~.._~ ~/~ '-b3v+-9 ~ 3 [ ~ + 6 + 6 V ~ + 3 v q - 9 ]  
, 

oder 
(196a) (*/-}-6) 3 (~- -3)  3 =  27(~-~q-3~-4- 9) (~-{- 6) 3. 
Durch Elimination yon ~ aus den Gleichungen (192) und (193) erh~ll 
man auch eine Gleichung zwischen J und ~l, welche in Bezug auf J 
nut vom zweiten Grade ist, n~mlich 

[ 12s~, '5 (27 ~ 3 _  1) J~ + 2 n. 35(729 ~,s _ 4536 ~5_{_ 7458~ ,~ 

(197) / , - -  3186 ~"9-- 108 ~ '6+  89~'~--3)  J 
( _{_ (9~ o__27 },6_[_ 27 ~ 3 _  1)3(9~ta _ 1)3 = O. 

Ebenso finder man aus den Gleichungen (194)und (195) durch Elimi- 
nation yon ~ eine Gleichung z wischen J und ~ ,  welche in Bezug auf 
J gleiehfalls nur vom zweiten Grade is~. Ihre tterleilung ist aber 
fiberflfissig, well die Gleichungen (193), (194) und (196) fiir die An- 
wendungen bequemer sind. 

Schliesslieh ist noch 

' --9~,~+w L ( 9 ) 3 ~  (198) L ( 3 ) ~ =  ~s-~- 9 ~ - 4 -  27 ~3 2~,~ ' ' 

w 20. 

Transformation vom Grade 81. 

Ffir n~--81 ist 0 ~ - 4  und n hat die Theiter 1~3,9~27 und 81. 
Setz% man also 

=,  L (3) J, L (9) ~-~ L (27)e, L (81)~o, 

so erh~lt man aus den Gleichtmgen (126) die f[inf Gleichungen 

(199) 

i 54~1"-- 72b'~ - -  78~ 3 - -  80d 4 ~ 24ko, 
--{-36~ 1 +  0 - - 1 2 d  3 m 1 6 ~  4 ~ 2 4 k 1  ' 

12~1 + 48~2 q-- 12~3-4- 0 ~ 24k~, 
4~ 1 q- 16de -[- 52~ 3 q- 16d 4 ~-- 24k3, 

q- 2~ 1 +  8~ 2 q - 2 6 ~ + 8 0 ~  4 = 2 4 k 4 ,  
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tSd, = - - -  2ko + 10k 1 - -  3k~ + 0 , 
]8~ 2-~- 0 - -  3k l + 1 0 k ~ -  3k.~, 

(200) 18~ 3 = @ 2 k  o +  2k~ - -  k~ + 1 2 k 3 ,  

6(~4-~----2k o -  2 k  l -  2k  2 -  3k  z. 

Hieraus finder man nut  ein L-Product ~ mit dem Charakier 3, 
ngmlich 

L(s) ,) 
( 2 O l )  ~i = ~ ,  

ausserdem erh~t~ man noch 5 Z-Producte ~ mit' dem Charakter 6, 
n~mlich 

L(9) r __ L(27) 3 L(3) ~ L(27) ~ L(3) 2 

(202) L(2~) L(3) ~ ~ _ L(sl)~/~(9) **) 

Die GrSssen ~1 und ~ waren schon Parameter fiir n ~- 27, folglieh 
sind sie es auch fiir n---~ 81. Ebenso ist ~3 ein Parameter~ denn die 
Exponenten d~, 5:, ~.~ 64 sind gerade, k o und k 4 sind gauze Zahlen, 
und es is~ 

.Y,D(D ~ 1) (D - 2) ~ ~ 0 (rood. 24). 

Deshalb siad aueh 

Parameter, and zwar ist } ein _Parame2er m #  ~g~ichst  niedrigem 

Charakter. Endlich isi auch 

ein Parameter~ denn es ist, wie man leicht zeigen kana, 

L (S~)~ = Q~" f(81)3 = .=,o 

H g ~  81 i 

eine cyklische Function der 27 GrSssen 

25 4~5 8~5 

und deshalb oin Parameter (mi~ dem Chaxak~er 12). 

*) ko~-4-1 , k,-~-4-2, I~-~ O, k a = - - 2 ,  k~-~- - I  giebt die GrSsse 
**) ko=-[-6, k , = - - 6 ,  / ~ =  0, ~;a~'-~- 0, k 4 ~  0 giebt die Gr5sse $~ 

~o= o, ~,= o, 7~=--6, ]~=+~, k~=+~ . . . . . .  $,, 
]~o=-]-1, } , = + 2 ,  ~-~---6, ]~s~---2ff2, ]Q=-~-I ,, ,, ,, ~ ,  

k o =  0, k,-~- 0, ~=~--- 0, kay- - -e ,  t , :~-.~-+6 ,, . ,, ~ .  
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Da 
6,(81) = 61(27) und 6~(81) = 62(27), 

so gil~ aueh hier noeh die Gleiehung (187), n~mlieh 
(203) (9 61 ~ + 3 ~1 + 1 ) 6 / +  (9 6? - -  6 6~ - -  2) ~ + (9 6, ~ - -  6 ~1 + a) = 0. 

Vertauseht man ~ mit  ~-, so geht 6, in ~4 und 6~ in ~s fiber, 

folglieh gil~ aueh-die Gleichung 
(204) (9 64 ~ -{- 3 6, q- 1) 65 ~ -[- (9 ~42 --  6 ~4 - -  2) ~5 -{- (9 ~4 ~ - -  6 6, -{- 1) ~- 0. 

Ferner ist naeh Gleiehung (186) 
(205) 63 = ~4 (27), 
deshalb goht die Gleichung (190) fiber in 
(206) ( 3 ~  - -  1)~ ~ - 3 6 , ( 3 6 ,  - 2) ~ + 6, = o. 

Um die Beziehung zwisehen J ,and J zu erhalten] setze man 

(207) LP~ = L(9) s, xo~-~ L(27p Z(s ,p  
L(s)~' P4-=-- L(9)~' 

dann ist-P2 gleieh $a(27) und/)3  isl gleich 1 Iblglich wild naeh f~(27) ' 
Gleichung (196) 

~ + 9  
(2os)  ~ = - 3 + F ~ , '  + 9 ~ , +  24 ' 
odor 
(208a) (LP3 -{- 3) a (/)~: -]- 9 P  2 q- 27) ~- (P2 -[" 9) s- 

Vertausehl man ~" mit -~-, so geht P2 in ~a and /~a in / )4  fiber, 
desh'Ab wird 

P~+9  
(209) P4 = - 3 + Vi~,~ + 9i0~ + ~7 

Naeh Gleichung (179a) odor (193) ist nun 

(210) J :  J - -  1 : 1  = (~s--24)a~s : (~o_36~a-]-216): :  1728(na_27) ,  
wobei 
(211) ~ ~ P~ + 3 
isk Der zu ~ eomplemen~re Parameter ist 

(212) ~= ~ -~7 -/-- ~, 

so dass ~ mit Rfieksieht auf die Gleichungen (208), (209), (211) und 
(212) als irrationale Function yon ~ darstellbar ist. Es wird dana 
wieder 

(213) J :  J - -  1 : 1  = (~3 _ 24)~ ~a: ( ~  _ 36 ~ - t -  216)* : 1728 (~a - -  27). 
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w 21. 

Transformation vom grade 243. 

Fiir n ~ 2 4 3  wird ~ - - 1 9  und n hat die Theiler 1, 3, 9, 27, 
81, 243. Setzt man also 

= L(3) o, L(9) ~, L(27) ~. Z (81)~ L(243) ~, 
so erh~l$ man aus Gleichung (126) die sechs Gleichungen 

162d 1 

+ 108~ 
-+- 36d~ 

(214) -]- 120"~ 

--{- 48' 1 
-}- 2~ 1 

oder 

(2~5) 

-[- 0 - -  366~--  48~4--  52~ , s=24k , ,  

--I-- 144~2--]- 36da-+- 0 - -  12~ = 24k~, 

+ 4 8 ~  q- 1566 a + 48~ 4 + 12~  --~ 24k3, 
+ 16~ + 52o3 + t6o~4 + 52~5 =- 24k~, 
-J-- 8 d= --}- 26 Sz '{- 8054 + 2425~ = 24k~, 

54~ 1 = - 2 ]  6 - f - 1 0 k  1 -  3k 2 +  0 -4- 0 , 
54~ 2~-- 0 - -  3k l + 1 0 k  2 -  3k 3-~- 0 , 
5 4 ~ =  o + o - 3k~+ lOk~- -  3k~, 
54~ 4 = q - 2 k  o-{- 2 k , +  2k 2 -  k 3..1-12k4, 
lSe~ = - 2 k o -  2 k , -  2 k ~ -  2 k 3 -  3k,. 

Hieraus find& man einen Parameter 
r4sl) 

(216) ~ = -L(9) 

1 
mit dem Charakter 9, wiihrend ~- (p -{- 3) 11 is~. Ausserdem erh~l~ 

man eine ganze Reihe yon Parametem mit dem Charakter 18; solche 

Parameter entstehen z. B. dutch Yertauschung yon ~ mi$ y aus den 

Parametern mit dem Charakter 6 ftir die Transformation yore Grade 81. 

Um die Beziehung zwischen J und J anzugeben, genfigt das 
Folgende. Es sei wieder wie in Gleiehung (207) 

L(27)a "s ~ L(81)3 
P~ = L O P ,  /~ = L - ~ - ,  L(9)~ 

und 
.~ (243) s 

(217) P~ ---- ~ ,  

dann wird 
~ + 9  

(218) ip~+~ ----- --  3 + V~,; ~ + 9v~ +-~  

ffir v ~ 2, 3, 4. Setz~ man j e ~  noch 
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-]- 3, 

so gel~en wieder die beiden Gleiehungen 

(219) J : J - -  1 : 1  ~--- (~a--24)a~s: ( ~  - -  36 ~s -[- 216)~ :1728 ( ~  - -  27). 

w  

Transformation vom Graae 3% 

Die Methode, welche in den vorstehenden Paragraphen zum Ziele 
fiihrte, ]:ann auch ganz allgemein fiir die Transformation yore Grade 
3 ~ benutzt werden. Es sei also 

/~ (eT)~ /~ (3~) ~ 
(220) P 2 =  L(9)  ~, P3-~- L(3)s,  -P~,~-- s , 

(221) 27 

dann gilt fiir v ~ 2, 3 ,  4, �9 �9 �9 a - -  1 die Gleiehung 

r , , + o  

u n d e s  wird 

J : J - -  1:1 ~ ( ~ - - 2 4 ) 3 ~ :  ( ~ 3 6 ~ 2 1 6 ) ~ :  1728 ( ~  - -  27), 

(223) J :  Y - -  1:1 ---~ (~s--24)3~3: (~6--36~3+216)~:  1728 ( ~ - - 2 7 )  �9 

Die bei dieser Transformation nothwendigen irrationalen Operationen 
sind auf die Ausziehung yon a ~ 3 Cublkwurzeln beschr~nkt. 

V. Abschnitt. 

T r a n s f o r m a t i o n  yore Grade a% w e n n  a e ine  l ' r i m z a h l  yon  der  
F o r m  6 l  ~__ 1 is t .  

w 23. 

Transformation veto Grade a. 

Ist a eine yon 2 und 3 verschiedene Primzahl, so hal man bier 
vier Fglle zu unterscheiden, niimlieh 

L a - ~ - 1 2 v + l ,  II. a ~ - 1 2 v + 5 ~  III. a ~ 1 2 v + 7 ,  

IV. a = 12v + I1. 
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I. Fiir a ~ 1 2 v + l  wird Q ~ - v - -  1 und 

(224) ~ = L ( a )  2 

ist ein Parameter  mit dem Charakter v -~- 9 -3 t- 1. 

S ( a ,  1)) = 2( t t  ~ - -  a ) ,  
woraus sich 

Es ist hier n~mlich 

(225) 2(1 - -  a) ~ - -  24v ~ 24k0, 2 ( a  - -  t)  ~-- ~t- 2 4 v  -~- 2 4 k  1 

ergiebt. Die Gleiehung zwischen ~ und J ist berei~s in m. vor. Abh. 
untersucht worden. Der zu ~ complementi~re Parameter ist 

= 

so dass die Gleiehungen 

die Beziehung zwischen J und J vermitt~ln. (Vergl. m. vor. A.bh. 
Gleichung (148) ftir a ~ 23). 

II.  Fiir a ~ 1 2 v - - ~ 5  wird p ~ v  und es besteht eine Trans- 
formationsgleichung zwischen f ( a )  2 und g2; es besteht also auch eine 

ihr entsprechende Gleichung zwischen L (a) 2 und 72 ~ ~ .  Die GrSsse 
L ( a )  2 ist aber kein  Parameter,  sondern erst 

(227) ~ = L ( a )  ~, 

and zwar hat ~ den Charakter 

3v-{-  1 ~ 3~-{-  1, 
denn bier ist 

Z ( a , / ) )  = -  6( t ,2  - -  a ) ,  

6(1 - -  a) = - -  24(3v -[- 1) = 24ko,  6 ( a - -  1) = 24(3v-{-1) ~-- 2 4 k  r 

Ftir a - ~ - 5  wird v - ~ - 0  and der Charakter yon ~ gleieh 2; abet fiir 
alle fibrigen Werthe yon a und v muss es Parameter geben, deren 
Charakter noch bedeutend niedriger ist als der yon ~. 

Dieser Uebelstand wird einerseits dadurch ausgegliclren, dass schon 
1 1 

zwisehen ~'~ und J ~  ~ 72 eine Gleiehung best~ht~ Es ist ab.er auch 
hier die Bildung yon Parametern mit niedrigerem Charakter mSglieh, 
wenn man nicht die Transformation a ten Grades zum Ausgangspunk~ 
w~hlt, sondern die Transformation yore Grade ab.  

(Vergl. m. vor. Abh. Gleichtmg (145) ffir n ----- 5 ,  Gleichung (149) 

fiir a ~ 17 und Gleichung (152) far a ~ 29). 
HI.  Ffir a ~ 12v -+- 7 wird 0 ~ v~ und es bes~eht eine Trans- 

formationsgleiehung zwischen ['(a) 2 und ga; es besteht also auch eiae 
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(J--1~ 
ihr en~sprechende Gleichung zwischen L ( a )  ~ und 73 = \ --~/-- j  �9 Die 

GrSsse Z(a)  ~ ist auch hier ke/~ Parameter, sondera erst 

(228) ~ = L (a) 4, 

und zwar hat ~ den Charakter 

2v -}- 1 ----- 2~ + 1, 
dean hier ist 

S(a, D )  = 4(tl  2 - -  a ) ,  

4(1 - -  a) --~ - -  2 4 ( 2 v  -{- 1) ~ 24ko, 4 ( a - -  1) ~- 2 4 ( 2 v  -}- 1) = 24k,.  

Fiir a ~-- 7 wird v ~ 0 und der Charaktmr yon ~ gleich 1; abet auch 
bier muss es fiir alle tibrigen Werfiae yon a Parameter geben, deren 
Charakter niedriger ist als der yon ~. Ein Ausgleich dieses UebeL 
siandes finder in ~hnlicher Weise stat~ wle im zwei~en Falle. 

(Vergl. m. vor. Abh. Gleichung (146) fiir a ~ - 7  und Gleichung 
(150) ffir a = 19). 

IV. Ffir a - - ~ 1 2 v + l l  wird 0 ~ v - } - l ~  und es bes~ht  eine 
Transforma$ionsgleichung zwischen f (a )  2, g2 und g3- Dagegen ist 
L ( a )  2 kein Parameter, sondern ers~ 

(229) ~ = L (a)'~, 

und zwar hat ~ den Charakter 

6v -~- 5 -~- 6 e - -  i ,  
denn es is~ 

S(a, ~D) = 12(~1 ~ - -  a ) ,  

12(I - - a ) - ~ - -  24 (6 v +  5) = - -  24k0, 12 ( a _  1)_~_ 24 (6 v 2r 5) = 24]~,. 

Hier 1st also } nich~ einmal ffir v ~ 0 ein Parameter mib niedrigs~em 
Chaxakter. Ein Ausgleich dieses Uebelstandes finder in ~hnlicher 
Weise start wie beim zweiten und dritten Falle; in w 34 wird sogar 
gezeigt; werden, wie man mit; Hfilfe der Transformation 22 t~" Grades 
einen Parameter mit niedrigstem Charakter fiir die Transformation 
11 t'e'~ Grades bilden kann. 

(Vergl. m. vor. Abh. Gleichung (147) f{ir a ~ 11 und Gleichung 
(151) ffir a = 23). 

w  

Transformation vom GradB a ~. 
Is~ 

n = a ~ = ( 6 / ~ -  1) 2 = 12/(3l  ~__ I) -{- 1, 

so is~ ~ - -  1 immer dutch 24 ~heilbar, und deshalb is~ 

(230)  ~ - ~  L ( . )  = Q- - :  f(.) 
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immer ein Parameter. Wie niimlich sehon in w 23 meiner vor. Abh. 
gezeig4 wurde, ist f (n )  in diesem Falle, w o n  ~ a 2, die Wurzel einer 
Transformationsgleiclmng, folglieh gilt dassetbe yon 

Hierbei wird 

und deshalb 

L (n) ~ (ge~ - -  27 gs") ~" f (n) .  

S ( n ,  1)) ~ te e - -  a ~- 

(231) k0 ~ z (az• 1) 
z(3z_+ ~) 

so (lass der Parameter ~ den Charakter 

1 (232) ch = y ~(3~ + a) 

hat. Der Grad tier Invariantengleiehung dagegen ist in Bezug auf J 

und J 
T(n) ~- (n ~- 1) n ~-  24ch -]- n -{- 1. 

Durch Einffihrung des Parameters ~ wird also der Grad der benutzten 
Gleichungen um mehr als das 24-fache erniedrigt. 

Der Charakter dieses Parameters isl aueh in allen F~llen nur 
wenig verschieden yon dem niedrigsten Grade, den ein Parameter fiir 
den zugeh5rigen Werth yon n iiberhaup~ haben kann. Hierbei hat 
man ache; F'~lle zu unterscheiden, die sieh aus der folgenden Tabelle 
ergeben: 

(233) 

~t 

(24 v -{- ] )2 

(24 v + 7) ~- 

(24v+11)  -~ 

(24.,-{- 13) ~- 

( 2 4 v +  17) ~- 

(24v+19)  ~ 

( 2 4 v ~ - 2 3 )  ~ 

48v z -  6v--1 

48 v~+lOv 

4 8 v 2 + 1 8 v + l  

48 v2--}-34v--}-6 

48 ~,2+42v+8 
48 v2-~-58 v +  17 

48 v~+66 v + 2 2  

48 v2-}-82 v-{-35 

ch 

24 vZ+ 2 v 

24 v~..~--lO v-~- 1 

2 4 v ~ + 1 4 v + 2  

24v2+22v+5  

2 4 v ~ + 2 6 v + 7  

24v~--~34v-~--12 

24 v~-.~-38 v--~--15 

2 4 v ~ + 4 6 v + 2 2  

ch--~(e-[-2) 

5 v  

5 v + l  
5v+2 

5v+3 

ch-~(q+3) 

5 v - - 1  

5 v  

5v+2 

5v+3 



B e i s p i e l e .  

L. K~Ee~a~. 

5: -~  25 

7 ~" -~- 49 

1 1 ~  121 

1 3 2 ~  169 

172 ~ 289 

192 ~ 361 

23 ~" ~ 529 

29 ~ ~ 841 

3 1 2 ~  961 

372 ~-  1369 

59 z ~-- 3481 

732 ~ 5329 

io 
1 

6 

8 

17 

22 

35 

58 

67 

98 

266 

413 

1 

2 

5 

7 

12 

15 

92 

35 

40 

57 

145 

222 

7 

11 

2 

5 

14 

w 25. 

Transformation vom Grade 25 und 49. 

In  w 25 m. vor. Abhandlung wurde schon die Trans fo rmat ion  
yore Grade 25 ausgefiihrt ,  und zwar ist nach Gleichung (177a) und (179) 

J :  J - -  1 : 1 [L(5)12+ 10L(5) -k-513 

(235) : EL(5)l~--[-22L(5)G-[ - 125] EL (5)12-{-4 L (5)6--1]  2 

: 1728 L ( 5 )  ~ 
mad 

(236) L ( 5 ) ~ - - -  ~ ~5~_ 564_.}_ 1 5 f 3 +  2562.+. 252 = ~ - ~ - 5 ~ a - ~ 5 ~  - -  11, 

wobei 
~-- ~ ~-  1 ----- L(25)  -~- 1 

gesetzt  women ist. Dies glebt  nach Gleichmag (180a)  m. vor.  Abh. 

J :J - -1 :1  ~ (71~ 4 - 6 0  93-]-2592--60~-{ - 16) ~ 

(237) : (92-[ - 4) (94-{ - 3~2-{ - 1) 2 

X (~' ~ 10~s-{-3596-- 189~-[-50~4--90~3-~-2592--90~-{-76) 2 

: 1728 (~5_]_ 5 ~3.{. 5 ~ - -  11). 
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Die zu ~ und ~ complement~ren Parameter sind 

5 ~-b5 ~-1-4 
(23s)  ~ = 2- una ~ - - - - - ~ - -  = -  ~ _ ~ ,  

so dass zwischen ] u n d  ~ dieselbe Gleiehu'ng besteht wie zwischen J 

und ~. Da abet ~/ eine rationale Function yon ~ ist, so kann man 

J und J als rationale Functionen yon ~ darstellen. 

Fiir n = 49 wird q ~ - 1 .  Auch ffir diesen Fall sind schon in 
w 26 m. vor. Abh. die wichtigsten Formeln angegeben. I~ach Gleichung 
(185a) daselbst erhiilt man niimlich, wenn man L ( 7 ) - ~ - x  setzt, 

J :  J ~  1 : 1 = (x s --[- 13x 4 -[- 49) (x s --}- 5x 4 n t- 1) s 

(239) : (xl6 _[_ 14x~2 _[_ 63xS _]_ 70x 4 __ 7): : 1728x 4 

und 

(240) x~ - -  7 (~ ~ + 5 ~ ~- + 7 ~) x~ 
_ ( ~  -{- 7~ ~ ~- 2 1 ~  -[- 49~ 4 -{- 147~ ~ -{- 343~ ~ -[- 343~) ~ 0, 

oder 

(240a) 2 x  4 ~- 7(~a-{-5~-~-[-7~)-[- (~-[-7~@7)/ /~(4~-+21~-{-28)  �9 

Vertausch~ man ~ mit ~ ,  so gehr J in 

(241) ~in~----- T und ~ = V ~ ( ~ - ~ + ~ s )  ~n w = + ~  

fiber. Deshalb is~ es jetzt leicht J and oY als rationale Funclionen 
yon ~ und w'darzusiellen. Dabei wird das Vorzeichen yon w dutch 
die Entwickelung nach steigenden Potenzen yon h bes~immk 

w 26. 

Transformat ion  v o m  Grade a ~. 

Setzt man ffir n ~ a  ~ L (a 3) 
(242) ~ ~ z ( ~ ) ,  

so wird 
S ( n ,  1 ) )  ~-- - -  a ~ ( t i  ~ - -  a )  -{- t32 - -  a 3 ~ t3 ~ - -  a~ t12;  

deshalb finde[ man aus der Gleichung (126) die vier GIeiehungen 

l - - a :  - ~  2 4 k  o, ( a - - l ) ( 1  - a 2 )  -~- 2 4 k l ,  0 - ~ - 2 4 k ~ ,  a (a2 - -  1) ~-- 24k s, 

oder 
a / ( 3 / @  1) ,  k 1 a -  1 g ( 3 / ~ -  1), 

k o ~ - - -  r _ = ~ - -  
(243) 

~ ~ o, ~ _~ ~ z(3~ + ~). 



]'J. KIEPERT. 

Der Charakter yon ~ ist daber 

" ~(3l  + 1) = . C a ~ -  ,) (244) ch -~  ~ _ ~ 

Bildet man nun bei der Transformation yore Grade a'- die Gleiehung, 
welehe zwisehen L ( a )  und L ( a  ~) besteht, also die Gleiehung 

o ) ~  
(245) ~ ' (L (a), L (a~)) = 0, oder F - '- ~- 0, \ Q(~,~') , Q(~,~')  

und vertauseht man in dieser Gleiehung ~ mit ~-, so erh~lt man die 

Gleichung 

- - x  Z(a) ' 

Indem man noch aus diesen beiden letzten Gleichungen die GrSsse 
L ( a )  eliminirt, finder man die Gleiehung 

(247) G(L @ ) ,  ~)) ~-  o. 

Nach diesen u kann man die Transformation yore 
Grade a "~ in folgender Weise ausffihren. Setzt man der Kfirze wegen 

(248) L (a 2) = t)2, ~ ("~) L(.) = P~, 

so erhglt man bei der Transformation yore Grade a 2 die Gleiehung 

(249) H(J , / )~ )  ---- 0 ,  

die in Bezug auf ~z vom Grade a(a  -4- 1) und in Bezug auf J yore 
a a -  1 

Grade ~ ist. Vertauscht man jetzt ~ mit ~ so geht J in J und 

~ a0( ,o) 

fiber. Deshalb vermitteln die drei Gleiehungen 

(2~o) H ( a ,  /)~) = o, ~(~ -~.) = o, G(/)~, /)~) = o 

verh~ltnissm~ssig einfach die Beziehung zwisehen J und J.. 
1 Dabei ist der Charakter yon ~ ~ / ) a  noeh kleiner als ~- (e -4- 2) 

1 
bez. als ~ (0 -{- 3), wie man aus der folgenden Tabelle ~ e~kennt :~ 
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n 

aa ~ (24v.q__ 1) 3 1 ,,~ ~ (a' --]-- a ~ - - 1 2 a - - 2 )  

a a ~  (24v--]--5) 3 l(a'~--~- a~--12 a + 6 )  

a ~ = ( 2 4 v - ~ 7 )  a l(aa-]-a2--12a-.{--4) 
1251) a'~=(241,..}_11)3 ~(a3--]-a~--12a-b-12) 

a'~ = (24v-}-13) 3 :)(a3-q--a~--12a--2) 
a , ~ ( 2 4 v + 1 7 ) 3 1  I - 3 2 i i~ (a' -[- a - - 1 2  a-I-6) 

a 3 ~ (24 v-I- 19) 3 12 ( aa+  a ~ -  12 a-~4) 

aa~(24v-~-23) a l (aa-}-a'~--12a2r-12) 

~(a-~) 

v ( a - - 4 )  

v ( a - -  10)-~-1 

v a + 2  

~, (a+2) + 2 

v(a+12)-t-13 ~((~:68; : 68 

B e i s p i e l e .  

(~)  

I i 

125 

343 

1331 

2197 

4913 

6859 

12167 

8 

26 

111 

184 

417 

583 

1036 

[ 5 

l 14 

55 

91 

2O4 
285 

506 13 

w 27. 

Transformation vom Drado 125. 

Fiir n ~ 125 ist p ~ 8 nnd 

1,(12r,) 

dann wird naeh Gleiehnng (236) 

(254) Z(5)') = 1~" -{- 51'.., 4 + 15P~:' -1- 251~ "~ -t- 25P~. 
M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n .  X X X I I .  
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Vertauseht man in dieser Gleichung 7y mit ~ y ,  so geht sie fiber in 

/)26 : L(5)  ~ = P35 + 5 P  a` + 15P33 + 2 5 ~  ~ + 25P:~, 

oder mit  Ir auf Gleiehung (254) 

j p# : (p4 + 5.v~ + 1 5 ~  + 25P~ + 25) 
(255) ! = ~.? + 5 v ~  + 15P3 ,~ + 25pr  + 25p:,. 

Setzt man jetzt  wieder 

so gilt  zwischen J und ~/ die Gleichung (237). Der zu ~ complemon- 
ti~re Parameter ist aber in diesem Falle 

5 P~+  5 (256) ~ / = ~ + 1  = Ps 

Jetzt ist j dieselbe rationale Funct ion yon ~t wie J roll ~ naeh 

Gleichung (237), und zwisehen ~ und ~ besteht eine Gleielmng, welehe 
aus Gleiehung (255) hervorgeht,  indem man 

(257) / ) 2 = ~ / - - ] ,  P 3 = ~ 5  

setzt. Diese Gleiehung ist in Bezug auf jede dieser I)eidea GrSssen 
yore 5 t'" Grade und heisst 

(258) ( ,  - -  I)" (~ - -  1) "~' 

= 125(,? + ~ + ~ + ~ + 11) (~, + ,;f + 6~~+ ~ + ~l). 

w 28. 

Transformation vom 6rade a ~. 

Die Transformation vom Grade a 3 ist in w 26 in ganz iihnlicher 
Weise ausgefiihrt wie in w 19 die Transformation 27 ~~ Grades, nu t  
gestaltet sich die Rechnung fiir n ~ a 3 insofern einfheher, als schon 
L ( a 3 ) : L ( a )  selbst ein Parameter  wird, wenn a ~ 61 + l i s t . ,  wlihrend 
fiir a ~ 3 erst L(a3) 3 : L(a)  3 ein Parameter wird. Wie al)er aus tier 
Transformation 27 t~" Grades (lie Regeln flit die Transformation vom 
Grade 3" hergeleitet wurden, so finder man jetzt  aueh aus der Trans- 
formation yore Grade a 3 (lie Regeln ffir die Tra ,sformat ion vom 
Grade a". Setzt man ni~mlich 

L (a ~) L (a a) 
(259) /72 = i ( e d ) ,  t'3 = L ( a ) '  " "  P" = ~L(~i~)  - '  

so gelten tlie Gleielmngen 
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(z ~ (26~) H(j ,  ~)--- o, H ~ = o, c~(P,, P,+,) ---- o 

ffir v ~ 2, 3, �9 - �9 a - - -  1. I)abei haben die Funct ionen G(P,,, P,+~) 
und H(J~ I~.~) genau die.~elbe Bedeutung wie in den Gleichungen (250). 

VI.  AbsehniLL. 

T r a n s f o r m a t i o n  yore Grade  2 a .  

w 29. 

hllgemeine Bemerkungen tiber die Transformation vom Grade 2a. 

Ist n = 2a  und hat (lie Primzahl a die Form 4c -Jr=_ 1, so ist der 
Rang 0 gleich c - -  1. Setzt man in diesem Falle 

(261) ~ = L (2) ~, L(a)~, L(2a)~,,  

so wird 

S ( n ,  D) = aO,(t, 2 - -  2) -[- 2~2(t22 - -  a) -[- #aCt~ 2 - -  2a) ,  

und man erhSlL aus der Gleichung (126) (lie vier Gleichungen 

- -  a~,  - -  2 (a  - -  1) r - -  (2a  - -  1) ~ = 24ko, 

+ a , ~ , - -  ( a - -  1 ) ~ = - -  ( a - -  2 ) ~ = 2 4 k , ,  
(262) 

- -  ~,+2(a--l) 82q- ( a - - 2 )  O a = 2 4 k ~ ,  

+ a', -+- ( a - -  1)($eq- ( 2 a - - 1 ) ~ 3 = 2 4 k . q ,  
(Hler 

{ (a - ~ - 1 ) ~ ' , ~ 8 [ -  ( a - 2 )  k o + 2 ( a + l ) / q +  3k.,], 
(~(.;a) (a~ - 1) ,~ = s ~ +  (a - 2) k'~o + (a + I) k,, + 3 aT~.~], 

(a'* - -  1) c~:, = 8 [ - -  ( 2 a  - -  1) /"o - -  2(a -{- 1) k, --  a , Z - d .  

Nun isL aber 

a ~ -  I =(4c4~I) ~ ' -  1 = , q c ( 2 e q -  1), 

f(,lglich gehen die (,lelchun~,en (263) fiber ill 

e ( 2 c ~ 1 ) ~ ,  = - -  ( a - - 2 )  k. qU2(a--I-  1) k,-{- 

(263 a) 

3k2, 

, .(2c + 1) ,~.: = + (a - 2) k,, + (a + l)/~, +3ak'.,, 
~ ( 2 e  + 1)  ~ - -  - -  ( 2 a  - -  1) 1:, - -  2 ( , ,  + 1) I~, - -  3 a k , , .  

w 30. 

Transformation vom 6rado 6. 

F(ir n ~ 6  wird a = 3 ,  c ~  1 nnd p ~ 0 .  Deshalb findet man 
au~ dm~ Gleichungen (263a.) 

6" 



L. K~srs.+. 

Indem man yon den vier GrSssen ko, kt, k2, k a die eine gleich 
-+-1, die zweite gleich - - 1  und die beiden anderen gleieh 0 setzt, 
erhiilt man 6 L-Producte mit dem Charakter 1, niimlich 

L (6)~ L(6)'  L(6)  3 

L(6)~ L(~) L(6) L(~) ~ L(67 

Die GrSssen ~t mid ~: sind Parameter, denn die Exponentm, 
0"t, d~, 6 a sind gerade Zahlen, n ist gleiehfalls eine 9eradc Z:thl. 
Aber auch ~a ist ein Parameter~ denn es ist 

(~ folglieh ist ha eine rationale Function yon p T und deshalb eine 

Trans[brmationsgr6sse. Da ausserdem die Dimension yon ~a gIeieh 0 
ist ,  so ist ~a ein -Parameter. (Vergl. Gleiehung (58) Nr. 9). 

Deshalb sind aueh die HfilfsgrSssen 

Parameter, und zwar haben diese 6 Parameter siimmtlich den Charakter 1. 
Folglieh besteht auch zwisehen je zweien dieser 6 Parameter eine 

Gleichung yon der Form 

a ~  -4- b~= + c ~  + d = 0, 
wobei man die Zahlcoefficienten a, b, c, d sehr leicht dutch Ent- 
wickelung der Parameter ~ uud ~z naeh steigenden Potenzen yon 

h ~ ~ z finden kann. Dadareh erhKlt man 

(266) = ::u ' 
s aS, 

} g  = 9 - ~---~-' ~ = 9 -- ~, ' 

oder 

*) Die  z u g e h S r i g e n  W e r t h e  y o n  ko, k j ,  k~, ks e r g e b e n  s i ch  a u s  d e r  f o l g e n d e n  
T a b e l l e  : 

k o 0 ~ - l  -t=1 - -  0 

k,  - 1 o - - ~  -4-1 o 

0 - - I  0 0 ' - - 1  - - 1  

ks',-4-1 o ! o + x ,  . + 1  
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oder  

(26(;I)) ~, == 1 - -  8~a , ~'-' = i - b  ~a " 

hus  den ( ; l e i chungen  (265) folgt  nun 

~,:' - -  +a:'( t q -  +a) ' 

( ~ 6 7 )  L ( 3 )  ' ' ~ -  ~ . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . .  , 

L (6) ~ .~,s (! --- 9g,) ~' (! -4- ~a) {I - -  g ~)', 

Nach (J le ichung (132) war  

J : a -  ~: 1 = [ L ( 2 ) , , +  @ ~ :  [L (2 ) ' *~ - -8J  ~ [ L ( 2 )  '~ q -  64] : 1728L(2~:*  

uud mmh Gle ichung  (171) war 

J :  J - -  ] : 1 = [ L ( a ) " - k 3 1  a [ L ( 3 ) " + 2 7 ]  : lL(3)'-"+ 1 8 L ( 3 ) ' ~ - - 2 7 ]  ' 

: 1728L(3)  ~-. 

Aus jeder  dieser beiden Gle ichungen  kann nun mi t  ILtit:ksieht auf  die 
( ] le iehungen (267) J als ra t ionale  Func t ion  eines der 6 Paramete r  
darges te l l t  werden.  Ft i r  den vor l iegenden Zwecl~ w{irde eine dieser 
Dars te l lungcn ge,~iigen~ fiir die spg te r  fotgemte Trans fo rma t ion  12 h '  
t ln , l  18 re" Gra, les ist es abe t  zweckmiiss ig ,  ,lie Invar ian te  J als Func t ion  
yon ~ und  yon ~:, darzustel len.  Dies g i eb t  

J :  J - -  1 : 1 .... ( 1  - -  9 ~ ,  q -  3 ~ ,  ~ - -  3~ , :~)  '' (1  - -  3~=,)  a 

oder 

(21;S a,) 

J : J - -  I : I = - ( I  - -  6 ~ a - -  126a ~ - 8~:,a) a ( l -  2~a)a 

: (1 - N~j a - -  8~a a - -  8~a') 'z (1 - -  4~a - -  8~a '  )' 

: 17285:,';(1 --}- 6:,)' ( I  - -  863). 

Die zu 62 uud ~a complement.:~tren Pa rame te r  sind 

deshalb erhiLlt man  

(2~;9) 
I J :  J - -  l : 1 = (243 - -  243 ~, q-  9 ~, ~ - -  ~, a)a (3 - -  ~,)a 

: (729-- .q72 ~j-4-270~1~--36 ~,'a+~14)~ (27--  18 ~j--61~) 2 

: 1728~,"(9 - ~,)a(l - -  ~,), 



L, KiLt.Elrr. 

oder 

(269 a) 
J : J - -  1 : 1 = ( 6 4 - -  4 8  ~ - -  12 ~'-' - ~a )~  ( 4 - -  g~)~ 

: ~ 72s  ~,,~ (s  + ~ )~  (~ - f~). 

w 31. 

Transformation vom Grade 10. 

Fiir ~ 1 0  wird a ~ 5 ,  c ~ - { -  1 und 0 ~ 0 .  Deshalbfiudet  
man aus den Gleiehungen (263a) 

~d, ~- - -  k o -I- 4/~j + k~, ~ -~ 16 -l- 21~, + 51~2, 
(~70) 

~ 3 ~ - - 3 k o - - 4 k ~ - - 5 1 6  . 

Indem man yon den vier Grb~sen leo, k, ,  16, k:~ die eh~e gleich + 1, 
die zweite glelch - -  1 und die beiden anderen gMch 0 setzt, crlfi~lt 
man 6 L -P roduc t e  mi~ dem Charak~er 1, niimlich 

LOop L(16) "~ L(lo) 
(~71) 

L(10) ~ L(2) L(Io) L(2p L(10) ~ .) 
~ 4 -  L l~ )  ' ~ = L ( a "  ' ~'~ - -  L(.~)) :' L(~)  

Die Grbssen ~1 und ~ sind Parameter~ deml die Exponenhm 
d'l, 8'~, (~.~ sind gerade Zahlen,  n i~  glelehhdls eine gcrade Zahl. 
Abet  aueh ~:~ ist ein Parameter ,  wie schon in w 4 gezeigt wurde. 
(Vergl. Gleichuug (58) Nr. 8.) Deshalb sind auch die Hiilfsgriissen 

Parameter, und zwar haben diese 6 Parameter siimm~lich den Charakter 1. 
In  derselben Weise wie be/ n ~ 6 finder man daher die Gleichungen 

f: ~-~' 4 f : , = ~ - f , ,  ~, ; ~ } , ,  
(272) 5 - ~, ' 

4 4~, 
-- ' 5 - - g ,  ' 

*) Die zugch6rigen Werthe yon ko, k,, k~, k a ~ind gcnau dicsclbcn, wie hci 
den entmpreehenden GrSs~en Kit n = 6 trod ergebcn sich aus dcr tolgcndcn 
Tabelle: 

~,, o +,  + ~ I _ , ,  o o 
k~ - -  t 0 - -  I 0 -~- 1 0 

I~ ~ 0 I, --1 0 i o --1 --1 
~,~ + ,}  o o I + l  i o ~ + i  
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oder 

(272 a) i , --  4 ~, 

Aus den Gleichtmgen (271) fo}g~ jetzt 

~, }2 1 - -  4 ~, L(2)24 = ~ = $~(1 + ~)  ' 

(273) L (5) 6 = ~ (1 - -  4 ~,) (1 + ~)* 

L (10) ~ ~'~ (t + ~,) (i --  4 ~)~ = ~ = ~ 

Indem man diese Werthe yon L(2) "4 in die Gleichuug (132) fiir 
die Transibrmation 2 ten Grades einsetzt, oder indem man den Werth 
von L(5)  6 in die Gleichung (235) flit die Tr~nsformatio~ 5 ~ Grades 
einsetzt, erh[il~ man 

J :  J - -  1 : 1 == (1 - -  4 ~ + 16 }a~ + 16 ~ [~)~ 

(~974) : (1 + 4 ~ ) ( 1  - 2 ~  + ~ ~)~-(~ - - ~ -  4 ~ )  ~- 
3 4 2  x (I --2~3--6 ~ - -  8~  ' - - 4 ~  ) 

Der zu ~ complemen~ire P~rameter is~ 

(275) ~ = ~̀ ' ' - ~ '  -Y-=~ i( t - t -  ~) ' 

fblglieh ist 

J :  J - -  1 : ! = (256 - -  256 ~ + 4 ~ + ~:)~ 

(276) : ( 4 +  ~:)  (8 --  4 ~  + ~)~- (4 - -  2}~ - -  ~ ) '  
X (64-- 32 ~ -- 24 ~ -- 8 ~ ~ ~ ) "  

w 32. 

Transformation yore Grade 14. 

Ffir n ~  14 wird a---~7, e - = 2  und p ~ l .  Deshalb finder 

man aus den Gleiehangen (263a) 

(277) 6d, ~--- -- 5}o -~ 16k~ + 3]~:, 6~2 -= + 5ko + 8k, + 21k~, 
6b'~ = - -  13ko - -  ]6k, - -21k~.  

Daraus i b i S ,  dass k, + k, immer dureh 3 trod k o + ~ immer dutch 



L. Ki~_xza~. 

L (~)~ Z,(t4p.L C~) ~ 
(278) ~"  Z(7) 7 L(2) ' L(7) s ' 

~.~ ~ L(7)4L(2)4, ~4 - -  L(7) -L(2) ~ 

Bei ~Js sind ohne Weiteres alle Bedingungen erftillt, welche erfiillt 
werden mfissen, damit ~a ein Parameter isL Auch ~ isl nach w 4, 
Gleiehung (58) Nr. 8 ein Parameter. Deshalb sind auch 

Parameter, und zwar haben diese 4 GrSssen ~ ,  ~2, ~ ,  ~ siimmflieh 
den Charak~er 2. 

Die Gleichungen (277) liefern ausserdem noeh L-Produc te  mit 
dem Charakter 3, ni~mlich die GrSssen 

L(14) s L (14) L(7) s .L (14) 4 
71 ~ L(7)4L(2) s ' ~/2 ~ -  L(2)7 , 73 ~ L(2)~ , 

L(14)SL (2)~ L (14) 7 
*/4 ~ ~(~)~ , ~ = L (7) ~, 7~ = L(7)+ L ~ )  ' 

L(14) 4 

(280) 

Hierbei sind die Gr5ssen ~t, ~/3, 75 und 77, wie aus ihrer Form ohne 
Weiteres hervorgeht, Parameter. Daraus folg~ aber~ dass auch 

(28t) ~ ~- ~ - ,  7+ = .-7' 7+ ~ ~,. ~ ,  ~s = 7-7 

Parameter sind. 
Man kSnnte glauben, dass die Anffihrung der Parameter ~t und ~ 

iiberfliissig sei,. weft sie sich naeh G]eichung (279) rational dutch ~s 
uud ~+ darstellen lassen, hus  einem Ehnliehen Grunde schein~ yon 
den Parametern 7 nut eiu einziger erforderlieh, denn es ist 

(282) ~1 ~ ~373, ~/3 ~--- ~3~/5, 77 ~- ~--~-*, 

w~hrend ~ ,  ~+, ~ ,  ~s dutch die Gleichungen (281) dargestell~ sin& 
Ffir die folgenden Rectmungen gewEhrt aber die Kenntniss so vieler 

~) Die zugeh6figen Werfhe yon k~,/:1, k2. ks ergeben sieh aus der folgenden 
Tabelle: 

+o o _ ,  +++ o 
k~ 0 + 1  - - 2  - - 3  

- - 2 1 - - 1  - - 1 1  o + 2  
k. ml--2 + 1  + 1  o + 3  + 1  

-I--1 - - , 5  2 o 1 - - 3  

+ o .  t o I + z  o 

7/s 

- - 3  
0 

+ 1  
+ 2  
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Parameter wesentl~che Vereinfaehungen, wie ~ogteich gezeigt werden 
soll. Zwi'schen ~3 und ~4 besteh~ niimlieh eine Gleichaug yon tier Form 

(283) (a ~3H 2 b ~3+ c) ~4~+ (a, ~?+ bi ~ +  cI) ~,+ (a~ ~ + b ~  +c2) =- O. 
Mit Rtieksieht auf die Gleiehungen (279) folg~ hieraus 

(a2~32 + b ~  + �9 ~ + (al~3 + b, ~32 + e,~) ~. 

(284) q- (a~34 -4- b~3 ~ q- c ~  2) = O, 
(a~ ~3 2 + b. ~ + c~) ~l~ +-(m ~4 + b~ ~3 ~ + el ~3') ~ 

+ (a~  ~ + b~3 ~ + 4a') = 0 .  
Da aber diese Gleiehungen in Bezag auf ~3 aueh nur yore zweit~n 

Grade sein d~irfen, so ergieb~ sieh hieraus mit Nothwendigkeit 
a-~O, b~O,  b ~ O ,  e2---=O, 

so dass die Gleichung (283) die einfaehere Form annimmt 

(283 a) c ~  e q- (a~ $3 ~ q- b~ ~ -~ c~) ~4 -f" a~ ~3~ ~- 0. 
Durch geihenentwickelung finder man hieraus verh~il~issmEssig leich~ 

(~85) 8 ~ - ( ~  - 7 ~ + 1) ~ + ~ =- O. 
Ferner besteh~ zwisehen ~h und ~ ei~,e Gleichung yon der Form 

(286) (a ~33-4 - b ~3 ~ -}- c~3q- d) ~,~ q- (a4 ~3 3 "31- bl 632 "}- Cl ~3 "3i"- all) ~1 
+ ( a ~  + b2~ ~ + c ~  + d9 = O, 

aus der mit Rficksieht auf die Gleiehungen (282) iblgr 

+ (a~ ~ +  b~ ~ +  c2 ~ + a,) = o, 

(287) (a~'J'-[-b~3~ 3r c~3~ q-d~) n'~"q-(a' ~a~'J-b~ ~34-Jcci ~-l'-d~ ~z)*l~ 
"-I- (a2 ~33-f - be ~z:~"l - ce ~ -[- d~) = O, 

(a~ ~ + b ~ +  c~ ~ + d2) ~7 ~ + (a~ ~ +  b, ~ +  e, ~ 4 +  d~ ~?),~ 
+(a~3~ + b ~  s + c ~  7 + d ~ )  =-O. 

Damit diese drei Gleiehungen in Be'aug auf ~ s~amtlieh nur yore 
dritten Grade sind~ muss 

a~---O, b----O, c-~-O, b~--~O, c~--O, d~-O 
sein, so dass z. B. die Gleichung zwischen y~ und ~3 die einfache Form 

d ~ 3 ~  2 + ( a ~  ~ + b,~ ~ + ci~ + d~) ~ + a2~ -=- 0 
erhilt. Die Bestimmung tier tibrigen Zahleoeffieienten dutch Reihen- 
entwickelung maeht dann keine grossen Sehwierigkeiten mehr mad 
liefert die Gleiehung 
(288) ~ ~ _ (~3 _ 8 ~a~ - -  8 ~ -{- 1) ~/5 "-I- 49 ~a --~ O. 

In ~ihnlieher Weise finde~ man die Gleiehtmg 
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(~92) 

also 

Der Kfirze wegen sehreibe man jetzt ~ stat~ 8 ~ ,  dana gehea die 
Gleiahtmgen (285) und (289) fiber in 

(~ - -  8) t ,  ~ - -  7 ~ f ~  - ~(~ - ~) = 0 ,  
(29o) 

~'~ 2 ~___ ~-~ + ~ ( 9 ~  - ~ 6 ) ~  - ( ~  - -  ~ § s o ~  - 64 )  o .  

Setzt man jetzt 

(291) w = or f 4 ~ a §  13!V§ 32~, 
wobei alas Zeiehen -~- bedeutet, dass man in der Entwickelung naeh 

1 

steigenden Potenzen yon h ~ ~ z das erste Glied positiv nehmen soil, 
so wird 

7 ~ - - w  - - 9 ~ + ~ o - w  

(293) ~-~-  (~-- 8) ~a-- 8(g-- 1) g~3-- 8(~-k ~3)-k 8 

Jetzt finder man aus den Gleiehungen (278) und (280) 

(294) ~- ~*  C---r-, L(7)  4 ~ 75 = $ , 

Indem man den Werth yon L(2) ~4 in die Gleichung (132) einsetzL 
erhlilt man 

(295) J : J - -  1:1 ~- (f4§ 3 : (~ - - o l - f a ) -  (~4§ 1728fs~s. 

Die zu ~ und ~a complementgiren Parameter sind 

(296) ~ 1 1  und ~3~---fa," 
folglieh 

(297) J : J - -  1:1=(~14§ (~1~--512~)'~(~14-~_64~a) : 1728~ts~a, 
oder mit Rticksicht auf die Gleichungea (279) 

(297 a) s  1 : 1 = (~4+ 16~ 7)a: (~4_ 8 ~zT) ~ (~  -]- 64~37) : 1728~4~314. 

Man kann natiirlieh noch aus den Gleichungen (290) und (295) 
die GrSsse ~a eliminiren and erhiilt dadurch die Gleichung 

212" 36f'4(f - -  1) ( f - -  8) 2 J :  

(298) - -  2 '6. 3.7 ~1' (~ --8)(~--- 1) - -  2 =~ ~' (~j - -  8)(~ --  1)-" 

In iihnlicher Weise kann man aueh eine Gleichung zwischen ] und 
angeben, fiix die Anwendungen ist es jedoch zweckmiissiger, sich der 
Gleiehungen (295) und (297 a) zu bedienen. 
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w 33. 

Transformation yore 6fade 22. 

Far n~- -22  wird a ~ - ~ l l ,  e ~ - 3  und 0----2. Deshalb finder 
man aus den Gleichungen (263a) 

~ 5 ~  = - -  3ko + 8/% + k~_, 5 ~  = ~ o  + 4k~ + Uk. ,  
(299) / 5~ 3 - ~ - - 7 k  o - 8 k  1 -  11~2, 
also 

5 ( ~  -I- ~.) = 12(k~ -[- k2) , 5((72 -{- d~) ~- - -  4(ko -[- k~), 

5 (~  + a,) = - i0(ko + ~). 
Deshalb miissen /:o + ki und k, --[- k2 dutch 5 theilbar seim Soil also 
der Charakter kleiner als 5 sein, so muss man 

~ o + ~ = o  u.d k , + k = = O  

se~en. Dies giebt k t ~ -  k0, k 2 ~ + / % ,  folglich erhil~ man fffr 
k o~-- - 1 die GrSsse 

und zwar ist ~, wie man ohne Weiteres erkennf~, ein 2arameter  mi~ 
dem Charakbr 2. Das is$ aber auch der einzige Parameter mi~ so 
niedrigem Charakter, den das angegebene Verfahren liefer~. Dagegen 
finde~ man 14 HiilfsgrSssen mit dem Charakter 5") ,  yon denen abet 
nur die beiden 

L (22), L(22) ~ 
(301) ~l = ~L(~)' L(~-~- und ~ = -L(ll)~ L(~) ~ 

hervorgehoben werden, mSgen. Auch ~t und ~ sind Parame~r,  so 
(lass also zwisehen ~ und ~ eine Gleichung yon der Form 

[ ( a ~  + b ~  + c~ ~ + d~ ~ + ef  + f ) ~ 2  

302) i + (a, f ~ + b, i ~ + c, ~ + d, ~ + e, ~ + f~) f, 
' [ +  (afij~ + bo~j ~ + e2,~ ~ + d ~  ~ + e:,~ + / ~ )  = 0 

.t 

besteht. Se~z~ man nun h ii ~ - z  und entwiekel~ die beiden Parame*er 
und ~, naeh Po~enzen yon z, so erh~ilt man 

*) Diese 14 HfilfsgrSssen erh~l~ man, indem man ffir ~ ,  i~,, ~ ,  /% die 
folgenden Wer~h6 einse~g: 
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-~  z "-1 - -  2 -[- z --  2 z  ? %- 4 z  3 - -  4 z  4 -{- 5 z  "~ - -  6 z  6 "]- 9 z  7 

- -  12zS%-  13z ~ %- �9 . . ,  

~l ~" z~ - -  4z6 %- 10z7 - -  24z~ %- 55z9 - -  116z~~ %- 230z1' %- . . . .  

Daraus folgt soibrt, dass 

a 2 ~ O ,  5 2 ~ - - 0 ,  c 2 ~ - - 0 ,  d : ~ - . O ,  e : ~ . O  

sein muss. Setz~ man f2 ~--- 1, so finder man aus dem ersten Gliede 
der En~wickelung a I ~- - -  t ,  dann aus dem zweiten b 1 ~--- m 14, aus 
dem dritt, e n c  1 ~ - - - 7 3 ,  aus dem yierten d 1 ~ - 1 8 4  und aus dem 
fiinften e 1 ~ - -  240. Die nEchsten Glieder der Entwickelung geben 
die Gleichungen 

a % - f j % - 1 2 2 ~ - - 0 ,  5~--14a,  c ~ 7 3 a ,  d ~ -  184a, e~---240a, 

f ~ 122a  %- 121. 

Aus den spiiter fo!genden Gliedern ergiebt sich abet, dass a 
gleich 0 sein muss, folglich ist die Gteichung zwisehen ~ und ~t 

(303) 121 fl ~- --  (~ -{- 14~ ~ %- 7363 %- 184~ 2 -[- 240~ %- 122) 6~ %- 1 ~-- O, 

oder 

(303a) 242f~ ~---f~-{ - 14f4%-73f3+ 184~2+2406%- 1 2 2 - - ( ~ + 3 ) ( ~ + 5 ) w ,  

wobei 

(304) w = I / ( f 3 % - 4 6 : + 8 f % - 4 ) ( f ~ % - 8 f ~ +  16~%- 1 6 ) = % - z - ~ +  . . . .  

Die zu ~ und ~ complemeni/iren Parameter sind 

(305) ~ = ~ -  und ~ 1 ~  rz l '  

folglich besteht zwischen ~ und ~2 die Gleichung 

]~5~2~ - -  (122~ 5 %- 960~ 4 %- 2944~a -{- 4672~2 %- 3584~ %- 1024)~_ (306) / %- 121~5~- 0~ 
oder 

~ ~ 61~ '~ -{- 480~ 4 %- 1472~ s %- 23366-" %- 1792~ %- 512 
(306a) ! - -  4(3 ~ -[- 4) (5 ~ -{- 4) w. 
Dabei wird 

~ ~ L (22) s ~- ~ ~' (307)  -ilK' L ( H ) ' 2  - -  

Um L ( 2 )  ~4 als rationale Function yon ~ und w darzustellen, 
beachte man, dass 

~-- ~ %- 14~ %- 73~a%- 1846~ %- 2406 %- 122 -[- (~%-3) (~%-5) w, 

~2~$~ ~__ 61~, ~ %- 480~ a :[_ 1472~a -[- 2336~: %- 1792~ %- 512 i,  
%- 4(36 %- 4) (5~ %- 4) w 

isl. Setzt man je~zt 
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(308) (~ + 2) (~4+ 9~ a + 26~*+36~ + 16) = A,  

so erh~lt man 

(309) 

oder 

2L(2)  24 ~- ~ [ A 2 + 2 ~ +  ( ~ +  1) ( ~ + 4 ) A w ] ,  

(309a) L (2)~s - -  ~ (A 2 + 2 f~) L (2) ~4 + ft~ = 0 .  

Deshalb finder man aus der Gleichung (132), welche ffir die Trans- 
formation 2 t~" Grades aufgesteIlt wurde, 

I 
J : J - -  1 : 1 ~--- [~(A -~ + 2 ~ 5 ) + 3 2 + ~ ( ~ + 1 ) ( ~ + 4 ) A w ]  ~ 

(3to) : [f(A~+ 2~ ~) -- ~6+ f ( f +  ~)(f+4)aw]~ 
x [~ (A 2 + 2 ~) + ~2S + ~(~ + 1) (~+ 4) A~] 

: 172,S �9 4 ~ [ A ~ + 2 ~ 5 + ( ~ +  1) (~+4)Aw] .  

Einfacher gestaltet sich die Gleiehung, wenn man J rational dureh 
~, ~t und ~ darstellt~ dann wird 

(310a) {J : 
und 

(311) { J :  

d - -  1 : 1 ~ (~6+16~,,~2)~ : (~6_ 8,~ ~)2 (,~6+64~,~) 

: 1728i i~ ' -~  z, 

3---  1 : 1 = (256+ ~6~ ~2)s : (512-- ~6~ 1 ~2)2(64+~,~1 ~,) 

: 1728~12~t2~22. 

w 34. 

Transformation yore 6fade 11. 

Besonders bemerkenswerth ist es, dass die Transformation yore 
Grade 22 auch einen _Parameter yore niedr~slen Cha~'aM, er fib. die 
Transformation yore Grade 11 Iiefert. Setzt man n.Xm|ich wieder 

und nennt man die drei Wel4he yon ~-~----Z-(ll-i~--' welche dem 

Parameter 
/ Ot \12 0" 12 Qto, wJ o(5 , -o)  

L ( l l )  '2 ----- ~ - - - -  - O(d, - ~),2 

zugeordnet sind~ ~'~ ~" und ~"~ so hat man bez. zu setzen: 

~ to '~  ~ ' - - - - -~ to ;  ~ l l t o + t o ' ,  ~ ' ~ - - - ~ ;  
"~ --~ l l fo  -{- 2co', "~' ~ 5to -}- to'~ 
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und es wild 

OUV, - ~) 

( ~ , -  o~ o~o,- o)~ 
o(o,~) ~(o,~) ~ 

o(~,-oYo~-o+o',-,.~ 
Q(~, s s~q -~ 'V^ t '  s~q-co'V 

~ )  OCt, ~')~ 

11 a~ .--~- 2co" o(  ~ , oo+-'Y~('~ ~'" 
~ " =  11 ~ -~" 2 fo' , 2  

,5~-1-~) Q(n~+~,~', ~,oq-~): 

I 1 1  " ~ \ 2  ' .*) 

Mit Rfieksieht auf die Formel 
1 - -  eta 

Q(~ ~ > : ( + ) '  H ~ ' - " )  

finde~ man 

*) Die lineare Transformation der Perioden, welche hierbei erforderlich 
ast, gesehiehs nach den Regeln, welche ffir die lineare Transformation yon Q(~, m') 
in w t5 m. vor. Abh. gegehen sin& Babel braucht man fiir ~', ~", ~'" bez. die 
folgenden 24 t~ Wurzeln der Einheit: 

~ ~rl 9zti 

~ ( - t  ~)~-~ I)~ ~  ~)~~ '~, ~ . (  ", -~- �9 10, 

3~i 2 :,'t i 3~i  
2 12 12 1, 11) ~ e - ~ -  1, 0 1 ) = e  q (  5, ~(_?: ~)-~. , , (_ , ,  , 

3~i  8~i  3 g l  

O) = e  ' k - - l ,  I )  = e  ' 5 ,  
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T r 
c~ 

I I  (1 --ZZ~'f ~ (1 - -  ,~:e 1,)2 
(313) ,=1 

0o 

a~  r 
4 v  9 44v 2 

V / - O - ,  ) 0 - ,  ) - ~/7~1 
( = ~ = l  

0o 

Da nun bekanntlich H ( l - - z ~ ' - l )  ( l + z  2"-I) ( 1 + ~  ~') ~ + 1 ist, 

so erhi~lt man 
(314) ~'~"~" ---- - -  4. 
Durch Entwickehng nach Potenzen yon z finder man 

~" ~ Z-a ~ 2 .]t_ ~ ~ 2z2 + 4Z a ~ 494 "d7 5Z~ ~ 6Zr .3f- 9~7 ~ l ~ S  

+ 13~ ' + � 9  
~"~---~z - 1 - 2 - z - 2 ~  - ~ - 4 z  3 - 4 z  4 - 5 ~  ~ - 6 z  6 - 9 z  7 - 1 2 ~  s 

- -  13z 9 + . . . ,  

iblglich ist 
~' + ~" ~ --  4 ( +  1 + ~ + 2 ~ + 3 ~ + 6 ~ s +  --.); 

ferner is~ 
~"' ~ + 4 (z~ + 2z4 + 3~6 + 6zS T 9zt~ + 1 4 Z t ~ + ' " ) ,  

so dass mi~ grosser Wahrscheinlichkeit 

(315) ~' + ~" + ~" ----- - -  4 
sein wird. Der strenge Beweis fiir die Riehfigkeit elieser Gleiehung 
ergieb~ sich aus dem Folgenden. Nimmt man n~mlich vorl~ufig an, 
diese Gleichung sei rich~ig, and se~z~ man aoeh 

(316) ~'~" + $'~" + ~"~" ~ ~ ~, 
so is~ ~ eine WurzeI der Gleichung 
(317) ~ + 4~  ~ - ,~e + 4 = o ,  

und es wird 
(317a) ~ ---- ~ + 4~ + 46 - I  
ei~ t)arameter fiir die Transformation 11 ~ Grades. Umgekehr~: Ls~ 
dutch die Gleichung (317a) definirt, und l~ss~ sleh zeigen, dass 
wirklich ein solcher Parameter ist, so gelten auch die Gleichungen 
(317), (316)and (315). Dies kann abet leicht gesehehen. Es war 
ngmlioh nach Gleiehung (307) 
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oder, wenn man ffir ~ und ~ nach den Gleichungen (303a) und (306a) 
ihre Werthe einsetzt nnd die darans folgende Gleiehung zwischen 
und L '~ rational maeht,  

(318) { L~4 
(~t0.Jf. 10 ~9.~_ 158 ~s.]_ 628~7+ 1321 ~ - ~  1356~-]- 312~ * 

- -  276 ~ ~ + 288 ~z-- 384 ~ q- 586 ~ 832 ~-~ q-  896 ~-~ 
- -448~ -'z --  512~-4-{ - 1024~-~) L ~ + 11 ~ ~ 0~ 

oder mit Riicksieht auf die Gleiehung (317 a) 

(319) L ~  _ ( ~ 5  2~4_87~a_}_ 104~-%f- 1536~--  614)L '~+116  ---~ 0. 

Hieraus erkennt man, dass ~7 .fiir die Transformation 11 ~" Grades ein 
Parameter mit dem Charakter 2 ist,  und dass ~ sog'ar fiir n ~ 11~ wo 
O ~ l wird, ein _P~rameter yore niedrigsten Charakter ist. 

Sefzt man 

(320) / W = +//(~---~ 8) (~a~-4~ ~ -  72~ - -364)  
( _~.//~/4 + 12 , f  - -  40~f ~ 940~/-- 2912, 

so wird 

(321) W ~ w (~-{- 2 - -  2 ~-2), 

wobei nacb Gleiehung (304) 

ist. Naeh Einfiihrung dieser Bezeichnung fo]gt aus Gleichung (319) 

(322) { 2Lt~ ~ ~ - -  2~/* - -  87~f -[- 104,f  -}- 1536~ - -  614 
+ (~-  3) ( ~ - - 5 ~ -  ~6) W. 

Um anch die Gleiehnng zwischen ~ und J zu erhalten, setze man 
in Gleiehung (310) der Kfirze wegen A ~- --~ 2~ .~ ~- C, dana wird 

C ~ - -  (~-[- 1) ~ (~-{-4):A~-w ~ ---- _4~o 

und die Gleiehung (310) geh~ fiber in 

J 1728 .4~ [C + (~ -} -  1) (~+4)Aw]J 
(323) ! = [~C-4-32-[-~(~+ 1) ( ~ + 4 ) A w ] 3 .  

Bezeiehnet man nun mit J~ den Wer th ,  der aus J hervorgeht, indem 
man w, mit - - w  vertauseht, so wird 

(324) 1728~Jj~ = (~s_{_ 16 C~ -z-{- 256 ~-4),~. 
Ferner wird 

1 7 2 8 ( J +  J~) = ~ 2C~ + 1 6 ( 3 f + 2 5 6 ~ - u ) C  - -  2~ '2 + 1536, 
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folglich ist die Gleichung zwischen ~ and J~ wenn man sie rational 
mach~ 

1728 ~ J~ --  1728 [~-{-  44 ~ '  -{- 902 ~o_{_ 11484~'~-~ 102113 ~,s 
-{- 675 796~7 -t- 3462008~ ~-{- 14084708~ '~ 
-~-46285536~'~ ~ 124201792~ ~ 

~ 273 795522 ~'~-{-496807 216~ '~ 
-~- 740 569 632 ~ ~~ -{- 901431344 ~ ~ 
~- 886 328 960 ~s _{_ 692 209 408 ~ 

-{- 418 722 656 ~-{- 188 931072 ~ 
(324) ~ 59992064~-[- 12176384~-]- 1318912~ 

-{-49152~ T 1536 ~- 4096 (~-~-{- 22 ~-~ 
+ 209 ~--a--[- 1144f-~ + 4048 ~-~+ 9746 ~ -~ 
-{-- 16192~-~+ 18304~-s-~- 13376~ -s 
-~- 5632~ -~o-{- 1024~-~')] J 

_}_ [~s T 16 f 7 + 176 (2 ~n T 19 ~-]- 104 ~4 T 368 ~ 
886~ ~ + 1472 ~ -{- 1664+1216 ~-~-1-512~ -~) 

-[- 16384 ~- a + 256 ~-~]a ~ 0. 

Setzt man in dieser Gleichung ~ Jr 4~ -{- 4~ -~ ~ ~, so geht sie 
fiber in 

17282J ~ - -  [ ~  11 (2~~ �9 13~ ~ 
-{- 2.22,7596-{- 64-1267 ~5_{_ 64.2633 ~4 
- -  128.6331 ~ - -  1024- 3389~ ~) 
- -  4096 (5541 ~ - -  S. 1181)] 1728 J 
-[- (~/~+ 256 ~a-]- 64.87 ~-[-  64.643~ 

~512.197) 3 ~ 0. 

Noch einfacher is~ die Herleitang dieser Gleichung, wenn man J 
1 

und ~ nach s~eigenden Potenzen yon z ~ h ii entwickelt. Da die Ent- 
wickelang yon 1728Jmit  z --~ und die yon ~ mit z -~ begimat~ so hat 
die Gleichung zwischen ~ und J die Form 

17282(a~l..~ aj)J 2 .-]- 1728(b~2 + b~ ~n + b2~l~ ~l-{-b~) J 
+ ( c ~ , + c , ~ 3 + c ~ , f + c 3 ~ + c 4 )  ~ = o.  

Daraus tlndet man dann verh~l~nissm~ssig lelcht die Werthe der ein- 
zelnen Zahlcoefficienten. 

Eine Best~tigung daffir~ dass die Gleichung (325) richtig berechnet 
ist~ gew~hrt ihre huflSsung nach J .  Es muss sich n~mlich J Tathma/ 
durch ~ und W darstellen lassen. In der Tha~ wird 

~thematische ~en. ~ 
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~2. 1 7 2 8 J =  ~H_{_ I1 (2~0_{_3~0__8.29~s__128.13~7 

-]- 2. 2275~ s-{- 64.1267 ~/~-}- 64.2633 ~4 

- -  128. 6331 ~ - -  1024-3389~ 2) 
(325 b) -[- 4096(-- 5 ~ i ~ +  S. liSi) 

-{- W(y~-~- 16~s~25~  7 ~  1552~--5344~-~-33544~ ~ 

+ 199168~+30208~--1077760~--946176). 

Der Paramebr ~, welcher ffir die TransfQrmation 11 ten Grades zu 

6 =  

eomplementlr ist, wird 

(326) ~ = 
0 ( ~ ,  o ' y  Q(o,o')" 

Dies is~ aber einer der 36 Werthe yon ~, die zur Transformation 
22 t~ Grades gehSren~ so dass die Gleiehung (325) unge~nder~ bleibg, 

wenn man ~ mi~ ~ vei~auscht. Dasselbe gil~ yon G1eichung (325 a) wenn 

man ~ mi~ ~/oder, was auf dasselbe hinauskomm~, J m i ~  J ver~auseht; 

d. h. J u.nd J sind die beiden Wurzdn der quadratischen Gleichung 
(325a), oder mit anderen Worten: ,,Die Invariante J geht in "J iiber, 
wenn man i~ Gleichung (325b) ~ W mit ~ W ver~,uscht." 

Man kann dies auch in folgender Weise zeigen. Der zu L ( l l )  1~- 
I I  ~ eomplement~re Parameter is~ -L(u)~-; aus Gleichung (322) f o l ~  aber 

(327) 2. li~ ~- ~ Z(il)'~ ~ 2~ 4 87~ 3 -~- 104~ ~ + 1536~ - -  614 

- -  ( ~ - - 3 ) ( ~ : - - 5 ~ - -  16) W, 

deshalb sind L( I1)  ~ und ~i~ , .  Z ~  me beiden Wm'zeln der Gleichung (319). 

35. 

Transformation yore Grade 26. 

Fiir ~ ~ 26 wird a ~--- 13, c ----- 3 und ~ ~ 2. Deshatb finder man 
aus den Gleichungen (263a) 

(328) 2 1 ~  ~ - -  l lko -f- 28k~ -{- 3k2, 215~ ~ l l k  o -l- 14k~ -[- 39k2, 

21#a = - -  25ko - -  28k, - -  39k2, 
also 
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deshalb muss k o + k 1 dureh 3 und ko -J- k~ dutch 7 theilbar sein. Man 
find& daher nur ~i~e~ Parameter mit dem Charakter 2, nr~mlieh 

L(26)~ 
(329) ~ = ~(~S)* L(2)~ 

und vier Parameter mi~ dem Charakter 3, n~mlich 
.L (~6)2 

~t~---L(13) 2, ~J2= L(~)= , 
(33o) 

~3 ~ /~ (~6)~ /~(~6)~ .*) 

blun is~ 

1 und zwisehen ~ und ~ besteht eine Gleichung yon der Form 

1 ( a t ~ + b , ~ + c ~ + d ~ ) _ ~  ~ (a~ + b ~  +c~ + d) ~ + 

+ ( a ~ +  ~ + c ~ + a ~ )  = O. 

Daraus ergeben sich die Gleichungen 

( a ~ Z + b ~ 2 + c ~ + d ) ~  ~ + (a i~ '+b ,~a+c ,~ - } -d i~ )~ i  

(a ~ + b f~ + cf + d) ~ + (a~ i~ + ~ ~ + c~ f~ + d~ f~) f~ 
+ ( a ~ + b ~ + c ~ + d : i  ~) = O, 

(a~3 +bi~ +c~ +d)~,~ + (a~ i~ + ~ ~ + c~ ~ +,i~ ~3)~ 
+ (a~i~+b,,is+c~7+c~ ~) = O. 

Da aber diese Gleichungen in Bezug auf ~ siimmtlich nur yore driiten 
Grade sein diirfen, so ist 

a~----0, b~---0~ c~----0, b ~ 0 ,  c==0 ,  d - - 0 ,  

folglich reduoirt sieh die Gleiehang zwischen ~ m~d '~t auf 

(332) a~:f ,  ~ + ( a , ~ + b , ~ + c , f + d , ) ~  + d~i = O. 
1 

Dabei ist, wenn man h i~-- z setz~, 

---- z - -  2z  ~ + z a -  2z ~ + 4 ~  -- 4z ~ + 5z 7 -- 6z s + 9z ~ + �9 �9  
~, __--z-2-- 2 - -z~  + 2z ~ + z  ~ + ~z s + - - - ,  

~) ko--~--+-1, /c I - - -  1, ~ - - 1 ,  k~ ~--}--i giebt den Parameh~r ~i, 

7* 



so dass man erh~lt 
(333) 
oder 
(3333) 
wobei 

L. K~EPF~T. 

1 : 1 -~ (}~+5}~-+- 13)(~4-~ 19-13 6~3--~-20- 13e~ ~ 

-1- 7-13a6~-b 13~) a 
: (62 ~-]- 6 6~-{- 13) (~6 __ 38-13 62 s -  122.13 ~ 6~ ~ 

- -  108.1336~a--46 �9 13~6~ = -  10- 13s~=-- ]3~) ~ 
: 17286: ~ ,  

Fiir die Transformation 13 *'~ Grades gilt (nach Gleiehung (148) 
m. vor. Abh.) die Gleichnng 

J :  J - -  I :  1 = (~,~+5~,-}- 13)(~,4-}-7 ~,a-}-20~,=-}- 19g, nu I) a 

(335) : (~,-~ + 66, n t- 13) (~,~-~- 10~ ~ n~ 466,a-4 - 108~, a 
q- 1 2 2 ~ q - 3 8 6 , - -  1) ~ : 1728 ~ ,  

wobei ~-----L(13) ~ ist und sich nach Gleichung (3333) rational durch 
und w darstellen ]iisst. 

Die zu ~ und ~ eomplementiiren Parameter sind 

13 (336) ~=~ ~na L=~, 
folglich ist 

(337) / y:y- 

wobei 

leieht die 

1 6t ---- ~ (63--462-- 46~-1 -{-w), 

1 = 66, = ~ ( ia--4~ 2 - 4 ~ + 1 + w ) .  
(338) {~ ~ 

~ ist, so kann man aus Gteichung (333) auch Da ~=]7 
Gleichung zwisehen ~i und ~ herstellen; es wird n~mlich 

(339) 6# + 6~ 3 --  6,6~[6~6~+4(6~+6~)+ 13] = O. 

Wegen der Beziehungen, welche zwisehen den Parametern ~, ~j, 
6~, 63 und 64 naeh Gleiehung (331) bestehen, ist es nothwendig, noeh 
andere Parameter einzufiihren, um die GrSssen L(2) 2~ und L(26) ~4 
rational dutch 6 trod w darzusf~llen. Zu diesem Zwecke setze man 

L (13) ~a L ( ~ )  L(2S) (340) 'h-~- LC26),-----v-- und ~/2-----LC~a)L(~),a----~7*h. 

Nach Gleichung (58) Nr. 8 is?~ zan~chst ~2 ein Parameter, und deshalb 
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auch ~j ~ ~2 : ~ und zwar ist der Chara~er dieser beiden.Parame~er 
gleich 7. Deshalb ha~ die Gleichung zwischen ~ und ~t die Form 

+ (c~ + c ~ 6 + . . . +  c~) ~- o. 
Dies ~eb~ 

~ (a~7 + a l  ~6.-{- .. .+aT)~22 + (b~t'-{-bl ~ ls - ' [ -" .+ bT~7)~h 
(341) t + (@~' + c l ~ ~  '') -= O. 

Da aber diese Gleichung in Bezug auf g aueh nur yore 7 t~ Grade 
sein darf, so muss 

et I ~ a  2 ~---a.~ ~ - -  . ~ - - - a ~ - 0  
c ~  Ct ~--- c2 . . . . .  C 6 = 0  

seia, folglich reducirt slch die Gleichung (341) ~uf 

Ct *I22 .-J 7 (b ~7 + bl ~6 + . . . + b~) ~2 + c~ ~ 7 ~ O. 

Durch die En~wickelung yon ~ und ~2 nach s~eigenden Poten*en yon 
z finde~ man hieraus leich~ die Gleichung 

J64~., ~ + (~7-- 13~ ~ + 5 2 ~  ~ -  7 8 ~ + 7 8 ~ 3 - - 5 2 ~ 2 +  13~ --  1)~/~ 
(342) ( " + ~r ~-- 0 ,  

oder, wenn man der Kiirze wegen 

(343) ~ 7 _  1 3 ~ 6 + 5 2 ~ _ 7 8 ~ , + 7 8 ~  ~ - 5 2 ~  z + 1 3 ~ -  I = E  

setz$ 

oder 

Hieraus folgt 

(344) 2~L(2 ) ' - ~  = / ! J  ~ - -  128~ ~ -- E ( f - ~ - - 3 i + l ) ( f ~ _ 6 f + l ) w ,  

oder 

(344a) ~ L ( 2 )  ~s - -  ( ~ - - - 1 2 8 ~ ) L ( 2 )  :~ + 4096~ --~ 0, 

(345) Z(26) ~ ~ ~2L(2) ~ = ~ ( ~ s - - 4 ~ - ~ - - 4 ~ + l + w )  L(2)- ~. 

Dadurch e t h e r  man auch noch eine zweRe Darsteltung der absolu~en 

Invarianten J und J - a l s  rai~onale Func~ionen yon ~ und w. Setzt 
man n~mlieh der Kfirze wegen 

(346) ( ~ - 3 ~ +  ~) (~-~-6~+ 1) -=- F, 

so wird naeh Gleichung (132) 



102 L. K~rra~. 

[d:d-- 1:1 ~ ( ~ +  32~ ~ -  128~7 ~ w ) 3  
(347) I : (~2--16~ta--12S~7--E~w)2 (E2+128~ta--128~'--~Fw) 

| : 1728.4 ~ (/i7 ~ -  128 ~ - - / ~  ~w) .  

Dabei geht J in J iiber~ wenn man -4- w mit -- w vertausch~. 

VII. AbschniL~. 

Transtbrmation yore Grade h a .  

w 36. 

Allgomoino B~merkungon iibor dio Transformation vom Grado 4a. 

ls~ n ~ 4a und ha~ die Primzahl a die Form 2b + 1, so is~ der 
Rang q nach der Tabelle in w 8 gleieh b - -  1. Setzt man in diesem 
Falle 

(348) ~ = L(2) ~, L (4)~ L(a)~ L(2a) ~, L(aa ) ~ ,  
so erhiil~ man 

S(n, D ) =  2a0,(t, '---2) + a~z(L ~- --4)  + 4~3(t32--a) 
+ 2b',(t~2--2a) + $~(t~--4a) .  

Deshalb finder man aus der Gleiehung (126) die seehs Gleiehungen 

' --2aO1--3a52--4(a--1)&~--2(2a-- 1) 5 ~ ( 4  a - - l )  ~ =24ko, 

(349), 

oder 

%- a d l +  0 - -  ( a - - l ) 5  a -  (a - -2 )54 -  (a--1)Os=24kt ,  
%- aeYl%-3aff2-- ( a - -1 )d  a -  ( a - - 2 ) 6 4 -  (a--4)$~=24k2, 
--  25,--  3 ~ + 4 ( a - - l ) f f 8 % -  2 (a - -2 )da .  + (a--4)6~=24k3, 
+ 0 , +  0 + ( a - - 1 ) ~ a +  ( 2 a - - 1 ) ~ 4 +  (a--1)aa~-24k4, 

,%- 6,%- 3 ~ +  ( a - - 1 ) 5 3 +  (2a--1)64+(4a--1)5~=24k~, 

L b(b+ 1),~ = [ +  

(350) i b q, + 1) ~ = 2 E-- 

( b ( b + l ) 8 ~ = 2 [ - - (  b + l ) k  o + ( 5 b + 2 ) k ~ -  ( b + l ) k  2 

+ 0 - -  3k4] , 

ko - 2b~, + 2 ( b +  ~)~ 

~ o +  ~ , +  o 
+ (~b+~)7~ - -  (2b + l ) k , ] ,  

b ( b + l ) ~  = 2 [ +  ( b + l ) k  o + (b--2)l~ + ( b + l ) k  2 

+ 0 + 3 (2b+  1)k4] , 

b(b+l)8~ -~ 2 [ - - ( 2 b + l ) k  o - -  2bb~ -- 2(b+l ) /~  2 

t _ ( 2 b + l ) k  3 _ 2(2b+l)k4]" 



Zur Transform.. t ion der  ellipt~sehen Fune~ionen. 

w 

Transformation veto 6ra~lo 12. 

Fiir n ~-- 12 ist 0 gleich 0 und die Gleichungen (350) gehea fiber in 

I 
~, = - -  2k o + 7k, - -  2k~ -l- 0 - -  3k~, 

(351) = - -  /~o+ ~ l+  0 +31~--3k4, 
~ , =  + ~o - ~, + ~ + o + ~ , ,  
6~ = - -  3~ o - -  2k,  - -  4]~ - -  3~,~ - -  6 ~ .  

Setz~ man also yon den 6 Zahlen ]%, ]+~,... 3~ die eine gleich 
+A-t, die andere gleich - -1  und die 4 iibrigen gleich 0, so erb~ilt man 
15 L-Producte mi~ den Charak~er 1. Es geniig~ abet, zuniichs~ nur 
5 yon diesen GrSssen anzugeben~ ni~mlich 

/ s  (12)' L(3) 'L(2)  l~ e J~(t2) 
(352) . . . .  Z- (~(- - -~  ~ - - '  ~ = - ~ V L ~ ' - '  

5 ~ - - J~ (6 ) sL (4 )~  " 

Dmbei erkenn+ man ohne Weiieres, dams die Hfilfsg~Sssen ~ ,  ~+ und +a, 
bei denea die Exponenfen s~mmttieh gerade sind, _Parameter werdem 
Ferner mind nach den GIeichungen (14) und (15) 

5++ ~ ~ 2 ~  

8~ = f_(s)V('~)2 = �9 l~) ~ 

grSssen nullter Dimension, d. h. auch ~ und ~a mind Parameter. 

ko= o, k , = + ~ ,  k , =  o, 7~---+ o , k ~ = - - x , ~ - ~  o . . . . . .  <~,, 



L. KIEPEET. 

Deshalb besteht zwisehen je zweie~ dieser Parameter mit dem 
Charakter 1 eine Gleichtmg yon der Form 

wobei man die Zahlcoefficienten a, b, c, d sehr leieht dutch Entwiekelung 
1 

nach steigenden Potenzen yon h~-- -  z bew kann. Auf diese 
Weise findeg man 

(353) }2~-- ~ + h ,  ~ - - i ,  4 ' l - - g ,  ' 

oder 

(354) ~I = I-]--~,' 1+3}~' l q - } , '  $, 

Jetzt kann man auch ohne Weiteres die iibrigen L-Producte mit 
dem Charakter 1 angeben und aus ihrer Darstellung als rationale 
Funetionen yon ~t schliessen, dass sie siimmtlich Parameter sind. Es 
wird niimlich 

( 3 5 5 )  

L (1.~)~ L(3) L(2) -~ 
~6 = 1 + ~ ,  = ~ 4 ~  . . . . . .  

- -  ~, ~ 4 ~  L ( S )  7 

~'~ = '~(-~-~-~,) = = ~ ( 6 ) ~ L ( ~ )  , 

Ca-- ~,) ~-- ~ 2~(62 L (4) " 

Es kSnnte iiberfliissig erseheinen, diese 10 Parameter wirklich zu 
bildea; ihre Form ist abet doch yon Interesse, weil man mimnter 
durch Nachbildung derartiger Formen auch flit andere Werthe yon n 
Parameter finde~. 



Znr Tranaformafion der ellipfi~chen Funetionen. 

Aus den Gleichungen (352) erh~l~ man 

(356) L(3)12 ~ ~, 1 --9~,* 

Da 
(357) ~z' -~- $~ (6) 
is~, so sLimmen diese 6teichuagen genau mi~ den Gleichtmgen (267) 
fibereim Ferner wird 

t L(4) s ~$~ O-- s~)(~ + ~ )  ~ 

(358) [L(12)~  - ~ , ~  (~--s ~,)'~ (~+3~)* (~ + ~) 

Sehr einfach g'estaltet sich sehliesslich die Beziehung zwischen den 
absoluten Invarian~en J und 07-. Nach Gleichung (268~ wird ~iimlich 

I g : J - -  1: t - ~ - ( 1 - - 9 f ~ : + 3 t ~ - -  3~_J)a ( t ~ 3 ~ )  a 

(359) : (1 - -  1 2 ~ - J - 3 0 ~ - - 3 6 ~ - 1 - - 9 ~ s ) ~ ( 1 - - 6 ~ ' - - 3 ~ )  ~" 
[ : 1728~1~(1-- ~ z ' ) ~ ( i - - 9 ~ ) .  

Der zu ~ complementKre Parameter ist 

(360) ~ ~ e, T '  
folglich wird 

J :  J - -  1 : 1 ~-- (243L- 243~C~+9~,~--~)~(3--~, ' )  ~ 
(36 I) : (729--972~+270f~'--36~,~+f~s)~(27 -ISf~:-f~)~" 

: 1728 ~i ~ (9--  f~:) a (1 - -  ~ ) .  

w 38. 

Transformation yore 6rado 

Ffir n~--~-20 ist a ~ - - 5 ,  b.-~.2 
und (350) gehen daher fiber in 

, -  :oa, - -  153~ - ~6~  
+ 5 a ~ +  0 - 4 ~  
-[- 56, -{- 1 5 ~ -  4(?~ 

(362) - -  2 3 , -  3 3 ~ +  16~  
+ a ~ +  o + a a 3  
--]- $~-}-. 3(~2--~ 4~s 

20. 
und 0 -~- 1. Die Oleichungen (349) 

18d 4 - -  19d~ ~ 24ko, 

.+- 9~, -{- 4 ~  .~- 24k, ,  



[+, KIEPERT. 

tmd 

(363) 
36~=4- ko-- 4k14-6k~4- k34- 2k+, 

3~+------:4-3ko4 . 0 4 - 3 k z 4  . 0 4-15k4, 
3# s ~ - 5 k  o -  4 k ~ - - 6 k ~ - - 5 I c z ~ 1 0 k ~ .  

Die Anzahl der Parameter  mit dem Charakter 2 ,  welche man 
durch passende Wahl der ganzen Zahlen k o, kj ,  k,,, ka, k4, k s erh~lt, 
ist ziemlich gross; deshalb mbgen bier nur diejenigen hervorgehoben 
werden, welche schon bei der Transformation 10 t+" Grades Parameter 
mit dem Charakter 1 waren, n~mlieh 

JS(lo)~ ,~=, ~ L ( t o ~  ,. LCto)  

(365) ~ ~" L(57 L(2)' ' L(@ L@? ~ ~'~ = L(5) L(2)'+ ' 
LOo)+L('~) L(t0)/~[2)+ L 0 o ?  

und ausserdem diejenigen, welche aas diesen dutch Vertauschung yon 

mit~.- 2 hervorgehen, n&mlich 

Z (20 ) + i (~) ~ L (~0)~ Z (~) L~ L C 20 ) L (2) 5 

(365) L (~o)~L (4) L (2o) L (4)~ L (~o)~ L @). ,)  
~4 ~ /~(lo)Z(2)s J ~a ~ Z(lO)a L(2), ~6 ~ L(lO?L(4) 

Diese 12 GrSssen haben alle den Charakter 2+ wie man aus der An- 
merkung ersieht; ferner sind +t, ~+, ~3, ~++ +~, +6 ParameLer fiir die 
Transformation 10 ~+" Grades+ folglich sind sie erst rech~ Parameter fiir 
die Transformation 20 ++" Grades. Nach Gleiehung (272)bestehen 
zwischen ihnen die Relationen 

(366) ~ ~t 

*) Diese 12 Parameter e rh~  man, indem man s #o, #l, k2, #~, k4, #+ 
die folgenden Wert~e einsetzt- 

70ioi   0 o o 
~ , / - 1 I  o I - 1  o + 1  o o i + ,  + 1 - 1 1  o ~ o  

~ / + l j  o i o +~1 o t + I 1 + ~ ,  o o ! + ~ ,  o l + ~  



Zur Transforma~on tier ellip~isehen Func~ionen. 

Deshalb gelten auch die entsprechendea Gleichtmgen zwischen den 
Grbssen *h, ~:,  �9 �9 �9 ~ ,  nlimlich 

(367) { 4n___A~ . 

Nun ist '/1 ein Pa ramete r ,  well die Exponenten si~mmflich gerade 
sind,  folglich gilt wegen der Gleichungea (367) dasselbe auch yon 

Zwischen ~ uad ~h besteht eine Gleiehung yon der Form 

wobei man die Zahlcoefficienten sehr leichg bestimmen kann,  indem 

man ~3 und V~ nach Potenzeu yon h ] 5 ~  z entwiekel~. Es isi niimlich 

~1, ~ -  1 - -  4~ --~ 4z  ~.-Jr- 0 + 4z ~ - -  4~ ~ -  16z~-4 - 16z~-{-4~snt-12z~-- 12z~~ . . .  ; 

daraus ergiebt sich 

~/t ~ - -  2 (8~3~2V4~ ~ n (- 1) ~/i-~t- (16 ~32~8~3-{ - 1) ~ 0,  (36s) 
oder 
(368a) ~ = 8~3 ~ -{- 4~ 3 n u 1 - -  4 w ,  

WO 

(869) w = + V~T(~3+ 1)(4~3:+ ~) = + z + . . . .  

Daraus folgt noch 

(370) ~k ~ ~ - - w  " ( : + f s ) ( z - - ~ )  

Nach den Gleichungen (273) wird 

_ ~ L ( 5 )  ~ ~--- ( ~ - - a ~ )  ( l + ~ ) ~  

L (10) s = ( i - - ~ p ( l + i , ) .  

ferner  ist 

' L ( 4 ) ~  - -  

(372) 
L(20)24 .= ~, ~,~. 1 --  '~s 2'2~?(5--'hV 

~s%~5 ~ ~(:+~s) (t--~iP 

Nach GMehung  (274) wird sehliesslieh 

I J :  orm 1: 1 ~ (1 - -  4 ~3 -{- 16 $5.jr_ 16 ~36) 3 
(373) { :(1-}-4~3~)(1--2~3-}-2~3~)2(1--2~3--4~3~)'(1--2~--6~a~-8~33-4~34)2 

[ : 1 7 2 8 ~ ' ~  (1nt-~3)2. 



L. KIEPERT, 

Nun ist der zu ~z eomplementgre Parameter 

(374) - m (a+ ~) (l+S ~) -- 5w 
~ " ~ T  = 4(i+~)(i--~) ' 

so dass man erh~lt 

I J :  Y - -  1:1 = (1 --  4 ~ + 16 $~ + 16 ~)~ 

(37~) : (1 + 4 ~ )  ( ~ - 2 ~ + ~ ~)~ ( ~ - ~ ~ - ~ ~?)~ 

: a72s U ~  (1 + ~)~. 
Die Gleiehung, welehe dabei zwisehen ~z und ~ besteht, folg~ aus 

Gleiehtmg (374), es wircl n~mlich 

(374a) 16(l--l-iz)(1--4f~)~z2--8(lq-fa)(l-at-6fz)~-~- (1--4f~)'-'-~-0 i 

sie is~ in Bezug auf ~ und ~ symmetriseh. 

w 39. 

Transformation yore 6 r ~ o  28. 

Fiir n = 2 8  ist a = 7 ,  b~--3 and q ~ 2 .  
Gleiehangen (350) fiber in 

Deshalb gehen die 

1 6 d l ~ - - - 4 k o + 1 7 k l - - 4 k 2 - f -  0 --  3k4, 
| 6 3 2 ~ - [ -  ko--  6k,--~8/~ 2-}- k 3-~ 2k4, 

(376) ~ G ~ 3 = -  ko+ ~ +  0 + 7 k ~ -  7~,  
| 6 ~  = + 4/~o + ~, + 4~ + o + 21~,, 

Flieraus finder man zur~ehs~ 2 L-Produete mit dem Charakter 2, 
n~alieh 

Z (2s)2L(7) L (~)2 L(~8) L(4) ~2 ----- 
(377) $* ~ L (7) ' Z,(14)s L(2)a 

und 5 L-Prodacte mi~ dem Oharakter 3, n~mlich 

f~ _ _  L(28)L(14)*L(4) - L(14)~ L(14)~L(7) 

(378) |~: __ L(28)'L(2)' L(28)zL(7)L(r .) 
t ~s -- ~5(~)~L(~)~, ~ ~- L(~)~L(~) -" 

Zum Beweise, dass ~l oin Parameter is~,-bilde man mi~ Rfieksich~ 
auf die Gleiehungen (14) mad (15) 

*) Die 7 Hfilfsgr~ssen ~,, ~t, . . . ~  erh~il~ man, iadem m~a f/it ~o,kt,...k~ 
die folgendea Werthe ehase~t: 



Zur Trau~forma~ion der eIllptisehen Funotionen. 

_ f ( ~ )  
s �9 (~-)  ~(~)~ --f(T) f(,)~" 

Dies ist eine rationale Function yon ~(~--~-), die sigh gar nieht ~indert~ 

wenn man to(~--~-) mit einem der Theilwert~e 

vertauscht, folglich ist dieser Ausdruck eine TransformationsgrSsse 
nullter Dimension d. h. also ein Parameter. Ebenso ist such L(4) s 
ein Parameter, denn es is~ 

g2 s ~ 2792 

Deshalb ist auch 
f(~8) 

~t ---- L(4) s f(~) f(~y 

ein Parameter and hat den Char akter 2. Bei ~4 und ~6 sind die 
Exponenten gerade, folglich sind ~4 and ~6 Paxameter mit dem Cha- 
rakter 3. Dasselbe gilt yon ~3 und ~ ,  dena es /s t  

(379) ~3 • ~1~4, ~, ~ ~t ~-  

Die Form der Gleichung zwisehen ~i uad ~3 ist daher 

(3SO) l + ( a ~  Tb~i~ + e ~  +~)  ~ O. 

Dies giebt ansserdem die Gleichungeu 

k o ~ 1 01 ~ I  

kl 0 - -  

~ + l  
k~ -- I + 1  

0 0 ~ 1  
- -1  0 
- - 2  - - 3  + 2  

+ ~  o --1 
~ t  0 - -2  

+ 3  0 



L, ]~/EPERT. 

-J- (ae ~ta-~-be~,2 2r-c~ ~| --{--de) = O, 

(a~--}-b ~s - { - c~ -J -d~)  ~ ~" + (a s ~--}-b~ ~,~ + c~ ~ + d~ $~) ~,~ 

aus denen hervorgeht, dass 
a-~--0, b~---O, c ~ O ,  d ~ O  

sein muss. Die Gleiehmag (380) reducirt sieh daher auf 

(3803) (c~,+ a) ~e + (al ~? + b~ ~e+e~ ~t + a~)~ + (ae~t +b~) ~ ---- 0. 
1 

Setzt man h ~ = z, so wird 
~ t - ~ - z - ~ l - - z + O +  za +O--zs  + O +  3zT +O--2zg + O +  2z~ + "'', 
~a._--.z--2~z-~-- 3+2z+2z~nt-aa +O_2~q-3z~- - zT - -4zS - -2~o  

~ 2 , ' o + . . . ,  

folglich geht die Gleichung (3803) tiber in 

(i,'-]-2)~a2 - -  (~Iaql-3},2--6~1--8)ia - -  7},~(}1 -]--2) = O, (381) 
oder 
(3813) 
WO 

'2(f,+2)~a = },a + 31,' - -  6~, - -  8 + va, 

w ----- -t-" K'~, q-- 1) 6 -{- lO(~t-l- 1) 4 -{- 25(~--[- 1) 2 --I-- 28 

(382) = + V ( ~ , e + ~ , + 2 )  ( ~ , ' + 2 i , + 8 )  ( f ? + 3 f , + 4 ) .  
= + z - ~ + . . . .  

Dies giebt aneh noch die Gleiehung 

(383) 2~1(~t_{_2)~4 _~. ~,a ._}_ 3~1~ __ 6~  -- 8 --}- w. 

In ghnlicher Weise finder man die Gleichung zwischen ~l und ~ ,  
n~mlich 

(384) ~,a~6 e -]- 2(3~18+ 16~2-]-24~-]-32)~ s - -  7 ~s ~__ 0, 
oder 

(3843) ~ts~e ---- - -  (3~13nt- 16~te-{-24~lq- 32) -{- 4w. 
D a  IluD. 

L(-as)4 (385) ~,~G-- L(~), 

ist~ so s aus den Gleiehungen (381 a) und (3843) dutch Multipli- 
cation 

/; (~8)4 

(386) (~ ~__ ~ 5_}_ 46f a_~_2561 a_{_576 lie_j_ 76811_{_ 512 ) 

( f ,+4)  ( ~ ? -  81, ~- 16)w. 
Se~zt man jetzt 

(387) L(7),  = ~,  



Zur Transformation der elliptischen Functlonen. II1 

so werden die zu ~1 und ~/ complement~ren Parameter 
4 49z (4 )  4 49 

(388) ~1-~-~[  und ~=-Z(~s)------~~---~-. 

Deshalb folgr aus Gleichtmg (386) 

(389) ~2~4 ( f ,+2 )  ~ = ( ~ 6 - - ~ s + 4 6 ~ 4 + 2 5 6 ~  + 5 7 6 f , ~ + 7 6 8 ~ + 5 1 2 )  
[ - -  (~t - ] -4)  ( ~ , ~ - -  8 ~ 1 - -16)w 

und 

(390) { 2 ~  (f, + 2 ) ~ - - - ~ ( f 1 ~ + 6 ~ +  18f, ' -[-32~1~+23~,-~--2~, -{- 8) 
+ (f, + 1) + - 1) w. 

Die Beziehung zwischen den beiden absolu~en Invariantea J and 
] ergiebt sich daher unmittelbar aus Gleichung (146) m. vor. hbh., 
und zwar wird 

[ J : J - -  1 :1  ~- (~2-[- 1 3 , / +  49) (~-[-5~/-{- 1)~ 
(391) : (~4_{_ 14 ~s_~_ 63 ~ - J -  70 */-- 7) 2 : 1728 ~/, 

~ J :  j - - -  l :  1---~ (~/~-{- 13 ~-{-49) (~-~-5~/-{- 1) a 
(392) ! : (~/~-{- 14~-{-63~-{-70~/ - -7)  ~ : 1728~/. 

Wenu man also die Werthe yon ~ und ~ aus den Gleichungen (390) 
und (389) einsetzt, so sind J und J als rationale Functionen yon ~ 
und w dargestellt. 

Setzt man noch 
L (~) = }~ (14), (393) ~' ~--" L(~)L(2)~ 

so ist ~ sieher ein Parameter s die Transformation 14 t'~ Grades, 
also aueh fiir die Transformation 28 t`~ Grades; dabei isr der Chaxak~r 
yon ~ gleich 4. Deshalb finde?~ man zwischen ~l und ~h die Gleichung 

oder 
(394a) 2~,~(~,+2)~, h = ( i , ' + 4 ~ , ~ + 1 I f , ~ + 1 4 i , + 8 )  - -  ( i , + l ) w .  

Daraus folg~ dann 

(395) 
L ( 1 4 ) ~  ~4~, L(28)s ~ 49$,'~ 

so dass man diese GrSssen ohne Schwierigkeit als rationale Funetionen 
yon ~t und w dars~ellen kann. 

Da ~) in diesem Falle g]eieh 2 is-t, so miissen alle Parameter mit 
dem Charakter 2 linear yon einander abh~ngig sein; es besteh~ daher 
aueh zwisehen ~ und ~e eine lineare Gleichung~ n~mlich 

(396) (~, 2 r- 2) ~ ---~ ~,. 



L. KIBP~RT. 

VIH. Abschnit~. 

Transformation vom Grade 2~a.  

w 

Allgemeine Bemerkungen tiber die Transformation yore Grade 8 a. 

Ist a eine Primzahl yon der Form 2 b -t- 1~ so wird ffir ~ ~ 8 a 
a - - 3  der Rang q - ~ - a -  2, wKhrend ftir ~ ~---4a der Rang 9~ ~ 2 war. 

Es sei nun 

ein Parameter fiir die Transformation yore Grade 4a~ und der Cha- 
rakter yon ~(4a) sei ch~ dann kann man durch Vertauschung yon 

mit-~-aus ~(4a)sogleieh einen Parameter ~(8a) mit dem Charakter 

2ch herleiten. 
Setzt man niimlich 

(397) 5 --~ -- ~i - -  ~2 - -  ~ ~ ~4 - -  ~s, 
so wird 

(398) ~(8a) == .L(2)'~L(4)~,L(S)~,_L(2a)~,.L(4a)~,.L(Sa),~. 
Dabei ergiebt sich der Charak~r yon ~(4a) aus den Gleichungen 

- -2a~--3ae)~ . - -4(a- - t )~2(2a--  1) ~4-- ( 4 a - -  1)#5~24k~, 

+ a~,+ o -  (a--1)~-- (a--2)~-- (a-1)~o=24k,, 
§ a~§ ( a ~ l ) 5 3 -  (a~2)5~-- (a--4)ds~--.24k2, (399) 
- -  2 ~ , - -  3 ~ + 4 ( a - - 1 ) d a -  [- 2(a--2)54- (a - -4)~--~24ka ,  
§ ~-~- 0 --{- ( a - - 1 ) a ~ §  ( 2 a - - 1 ) d ~ §  (a'---1)5~---~24b~, 
~- #~-{-- 35~-]- ( a - - 1 ) # a §  (2a--1)(~4§ ~. 

Ffir ~(8a) sind dagegen die en~sprecheaden GIeiehungen~ wenn man 
die Relationen (397) berticksiehti~ 

- -  2a ~-=3a d~ ~ (a-- 1) da--2(2a--]) e?~--(4a--1) ds~241o~-24bo, 
-- 2a d~--3a de--4(a-- 1) 5~--2(2a--1) d~-- (4a-- 1) d~---24~--24k o, 
§ 2ad~§ 0 --2 (a--1)da-- 2(a--2) ~ - - 2  (a- - l )  8~-~24~-48/~, 

(400) § 2adv~6a ~--2 (a -- 1) d~-- 2(a --2) d~--2 (a--4) e~s-~-241a-.~487~, 
- -  2 ~ - -  3d~§247 2(a--2)da+ (a--4)8~--.24l~.~-241~, 

Es ist also 

~+~,=~o,  ~ = ~ , ,  ~=-~ ,  ~ , + ~ = ~ ,  ~ = ~ , ,  ~ 7 ~ ,  
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d. h. der Charakter yon ~(Sa) ffir die Transformation yore Grade 8a  
ist genau doppel~ so gross wie der yon ~(4a) fur die Transformation 
yore Grade 4a. Ist z. B. der Charak~er yon ~(4a)~ n~,mlich 

Ch ~ e,+_.._..~2 a + l  

so is~ der Charakter von~ ~(Sa) f~ir die Transformation yore Grade 8a 

~ -  2 2 

also im Allgemeinen mSgliehst niedrig, wenn der yon ~ (4a) mSglichst 
niedrig ist. 

Aueh die weiteren Rechnungen lassen sieh jetzt verhiiltnissmiissig 
einfach durchfiihren. Is~ nimlich ~ (2a) irgend ein Parameter flit die 
Transformation yore Grade 2a~ so finder man bei der Transformation 
vom Grade 4a  eine Gleichung 

4401) _F(}(2a), ~ (4a)) ~- 0. 

Indem man nun "~ m i ~ y  vertauscht, geh~ 

~(2a) in ~l(4a) and ~(4a) in ~(Sa) 

iiber~ wodurch man aus der Gleiehung (401) 

(402) ~ ( i ,  (4a), ~ (8 a)) = 0 

erh~lt. Is~ dabei 
(403) ~ (2 a) ~ L (2)*, L (a)*~ L (2 a) ' , ,  

so setze man 

Dadurch wird naeh den friiheren Angaben 

~1 (4a) = ~(4a) = L(2) ~,/~(4)~ L(2a )  ~, L(4a)  ~' , 
~(8a) = L(4)J, L(8)'~ L(4a )  ̀ t, L(8a) ~ , 

und der Charal~er yon ~(4a) wird doppelt so gross als der Charakter 
yon ~(2a) ftir die Transformation vom Grade 2a. Da zwischen ~(4a) 
und ~(8a) dieselbe Gleichung besteht wie zwisehen ~(2a) and ~(4a), 
so is~ jede wei~bere Rechnung vermieden. 

w 41. 

Allgemeino Bsmerkungen fiber die Transformation yore Grade 16a. 

Is~ a wieder eine Primzahl yon der Form 2b + 1 und n ~-- 16 a, 
I t  so wird tier Rang ~) gleieh 4b J 1, also ~-~Q+3) ~ 2b + 1 ----- a, In 

diesem Fatle lisst sich der folgende Satz beweisen: Ist 
Mathem&tizche 2~lnalen. XXXIL 8 
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(407) ~(Sa) - -  L(2)~ L(4)~o Z(S)~ L(a)~, L(2a)~o s L(Sa)~, 
d n  l~arameter mi~ dem Charakter ch fi~r die Tra~ format ion  yore Grade 

8a,  und geht ~(16a) aus ~(Sa) dutch Vertauschung yon ~ mit  ~-- 
2 

]~ervor, so ist ~(16a) fiir die Transformation vom Grade 16a ein 
t )arhmeto �9 mi t  dem CharaCter 2ch.  

Der Beweis wird in ganz iihnlicher Weise geffihr~ wie bei dem 
entspreehenden Satze im vorhergehenden Paragraphen. Setzt man 
n~mlieh nach Gleichung (124) 
(4os) (A,) S(S a, ~%) ----- ~4. s a ~,  
wobei A~D,----8a, und wo /)~ die Werthe 

1) 0 ~ 1, 1)~ -~- 2~ D~ -~- 4~ 1)~ ---~ 8,  1)~ ----- a ,  D~ ---- 2 a ,  1)~ -~- 4a ,  

1) 7 -~  8a  

annimmt, und setz~ man dem entspreehend 

(409) (A~') S(16a, D~') -~- 2 4 . 1 6 a l ~ ,  

wobei A~'1),'---~ 16a, und wo 1)~" die Werthe 
1, 2, 4, 8, 16, a,  2a ,  4 a ,  8 a ,  16a 

annimmt~ so finder man 

(410) l~ ~ k~  l~ ~ k~, l~ ~ 2k~, 1 s ~ 2k~, l~ ~-  2 k  7. 

Daraus folg~, dass der Charakter yon ~(16a) genau doppelt so gross 
st wie der Charakter yon ~(8a). 

w 42. 

A llgemeine B6merktmgen iiber die Transformation yore Grade 2=. a. 

Diese Betrachtungen lassen sich aueh auf den allgemeinen Fall 
fibertragen~ w o n  ~ 2 ~- a und a ~ 2 ist. Dadurch finder man aueh 
sofort die Gleichungen, welche man bei der Transformation yore Grade 

2 ~. a braucht. Ist n:,imlieh ~ ( ~  ein Parameter mi~ mSgliehst niedrigem 

Grade f'tir die Transformation yore 

~ ( ~ )  und ~(n) fiber, indem man 

aus der Gleichung 

T '  und geht $ bez. in 

mi~ -~ und -~ vertauscht, so folgt 

o 

unmittelbar die Gleichung 
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B e i s p i e l .  Es sei 
f ~  

L(n)* 

dann ist ~(n) ein Parameter, und es wird 

n ~ D3~, D 4 n 

und 

(412) {S(n, D) = 4a ( t , - ' - -23  -- 4a (tz "~- ~ - - 4 ( t a ' - -  ~) q- 4( t , ' - -n)  

--~ 4a(t l  z --t2 ~) - -  4 (tn2--/4~). 

Fiir /)  ~ 1, 2, 4, . . .  2 ~-1 wird daher 

also 
s ( ~ ,  29) = o.  

Ebenso wird fiir D --~ a, 2a ,  4a, 2~,_~a __~ n__ 
" * " 2 

59 
t l = t  2~--a-- ~ t 3 ~ t  4 ~ D  

und deshalb 
s ( . ,  1)) = o. 

Dagegen wird Ftir D - ~  2 ~ =  _n 
a 

a l s o  

$6,})= 
folglieh ist 
(413) 

t ~ = - ~ ,  t2= y,  %=-f~, t 4 ~ -  d, 

an'(a--1)a~ , (A) S (n,-an) = 3n2(a--1)a = 2 4 n k . ,  

k .___~--2~-~(a--1) . .~_--2,-~b.  

Endlieh wird noch ffir D----n 

t , = ~ s  t2= u t s = y ,  t ,=~ ,  

a 

oder 

(414) k~= = -~- 2=-S(a-- 1) = ~- 2'*-'2b. 

Daxaus ergiebt sich, dass der Charak{er yon } gleich 2~-~b ist. 
erh~ilt auf diese Weise 

fiir n~4a ,  8a, 16a, 32a~ 64a, 128a, 256a, 512a,..., 
qJr-l~b , 2b, 45, 8bnL2, 16b-~6~ 32b-]-18, 

ch=b, 2b, 45, 8b, 16b, 32b, 

Man 

6463v42, 128b~-98,.., 
64b, 128b,.... 

$. 
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Dabei ha~ }(n) die gewiinsehte Form, denn man erh~ilt die Paramef~r 
o o 

mid ~(n) dureh Vertausehung yon ~" bez. mit y und -~ 

w 43. 

Transformation yore grade 24. 

Ffir n -  24 wird e ~ 1 und der in dem vorhergehenden Para~ 
g~raphen angeffihrte Parameter 

L (-24)' L (4)3 
(415) ~ ~- L(i~)~L(s? " 

Ausserdem mbgen hier noch die beidea Parameter 
]5 (1~)4L(-2)3 /_~ (6)3 

(416) }l ~ L(6)~L(~)4 und } 2 ~  L(3)4L(2)3 

hervorgehoben werden, die nach Gleichung (352) auch schon Para- 
meter ffir die Transformation 12 t~= Grades waren, uad zwischen denen 
nach Gleichung (353) oder (354) die Beziehung 

(417) ~2 -~- 3 q- $~ i q- ~3 

besteht. Jetzt ist aber naeh Gleiehung (265) und (266a) far die Trans- 
formation 6 re= Grades 

wobei 

~, (6) = L (6)~ = i -- 9 I~(6) 
L(3)4L(9)~ i -- ~3(6) ' 

}2(6)  = z (6)4  

ist, folglich ist 
1 --  9 ~3 ~ ~, (3 --  ~,) 

( 4 i 8 )  } ,  ( 6 )  = - -  = 

Vertauseht man jetzt ~Y mi~ ~----, so geht 

}1 (6) in }l 2 und ~t in 
fiber, folglich wird 

(419) 

und 

(419a) ~1 = 1_4_~, WO w = - l - / / } ( l q - ~ ) ( 3 - - ~ ) = 2 q - . . . ;  

(420) }2 = E+-~=l-% = ( 3 §  i)2 

Dureh die Gleichungen ( 3 5 6 ) u n d  (358) sind L(2)  ~4, L(3)  '2, 
L(6)  u ,  L(4)  s und L(12) 24 als rationale Fanctionen yon ~2 dargestell~. 
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Mi{ R~cksich~ auf Gleichung (420) kann man daher diese GrSssen 
auch als rationale Functionen yon ~ und w dars~ellen. 

Vertausch~ man noch in der Gleichmag 

L(12)~4 (1--a$~) ~1 (1-1-s $~(1 ~ ~ 2 ~ t l i  (3--  ~,) ' 
= g,*'(*-- ~=)~ = ( 1 - -  gi)" (t +~, )=(a+~,)  

~" mit ~- ,  so erhgl~ man 

~" (a - -  D 2 (421) L (24) u ---- 224Z(2) =4 (1 - ~)**(1-~)~(3-}-~) 

Zwischen ~= und g besteh{ die Gleiehung (359), nRmlieh 

J :  J - -  1 : 1 ~-- (1 --  9 ~=-~- 3 ~_~ --  3 ~ ) a  (1 - -  3 ~=)~ 
(422) : (1 --  12 ~ - J -  30 ~ 4 _  36 ~ Jr- 9 ~s)~. (1 - -  6 ~0~-- 3 ~ )~  

: 1728 ~ :  (1 - - ~ ) ~ ( 1  -- 9~=). 

Der zu ~= complement~re Parameter isl 

folglich findel man aus Gleichung (422) 

J : J - -  1:1 = (243--  243 ~-{ - 9~ ~ -  ~)a (3 - -  ~=)~ 
(423) :(729 --  972 $2 + 270 $' -=- 36 ~ - ~  ~s)~ (27 - -  18 ~ - -  ~)  ~ 

: 1728 ~ ~ (9 --  ~)a (1- -  ~=). 

Die Gleichung, welche dabei zwischen $ und ~ bestehl, heisst 

(424) (3+~)~=~ - -  2(3-~-6~--~-)~: -{- (1--~) ~ = 0; 

sie wird symmetrisch in Bezug auf ~ und ~z, wenn man ffir ~ den 

Wer~h 3 ~ einsetzl. 

w  

Transformation yore 6fade 48, 96, u. s. w. 

Indem man dieses Verfahren fortse~z~, erh~l~ man auch die Trans- 
formation yore Grade 48, 96, u. s. w. 

Se~zt man n~mlich fiir n ~ 48 

(425) ~ = L(.~4),L(16), ' ~ '  = ~ '  ~= = m(a) ,m(~.) ' ,  

so bleibt die Gteichung (422) zwischen J mad ~= bestehen. 
Der zu ~= complement~4re Parameter is~ auch bier wieder 

so dass auch die Gleichung (423) bestehen bldbk Da jetz~ abet 
anders defmirt ist als in dem vorhergehenden Paragraphen~ so mass 
man bier die Gleich-ung (424) erse~zen dutch die be/g~ Gleiahungen 
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(426) ' ~(3-[-*h) 'G"~- 2 ( 3 q - 6 ~ , - - ~ , e ) ~  -[- ( I - - ~ , )  ~'~-- O, 
[0 +~)~? - -  ~ ( 3 - ~ )  = o.  

Die absolute Invariante J is~ daher eine rationale Function 12 t~" Grades 

yon ~_~-, J ist genau dieselbe rationale Fane~ion yon -~-, wiihrend 

die Beziehung zwisehen } und ~2 dureh die beiden Gleiehungen (426) 
gegeben isk 

Ffir n ~ 96 miisste man setzen 

L(96)4/5(16). L(6) ~ 
---- /5(4s)~L(ze),, ~2 ~ /5(~?/5(2)~' 

(427) 
~* = L(24!4 L(4)~ L(48) ~ L(8)' 

L(12) e/5(8) ~ , ~ = /5(24)2/,(16)2 , 

dann gelten aucb jetzt noch die Gleiehangen (422) und (423), wlihrend 
die Beziehnng zwisehen ~ and ~ dutch die drei Gleichungen 

[ ( 3 + ~ , y % ~  - 2 ( 3 + 6 ~ , - ~ ? ) ~  + ( I - ~ , y  = o ,  
(428) I(1--]-~h)~/,: - -  ~/2 (3--~/~) ~- O, 

1 ( 1 + ~ ) ~ ?  - ~ ( 3 -  ~) = o 
gegeben isL 

dieser Weise kann man forffahren und erh~lt fiir n ~ 2 a .  3 

/5(~'. 12) 4 L(~'. 2) ~ 
L (~. 6)z L(2~.4)4- (v=a, 2,3,. . .a--3). 

Die Gleichungen (422) und (423) geltea daaan ffir alle Werthe 
yon a,  welehe grSsser als 3 sind, w~hrend die Beziehung zwisehen 

und ~2 durch die Gleichungen 

[ ( 3 + ~ y ~ ? -  2 ( 3 + 6 % - ~ , ~ ) ~  + ( 1 - ~ , y  = o ,  
(43o) ] (1 + ~ , )  ~,~ - ~ + 1 ( 3 -  ~,+1) = o, 

[ ( 1 + f ) ~ _ ~  - -  f ( 3 - - f )  = 0 

gegeben isL 

45. 

Transformation yore Grade 40, 80 u. s. w. 

Set.z~ man 

/5 (~o) L 0o)~ 

(431) /5 (~o)~/5(2) /5 (4o)~ ~(4) 
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allgemeiu 

(432) 

so gelten nach 
Retationea ~) 

(433) ~, = 

wobei 

(434) 

oder 
(433a) 

(~. ~o) ~ L(~-) 
(~'. 5)~ L(~ ' .  ,~)' 

Gleiehung (272) and nach Gleichung (370) die 

w = ~ / ~ 1  + ~) (t + 4 r  

(I q-*/) ( 1 - - 4 ~ )  ~t~- - -  2(1 q- */) (1 q- 6*/) ~ q- (1 - -4 . / )  ~ ~-  0. 

Daraus folg'~ auch noch eine Gleichung zwisehen ~1 und */t, niimlich 

( 4 3 5 )  */, ~ 2  _ 2 (2  - -  ~,) ~, + ~ / ~ -  O. 

Indem man ~ mi~ -~2 verfauscht, geh~ ~1 in ~, uad ~1 in ~ fiber. 

folglieh finde~ man aus Gleichung (435) 

(436) ~1 ~ 2 __ 2 ( 2  - -  ~1)~ ~2 -[- ~12 ~ O. 

Ebeaso erh'~lt man die Gleichungen 

{ i ~ i ~  2 - -  2 ( 2  - -  f2)  13 -f-  f~ ~ = -  0 ,  

(437) .am - -  ( - -~3)~ , -4 -~a  - ~ 0 ,  
�9 . . , . * o * * * �9 . 

Je~zt gelten die beiden Gleiehungen 

J :  J - -  1 : 1 ~-- (1 - -4~/ -4-  16~ s -{- 16y6) a 
: (1 -[- 4 ~  e) (1 - -  2,1 -{- 2./~) ~ (1 - -  2 ~  - -  4./~-) ~- 

(438)  x (1 ~ 2V - -  6~ ~ - -  8 ~  --  4./4.) ~ 

: 1728 */,o (1 - -  4.1) (1 -{- */)'~, 
und 

j :  J -  1:  i = (1 - 47~ + 1 6 ~  + 1 6 ~ )  ~ 

: (1 + 4 ~  ~:) (~ - 2~ + 2 ~ )  ~ (t - 2~  - 4 ~ )  "~ 
(439) X (1 --  2~  - -  6~ 2 - -  8~ ~ -  4~ ' )  ~ 

: 1728~/'0 (1 - -  4~) (1 -4- ~)~, 

gleichviel ob es sieh um die Transformation yore Grade 10, 20, 40, 80 
oder aUgemeLa 2 ~ �9 5 handelk Auch ha~ ,/iiberaU dieselbe Bedeu~ung; 
dagegen is~ 

�9 ) Die Bezeichmmgen sind hi~r ~o gewEkl~, class die GrS~sea. welche m 
Gleiuhung (271), (272) uad (364) bis (374a) 

gena~at warden, bier bez. 

heissea. 



~ ( ~ 0 ) =  '--~-' = a - * '  

(440) 4 ~ ( 2 0 ) =  ~ ,  4~(40)  -= ~ ,  4~(80)  -= ~ ,  �9 �9 -, 

Die Beziehungen zwischen den GrSssen ~,  ~ ~ ,  ~ ,  . - .  sind dabei 
dureh die Gleichungen (433) his (437) in der einfachsten Weise gegeben. 

IX.  A b s c h n i t t .  

Transformation ve to  G r a d e  3a.  

w 46. 

Mlgemeine Bemerkangen fiber die Transformation veto 6fade  3a. 

Is~ a eine Pr imzahl  yon der Form 2b -[- 1 ~ 61 _~ 1 und n -~- 3a~ 
so wird 0 ~ 21 ~ I. In diesem Falle erh~lt man also 

(441) ~ == L (3) ~, L (a) J-- L (3 a) ~, 

und 
S ( 3 a ,  1)) ~- a6j(tl  ~- - -  3) + 3 ~ ( t ~  ~ - -  a) -{- d3(t3 -~ - -  3a) .  

Dies giebt  

/ 

F ~  

- -  3 ( a - -  1) ~2 - -  ( 3 a - -  1) ~s ~ 24ko, 

~- 3 ( a  - -  1) ~2 -[- (a - -  3) d3 = 24k~, 
-{- ( a - - 1 ) ~ - ~ ( 3 a - - 1 ) ~ 2 4 k  3. 

a ~ 61 ~ 1 erhiiIt mall hieraus 

(44~) 

und ffir 

(443 a) 

{ 2z(3~ - -  1) ~, ~- - -  (3~ --  2) ko -{- 91kl + 2k~, 
2t(3Z - -  1) d~ ~ -[- ( 3 / - -  2) ~o + 31k~ -3 r 2ak~, 

21(31 ~ 1) d a ~ ~ ( 9 / - -  2) k o -  9/k~ - -  2ak2,  

a~---613v1 

21(31 -[- 1) (~, -~- - -  ( 3 / - -  1) k o --~ (91 -~- 3) k, ~-- 21~, 

21(31 + 1) &a = - -  (91 -{- 1) k o - -  ( 9 / ~ -  3) k I - -  2ake .  

w 47. 

Transformation veto 6fade  15. 

FUr ~ 15 wird a ~ - 5 ,  l ~  1, Q ~  1, und die Gleichungen 
(443) gehen fiber in 
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(444) 

also 

(445) 

{ 4 a , = - -  k o-1-976-{- 2&,  

4~ = -{- k. q- 3k, q- lOk~, 
468 ---- - -  7k o - -  9k~ - -  10k~, 

Deshalb muss k o -{- kl durch 2 theilbax sein. Sobald maa den Zahlen 
ko, kj, k: Werthe beigeleg~ hat,  fiir welche ~j eine ganae Zahl is~ 
so liefera diesr Werthe auch ftir ~ and ~3 gauze Zahlen, wie man 
sofor~ aus den Gleiehungen (445) erkennt. Dadurch finde~ man leieht 
die folgenden L-Producte  mi~ dem Charakter 2 

L (15)~ L (t5)~ L (3) �9 /~(15)~ 

LOs) L(~5) 2 L(5) L(~5) 4 
(446) ~ ~ ,  ~s L(~)4 , ~6~---" L(5)L(3) ' '  

L05) L(3), 
~ L(5)~ ~ ~s=L(15)L(5)~.L(3) .*) 

Nach Gleichung (58) Nr. 5 is~ 

')~ 8 ~  , 

= 

eine TransformationsgrSsse. Dabei wird aber 

folglich ist 
L(15) ~ _ (g~a -- 27ga~) f(15) s 

ein Parameter. Dasselbe gil~ yon ~ ,  denn bei ~2 sind die Exponen~n 
siimvattich gerade und auch die Bedingang 

ZD(D - -  l) (D - -  2) a _ ~  0 (rood. 24) 

wird befriedigt. Deshalb sind auch 

(447) ~s-=-~ und ~'=%7 

*) Man erhlil~ diese L-Produote, indem man f(ir k 9, kl, k~, ks die folgenden 
Werthe einsetzt: 

k~ --1 + 1  o --2 - -2  --1 -]-1 o 
& - 1  - 1  - ~  o -~ t  o - ~  + I  

+ 1  + 1  + 5 1  o 1 + 1 1 + 2  t o + 1  
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Parameter, und zwar 1,aben ~ ,  ~=, 8a, ~a slimmtlich den 
r'&~er 2.*) 

Durch Entwickdung nach Potenzen yon h g =  z finde~ 
dass zwisehen ~, und ~ die Gleichung 

(448) ~ , ~  + (~/- + 5~, - -  1) ~, + 9 ~  =-- 0 

bes~ehfi. Dies giebt 

wobei 

(449) 
--~//1 - -  10~ t 13~, ~ -{- lO~t a -{- ~,~. 

Cha- 

mal2~ 

Daraus folgt 
I ~ 8 3 2~,~ L(3)  '2 2~, ~2 

(450) -~ (1 - - 5 ~ , -  ~,~) (1 --  10~,--4~,  ~- --i t- 10~, a @ ~,') 

-}- (1  - -  2s~,  - -  ~ ,2 )  (1  - -  8 ~ ,  - -  ~l  ~-) w, 
oder 

(45Oa) 
"-}- 729~ 1 = O. 

Ffir k o = - -  3, k, ~- --  1, k~ = -{- 3, k a = ~- 1 erhgl~ men 
noch den Parameter 

(451) ~ = L (5) s, 

dessen Charakter gleich 4 ist. Deshalb finder man durch die Ent- 
wickelung nach steigenden Potenzen won z die Gleichang 

(452) ~a L(5)~2 _ (1 -~ ~2) (1 - -  9~, - -  ~,2) L(5)~ _1_ 125~, ~ 0, 
oder 

Ser man den Werth yon L(3)  ~ in die Gleichung (172)~ 
ni~mlieh in 

J :  J - -  1 : 1  ~-- ( L ' ~ + 3 )  3 (L'~--f-27) : (L:~q_18Z, :_27)~ : 1728 L,2, 

") Dagegen sind 

keine Fax~meter, well 

65 L(5) a f{5) ~ ~~ (-~-)  ~ 

als rationale Function yon fo(215~ das Zeichen wechselt, wenn man fJ ( ~ - )  
4~ 



Zur Transformation der elliptischea Functionen. 123 

oder den Werth yon L (5)6-~-,/ in die Gleichang 
(453) J : J - -  1:1 ~(~/*--{- 10~q- 5)a:(~2q-4~/-- 1)2(,g~-q-22~-f- 125): 1728~/ 
ein, so erhiilt man J als rationale Function yon ~ und w. Dies gieb~ 

1728 .4 [ (1  q- i~ 2) (1 - -  9~, - -  ~2) q_ (1 - -  41~ - -  ~-)  wJ i , ' ~ J  
(454) --~ [ (1 -18 iV{-  81 ~,*--- 8~la-- 180f14q-18~,~q-~,6q-S~,:q-i, s) 

+ ( 1 -  9 ~, + ~s _ ~?) (1 - 4 ~, - ~ ?)w]a. 
Der zu }, complemeniare Parameter ist wieder ~,, so dass man aus der 

Gleichung (454) auch ~g erhiilt, indem man o r w mi{ - - w  vertauscht; 
oder mit anderen Worten: J and J sind die Wurzeln derselben quadra- 
tischen Gleichung. 

~och einfacher kann man die Beziehung zwischen J und J durch 
die Gleichung (453) and die Gleichung 

(455) J :  J - -  1:1 ---~ (~2 _{_ 10 ~ -{- 5)a: ( ~  q- 4 ~ - -  1)" ({~q-22 ~ -{- 125): 1728 

dars~ellen, wobei 
125 L (3) s 125 

(456) ~---- Z ( ~ 5 ) ~  = -~?~ 

der zt~ ,/ complementiire Parameter ist und aus dem fiir ,/ gefundenen 
Werthe hervorgeht~ indem man in Gleichung (4523) -~-w mit - - w  
vertauscht. 

Schliesslich ist noch 
(457) L (15)'2 = i a L (3) '~ 5(5)  '2, 

also gleiehfalls eine rationale Function yon ~, und w. 

(458) { 

also 

(459) 

w 48. 

Transformation vom 6rado 21. 

F ~  n~--21 wird a ~ 7 ,  ~ - 1 ,  ~ - i  und die Gleichungen 
(443a) gehen tiber in 

4 ~ = - -  }o+6k~  4- }~, 
482 ~- -~ }o "{- 2k, -{- 7/a2~ 
4 ~  = - 5}o - 6}, - 7k~, 

2(8, + ~)  = - -  3(}o + ~=). 
Deshalb muss }o-{-ks eine gerade Zahl seim Sind die ganzen 

Zahlen }o, ]q, }2 so bestimmt, class dz*eine ganze Zahl wird, so sind 
aueh d 1 und 8 a ganze Zahlen. Dadarch erhglt man 8 Z-Producge mit 
dem Charak~r 2, niimlich 



(460) 

~' = ~(~)~5(3)~' L(a) , ~ a =  L(21) L(3)  ~, 

L (~)~L (a) k (7) Z(-~) ~ 

L('21) s /5(21) . , )  
~7 ~(7)-----T, ~s ~- m(7)~ :~(a) 

Hierbei ist ~1 sieher ein Parameter,  denn die ]ilxponenten 8,, ~2, 8.~ 
sind gerade Zahlen und geniigen der Bedingung 

2~D(D - -  1) ( /)  - -  2) O ~ 0 (rood. 24). 

Naeh Gleiehung (58) Nr. 5 ist 

�9 2~ , 4~ , r  , / I 0 ~ \  , / t 6 ~ \  , / 2 0 ~ \  

eine TransformationsgrSsse, folglich ist aueh 

V~ .L (2i) f(21) 
Q,2 q u  L(7) L(3) f(7)/ ' (a) 

eine TransformationsgrSsse. Dasselbe gil{ yon 

1 Qlz 
f(7)2 - -  /,(7)~, 

so dass auch 
L(-21) .5(7) O'~/(21) f(7) 

~2 = z., (a) = f(a) 

eiae TransformationsgrSsse ist, d. h. ~= ist gleiehfalls ein Parameter. 
Dasselbe ~ l t  yon 

(461) ~6~-~1~z und ~s~fl-~l" 
Dagegen sind 

(462) ~a, ~+=- -g - -  ~ 5 = - -  ~ 7 = ~ a  
2 

kei~e Parameter. Durch Entwickelang naeh Potenzen yon h ~ 
finder man 

(463) ~,~22 - -  (1 --  3 ~  -~- ~l 2) ~r -{- 7~1 = o,  

*) Die zugeh~rigen Wer~he yon ko, kl, b2, b3 sind die folgenden: 

+' ++ ++ + o } + , 1 0 +  
1 1 

k I ~ i  1 - - 1  -~1  - - 2  0 

N + 1  + l  - - t  + I  + e l + 2  



oder 
(463a) 
wobei 

( 4 ~ )  

Zur Transformahon der ellipidschen Funr 

Ferner wird 
(465) ~--~ L(7) 4--~ ~-T and ~ ~49/~(3)' ~ f~-~Z~-L(~49 ~__. ~ ' 4 9  

und zwar finder man aus Gleichung (463a) 

(466) t ~ } ~  = (1 - 8~,  - 3~ ,  2 - 6~,~ + ~,') - -  (1 - ~ ,  + ~,~) ~,  

d. h. ~ and ~ sind die beiden Wurzeln der quadratSschen Gleiehung 

Nun ist nach Gleichang (146 / m. vor. Abh. 

J: J - -  I : I = ('/~ q- 13~ + 49) ('/2 .{_ 5+; -}- i)3 
(468) : ('/4 .{_ 14'/3 _[_ 63~  -f- 70, / - -  7) 2 : 1728'/, 

so duss man J sehr leicht als rationale Function yon ~ und w dar- 
stellen kann. Dabei sind die zu ~1 und ~/ complementgren Parameter 

49 ~1 und ~ ~--- - ~ - ,  so dass J in J iibergeht, wenn man -[-w mit - -w  

ver~auschL Dadurch erhiilt man 

(469) i : (~, + ~4~ + ~s~- + 70~ - 7)~: ~es;~. 

Um auch noch Z(31 ': und L(21) 6 rational durch }, und w aus- 
zudrticken, beachte man~ dass 

wird. ~un ist all~rdings ~ kein Parameter, abet ~ ist einer mit 
dem Charakter 4 und genfig~ der Gleichtmg 

(471) } a ~ t  _ (1 - -  10}, ~v 15~ ~ "{- 28~ a - -  7~'1 ~ae nt- 189~2 = 0, 

oder 
(471 a) 2~4~(1--10~-15~'-]-28~--7~)"~'(1~7~"~-7~1w" 
Dadurch wird es apch m5glich, L(3) ~ mad L(21)~ Ms rationale Func,- 
tionen yon ~ und w darzustellen. 



L. ~s~'~, 

X. Abschni~h  

Transformation veto Grade 9a .  

w 49. 

Allgemeine Bemerkungen fiber die Transformation veto 6fade 9a. 

Ist ~ 9 a  und a irgend eine Primzahl, so wird @ ~ a - - 2 .  
Se~zt man jetzt wieder 

(472) ~ ~ L(3) a, L (9)a, L (a)& L (3 a) ~o L (9a) ao, 

so is~ 

~( . ,  ~)> ---- s a~,(C- - 3) 4- a ~ ( t ~  - -  9) 4- 

+ ~ f f ~ - - ~ a ) 4 -  
Daraus finde~ man 

- -  6a5~ - -  8 a 5 ~ - -  9 ( a - -  1) ~ -- 3(3a  

--[- 4a0', 4- 0 - - 2 ( a - - 1 ) 5 ~ - -  

(473) 

(474) 

oder. 

9~  (~ - a) 

#5(t~ ~ - 9a). 

(9a  - -  1) 6~ = 24#0, 

2(a  - -  3) 5~ 

(a - -  9) ~5 = 24#:,  

4- (a - -  9) $~ ---~ 24 k,a, 

- - 1 ) ~ , -  
- l) ~ --_ 24k,, 
-i) e. 

4- 2a,~ 4- 8a,~ - (a - -  1) ~ 

4- 45, Jr 0 4 - 2 ( a - -  1) d 3 4 - 2 ( 3 a  

4- 2(a 

4- 2~, 4- S ~  4- ( a - - 1 ) ~ 3 4 -  (3a 
J r  ( 9 a - -  1) #~ ~ 24k5, 

wenn man der Kiirze wegen a 2 - -  1 mit G bezeiehne~, 

G d ~ = - - ( a 4 - 1 )  l% 4- ( 5 a - - 1 )  # 1 - -  (a4-1)  1~24- 0 - -  6k 4, 

~ v ~  = + 6ko - 3 ( a - 2 )  k, + 6 (a+  1) ~ + 62~ + 9~ ,  
2 G a ~ = - -  62~ + 3~ + 0 + 6 a ~ - 3 a ~ , ,  

Gd~=---4-(a--[-1) ko4- (a---5) k14-  ( a - ~ - l ) k 2 4  . 0 -]-6ak 4, 

2 G ~  .~. - -  6aI~ o 4- ( 6 a - - 3 )  7:, - -  6 ( a 4 - 1 )  22 - -  6a]~ z -  9ak  4. 

w  

Transformation veto Grade 18. 

F i i r n  ~ 18 wird a ~ 2, ~ ~- 0 and die G]eichungen (474) gehen 
fiber in 



Zur TransformaiSon der ellipi~schen Funetionen. 

(475) 

~------- ~ o + 3 ~ -  ~2+ o - ~ , ,  

6~-----+ k o -  k ~ +  k ~ +  0 + 4 k , ,  

25~ ~ - -  4k o - -  3k  I - -  6k  2 - -  4k  z - -  6k  4. 

Betzt man daher k~----0 and k, ~ 0 und yon den vier GrSssen 
]co, k~, I~z, ks die eine gleich + 1, eine zweite gleieh - -  1 und die 
beiden fibrigen gleich O, so erh~lt man 6 L-Produc~e mit dem 
Cha ra~e r  1, n~mlieh 

(476) , 

Dabei ist 

L(18) 

(5) ~" -g- = 

L(~s) 

LOS)~Lia)L(~) 

L(s) 

~"-~-' ~(9)~L(6) -" 

5 5  
�9 

f0s )  

(2.5a5~ ~" ~,---T--/  

2 5  
folglich ist ~2 eine rationale Function yon t o ( y ~ ) ,  die sich nicht 

�9 2 1 ~  1 2 . 5 5 ~  1 2 . 2 5 ~ X  1 1 4 ~ \  
Kndert, weaa  man ~ (-YS--) mit ~a k - - T ~ )  oder mit io k---ig--] ---~ ~o l-i-g- ) 

vertauseht. Deshalb ist ~2 eine Transforma~ionsgrSsse null ter  Dimension, 
also ein _Parameter. 

Der zu ~2 complement~re Parameter ist 

(477) ~2 ~t 

folglich ist auch ~1 ein _Parameter. 

*) Die zugeh~irigen Werthe yon k., k~, k~, ks, ~4, k~ sind die folgenden: 

 -To +,i 
kt 0 o i 
;~ o - -1  

/~ 0 0 

• 0  ! 0 ~I 0 

0 0 ' 0 

0 --I 0 ~1 

- -1  o o + 1  
0 0 0 . 0 

o + ~  + ~  o 



L. ]{IEPERT. 

Die GrSsse 

( 4 7 8 )  = 

ist schon fiir die Transformation 6 tr Grades ein Parameter, ausserdem 
ist aueh 6a 2 ein Parameter, well die Exponenten ~ ,  d2, da, 64, #5 
s~mmtlich gerade sind. Daraus folgi~ dass auch ~3 selbst ein Para- 
meter ist. Mithin sind auch 

(479) ~4 ~ - - - ~ -  = ~--~-, = ~--~ 

Parameter mit dem Charakter 1. 
Zwischen je zwei yon diesen 6 Parametern bes~eht eine Gleichung 

yon der Form 
a ~  -~- b~, -~- c~r~ --~ d = 0, 

wo man die Zahlcoefficienten a,  b~ c, d sehr leicht dureh die Ent- 
1 

wickelung von ~ and ~fl nach steigenden Potenzen yon h "9 ~ z finde~. 
Dies giebt die Gleichungen 

(480) 1 -{- f3 ' 1 ~ -  ~a * 

~5 = ~ , ~ + i~" 

Da ~ a a =  ~a(6) is% so folgt aus Gleichung (268a) 

J :  J -  t : 1 = -  (1  - -  6 1 ~  - -  ~ 2 ~ 3  ~ - -  8 ~ ? )  3 (~  - 21~)~ 
(481) : (1 --  8~3 a -  8 ~ 2 - -  8~a"~) ~ (1 -- 4~sa-- 8936) ~ 

: 1 7 2 8 1 3  ~ ( t  + ~a)~- (~ - - 8 1 . ~ 3 ) .  

Der zu ~a complemenH~re Parameter isg 

2 
folglich wird 

J : J - -  1 : 1 = ( 6 4 - -  48~a 3 -- 12~a ~ ~ ~.9)a (4 --  ~a)3 

(482) : (512 - -  512~ ~ -  8 ~ - -  ~ ) ~  ( 8 - - 4 ~  ~ -- ~6)~ 
: 1728~ ~s(8 _~_ ~a)~- (1 - -  ~3). 

Aus den Gleichungen (267) finder man ohne Weiteres 

(483) L(3) '-~ ~ (~ + ~a~)~ 0 -- s~a ~) 
~3 6 

= + - 



Zur Transformation der elliptisehen Funetionen. 

und aus den Gleichungen (476) folgt noch 

(484) 
L(9) a = fi_L= ( l - -~ .~ , ) ( t+h~ ,  

LOs) '  ~,' (~ --  u i U  0 + *,) 

w 51. 

Transformation vom Grade 45. 

F i i r n  ~ 45 wird ~) ~ -  3 und die Gleiehungen (474) gehen tiber in 

16d~ ~ + 2k  o - -  3k t  -]- 12k  2 -[- 2ks  -[- 3k~, 

(485) 1 6 6 a - - - ~ - - 2 k o 2  f- ~ @ 0 @ 1 0 k 3 - - 5 k a ,  

4 d a = +  /c o +  0 -}- k e +  0 + 5]ca, 

1 6 ~  = - -  lOko - -  9k~ - -  1 2 k 2 -  lOk~ - -  15/~ 4. 

Hieraus tlndet man  10 L-Produc te  ~ rail dem Charakter  4, n'amlich 

(486) 

55(15) 55(15)* 
}, =-55(5)~L(~)  ' G = L(37 ' 

55(45)2 ~4 55(45) 
~ = 55(9) L(5)~ ' = L(9)~/,(5) ' 

55 (45)~ L (3) 55 (45)~ 55 (5) 55 (3) 
~ = 55(~5) 55(9)~ ' ~6 = 55(a5) 55(9) ' 

L(45) L(5)' L(3) 55(45) L(9) 
~ 7 =  55(,~)L(9)' ' ~ s =  L(~) , 

L(~5) 55(5) ~ 55(a)~ 55(45) L(9) 55(5) ,) 
~ = L(,~)~ L(s), ' ~ , o =  55(ls? L(~)* 

*) Die zugehiirigen Werthe yon ko, kt , /~,  k3, k4, k~ sind die folgenden: 

/r ~0 4 - - 1  
/fi - -  2 

~, - 4  + 1  
k~ 0 + 2 

k5 o + i 

o 

'lo:J oO 
+31+11+4 

- - 3  
0 

+ 1  
o 

+ s  

0 0 
- 3  + 2  

+0 3 --2 
0 

o 
+ ~  
~ 2  
+ 2  
~ 2  

0 

+a +i 

--2 ~2 

+ 1  +o 2 
~ 2  
+ 1  o 

m l  
2 

+o' 
0 

+ 2  

~3 ~4 

o 
0 

o + 2  
+ 1  - - 1  
- - 2  - - 2  

Die 55-Produe~e 
55(5) 55(45)/;(9) 55(5) L(45) 55(9) 

n , = ~ ,  ~ ' =  55(3)~ ' ~ 3 = ~ ,  ~ 4 =  55(15)2 ' 

welche in dieser Tabelle noch berfieksich~igt siad, haben den Charakter 3, sind 
aber keine Parameter. 

Mathcmatische ~nalen. ~'~rII, 9 



Dabei ist ~2 sicher dn  Parameter, weil die Exponenten ~ gerade 
sind und der Bedingung 

~ D  ( D  - 1) ( D  - -  2) ~ ~ o (rood. 24) 

genfigen. Auch ~! muss d n  Parameter s d n ,  denn 

L(ts)~ 
(487) ~ ~2 ~ L(5)~ L(a)~ ~--- ~ 

ist schon ein Parameter fiir die Transformation 15 ten Grades. Zwisehen 
dieser GrSsse ~ und L(5) 6 ~ l t  aber nach Gleichung (452) die Beziehung 

~3L(5)12 - -  (1 + 2 ~) (1 - -  92 --- 2 ~)/5(5) 6 -1- 1252 = 0, 
and es ist 

~2 r (5) 6 = ~'~, 
folglich erhiilt man die Gleichung 

(488) ~226 - -  (1 -[- ~2) (1 - -  92 - -  ~ )  f2 a -Jr- 125~ a -~-- 0, 
oder mit Riicksieht auf Gleiehung (487) 

(489) ~,(1 -1- },s) ~2< o r_ 92,a~23 .~_ 9~,} 2 _ (1 - -  125~, a) = 0. 
Die zu } und }~ complemen 'tgren Parameter sind 

(49o) ~ _~ L(45)~ ~(a)~ 5 L(15) s L(9)a and ~2 -~- g--~-, 

folglich hesteht zwischen ~ und ~2 die Gleichung 

(491) ~3226 --' (1 -]- ~ )  (1 - -  9~ - - ~ )  2:3 q- 125~ = 0. 

Aus den Gleichungen (488) und (491) folgt 

(492) 22 ~ ~ -- ~ + ~(t -- 9~) -- ~(~--gp) + ~3~, 
~ 0 - ~ )  

[2 + - -  2:~: (~ + ~) + ~ ( ~  + 9) - -  

(493) x [~  - -  ~ :~(2  q- 9) -{- 2~(~ + 9) - -  ~] 

- l ~ 5 f ~ p ( f ~  - 1 7  = o. 

Aus der Gleichung (145) m. vor. Abh. fiir die Transforma~Aon 
5 t~" Grades finder man daher 

: 1728~ t~ 2~a~ 

{ J :  J - -  1 : 1 ---~ (~'2~ 6 -I- 250~:f~ s q- 3125) a 

: 1728 0~ ~'~. 

Somit sind J und J als rationale FuncCionen der beiden Parame~_2 
und ~ dargestell~ wobei zwischen ~ und ~ die Gleiehung (493) bes~ht. 



Zur Transformation der e~ptiachen Functionem 

XI. Abschni~L 

Trans format ion  veto Grade 6 a .  

w 52. 

Allgemeine Bomerku~gen fiber die ~ransformation veto Grade 6a. 

Ist  ~z ~ 6a  und a eine Primzahl yon der Form 6~ +__ 1, so wird 
Q = a --  2 und 

-~- L (2)3, L (3) ~" L (6) ~ L (a) a, L (2 a) J, L (3 a) ~, L (6 a) ~, . 

Daraus folgt 

- -3aS t - -4aS~- -5a t~  3 -  6(a - -1 )84 - -3 (2a - -1 )d~  
- -  2 (3a- -  1 ) 8 8 -  (6a - 1)8~ -~- 24k o , 

(496) 

oder 

(497) 

+ 3 a d , - - 2 a 8 2 -  a8 a -  3 ( a - - 1 ) 8 4 - - 3 ( a - - 2 ) ~  
--  ( 3 a - - 1 ) 8  s -  (3a- -2)8 :=- -24kl ,  

- -  a S t + 4 a S ~ +  a 8 3 -  2 ( a - - 1 ) 8 4 -  (2a--1)85 
- -  2 (a - -3 )8~- -  (2a--3)87 ~ 24k2, 

+ aSl-{-2a82+5a8 a -  (a- -1)8~--  , ( a - - 2 ) 8  s 
-- (a--3)86 - -  (a--6)d~ = 24k3, 

- -  38 I -  48~-- 5 8 3 +  6 ( a - - 1 ) 8 , +  3(a--2)8~ 
+ 2 ( a - - 3 ) 8 6 +  (a--6)87 ---~ 24k4, 

+ 381-- 25" 2 --  83+ 3(a- -1)84+3(2a- -1)85  
+ ( a - - 3 ) 8 6 +  (2a- -3)d ,  = 2 4 ~ ,  

- -  8 , +  4 8 2 +  83+  2 ( a - - 1 ) 8 4 +  (a--2)8~ 
+ 2 ( 3 a - - 1 ) 8 6 +  (3a- -2)8~=24k6,  

+ 8 , +  2 8 2 +  5 8 3 +  ( a - - 1 ) 8 4 +  (2a--1)8~ 
+ (3a__1)86+ (6a--1)87 = 24k~, 

' ( a2_  1) (~ ~__-- (3a-4-2)l~o+2(3a--l)kt-]-(a--2)~2--2(a"{-1)k3 

(a~__l)d~__(2a..l-3)ko+(a--3)lc,  + 3 ( 2 a - -  1)k2--3(a+I)  ks 

(a 2 - 1 ) ~ a = - i  t- (a+6)ko-:--2(a--3)kt--3(a--2)k2+6(a+l)ka 
-{-5k, + 8/~-{- 9k~, 

(a ~ -  1) 84 .= -- (a-I- 6) ko --  (a -- 3) •, - -  (a --  2) k 2 -  (a -{- 1) k a 
�9 - [ - S a k ~ 4 a k s - -  3a~6, 

9* 



L. KIEI~EdIT. 

.(a~-- l ) # 5 = j - @ a +  3)h  + 2(c~--3)kt +(2a--t)k~ + 2 (a+ l)1% 
--ak,-]-8ak~ +3ak~, 

(497) (a~l)~-~-[-(Ba+2)k~ 1)k~ 

(a S -  1 ) # ~ = -  ( 6 a +  1)k o --2(3a--1)kt--3(2a--1)l~2--6(a+l)k a 
-- 5a1~ ~ 8 a k , - -  9aka. 

Setzt man z.  B .  

Z(~a) Z(~) Z (Sa) 
~ ~ .L('za) Z(~) ' ~ = Z(a) Z(s) ' 

so finder man bez. fiir 

L(6a] ~- I~(a) Z ( 8 ) / 5 ( 2 ) ~  

~t I a--1 
~ u(a-~) 

~ o 

~(a--i) 
~I 

~(a--~) 

- -  ( a - - ~ )  

- ~ ( a - ~ )  

0 

- U ( a - 1 )  - ( a - O  

- C a - 0  - - 

12 k~ 

'f -- ~. (a-  t) 
- ( a - i )  
--,~(a--1) 

12/r 

a--I 

2 ( a - - I )  

0 

1~ 

~(a--l) 

3(a--1) 

w 53. 

Transformation yore 6ratio 30. 

Fiir n-----30 wird a ~ 5  und q ~ 3 .  Die Gleichungen (497) 
gehen dann fiber in 

24~2-~---13k0- t- 2/~,-}-27k~--18/%-- h - -  4k5-- 9k6, 

24~------[-llko-- 4k~-- 9k~+36k3+ 5k~-{- 81%+ 9k~, 

(498) 24b'4=-- l lko--  2k t - -  3k2-- 6ka+25k4--20ks--15k6, 

2a#5=+13 o+ 4 1+ 9k,+12k3-- 5k,+40k +mh, 
24  ----+17ko+14 l+ 5h+20k +45  , 
24 #7=--  31ko-- 28 kL -- 27 k2-- 36 ka~  25 k4--40 7% -- 45k6. 

Daraus finder man 2 L-Producte mi~ dem Charakter 2, n~mlich 

Z(ao)~ Z(5)/,(3)/;(2)~ 
(499) ~ ~-- -  L(15)  L(10)~L(6) �9 ' 

~: ~ L O s )  2 Z O o )  L ( 6 )  ' 

und eine grosse Anzahl yon L-Producten mi~ dem Charakter 4. Es 
genfigt, die folgeadea hervorzaheben; 



Zur Transformation der elliptischen Functionen. 

(5oo) 

L(3o) L05)  L(u) LOo)4 

L (~o)~ L (3) ~ L (to)~ 

L (30) 4 L (3)~ Z (*o) 

L(~o)~ L(3) 
~ ~--" L(15) ~ L(6) 

Ausserdem sollen noch drei L-Producte mit dem Charakter 6 benuizt 
werden, n~mlich 

L (15~ 3 L 0SF L (3)r L (80)~ L(6)r ..~ 
(501) ~io = L(5)aL(3)s ,  ~tt ~ -  L(5)z , ~12 = L(10)* I,(6) ~: ' 

Dabei sind die GrSssen 

(5o~) ~, -~ ~,(lO), ~ = ~ , 0 o ) ,  ~ = 13(lO) 

sicher Parameter, zwischen denen nach den Gleichungen (272a) die 
Relationen 

bestehen. Ebenso ist 
(504) 5,o = '~t (15) 

ein Parameter, w~ihrend ~5, ~7, ~n und ~12 schon deshalb Parameter 
sind, weil die Exponenten 8 bei ihnen siimmtlich geradv sind. Daher 
ist auch 

(5o5) ~ = 

1 
ein Parameter, und dasselbe gilt yon ~,, well -~z ~--~1 der zu it 

complementhxe Parameter ist. 

*) Die zugehSrigen Wet-the yon ko, gi, ks . . . .  /~ ergeben sich ~us der 
folgenden Tabelle: 

k, - 1 0 
o + I  

k~ - i  o 
k~ o + 1  
k~ - 1 0 
k~ 0 - -  1 
~, -~ o 

+11-  l o 

+l lji:l-ll 
+ 1  o 

+ ~  o i+3 0 - - 1  ~ 3  

-~01 0 ~ -~-1 

- - 3  -0  0 

0 ~01 0 
- - 1  0 

o + s a  o 

+ 2  
+ t  
- -2  

1 - - 2  

1 - - 1  

3 + I  

- - 1  
~ 2  

- - 2  1 
- - 1  2 



L. II~T. 

Zwisehen }, und ~: besteht daher eine Gleiehung yon tier Form 

+ (a~,  ~- + b~i, + c~) = O. 
1 

Durch die Entwiekelung naeh s~eigenden Potenzen von h i~ ~ z 
find~t man aber, wie zu erwarten war, dass sich diese Gleichung auf 
den ersten Grad in ~l und ~ redueirt. Es wird n~imlich 

(506) % = ~ + ~' 

und 

(507) ~ = ~' ~'(~ - -  $') ~,o = ~' h(~ - i,) ~ 

Ferner besteht zwischen ~, und ~s die Gleichung 

(508) 16~,~s~-{-4(1 -{-3 ~ ~- ~,~-- ~,~) ~s -- (1 --2~-{-  2~, 3 -  ~ )  = O, 

oder 
(508a) 8~,~s = - -  (i + 3~, + Id - i~ 4) + w, 

wobei 

(509) ~q_ j/(l q_~,_ },2) (lq_4~,_ ~ 2)(lq_ ~, q_ 2~,~_ } 3q_ ~ ,) 
= + 4 +  . . . .  

Mit Hiilfe der Gleichungen (503) kaan man jetzt auch ~4 uM }~ 
rational durch ~1 und w darstellen. 

Nun si~d aber die zu }4, ~6, ~8 complement~en Parameter bez. 

(51o) = 5G - -  = 

wlihrend die zu ~1 und w complemeng4ren GrSssen 

1 1--~, und w • (511) ~' = ~ = i q- ~, 0 -1- ~,)' 

sind, folglich kann man auch }5, ~7 trod }9 leicht als rationale Func- 
tionen yon ~1 und w darstellen. Ferner findet man 

12~,(I - -  ~?)~ G = (1 - - - .  ~, + 5~d + 18~d - -  5~, 4 - ~,~ - -  ,~d) 
(512) 

-+- (1 - 4 1 ,  - -  %~) 

trod fiir den zu ~ eomi)lementi4ren Parameter 

(513) ~ , i =  9 

Deshalb lassen sich auch 



Zur Transformation der ellipti~chen Funetionen. 

(514) 

L (2) 24 ~ ~ ,  L(5)~ ~ ~_~4 L(10)s ~--. ~,~ $J ' f~ ~ '  , 

L ( 3 ) ~ : ~  ~24~,~ 3 L ( 1 5 ) ~ _ .  ~ , ' ~ , , ~  L ( 6 ) ~  ~ 2 ~ ' ~ , ,  ~ 

als rationale Funckionen yon 61 und w dars~ellen. 
Schliesslich folg4 aus Gleichung (274) 

J :  J - -  1 : t ~-  (1 - -  4~ s + 16~s 5 q- 166se) ~ 

(515) : (1 + 46s ~) (1 - -  2 6 s +  2~2) ~ (1 - -2~s - -4682>  ~" 
x ( I  - -  26s  - -  668 ~ - 8~s 3 - -  46s4) ~ 

: 1728 ~s1~ - -  4~s) (1 -{- ~)2 

und 

J : J - -  1 : 1 = (256 - -  256~ 9 -{- 419 ~ -l- ~6)~ 

(516) : (4 -}- 69 ~) (8 - -  2~ o + 692) ~ (4 - -  26o - -  ~9~) ~ 
X (64 - -  326~ - -  24 ~92 - -  8 ~93 - -  ~4) 

: 172869~~ 1 - -  ~9) (4 + 69) ~, 

wobei gs und 6o rationale Functionen yon 61 and w Bind. 

H a n n o v e r ,  im December 1887. 


