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Uber die hypergeometrische Reihe
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(Von Herrn E. E. Kummer, Dr. phil. zu Liegnitz.)

( Fortsetzung von No. 3. des vorigen Hefts.)

Abschnitt IV.
Umformungen der hypergeometrischen Reihe F'(«, 2,7, x) fiir
den noch specielleren Fall, wo von den Quantititen
¢, 3, und y nur eine noch belicbig bleibt.

§. 2l

So wie im vorigen Abschnitte etwas von der Allgemeinheit der Reihe
(v, 3,7, x) aufgegeben und unter den Quantititen ¢, 3, v eine Bedin-
gungegleichung gesetzt wurde, wodurch wir eine sehr grofse Anzahl neuer,
wenn auch specieller Gleichungen unter verschiedenen Functionen 7 er-
baiten haben: eben so soll in dem gegenwiirtigen Abschnitte nun noch
mechr von der Allgemeinheit der Reihe I'(q, 3, v, ) aufgegeben werden,
indem zwei Bedingungsgleichungen unter den Quantitiiten «, (3, v gesetat
werden, oder nur eine derselben als beliebig beibehalten wird. Wenn
dieser Fall eben so als der vorige behandelt wird, so zerfillt jetzt die
Gleichung (4.) §. 4. (deren algebraischen particuliren Integrale die Werthe
des = geben) in drei besondere Gleichungen, welche mit einander iden-
tisch sein miissen. Eine Discussion der in diesen drei Gleichungen ent-
haltenen speciellen Fille wiirde sich auf ihnliche Weise wie im vorigen
‘Abschpitte ausfilhren lassen: die Anzahl der Werthe des = aber wiirde
fir diesen Fall auflserordentlich grofs sein, und die Aufgabe, alle diese
Werthe des z zu ﬁnden; die ihnen zugehirigen particuliiren Integrale der
Differenzialgleichung (1.) §. 4. und die aus diesen entspringenden Glei-
chungen zu bilden, wiirde zu allzugrolsen Weitliuftigkeiten fiibren, und
dennoch keine wesentlich neuen Gleichungen gewiihren. Wir wollen uns
17 *
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daher hier nur darauf beschriinken, diejenigen Gleichungen, welche sich
aus denen der beiden vorhergehenden Abschnitte fiir den gegenwiirtigen
Fall entwickeln lassen, aufzustellen, und zwar auch von diesen nur die,
welche unter zweien Functionen F' statt haben.

Die Methode, diese Gleichungen aufzufinden, ist folgende. Man
nimmt in je zweien der Gleichungen (42.) bis (66.) des §.19. unter den
Grifsen o und 3, oder, wo sie vorkommen, unter den Grifsen ¢ und
v eine Bedingungsgleichung von der Art an, dafs die Functionen I links
vom Gleichheitszeichen mit einander identisch werden, weil sodann die
Theile rechts vom Gleichheitszeichen auch einander gleich sein miissen.
Alsdann gewiihren diese allemal eine Gleichung fiir den gegenwiirtigen Fall.
Von den Gleichungen aber, welche man auf diese Weise erhiilt, erweisen sich
viele, welche anfangs verschieden zu sein schienen, bei niherer Unter-
suchung als mit einander identich; andere Gleichungen dieser Art gehiren
ferner nicht transcendenten Reihen I” an, sondern solchen, welche sich
algebraisch oder durch Kreisfunctionen ausdriicken lassen. Diese alle iiber-

gehend, nehme ich our folgende neun Gleichungen, in welchen x in r
verwandelt ist:

Lo (=) TR (T 2 )

b (I g ()
= (‘+')""F(%’a_§1’2a;—2’ (1:)’)’

(. datl dat  4Vr
3. A4V F(e, s ’(1+Vr)‘)

= (-9 (55 25 ),
¢ vir(e 40‘:-1’4“3-‘_1 (1:-‘:/‘2)2)

= (LRI a( e 2kt (i

—a ad a+1 2¢+2 4r
3. (1+7') F( 2 3 ’(1+r)‘)
— con(® @i 2042 4ri—dr
= (1—=2r) F(-2-,'—2‘.—,—3— ,4',3———————__4r+1),
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8.

(14—\[“—-7))

1.2, y(y+1)

a1 dadl  4Vr )

(Ve o 2555 '(TFV

-_— -—C o “+l 2a+2 4"3-—47-
(1—2r) F(zr 2 ' 3 '4r*—4r4-1/?
V(1—r)—1
(Qa @+ et i r)—l-l)

= (b 75, T o4 )

(i—l—V‘r)“?“F(Q“, “+4, 2“+I) 12_‘_1:;",)

1 42 —4r
= (1—2")—‘117(;,“-'- +a’4r —4T+1)

T
= WV o, aks, 20k, (rpare)-

Die Gleichung (1.) erhilt man aus (50.) und (52.), wenn daselbst =
cf—',—:—l genommen wird; eben so (2.) aus (50.) und (43.); (3.) aus (51.)
und (52.); (4.) aus (51.) und (43.); (5.) aus (50.) und (55.), und (6.)
aus (51.) und (55.). Die Gleichung (7.) erhiilt man aus (45.) und (50.),
indem (3=} genommen wird; ferner (8.) aus (44.) und (45.), indem

v=o0a+3%, B=a-+}5 gesetzt wird, und endlich (9.) aus (45.) und (51.),
wenn in denselben B =1 gesetat wird.

10'

11.

12,

13.

Diese neun Formeln nehmen folgende bequemere Gestalt an:

- F(a a1 2a+5 )

272 ' 6
g e+l 2a42 +8V'1:(1+V':c)
4o41 4t
F(’ 6 T3 ””)
= (1£6Vwtay=F(T

(o, ot St )

e a1 2¢42 +16V'x(1+V'ac)’)
2’72 T3 T (1Xx6Vaxta)?

(2_w+W“"’”) —r( “+1 2045 (1—V(1—a) )
8 *T6 ' @—a oV (i—a)/)?
fatl 4at1 |
F(“» 6 > 3 %
_ (VA= of el 2045 AV (1—a))*
(=) r e 255 '(1+1"‘(1_m)))
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14, E(-j—”—‘—';'—l 3-“-423:.:)
3V‘(1—x)_1)-wF(a a—l—l 2042 —8Y (1—x) (V" 1-—m)——1))
(‘ b) I T BY (1—x)—1)? ’

bad-1, doat1
5 rlotob it ) |
.r——?-l—ﬁv-(l—-x\;)—“F(_ﬂi 41 202 16V(1—_m)(f(1——x)~—1)")
4 2727 3 7 (x—24-6YV(1—ux))? !
16. FQae+ti,e+3,) ' ’
= (t—batay F(g, 2L oy, 200 (d 2

(l—6x+4x2)2/?
17, (Qa,a-}-%,?a—}-,,w}

_ (i—dx—ax\T (a a+1 —1622 (1 —2)
_< 4 ( ’ +4’(4 4.’1‘-—-.702)2)

18, FQe,ati,ati, o)
- y)te y ons 28—V (1—2)
= (t£Vid—a)me F (“’“'*‘4’2“"“{ AXV({i—a) ).

Wenn man niimlich in (1.) setzt (g_rfr)z:_—.,x, so erhiilt man (10.); wenn

man in (2.) setat (1 +11;8 r)) =ux, so erhilt man (11.); und auf iihn-

liche Weise die tibrigen hier aufgestellten Formeln.
Werden nun in diesen Gleichungen die Functionen F rechts vom
Gleichheitszeichen nach Formel (18.) §.9. umgeformt, so erhiilt man fol-

gende acht andere Gleichungen:

e a1 2a4-5
T (o ok L

¢ a1l 242 +8Vx(1FV x)
6 T3 T (1xVar

20. F(e, dotd 2a45 ,z)

= axVa~F(%,

) 6 6
(e e+l 2e42 +16Ve(IFV )’
= (1 V)™ T<‘ 6 '3 ' (1xVar )’
o]. F(a’4rf(;|-1’4a3-}-1’x)
. (\’f(l.—x)(i+1f<1—m))—aF(_u_ 9—a 2045 —(1—V (1=} )
- 2 6 P 6 IV (l—x)(14V (L —a) /)’

09 F(f 4a+1 4cr+1. )

_ (\'f<l——w)(l+\f<'t—-@)~o=p<a 2——u 2a+5 —(1—V (1—a))* )
-2 T3 6 eV () (14 V(1))
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23.

(l-|-'\/'(1—ac) I (
24

= (1ﬂ%1:£”l)"“ F(

25.

—2 2¢+1
= (1+m_aF(a a+ 3 +47

26.

‘_____)*"" (a Qa-I-l

aledD) SB4) o
L2y G+D)

+.00 131

ot

¢ a1 2u+2
F(2' T2 '3 )
¢ a1 2¢42 8V (1—ax)(1—V (1—x))

6 ' 3 ' (FvV{a—a)°

fatt 4a+1
F (e 2555

¢ ad-1 2042 16V'(1—m)(1 —V (L —a)?

),

)

2’76 T 3’ 14V (@—a))*
FRa, at3, at 3, )
1630(‘1——00_)_’)
(4> /2
FQa, e, 2041, )
, 1622 (1 —x)

:a+2£7

).

(2—ax)*

Werden endlich noch die Functionen F links vom Gleichheitszeichen nach

Formel (18.) §. 9. umgeformt, und wird x in -r——i—
man aus (10.), (11.), (16.

gende acht Formeln:
27.

= (V(1l—x)+3V (=)~ F(

28.

(1222 6V (w*—a))— F (=

29, -

¢ a1
—

f1+4x——4x‘)"“F(—2-—,

30.

31.

32.

VA= o) £V w) e (o, a4-5, 2041,
V—2) £V (— )< F (g

V(1= x) + V(= a))=20 F(

; verwandelt, so erhiilt

), (18.), (19.), (20.), (23.) und (25.) noch fol-
¢ 2—ea 245

@ a1 2a42 +8V (—x)(VU—x)+V (— x))

e’ 3 (V (1—a) 13V (—x))*

2—2 2a-5

F(oc,——3 ~—bj_—-—,x)
¢ a1l 242 F+16V7( x’—-x)(\f(l—x\-f-v'(—af_)l_)
2’27 3 (1—2x 46V (x*—ux))? ?
FQ2e, %, 043, x)

),

),

. 16x(i—x)
*+3 Tfte—2ai)

FQRe i, a43,x)

+8V (x —a?) )
(VU —x)+Vax)*/?
@ 2—a 245
F(z’ 6 '" 6 ’””)
¢ 0kt 2oty £SVICD) )
6’ 3 '(Vd—a)+V (—w)/’
R2—a 2a4H
rlo st )
¢ ad1 2a42 F16V (x?* — x) )
21 6 ’ 3 ’

TV (1—x) £V (— )
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‘ "(l—2x\—¢ ./ « o -
3. 152 ) = (O =" r(5, o 2’(1+n?iw,r)’
34 F(2e, 3, ¢+;’§: x) = (1-2‘”)-2“1?(%) ggzﬂ»“‘}‘%’ :"(lﬁ_""%(—f‘r_;_;—ml),
§. 22,

In allen diesen Formeln baben die letzten Elemente der Functio-
nen F rechts vom Gleichheitszeichen verschiedene Werthe; es ist leicht,
aus diesen noch viele andere Formeln derselben Art herzuleiten, welche
~jedoch dieselben Werthe des letzten Elementes haben, indem man niim-
lich die eine oder die andere Function I' dieser Formeln, oder auch beide
* zugleich, nach Formel (17.) §.9. umformt; es wiirde jedoch zu weitliuf-
tig sein, diese Umformungen hier aufzunehmen. Alle diese Formeln sind
ferner nur in bestimmten Grenzen des x giiltig, weil die letzten Elemente -
dieser Functionen, von dem Werthe 0 an, nur bis —1 auf der einen,
und 41 auf der andern Seite ausgedehnt werden diirfen: sobald aber
das letzte Element fiir einen Werth des x die Grenze — 1 oder 41 er~
reicht bat, darf x nicht grifser angenommen werden, wenn auch das
letzte Element der andern Function dadurch wieder Kkleiner wiirde, So
z. B. die Gleichung (26.) ist giiltig in den Grenzen x ==—1 bis x =

2y 2—23 denn fiir den letzteren Werth des x erreicht z=10220—x)

R—x)*
zuerst die Grenze 4 1: aimmt man x etwas grilser, so wird dadurch
zwar z wieder kleiner als 1, aber die Gleichung (26.) hort auf, richtig zu
sein. Nach derselben Methode, welche im vorigen Abschnitte zur Bildung
der Gleichungen unter dreien Functionen ¥ angewendet worden ist, kon-
nen nun auch in diesem Falle aus den gefundenen Gleichungen ynter
zweien Functionen ¥, die Gleichungen unter dreien Functionen gebildet
werden; aber auch diese wolen wir Kiirze halber iibergehen.

Nachdem nun die drei Fille durchgegangen worden sind: erstens,
wo a, {3, ¥ von einander ganz unabhiingig waren: zweitens, wo eine Be-
dingungsgleichung unter denselben statt faud, und drittens, wo zwei Bee
dingungsgleichungen statt fanden, so wiire nun noch viertens der Fall zu
untersuchen, wo drei Bedingungsgleichungen unter denselben statt haben,
oder wo diese Quantitiiten ¢, 3, y begtimmte Werthe baben. Dieser
Fall wiirde gewils zu sehr interessanten Resultaten fiibren, da uoter den-
selben zum Beispig! alle Yerwandlungen der ganzen elliptischen Integrale,

- -
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go wie mehrerer unbestimmter elliptischer Integrale enthalten sein miils-
ten, (denn diese sind, wie bald gezeigt werden soll, als specielle Fiille in
der Reihe F'(a, (3,7, ) enthalten); aber abgesehen von der Schwierigkeit,.
diesen speciellsten Fall vollstindig zu erschipfen, wiirde er sich auch zu
sehr von der allgemeinen Untersuchung der Reihe F'(a,3,, ) entfernen;
weshalb er fiir jetzt iibergangen werden soll,

Abschnitt V.

Summation der hypergeometrischen Reihe F'(, 8,1, x) fiir
speciclle Werthe des leizten Elementes x.
§. 23.

Da wir die Function I'(a, 3, v, ), deren Haupt-Eigenschaften
in den vorhergehenden drei Abschnitten entwickelt worden sind, durch
eine unendliche Reihe definirt haben, so kann auch von einer Summe
derselben die Rede sein, welche nichts anderes sein wird, als ein Aus~-
druck dieser Reihe durch bekannte Functionen, Im allgemeinen ist nun
die Reihe I'(a, 3, v, x) eine Transcendente eigener Art; in vielen speciel-
len Fiillen aber lilst sie sich auf bekannte Functionen reduciren. Hier«
bei sind zuniichst zwei Fille zu unterscheiden: man kann niimlich die
Summe der Reihe F(a, 3, vy, ) suchen fiir specielle Werthe des letzten
Elementes x, wie sie z. B. von Gauls fir den Fall x=1 gefunden
worden ist: oder man kann die Summe dieser Reihe suchen , indem x
als veriinderlich beibehalten wird, fiir bestimmte Werthe der Quantitiiten
a, 3, y. Wir werden uns in diesem Abschnitte nur auf den ersten je-
ner beiden Fiille beschriinken, und was den zweiten Fall betrifft, so wer-
den wir in dem folgenden Abschnitte untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen die Reihe F(g,(, v, ) sich durch elliptische Transcendenten aus- -
driicken liifst; die zahlreichen Summationen aber, welche algebraisch oder
durch logarithmische und Kreisfunctionen ausgefiihrt werden kénnen, (fiie
welche Gauls in der erwiihnten Abbandlung eine Sammlung gegeben
hat), iibergchen wir ganz, da die gegenwiirtige Abbandlung nur die
Theorje der hiheren Transcendenten zum Zwecke hat.

Um nun die Summe der Reihe F(a, (3, ¥ x) fiir bestimmte Werthe
des x zu findep, werden wir yop dem Werthe x =1 ausgehen, fir wel-

Crolle’s Journal &, M. 1 &, NV. Hit. 2. 18
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“chen, wie schon erwiihnt worden, die Summe der Reihe durch die
Transcendente I von Gauls gefunden worden ist. Durch Umformun-
gen der Reihe, deren letztes Element gleich 1 ist, werden wir sodann
Reihen mit anderen ‘Werthen des letzten Elementes finden, welche sich
also ebenfalls durch die Function II miissen summiren lassen.

Setzt man in Formel (53.) §. 19. x = —1, so0 ist:

Flo,B,a—L+1,—1) = Q_aF("C;‘, “:-—QQ—ﬂi—'i" o—03 1, 1),

und wenn die Function I', rechts vom Gleichheitszeichen, deren letztes
Element 1 ist, nach der allgemeinen Formel

OG-0 (p—a—f—1)
Fla,Bv 1) = Ty—a—1)Iy—F—1)

durch die Function IT ausgedriickt wird, so ist:
l. F(C‘, B, “—B+1,—1) —_ Q-av'ﬂn(“—ﬂ)

o a—1\*
”(’2"’ )”( 2
Setzt man ferner in Formel (57.) §.19. xr=1%, so wird:

r(me, FEE 4) = (5, 4,755 1),

also wenn die Function 7, deren letztes Element 1 ist, durch die Function
II ausgedriickt wird:

Vnﬂ(“'*“g )

| (5 u(*g)
Diese Summation geht auch unmittelbar aus (73.) oder (74.) §.20. her-
vor, wenn daselbst o = O gesetzt wird.
Setzt man endlich in Formel (66.) §.19. x'=1, so ist:
F(o,1—a, v, §) = 27 F(152, 12221 o),
und daher

2. F(a, B’ o""tﬁ‘l‘, %) =

2

3. Fll—avi) = 7 (yi';yff;:;z;;_’i_z)
2 2

§. 24.

Aufser diesen drei Summationen der Reihe F(«, 3,7y, x) fiir die
Werthe x =—1 und x=13, wobei noch zwei der Quantitiiten o, 3,
beliebig bleiben, gewihren die Formeln des dritten Abschnittes keine an-
deren derselben Art; indessen kénnen diese noch verallgemeinert werden.
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Im allgemeinen hat niimlich Gauls L c. pag. Il von den drei Functio-
nen I'(a, 3 v %)y (o4 B4p v+, ) und (e + 2, B4/, v+ v/, x),
in welchen A, u, v, A/, @/, v/ beliebige ganze, positive oder negative Zah-
len bedeuten, gezeigt, dals aus zweien derselben die dritte durch Reduc-
tionsformeln hergeleitet werden kann.  Setzt man nun in Gleichung (1.)
a1 statt ¢, so ist:

Fo41, 3, 0—+42,—1) 9=a—1y 7 [T(c: — f41)

= e ()
n(*=5) n(3)

Aus F(o, 3, e—~+1,—1) und Fla+1,B,a—+ 2 —1) kann man

aber nach dem angefiihrten Satze I'(a, 3, « — 3 + £, — 1) herleiten, wo &

irgend eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und deshalb lilst sich auch
diese allgemeinere Reihe durch die Function II summiren. Eben so aus

dem gefundenen Ausdrucke fur F(a, B,ﬁgj——i , %), wenn o -1 statt o

und 341 statt (3 gesetzt wird, erhiilt man auch F(a—l— 1, 341, ‘H—"—g—'l_i +1, %)

und aus diesen beiden vermittelst der Reductionsformeln (g, @, “F2H% 1),

Auf dieselbe Weise leitet man auch aus F(u,1—a,v, %) die allgemeinere
Reihe I'(a, k—ua, vy, 3) ab. Hieraus folgt: erstens, die Reihe I"(a, 3, y, —1)
Liilst sich durch die Function I7 summiren, wenn y—a -3 oder y—3 4«
eine ganze Zahl ist; zweitens, die Reihe I"(a, 3, vy, ) lilst sich durch die
Function II summiren, wenn 2y—a — (3 oder a3 eine ganze Zahl ist,

§. 25‘
So wie die Formeln des dritten Abschnittes diese Summationen
gegeben haben: eben so geben die Formeln des vierten Abschnittes einige

speciellere Summationen, bei welchen nur noch eine der Quantititen a,
B, v beliebig bleibt.

In Formel (19.) §.21. gesetzt x = j, giebt:

o a+l a5 —a a a1 2a+2 .
4. 1 (‘), 2 ,—_6 ") - (&) ( ’ _, 3 1),
in (20.) gesetat o= (.;%_T—:%) » giebt:
([ 4a41 2045 (V2—1)\2 (@ a1 2a+2
5. F(q,-5,220 ’(r2+1)) @—2yer(g, 2t 2o 1)
in (23.) gesetat x = §, giebt:.

18+
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L2, y(y+l)
o F{EIELIEER Y (e, s et
in (24.) gesetat x=(—l—%_11;.%)-,‘, giebt:

4at1 4af1  4V2 ol a+l 2042
1' F(“} 6 ) 3 J(1+V‘2)a) (2 V-2) F( ~ 3 ’ ))
in (31.) gesetzt x =—1}, giebt:
¢ 2—a 2045 — e et1 2242 ),
8. F(3, 257250 ) 2 r(g, 2 25
2—1)2
(1:4_'7'2_)—’ giebt:

9. F(a,2;a,2a2_5’_(\/;2}‘;)2) 2~ IF(“ a1 Qa;-Z )’

in (32.) gesetzt & = —

7 v 2—
in (25.) gesetzt x = V3 +1, giebt:

10. . F(2a,a43, “+?’v"‘T-F‘i) (4— 2V‘2)-7°F(; 2“;“ 3,1);
in (26.) gesetzt T =<y +1, giebt:

1. F(Q“: et5, 2041, V22+1) = Q- V'Q)"’“F(% 2—-“:1"—1 ,a43, )
in (34) gesetzt x.._1——v;, giebt:
2. F(za,,,u+ 1=V = 0= p(Z, 2%, oy, 1),

Fiir die beiden Reihen, welche hier rechts vom Glelchheltszelchen vor-
kommen: F(“ “'H 2042 1) nd F(“ 2“+1 43, 1) darf man nur

6 ' 3
ihre Ausdriicke durch die Function II setzen, mmlxch
¢ —1
F(u a+i 2a+2 1) Ve I[(——)
2'" 6 = a-i)ﬂ(a—-z)’
2 6
o 2a+i Vall(e—13)
(5, a+t1,1)

= a—1 20 —1\?
_ H( )2(=5)
so erhiilt man diese neun Reihen durch die Function I summirt. Man
kann auch die Reihen links vom Gleichheitszeichen in diesen Formeln
nach Gleichung (17.) §.9. umformen, und wird dadurch neun andere

Summationen :erhalten, bei welchen jedoch die letzten Elemente der sum-
mirten Reihen dieselben sind, wie in (4.) bis (12.). Ubrigens ist klar, dafs
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alle hier gefundenen Summationen sich eben so durch willkiirliche ganze
Zahlen verallgemeinern lassen, wie die des vorigen Paragraphs, oder, was
dasselbe ist: es lassen sich, da diese einmal gefunden sind, auch alle die-
jenigen Reihen summiren, welche vermittelst der Reductionsformeln aus
jenen abgeleitet ‘werden konnen.

Die Formeln des zweiten, dritten und vierten Abschnittes gewih-
ren ebenfalls eine grofse Apnzahl noch speciellerer Summationen fiir den
Fall, dals von den Quantitiiten o, 3, 7 keine mehr beliebig bleibt; von
diesen mag es hinreichen, ein einziges merkwiirdiges Beispiel zu geben,

Setzt man in (45.) §.19. a =%, B =1%, so wird:

FG b 4o = (FEED)7 (5 5 1 550 5),
setzt man ferner:

Yi—a)—1 _ vVii—a)y—1 _ V(l—x')—1
Vi—a+1 % vd—a)+1 % vV({Ii—=a)F1
so erhiilt man folgende Reihe von Gleichungen:

F3, 5 4 x ) = v(1— YF(3, pha),

13. F(5, 5,0 5)2") = v(l—x")F (3, %, §, 2''),

r(s, 11:, X x') = ‘/(1__””’) F(z, % %’ xl”)!

U 8. W.
Wenn man nun fiir irgend einen Werth des « die Reihe F(%,%,%,x)
summiren kann, so wird man vermittelst dieser Gleichungen daraus auch
die Summe derselben Reihe fiir die entsprechenden Werthe x/, z*/, x',
etc, ableiten konnen. Es ist nun aber fir x =1

—] .‘l.‘”' etco,

Vrall:
P54 1) = s,
und die dem x =1 entsprechenden Werthe von «’, x/, x'/, etc. sind:
‘" v V2—1 _ V2=V {4V
=—1, =y = vmgvagvey o

Fiir alle diese Werthe des letzten Elementes lilst sich also die Reihe
F(,%,%,x) summiren.

Die Function F(%, , §, ) hat, wie man aus den Gleichungen
(13.) ersieht, die merkwiirdige Eigenschaft, dals sich eine unendliche
Reihe solcher Functionen bilden Fifst, welche in bestimmten Verhiiltnissen
zu einander stehen. Dies erinnert an die Eigenschaften der elliptischen
Integrale, und es wird auch wirklich in dem folgenden Abschnitte gezeigt
werden, dals die Function F(}, §, §, %) sich durch ein ellipjisches Iunte-
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gral der ersten ‘Gatturig ausdriicken lifst. Denkt man sich die Reihe der
Gleictungen bei (13.) bis in's unendliche fortgesetzt und alle diese Glei-
chungen mit einander multiplicirt, so erhiilt man folgende Euntwickelung
in ein Product unendlich vieler Factoren: :

F(""’ I’K’x) = ‘/((1—“')“"“'“)(1 x2').... in inf. )s
welches, weil die Griolsen x', x'', x/, etc. sich rasch der Grenze O nii-
hern, recht gut convergirt,

"Abschnitt VI

Anwendungeh der gefundenen Formeln auf verschicdene
transcendente Functionen, welche in der allgemeinen
Reihe F'(¢,(3,7v,x) enthalten sind.
§I 26.

Als in der allgemeinen Reihe F'(a, 3,1y, ) enthalten, kinnen auch
folgende drei Reihen betrachtet werden:
.y a(a-4-1)y? a(a4-1)(a4+2)y3
L1 +, + rr+1n1.2 +,7(r+ H(y+21.2.3 T
. y® y?
2 1+79+ s tgmereres e

(e a(at1)(a 1 2
5. 14 GEp CENIEED oy eled b EASEHOEED oy

Von diesen Reihen smd dle ‘beiden ersten immer convergent, die dritte
aber wird von einem bestimmten Gliede an allemal divergent, und ist
pur, wenn dem y sehr kleine Werthe gegeben werden, fiir eine gewisse
Anzahl der ersten Glieder convergent; “dieselbe gehirt also zu der Classe
der semiconvergenten Reihen. Die Reihe (1.) erhiilt man aus ¥'(a, 3, y, x),
wenn B=m, x = % gesetzt, und 7z unendlich grols angenommen wird.
Die Reihe (2.) entspringt aus F(a,8,v,x), indem a =m, B=m', z =
m.ym, gesetzt wird, wo /n und 72’ unendlich grofse Quantitiiten bezeich-
nen. Die Reihe (3.) endlich erhiilt man, indem y=m, x =my und
m == oo genommen wird. Einige der gefundenen Umformungen der Reihe
F(a, 3,9, x) lassen sich nun auch auf diese Reihen anwenden.

Setzt man in Formel (17.) §.9. [3=;rh, x=—’—}';—, 80 wird

Flomy, L) = (1—2)"F (v—a y—m,, 2).
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M . . g —m
Wird nun m = oo gesetzt, so ist bekanntlich ('l—f’—n) ='¢’; also, wenn
die Fuuctionen F in Reihen entwickelt werden, hat man

g_.g'_' alet)y? | a(ad1)(ad2)y? —
¢ ot ernie Trorngegtes T =
: (7—- MJ’ V—a) (y=at+)y®  (y—a)y—atl) (y—at2)y?
¢ (1 + y-(y+1)1.2 D D123 +"")’
eine Formel durch welche jede Reihe (1.) in eine andere Reihe dersel-
ben Art verwandelt werden kann.

Setzt man in Formel (51.) §. 19, a =m, f=m —

v+1, x=';;‘}"i’

80 ist
(g 1, 22) = (12 2" 1 (m, 1, 2y—1, “\;’y—;)-
m( )

Wird nun m = o© gesetzt, 50 ist (1 + Y7 )— = ¢, und wenn die Func-

tionen I” entwickelt werden,

2 L}
S s tptni teaneraias T
+"i/y(l+(7 s)4V'y+(7——%)’7+%)4°y (=) +DG+H 8y Vy +)
2y—=21 Ry—1).27.1.2 — (2y—1).2y 2r4+11.2.3

Durch diese Formel kann eine jede Rejhe (2.) in eine Reihe (1.) verwan-

delt werden; wenn y negativ wird, so mufs man derselben eine gndere

Form geben. Man erhiilt, wenn y = —z gesetzt wird, durch Trennung
der realen und der imaginiiren Theile:

z z2 z3
6. 1—ﬁ+7(r+1)1—-5_7(7+1)(7+")1 g3t =
(r—3)+n4= 3) (741 7+ (43 4422
°°s(2fz>(1 (zyi 112 1.2 +(27:1 2;'(2!7-]—1)(274-51234— )
O el _ DDz |, )+ 49 43) 42 =2
j‘f‘ sin (sz)(l 3;@F)2.3 T 27(2;+1)(;y+2)!27+d;2 345 )
un
— ain (9. (r—30+34%= (7—')(7+')(7+§)(7+*)44z=
0= sf“(g ‘f“)(l— Zy—1)27.1.2 +(2;/—51).27(57-1-1)(27-1-2;1.2.3.4_"")
o or (1 D+ 4z, GHED D E) () 42 22
W zeos (Y %) (1 2727 +1)2.3 27(2y+1;g27+2)(!27+3)2.3.4.5“'".')"
woraus man durch Elimination der zweiten Reihe erhiilt:
7. __z— : —— Z’ —v
1 7.1 + r+012 4+ (+2)1.2.3 L
(1__()’—-§)(7’+§)4’z =D+HF+DH 54422 )
cos (2V"z) Rr—1)27.1.2 ' 2r—1)2y2y41)(2y+2)1.2.3.2° **"°/?
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Aus dieser Formel (7.) folgt eine hichst merkwiirdige Figenschaft der in

Klammern eingeschlossenen Rejhe, niimlich dafs sie verschwinden mufs,

. n* 9.7* 25.7* 49, m3 o
sobald z ginen der Werthe 16° 16 16 ° 16> W8 W erhillt, und

zwar fiir jeden beliebigen Werth des y, Wiire dies nicht der Fall, so

miilste die stets convergirende Reihe
2

—ritioFniE T
fiir ]'eden beliebigen Werth des <y unendlich werden, sobald z einen der

2
Werthe Z 16’ gig—, u. 8. w. erhiilt,

Setzt man in Formel (52.) §. 19. a = in, w=%, 80 fst:

Y\ 2 m m+1
F(’”’By297;)—'(1"§7n) F( 3Q+z’(2m y)z)
und diese Gleicbung, fir 7 = o entwickelt, glebt:
B(f+1)y? BB+ (B+2)y?
8 1+ 2/9 1 A+ 282FF1)1.2 + 2@ /+1)2A+2)1.2.3 +..

_ ' ¥ _ ye

= (4 gl Y orpdrpras e )-
Diese Formel, welche eigentlich mit (5.) identisch ist, zeigt, wie diejenige
Reihe (1.), in welcher y=12f ist, durch eine Reihe (2.) ausgedriickt
werden kann,

Die semiconvergente Reihe (3.), kann, wie gezeigt werden soll,
durch zwei, immer convergirende Reihen (1.) ausgedriickt werden. Setzt
man niimlich in Formel (27.) §. 12. y=m, x = .-—7—;-, s0 wird

r (d,, B’ m, ”"’;l,) ==

~a I (m—0) IT(B— a—1) , .
"'_ O(m—a—1)1I(f—1) Y I(“;a—m-]-],a, B +1, ___)

m— m— a—pFf~—1
+ zﬁ;{ﬁ_ﬂﬂggf(aﬂ )yﬂr(p,,ﬁ-—m+1£3 a+1,——)

Fiir m == oo ist aber (cfr. Gauls Abbandlung pag.27):

m~ I (m—1) 1 ﬂf[(m—-—i)
T—a—h = M= A=1) =

wenn also 7 = oo ;,esetyt wird, und die Functlonen I’ entmckelt wers
dén, so erhiilt man:

und daher auch 1
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1.2, y(y+1)
w0 4 b OBPLD _ slet 4D FOED (02
9. _ + L2 e (e 12_3yﬁ;+)ﬂ+)+““

._..__-”(ﬂ-“—ﬁ @.y alat1)y
=7 "Ie=1) (1+(a-—ﬂ+1)1+(a——ﬂ+1(a_‘9+g )

plle—f—1) B-y A1)
" ==y (1+(/J’f*a+1)-1+(ﬁ’—a+l,‘(ﬂ-£+2)1.2+““)'

Fiir den Fall, wo 2 oder o eine ganze negative Zahl ist, bestehen die in
dieser Formel vorkommenden Reihen nur aus einer endlichen Anzahl von
Gliedern, und es liifst sich dann die Richtigkeit derselben leicht ander-
weitig beweisen, '

§. 27.
Die Reihe I7'(a, 3, v, x) lilst sich auf folgende Weise durch bestimmte
Integrale ausdriicken:

P
/uf"'l_(i——u)y =l qy

4]

10. T(“y 2 Y x) =

Entwickelt man niimlich den Theil rechts vom Gleichheitszeichen nach
Potenzen von x, so erhiilt man im allgemeinen fiir den Coefficienten der
Potenz xk:

“et 1) (a+k—-1)/‘ WP (1)1 gy,
k/ uf- ](l—u)y’g Ydu

Es ist aber (man sehe Gauls Abh. pag. 30)

b= (] bt gy = HE—=D Iy —B—1)
fo¢ (1—u)r-t-'dy -5 ,

also

bopth=1q 161
ST A= e gy —1) _ A (B
TP du Hy+re—1)1BE—1) = 7(4+D...+r—1)"

Der Coefficient von x lst also
aled-1).. (w+k-—1)ﬂ(ﬂ+1) (f4K—1)
1.2....ky(7+1).. (7+k—1) ?
welches genau der Coefﬁment von «* in der Reihe F(q, (3,7, x) ist, so
dafs der zweite Theil der Gleichung (10.), nach Potenzen von x entwickelt,
wirklich F (a, 3, v, x) giebt, und diese Gleichung deshalb richtig ist. Schreibt
man anstatt des unbestimmten Integrales im Nenner seinen Ausdruck
durch die Function 17, so ist:
Crolle's Jonrnal d. M. Bd. XY. Hft. 2, 19

1.




1
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I(y—1)- 1
1 10, 8y,%) =11 }M_) =5/, 8 =y (= e du,
Diese bestimmten Integrale haben aber, wie man sieht, nur dann end-

liche Werthe, wenn 3 und y— 3 positiv sind; in jedem anderen Falle
werden sie unendlich grofs.

Man kann nun auch die Reihen (1.) und (2.) des vorigen Para-
grapl’s durch bestimmte Integrale ausdriicken. Setzt man niimlich in (11.)

o =m, w.:;:: und 71 = o0, so erhiilt man:

ﬂ ﬂ+1)y II(}'-—-i) 1 ﬂ_.l. \i'—ﬂ_l yu
1. + T+ gt T = INE—1)IT, 7—;9—1)/; W (L=t du.
Wird nun 'y_- 2 gesetzt, so ist:

B(B+1)y? — ?(9—-1) 1 yu
H‘z +219(2,6’+1)12+' Tp—= 1>)=f (u(1—u))~'emdu,

und, wenn diese Reihe nach der Formel (8) umgeformt wird:

(It G + prpotorrs o) =

’II(/:’—-!))*/ (u(1— u))ﬂ"‘ey"du

und, wenn y =4y x, 3=y —3 gesetat wird:

x x3 I (2y—2) 2 =3 u—tyy
13. 1+ﬁ+7—————-_(7+1)1.2+.. (11(7—1)"£ (u—u)er=z=¢ du.

Wenn x negativ = -—z, so miissen die unmdglichen Exponentialgrﬁfsen

in Krelsfunctxonen verwandelt werden, woraus hervorgeht:
4. 1—= + — . A1(2y—2) f (u—-u?)'~ ’cos((4u—2)\/' z)du.
’ 7-1 YOI T T (=D
Dieses lntegral besteht, wie man leicht sieht, aus zwei ganz gleichen Thei=
len, von denen der eine von ¥ =0 bis u = 7, der andere von u=~—§ bis
u =1 geht. Es ist daher
211(2y—2)

1= Z e = = Iy S, =y cos (4u—2) V) du,
und, wenn 1—2u = v gesetzt wird,
P II(2—2 1 et

15, 1— 5 i —e =T (ﬂ(yi’%’)), )/o (1—22)"Fcos (20 y'5) du.
Dieses Resultat stimmt vollkommen mit dem iiberein, welches ich auf eive
andere Weise in diesem Journal Bd. 12. pag. 145 hergeleitet habe, um
das vollstiindige Integral der Riccatischen Gleichung durch bestimmte In-
tegrale auszudriicken. .
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§. 28.
Zwei besonders merkwiirdige Fiille der allgememen Re:he I(a,B,y,x)
sind die Fillle y=+41 und =1, Setzt man in (10.) oder (ll ) §..27,
v =£+41, so erhiilt man

F b2+, 2) = 8 [ ui(1—zu)ydu,
‘und daher, wenn ¢ = —;\ gesetzt, und sodann das Zeichen v in x ver-
wandelt wird: ‘ ' ‘
X

16. I'(a,(R+1,2) = Bx“ﬂﬁ xf1(l—2x)dx.
Formt man diese Reihe I" nach Formel (17.) §. 9. um, und setzt alsdann
B —a-1 statt & und y—1 statt 2, so erhillt man .

17. Fla,1,v, x) = (y—1) 2" 7(l—x)r—"! \ xY“’(i—-x)""’dx.

Die beiden Reihen I'(a, 3,3 +1, x) und. I'(a, 1,7, ) lassen sich also durch.
unbestimmte Integrale ausdriicken. Durch Reductionsformeln kann man
aber aus diesen Reihen die beiden allgemeineren I"(a, 3, 84 %, x) und
I'(a, k, vy, x) ableiten, in welchen £ eine beliebige ganze Zahl bhedeutet,
so dafs man also eine jede Reihe ¥, in welcher eines der beiden ersten
Elemente eine ganze Zahl ist, oder in welcher das dritte Element von ei-
nem der beiden ersten um eine ganze Zahl unterschieden ist, durch une
bestimmte Integrale ausdriicken kann. Von der andern Seite kann man
nun auch jedes Integral von der Form

N AEaCETOE
durch die Funetion I ausdriicken, Setzt man nimlich in (16.) x = +2*
Q:—z-, ¢ = —1y, 80 wird

18. F(— v,-‘l 3'-+1 £+ = A AU F ey sy
und daher )
19. [IaaFeyds = SF(—n 2, L, 12,

Fir die Functionen F(a, 1, Ys x) und F(a,, B,B-}-—l x) vereinfachen sich
auch die Formeln des §. 11. sehr, indem allemal eine der darin vorkom-
menden drei Functionen F sich algebraisch ausdriicken lifst,
In.(21.) §. 11, gesetat 3 =1, giebt:
20, Fa,1,y, x)
H(?’— 1)]?(“—7) x7

= 11(,,__1) (1— @"“‘"‘I"yla 1 Fla1 ,0—y+21—2x),
18*
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In (22.) §.11. gesetzt y=[- 1, giebt:
21' Fla(B4+1,x)
I (f—a) 1(1—x)‘*“ﬁ'(B—u+1, 1,2—a, 1 —x).
In (24.) §e ll. gesetzt v=F£3+1, giebt:
22, F(m, 9,B+1 x)
_O@Me—p—1),_ . B :
H(O&—i) ( ) ﬁ+ I (a?
In (25.) §.11. gesetat B—-—i gxebt.
23. F(a, 1,1y, x)
— Hy—1)1I(—c) - e —1
]1(7—0&—1) ("— )1 y(l_x)y 1+(—a__1)(T ) (’Y a)l 2— ayl
Diese Gleichungen kinnen mit Hiilfe der beiden Formeln (17.) und (18.)
des §.9. auf verschiedene Weise umgeformt werden. Man kann auch

statt der Functionen I’ ihre Ausdriicke durch bestimmte Integrale nehmen,
und hat dadurch die Grundgleichungen fiir die Transcendenten, welche in

der Form / zz“’(l +2")"dz enthalten sind.
o

’1— x)

1

b §c 29.
Setzt man in der Formel (11.) §. 27., in welcher die Reihe I{a, 3,7y, x)
durch ein bestimmtes Integral ausgedriicktist, a =13, B=%, y=1, x =
¢?, so erhiilt man daraus:

PG5 1,60 = 4 [ et =yt —ctuyida,

und wenn z = sin @ genommen wird:

o deg
F(zy3:1,¢ 2)—-_f V(1 —c?sing?)°’
Dieses Integral ist aber das ganze elliptische Integral der ersten Gattung,

welches nach Legendre durch

wig

dg {
r(l-—c sin g ) F(C)

bezeichnet wird. Man hat daher:

24, 2F(0) = F(G, 31,6
Setzt man ferner in Formel (11.) §.27. a=—%, B =13, v=1, x =7,
so erhiilt man:

F("‘%’%J’CZ) = -;1?./011:“5(1——11)‘5(1—-cgu)idu,
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und wenn z =sin®* genommen wird,

z .
F(—%,14,1,69) = —/; V(1—csin@?dg, |
Dies ist das ganze elliptische Integral der zweiten Gattung, nach Le-
gendre bezeichnet durch

[TV —csing)d = E()
Man hat daher:
‘ ' 25. E‘(c) = F(~—4%,%,1,0Y)

Die ganzen elliptischen Integrale der ersten und zweiten Gattung (und
folglich auch die der dritten Gattung) lassen sich also durch die Reihe I
ausdriicken. Aus den beiden Formeln (24.) und (25.) konnen nun durch
Verwandlung der Reihen F(%,%,1,¢*) und I'(—%,%,1,¢%) eine grolse
Anzahl anderer hergeleitet werden, von welchen wir einige der merk-
wiirdigsten hier zusammenstellen- wollen, wobei, wie es bei Legendre
gebriiuchlich ist, 0’ =1—¢* gesetzt werden mag:

26. —Fl@ = V(1+c=) (z’% 1’(l+c“)‘)
27, TF() = F(, 51,450,
28, ZF(e) = (1—2)F(3, 3, 456,

7T
2 1 8b
29. }"Fl(c) b‘+cF(z, b E) 1, (b+:)‘4)

. 2
30. = F(c) =

I

V( ___) (?”f’ ’(2— =)2)

2 1602 b4
o FF@ = Wl?k—’)F(%’g"l’ (1+c=)4)’
4 2 Vs ;
32, —~F'(c) = (11(_:))2 FG,I,%, (1—26)
2V w(1—2
_—(T;%Ea—))f )F(*}’zwz,(i-—Qc’)’),
33 EFi(b) = ___V-__ ;'<‘ 11 (1__202),‘.)
. 7T . (H( l)); 494932
~V-ﬂ(1—s‘)c )

(]1(_:))3 (% %’?’(1—526’)2)
Die Glelchung (26.) ist durch Verwandlung der Reihe F(Z,%,1,c?) ab-
ggleltet aus (50.) §-19,; die drei folgenden, (27.), (28.) und (29.), welche
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nur in den Grenzen ¢*==0 bis ¢*==} gelten, sind abgeleitet aus (57.)
und (63.) des §.19. und (34.) §.2L.; eben so (30.) aus (52.) §. 19.; die
Gleichung (31.), welche nur von ¢==0 bis ¢ =y"2 —1 giiltig ist, aus (25.)
§. 24, Endlich die beiden Gleichungen (32.) und (33) sind aus Formel
(72.) §. 20. abgeleitet und stimmen vollkommen mit denen iiberein, welche.
Jacobi, Fundamente nove etc. pag. 67 und 68, aufgestellt hat.

Als einige von den mannigfaltigen Ausdriicken der Function E'(c),
welche aus Gleichung (25.) durch Verwandlung der Reihe I'(—%.%,1,¢?)
gefunden werden, wollen wir folgende aufstel[en.

34. —EA(C)— bQF(’uz’i C),-
35. -—El(c> =b1{(—4,41,55),
36 — EI(C) —] (1— '02—) -F( 4, 4’ 17 (2 1) )

4
37, 2E() = viF(=%11, — 5s)

i)’
38 ZE© ="FF(—1—41(F)),
0. TR =VbI(—6 L= 50).

Diese sind der Reihe nach aus (17.) und (18) §. 9. und (52.), (64.), (43)
und (48.) des §.19. boeleltet

Umgekehrt kann man .nun auch diese hier vorkommenden Reihen
I' durch die ganzen elliptischen Integrale ausdriicken, welches hiufiger in
Aanwendung kommen wird, ‘da die elliptischen Integrale, fiir welche iiber-
dies vollstindige Tafeln berechnet sind, als bekanntere Functionen gelten
miissen, als die Rethe I'(¢, 3,7, ). Wenn man alle miglichen durch die
Formeln des #weiten, dritten und vierten Abschnittes zu bewirkeaden
Umformungen - der Reihe F(Z,%,1,2) beriicksiehtigt, so wicd man fol-
gende hypergeometrische Reihen I durch ganze elliptische Integrale aus-
driicken ‘kinnen:
{F(Z,O’i x), T(w 4’1 x), F(4v1’1 x), T(%,;,l x), F(§,§,1 y &)y
F(B”Fv1 x), ﬁ(vr Ihi1,x), r(g' '5'11 x), T(4’ z:1, x), r(p . 1,x),
F(Gs % 3,20) 155 %_"%"T}: FE 3, 5,x)y FG, & 502, U'(§, %, 3, x),
(g, %y %,x), .F(%.’%! a},x), F(§,8§:4,%)y (5%, %"’")a F('}i'%’%) x),
FG 8 42 FG 5 dox)y PG drdem) FG 5,52, PG s, ),
U R X R AT TR ACTE IR X ACTE 3% FEOMR ACTR I PFOF

04
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Es soll nun tiberdies gezeigt werden, dafs wenn in diesen Reihen die drei
ersten Elemente um beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert
werden, auch die so entstandenen Reihen sich durch die elliptischen In-
tegrale der ersten und zweiten Gattung ausdriicken lassen; oder im allge-
meinen, wenn I(a,[3,y, 2) sich durch ganze elliptische Integrale aus-
driicken lifst, dafs dasselbe auch von F(a-A, B+, y+v, x) gilt, wo
A, 1, v beliebige ganze positive oder negative Zahlen bedeuten. Um dies

zu zeigen setze ich

F(a,(,y,x) = P,
wo I ein Ausdruck ist, der die elliptischen Integrale F* und E' enthiilt,
Durch Differentiation folgt hieraus

“0rat+ e+t y ) =

Da nun die Differenzialquotienten der ganzen elliptischen Integrale wie-

der auf dieselben Functionen F' und E!' zuriickfiihren, so folgt, dals g
und daher auch F(¢4 1,241,y 1,x) durch diese elliptischen Integrale
sich ausdriicken lassen miissen. Aus I'(a, B, ¥, x) und F(a+1, 341, v+1, x)
kann man aber F(¢ 4 A, 3+ g, v+ v,2) durch Reductionsformeln herleiten,
so dals auch diese allgemeinere Reihe sich durch elliptische Integrale aus-
driicken lassen mufs. Jede einzelne der bei (40.) angegebenen Reihen,
welche sich durch die elliptischen Integrale ausdriicken lassen, wird daher
eine unendliche Anzahl anderer nach sich ziehen, welche dieselbe Eigen=
schaft haben.

Die bei (40.) zusammengestellten Reihen, nebst denen, welche sich
aul die so eben angegebene Weise -aus denselben ableiten lassen, erschipfen
aber noch nicht alle Fiille, in welchen die Reihe F (¢, 3,v, ) darch ganze
elliptische Integrale ausgedriickt werden kann., Man nehme z, B, das Integral

7T
I AL do
y ‘[31%(1—-—c’sintp°),

welches Legendre ( Zraité des fonctions elliptigues, Tom. 1. page 180

et 181) durch ein ganzes elliptisches Integral der ersten Gattung ausge-

driickt hat, Dasselbe verwandelt sich, wenn # =sin@* gesetzt wird, in
y =3[ uit(l—u)tl—cu)idu,

und es ist daher, nach Formel (11 ) §. 27.,

2. y= F(3> 31,60
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Es mufs sich daher auch die Reihe F'(1,%,1,x) nebst allen ihren Ums
formungen durch ganze elliptische Integrale ausdriicken lassen, also:

43. F(},3,hx), IF&,5,1,x), F(3,5, L,x), F(},%,1,x), Ir'(,%,1,x),

F(§, 5, L,x), F(3,3,L,x), F'(§,%L,x), F(3,%,1,2),

und folglich auch alle diejenigen Reihen 7, welche aus diesen entstelien,
indem die drei ersten Elemente um beliebige ganze Zahlen vermehrt,
oder vermindert werden. Es folgt ferner hieraus, dals auch die Reihe
F(},%,1,z) eine Umformung der Reibe I'(3,7,1,x) sein muls. Diese
Umformung aber ist in den Formeln des zweiten, dritten und vierten
Abschnittes nicht enthalten, weil wir daselbst nur diejenigen Umformun-
gen gesucht haben, bei welchen wenigstens eine der Quantitiiten a, 3, v
beliebig bleibt,

§. 30.

- Es hat im allgemeinen die Reihe F(a,(3,v, ), welche wir in die-
ser Abhandlung untersuchen, eine unverkennbare Analogie mit den ellip-
tischen Transcendenten, und viele der gefundenen Formeln fiir die Reihe
I, geben wichtige Resultate fiir die Theorie der elliptischen Functionen,

Setzt man in Formel (51.) §.19. a =3, B =1, x= ¢’ so0 ist:

1 4
F(£,5,1,0) = TF(“%’L(T:}-—G—(;_)E);

daher hat man, wenn diese bejden Reihen durch elliptische Functionen
ausgedriickt werdeun, oy
1 — 1 c
#. F() = F (1+c)

welches eine bekannte Eigenschaft der ganzen elliptischen Integrale der
ersten Gattung ist. Eben so, wenn in Formel (43.) §. 19. gesetzt wird
o=1%, Be=1i, x=c* erhiilt man:

' b
4.  F()= I+b Fl(l-—]—b)
Setzt man in Formel (13.) §. 21, a =, =" so erhiilt man darays:
- : 2\ 1—V7b\?
46.  Fi(c) = -(1+>fb) Fl;((1+a/‘b) )’
welehe Gleichung in dieser Form zwar neu erscheint, aber unter der Form

z—jt-gF (3—?) = 1-;-1;1?1 i;?)

welche man auws (46.) erhiilt, indem ptatt ¢ gesetzt wird 1:_6 s sogleich
als ein bekanntes Resultat erkannt wird.
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Setzt man in der Formel (34.) §.13. ¢ =%, 3=, y=1, 2 =¢%,
so erhillt man daraus unmittelbar jene merkwiirdige Gleichung, welche
von Legendre, Abel und Jacobi auf sehr verschiedene Arten herge-
leitet und bewiesen worden ist, nimlich:

47.  F(O)E'(G)+F () E () —F @) Fi(c) = X

Betrachtet man ferner jene Differenzialgleichung der dritten Ordnung (4.)
§. 4., welche die Bestimmung des z enthiilt, damit w (¢, 3/, v/, 5) und
F(a, 3,7, x) einer und derselben lineiiren Differenzialgleichung der zwei»
ten Ordonung (1.) §.4. als particuliire Integrale geniigen, und setzt man
in derselben o =¢'=%, B=F'=3%, y=v'=1, v=4F, 2=7} s0
erhiilt man daraus:

a3l a1 14222 444 da®  142k3k4
48. ledkz— (dldk) + AB(I—A%)7 tdkr kr(d—kh)F T 0.

Dies ist die von Jacobi (Fund. nova etc. pag.77) gefundene Differens
zialgleichung, welcher alle Modulargleichungen als algebraische particuliire
Integrale geniigen.

Werden endlich dieselben Werthe der Quantititen a, £, y, o/, (/,
v’y  und z in der Gleichung fiir den Multiplicator (3.) §. 4. substituirt,
so erhiilt man fiir den Multiplicator der umgeformten elliptischen Integrale;

. A(—A?)dE
9. w=criTEa

welches genau mit dem von Jacobi (Fund. nova ete. pag. 75.) gefune
denen Ausdrucke iibereinstimmt.

§. 3L
Es lassen sich auch die unbestimmten elliptischen Integrale der ere
sten und zweiten Gattung fiir viele bestimmten Werthe des Modulus durch
die Reihe F ausdriicken; umgekehrt lilst sich daher auch die Reihe F in
vielen Fiillen durch bestimmte elliptische Integrale ausdriicken. Dies soll
in dem gegenwiirtigen Paragraphen gezeigt werden,
Wir wollen zu dlesem Zwecke folgendes unbestimmte Integral

betrachten:
50, = .-:-./;x‘*(l--x)“*dx,
welches zugleich mit « verschwinden soll. Dasselbe Lifst sich nach For-
mel (19.) §.28. durch die Reihe F' wie folgt ausdriicken :
z = 44 F (3, ui‘:“‘)
Crelle’s Jonrnal d. M. Bd. XV, Hft.2. 20
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setzt man aber in diesem Integrale »= (5%:-%)2, so erhilt man das

umgeformte Integral:

d
z= Qm/;m‘%m = 2/ 2F(/L, O
Werden diese beiden Ausdriicke des z einander gleich gesetzt, und wird
fir x sein Werth substituirt, so ist:

1— 1 —cosp?\?
5L F(v1,0) = V2V (= D) r(s, 3, 4 (7))
Aus dieser Formel kinnen durch Umformung der Reihe F mehrere an-

dern abgcleitet werden. Setzt man z. B. in Formel (45.) §.19. ¢ =%,

=% und xz(%—_fiz—z—:-)z, so geht dieselbe iiber in:

F(i: rIE 1 i;ig:i > ) V'in—c};sc;sw ) F (z, 1% T (tang 2)4)
dies in (51.) substituirt, giebt:
52, F(Vi, @) = 2tang3 @ F (3, %, §, —(tang3P)*).
Setzt man ferner in Formel (43.) §.19. a=1%, B =3, x =1—cosQ*,
so wird

2 1 —cos@3\2
F(%’ .%”3“ 1—cos@*) = WF(%a%’%’ (ﬂ_‘%;) )9
und dies, in (51.) substituirt, giebt:
3.  F3,9) = V(55 E)rG, 4,2, 1—cos?).

Verwandelt man die in dieser Formel enthaltene Reihe I weiter nach
Formel (21.) §.28., so wird

Fv3, @) =L0000 2,080 v (1—cos@) F(3, £, 4, cos @),

und wenn diese Relhe endhch nach Formel (17.) §. 9. verwandelt wird:
V(2 ﬂ)ﬂ(4)

4. F(vi, @) = = —V2c0sQ F(3, %, §,cos0%).
Diese Formel giebt, wenn @ = —2- gesetzt wird,
. R
Fl (f‘;') — V.( ﬂ) ( ).

(-3
Auch das elliptische Integral der zweiten Gattung, dessen Modul y"}
ist, kann durch die Reihe F ausgedriickt werdeu. Setzt man ndmlich in

EW$ 0) = [dpy(1—3sind)

c0sP*=1—x, so erhiilt man
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1 iy — 1 .
E(vi,p) = 4—_7.—2-/‘.:0 fl—x)tda m/x“*(l-—-x)““dx,
und wenn diese beiden Integrale durch die Reihe I/ ausgedriickt werden,
55. E{/L, Q) = 2V2(T(zpz’ f,x)'}'F(uz’I:x));

wo x = 1—cos{’,
Es soll ferner folgendes Integral betrachtet werden:

y =£x“%(1—w)_%dx,
welches, durch die Reihe I ausgedriickt, giebt:

y = 6“'%17('21‘, & %—,z‘).
Um dasselbe durch elliptische Integrale auszudriicken, nehme man:
Sln (p )
(sm @p* +';'3 cos 3 ¢?)? oder 143 cotang 0* = x7§,

und setze Kiirze halber 2,__41/3 = ¢’ so findet man das umgeformte Integral

2 - d 03
y =23 V(1— c(‘psin ) SEE ).
Dieser Ausdruck des y, mit den anderen verbunden, giebt
57. F(, @)= 2'3%'”%17(%, Tr %y Xy

wo ¢¢=2"Y3 nd x= sin £ ¢°
- T T (sinE@*4V3cosiegi)

Geht man eben so von dem Integrale

y =-_f —t(14-5)"tds

" aus, so ist zuniichst
ly = 62 F(3, %, 5,=2);
setzt man aber obvs
sin L S 2
(Y3 cos £ > —sin ; ¢3)* und &%= 4 2

s0 verwandelt glch dieses Integral in:
y = 3=y = ¥FG,0);
58. F(,0) = 2.3'5F (@, 5§, —2),
24+VvV3 . sin § °
4 md 2 = (V' 3cosip? —siniep?)3*®
Dies sind die einfachsten Ausdriicke der Functionen F (¢, ®) und F (5,0),
aus welchen durch Verwandlungen der Reihe F' leicht eine grolse Anzahl

ihnlicher abgeleitet werden kinnen. Es lassen sich fiir diese Werthe der
20*

man hat daher:

wo 0 =
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Moduln ¢ und & auch die elliptischen Integrale der zweiten Gattung durch

die Reihe I" ausdriicken; da jedoch diese Ausdriicke minder einfach sind,
50 sollen sie hier iibergangen werden.

Es sollen nun noch fiir zwei andere Werthe des Moduls die ellip-
tischen Integrale der ersten Gattung durch die Reihe F' ausgedriickt wer-
den, Nimmt man nimlich das Integral:

9 u "'/V'(z‘*-—s = 1-8)°
und setzt in demselben z=m.sinQ, wo Mm*=4—2y"2, und b=y 2~—1,
g0 wird

-— M de . m
b= 3v3 /_Y(i—k=sin ) 2V2 E (%, ).
Um dasselbe Integral durch die Reihe F" auszudriicken, setze man z = -———1_123 ,
g0 wird
1 dx 1 x*dax

=R/ Vit vaS Vit
und daher nach Formel (19.) §. 28.:
”=%F(§9§,§:—xs) 3V‘2r<z:}r;?"—xs)
-~ Aus den beiden Ausdriicken des u folgt:

3
60. -2—-F(k,¢) = xF(3, v,m—ws)—%—l’“(%,%,i},—x“),

o A 2o o 1=V (A—m?sing?)
WO m.sm@—-i—_i—_?, und daher x = V= msing?)’

m=4—2y2 k=y2—1,
Auf gleiche Weise findet man einen ihnlichen Ausdruck des elliptischen
Integrals F(A, @), dessen Modul A = y"(2y2—2) ist, aus dem Integrale

L. v —fr(z4+8z=+3)
Setzt man niimlich z._-mtang,xp, wo m*=4— 2;/'2 md B2=2y2—2,

80 wird
m dy m .
= v/ vi—i sinp?) = av32 E )

2
setzt man aber z = 1—__—_—‘”—— s 80 wird

x3¥dx
] V2fV'(1+x‘) + Vz/ﬂ1+x’)’
also

. 1)=%F('&,§,%’—xs)+3v‘2r(!'!¥"8" xx),



8. Kummer, iiber die hypergeometrische Reihe 1+'—:7";x+“(,“;";)(€f3” *4.ee 153

und aus den beiden Ausdriicken des v folgt:
- 3 .
62. ?mFO\"[/) = xF(;,%r,%,—-ws)--[—-:—F(é,%,g,-—xs),
wo mtang = 1_2_:;, und daher z*= 581_% :xiz));i und
| m=4—2y/2, AN=2y2—2
Werden die Formeln (60.) und (62.) addirt und subtrabirt, so erhilt
man umgekehrt fiir die Ausdriicke der beiden Reihen F'(f, I, §, —a°
und I'(3, §, g, —a°) durch elliptische Integrale:

63. xF(5,8,8,—2") = LZ‘(F(A: \b)'l"F(h’ )
64 #F(3,3,%,—a) = 31E0,W—FE ).

Wir haben hier die unbestimmten elliptischen Integrale der ersten

Gattung fiir die Werthe der Moduln %, V(2"4V-3) und y'2—1 durch

die Reihe I” ausgedriickt; hieraus folgt unmittelbar, dals sich noch eine
unendliche Anzahl anderer elliptischer Integrale ebenfalls durch die Reihe
I’ ausdriicken liifst, niimlich alle diejenigen, deren Moduln als umgeformt
aus diesen drei Moduln betrachtet werden konnen, zu welchen unter ane

dern auch die Moduln V(Q-{;VB) und y"(2y'2—2) gehéren; die obigen
drei Moduln aber sind ganz unabhiingig von einander , oder kinnen nicht
in einander umgeformt werden. Von der andern Seite sind die hier vor-
kommenden Reiben ¥ durch elliptische unbestimmte Integrale ausgedriickt,
woraus folgt, dals auch alle Umformungen dieser Reihen F sich durch
unbestimmte elliptische Integrale ausdriicken lassen. Fiir andere Werthe
des Moduls, welche von den genannten dreien unabhingig sind, ist es mir
picht gelungen, die elliptischen unbestimmten Integrale durch die Reihe I
auszudriicken, man miifste denn die beiden -iulsersten Werthe des Moduls
0 und 1 nehmen, welche aber nur Kreisbogen und Logarithmen geben.
Ubrigens sind grade diese drei Moduln in viclen Beziehungen besonders
merkwiirdig und haben unter andern die Eigenschaft mit einander gemein,
dals sie sich in ihre Complenientair-Moduln umformen lassen.

Eine nur einigermalsen vollstiindige Sammlung solcher Reihen F
zu geben, welche sich durch unbestimmte elliptische Integrale summiren
lassen, wiirde zu weitlduftig sein. Man kanno in dieser Hinsicht bemerken,
dafs nur solche Reihen F diese Eigenscbaft haben konnen, welche sich
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iberhaupt durch unbestimmte Integrale ausdriicken lassen, und dies ist,
wie wir oben §.28. geschen haben, bei denjenigen der Fall, in welchen
entweder eines der beiden ersten Elemente o oder {2 eine ganze Zahl
ist, oder in welchen das dritte Element y um eine ganze Zahl grifser
ist, als eines der beiden ersten. Die Integrale, durch welche solche Rei-
hen ausgedriickt werden, sind immer von der Form:
[ (L Loty da;

nachdem man also eine Reihe ¥, welche man durch elliptische Integrale
summiren will, zuniichst durch Integrale yon' dieser Form ausgedriickt
hat, muls man untersuchen, ob diese sich entweder durch die zahlreichen,
von Legendre gegebenen Substitutionen, oder durch andere, in elliptische
Integrale verwandeln lassen. Endlich kann noch gezeigt werden, dals,
wenn die Reihe F'(a,d, c, x) sich durch elliptische unbestimmte Integrale
summiren lilst, dasselbe auch bei der Reihe F(¢ 4+ A, b+ u, c-}-v, x) der
Fall sein wird, wenn A, p, v, beliebige ganze Zahlen bedeuten. Aus
F(ay by ¢, x) kann man niimlich F(e+1,5+1,c+1,x) durch Differenzia-
tion herleiten, und aus diesen beiden Reihen sodann I'(a-}-A, b+4p, ¢V, x)
durch Reductionsformeln.

§. 32.

Zu den Transcendenten, welche in der all_gemeinen Reihe F(q, 3, y, x)
enthalten sind, gehiren auch die Coefficienten der Entwickelung
65, (1+ae*—2acos®)™=P;+2P,cosQ+2P,cos2@ -4 2P;c083 9 +....

Diese Coefficienten sind schon sehr oft untersucht worden, und Le-
gendre hat denselben diz erste Abtheilung seines Appendice au traité des
fonctions elliptigues, Tom, II. pag.531. ete. gewidmet. Wir werden hier
dieselben Bezeichnungen, welche Legendre gebraucht, beibehalten, und
mit Hiilfe der fiic die Reihe I'(e, 3, y, x) gefundepen Formeln die Theorie
dieser Transcendenten zu vervollstindigen suchen. Wenn der allgemeine
Coefficient der Entwickelung (65.) als Function seines Stellenzeigers A
und des Exponenten 7, durch P (A, n) bezeichnet wird, und Kiirze halber

 gesetzt wird:
g v ninded)o(nd2—1) _
1.2....4 0

80 ist:
66. P\, n) = Aoa*I'(n+A, ny A+ 1, 0%,

Indem man die Reihe F(n<4 A n,A+41,0”) nach den im zweiten und



8. Kummer, iiber die hypergeometrische Reihe 14 TL m-l-%"—:’—;ﬁ——%‘—’x’-}un 155

dritten Abschnitte gefundenen Formeln verwandelt, findet man alle bis
jetzt bekannten merkwiirdigen Eigenschaften dieser Coefficienten, eben so,
wie die allgemeinen Reductionsformeln der Reihe F(a,f3,v,x) alle Re-
ductionsformeln dieser Coefficienten gewihren, Wir wollen uns nicht
damit aufhalten, schon bekannte Eigenschaften zu entwickeln, sondern
nur einige noch nicht bekannte Resultate aus dem Obigen herleiten. Alle
Reihen, durch welche der Coefficient P (A, 2) bis jetzt entwickelt worden
ist, haben den Mangel, dals sie, wenn die Quantitiit ¢ der Einheit sehr
nahe kommt, sehr langsam convergiren, und Legndre a. a. O. pag. 570
schliigt deshalb vor, in diesem Falle die Werthe derselben aus den Aus-
driicken durch bestimmte Integrale nach der Methode der Quadraturen
zu berechnen. Dieser Ubelstand kann auf folgende Weise gehoben wer-
den. Setzt man in Formel (23.) §.11. a.--n+2\ P=n, y=a+41,
x = a?% so erhiilt man:

II(NII(—2n
F(n4-A n, A1, 07) = 11(1( )=n)(11(2 )_7(n4-a, n, 2n,1—0a?)

ITNIT(2n—
+ﬂ(n+l— l)lI(n—-l)
Multiplicirt man diese Gleichung mit A% so erhiilt man:
(—2n)(—a) F(n4A,n, 2n,1—a?)
II(—n_-).)ﬂ(_,,_l_;.) 9 18y <10y

+ (1111((2”" 1))2 1(1—-02)1"2"11(1—72 +7\ 1_,2, 2—2’2’ 1—(1 )

Dieser Ausdruck des Coefficienten P (A, 7) durch zwei Reihen, welche
nach Potenzen von 1—a? geordnet sind, ist grade, in dem Falle, wo a
der Einheit sehr pahe kommt, zur numerischen Berechnung &iufserst vore
theilhaft; aber derselbe kann auch noch in einen andern umgeformt wer
den, dessen Reihen bei weitem rascher convergiren. Setzt man niimlich
in Formel (43.) §.19. a=nr+4A, =n, x=1—c? so erhilt man:

—2n—22 { —
F(nd-rn 2n1—a?) = (BEo) (n+7\,?\+2,n+,,(1+:))
und wenn in derselben Formel (43.) gesetzt wird a=1—n-2, =
1—n, x=1—ad":

(1— &) F(1—n, 14 A—n, 2—2n,1—0%)s

67. P\ 1) =

F(1—n+a, l—h, 2—2n,1—0a?

1 m—-2~21 {—
= ( -:lz-a) (1"”+"”‘+=’ =7 (1+:) )‘
dies in der Formel (67.) substituirt, giebt:
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68, P(\n)= H(]If:j;};:?_:_l) (1-};;)—%—21 (n+}\ AbE, Lk, i;‘;) )
B i) et (59).

Die beiden Reihen dieser Formel sind aufserordentlich convergent, so-

bald @ nur einigermafsen der Einheit nahe kommt. So z. B, fir ¢ = &
{—a\2

ist T) = ?_)%—f’ so dals die beiden Reihen in diesem Falle nach Po.

tenzen von 3—%—1- fortschreiten. Die durch die Function I ausgedriickten

Factoren findet man mit grofser Genauigkeit aus den Tafeln dieser Func-
tion, welche Gaufs und Legendre berechnet haben. Fiir die beiden
Fiillle : erstens, dafs n eine ganze Zahl ist, und zweitens, dafs 2 von der
Form k% ist (fiir £ eine ganze Zahl), sind die beiden Formeln (67.)
und (68.) unbrauchbar, weil sie unendliche Quantitiiten einschiiefsen; in
dem ersten Falle sind jedoch die Coefficienten P (A, ) nur algebraische
Functionen, und im zweiten Falle kénnen sie durch elliptische Functionen
ausgedriickt werden, wie Legendre a. a. O. gezeigt hat. Es ist ferner
leicht zu zeigen, dafs es aulserdem noch zwei Fille giebt, in welchen
diese Coefficienten alle durch die ganzen elliptischen Integrale der ersten
und zweiten Gattung kdnnen ausgedriickt werden, piimlich: erstens, wenn
n von der Form £+%, und zweitens, wenn 2 yon der Form &+ § ist, wo
% eine ganze Zahl. Es ist nimlich §.29. bei (40.) bemerkt worden, dals
unter andern die beiden Reihen F(Z,%,1,x) und F(3,3,1,2), und alle
andern, welche aus diesen entstehen, indem die drei ersten Elemente
um beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden, sich durch
die ganzen elliptischen Integrale ausdriicken lassen; yoraus unmittelbar
folgt, dals
PNEXD) = Ad* FNFE+L, EEE, N1, a),
oder jeder Coefficient der Entwickelung (65.) fiir » = £+ % sich durch
die elliptischen Integrale ausdriicken lLifst. Ferner ist §. 29, bei (43.) be-
merkt worden, dafs unter andern die beiden Reihen F(%,%,1,x) und
F(,3%,1,x) und alle, welche aus diesen entstehen, indem die drei ersten
Elemente um ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden, sich durch
die ganzen elliptischen Integrale ausdriicken lassen; woraus eben so folgt, dals
PNEXS) = Ao FL+HEE S, k15,041, 6%,

oder jeder Coefficient der Eatwickelung (65.) fir 7 ==F%+% sich durch
die ganzen elliptischen Integrale ausdriicken lilst,



<

8. Kummer, iiber die hypergeometrische Reihe 1+:—"—gx+u§:;|-;)(§;;l)-l) ... 157

Abschnitt VIIL
Uber die Reihe F'(e, B, v, x), in welcher das letzte Element
x imagindr ist.
‘ §. 33.

Die Untersuchung der Reihe F(a, 3, v, x), welche wir bisher nur fiir
reale Werthe der vier Elemente o, (3, v und x angestellt haben, kinnte
von einem weit allgemeineren Gesichtspuncte aus gefiihrt werden, wenn
- man auch imaginiire Werthe dieser vier Elemente zulieflse. (Man ver-
gleiche die Abhandlung von Abel iiber die Binomialreihe, welche ein spe-
cieller Fall der Reibe F'(a, 3,7, x) ist, in diesem Journale Bd. 1. pag. 311.)
Im allgemeinen aber wiirde eine Reihe, in welcher o, 3, v und' »
imaginiir sind, nur durch hihere Transcendenten, welche von acht Ele-
menten abhiingig sein wiirden, real oder unter der Form M+ y—1 N
ausgedriickt werden konnen. Wir werden uns daher hier nur darauf be-
schriinken, die Reihe I'(a, 3, v, x) fiir imaginiire Werthe des letzten Ele-
mentes x zu betrachten,

Nimmt man z=re'¥! = p (cosv 4 y"—1 sinv), so zerfillt die

Reihe 7'(a, 2,7, x) in folgende ZWPl Reihen: ?,:,
1 1
1. F(ofBqy, re"'/"‘) = 1+I;rcosv+ (lajy)ﬂ_(fj)' ), *cost—l—..
. . 1 {
+ v —1 (‘;‘.—frs.mu--}—“(10‘—’2~ ;ﬂ_{ﬁ_) )r *sin2 v 4-,. )

Diese Reihen konnen auf eben so viele Arten in andere Reihen von der-
selben Form verwandelt werden, wie die Reihe F'(a, 3, vy, ) mit realem
letzten Elemente; denn jede der im zweiten, dritten und vierten Abschnitte
gefundenen Formeln gewiihrt eine Formel fiir die Verwandlung dieser
nach Potenzen von r und Sinus oder Cosinus der Vielfachen eines Bogens
v fortschreitenden Reihen. Da es nur mit geringen Schwierigkeiten ver-
knupft ist, die oben gefundenen Formeln fiir den gegenwiirtigen Zweck
einzurichten, so mag es hinreichen, dies an einigen der Hauptformeln zu
zeigen. Damit aber diese Formeln eine einfachere Gestalt gewinnen, wird
es nithig sein, zuniichst einige passende Bezeichnuugen einzufiihren. Die
Reihen, welche hier vorkommen, sollen, wie dies hiufig geschieht, durch
ihre allgemeinen Glieder bezeichnet werden, welchen das Zeichen = vor-
gesetzt wird; der Stellenzeiger des Gliedes soll stets durch & bezeichuet -
Crle's Journal d. 8. BLXY, HEt. 2. 21
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werden; ferner soll der fte Coefficient der Entwickelung von F(a, (3, v, x)
durch € (a, (3, v) bezeichnet werden, so dals
\ _ a(e4l)....(et+k—1)f(F+1)....(F4+E—1)
2. GBv) = to k(. (p+E—1) *

Auf diese Weise wird die Gleichung (1.) folgendermafsen dargestellt werden:
I(a,p, fy,re“‘/"‘) = 2 Ci(a,B,y)r*cosk v+ v —1 = Ci(a, 3,) r¥sink v,
Es soll pun zuniichst die Formel (17.) §.9. fiir den gegenwiictigen
Zweck eingerichtet werden. Setzt man in derselben x=re""=', so ist:
Fo, 7, re’V™) = (1—re'V =P Fly—a,y—f,y,re? -1
Setzt man nun ferner 1 — re’V— = e V=L oder

¢ = VvV(1—2cosv.r4r*) und tangw = %,
8o hat man nach der angenommenen Art der Bezeichnung:
s¢ (c, B, ) rkekvV -1 — ey—a—ﬂ =G, (,),_;“’ v— B, v) rk, etkv—(y—e—gHu) }/—x,
und wenn die realen und die imaginiiren Theile getrennt werden:
3. ZG(a,B,v)r*cosk v = o= =2 Ci(y—a,v—B,v) r* cos (kv—(y-a~L)w),
4. ZCi(a,B,y)r* sinkv = gt Z G (y—o,y—0,y) r* sin (kv—(y-a—L)w).
Man kann diese beiden Formeln in eine einzige zusammenfassen. Multi-
plicirt man niimlich die erste mit cosfl, die zweite mit sinf, wo 0 eine
ganz beliebige Quantitiit ist, und subtrahirt die Producte von einander, so ist:
5. = Ca(a,fy)r*cos(k v+ )
= ¢ tZ C(y—a, y— LB,y r* cos(bv — (y—a—B)w +-0).
Auf dieselbe Weise kann man die Formel (18.) §. 9. behandeln,

welche fir x = re'V ! ist: .
F(a, B,y re’ =" = (t—reV =" (0, v-0 %y -
rsiuv__
1—rcosv’?

Setzt man, eben so wie oben, p =y (1—2cosv.r4-r*) und tangw =

so wird
— reY V-t

f—re V-t
daher kann diese Formel jetzt so dargestellt werden:
—r\k :
EC;‘ (m, ‘3, ')") rk e"” V-1 —_ e—azck (a7 N— Q’ .Y) _b__") e”“""’“”*““"”’"‘,
und nach Trennung der realen und imaginiiren Theile:

8. =Ci(a,B,y)r*coskv = = Ci(a,y—FBY) (:-;—')a"cos *F+w) +aw),

7. - 2G(e g, y)r¥ sinkv = ¢ = Cy (e, y—B>Y) (:‘;f).ksin t(v+w)+aw)

t—reV!t = gﬂe‘“’"/;" und = —;,e(v+w) t’—l;
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Multiplicirt man hier wieder dic erste Formel mit cos, die zweite mit
gin0 und subtrahirt, so werden diese beiden in folgende Formel zusam-
mengefalst:

8. =C(a,B,y)rkcos(kv+0)
= ¢ =Cav—07 (2 ’-) cos (k (v + w) + aw - b).

Die beiden allgemeinen Formeln (5) und (8.) gewiihren sehr zablreiche
Umformungen bekannter, nach Sinus und Cosinus der Vielfachen eines
Bogens geordneter Reihen, und zwar vorziiglich fiir den Fall » =1, wel-
chen wir daher besonders betrachten wollen. Fir r=1 wird

o=y (2—2cosv) = 2 sin —

2' b
und daher w_—_——’%l-—l w——%, wo /. irgend eine ganze Zahl bedeutet.

v
tang v = cotang 5

Diese Werthe, in Kormel (5.) substituirt, geben:
9. = Ci(ayByy)cos(bv+4 9§ =
. y-o-B 2041
(2 sm—g) ZCy—ayy—Bsy) cos(/ﬂ'u—l—(y—-—a—ﬁ\ —__l+" )+9)
Es ist nun die ganze Zahl 2 zu bestimmen, welche in dem zwexten Theile
dieser Gleichung vorkommt. Diese Zahl kann in verschiedenen Grenzen

des v andere und andere Werthe bekommen; aber sie kann nur daun
ihren Werth iindern, wenn dadurch die Continuitit der Werthe der

. . . e vV
Reihe nicht unterbrochen wird; also nur dann, wenn 23m§ =0 .oder

v=0, v=2m, v=4=, v=">06w, u.s. w.: innerhalb jeder der Grenzen
des v, von O bis 27, 2= bis 4=, 4% bis 67, u. s. w. muls die ganze Zahl
A einen und denselben Werth behalten., Damit nun die Formeln etwas
einfacher werden, wollen wir dieselben hier und in dem Folgenden stets
nur fiir die ersten Interyallen des Bogens v betrachten, in welchen sie giil-
tig sind, weil dieselben, indem v—7% % statt v gesetzt wird, leicht fiir alle
tibrigen Grenzen des v erweitert werden kinnen. Um nun den Werth der
Zahl . in den Grenzen v =0 bis v =27 zu bestimmen, werde v ==
gesetzt; dies giebt

= €, (0, Ry7) (—1) 08§ = 2= = G, (y-0, Y-, ) (— 1) co8 (3— (y-a-B) i ),
welche Gleichung auch so dargestellt werden kann:

(e, By, —1) = 2=FF(y—a,y— @, —1), 2= Aim,

cos @ ’

setzt man aber in Formel (17.) §.9. x = —1, so ist
li'(a,, B: Yr —1) = Q- F F(')’ —0y Y — a; Y» _1)
21+
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Diese Gleichung, mit der vorhergehenden verglichen, giebt:

cosh = cos(@ —(y—a—P)h=);
und damit diese Gleichung fiir jeden beliebigen Werth von a, 2 und v
Statt habe, mufs 2=0 sein. Es ist also in den Grenzen v = 0 bis v =2,
in Formel (9.), 4 =0; dieselbe wird daher

10. =Ci(w, B,7y) cos(kv+0)
= (2 sin—;’— e ﬂEC,‘('y—a, et o)) cos(kv-]—'"('y—-oe-—ﬁ) (y—;—n) +9)
in den Grenzen v =0 bis v=2,

Uberdies ist wohl zu baachten, dafs in dieser Formel der Werth von
4—oa—3 in den Grenzen —1 und - 1-enthalten sein mufls, damit beide
darin vorkommende Reihen convergent seien.

Ganz auf dieselbe Weise, wie aus der Formel (5.) die Formel (10.)

abgeleitet worden ist, findet man, indem in Formel (8.) =1 gesetzt wird:
11. =Ci(a,B,y) cos(kv+6)

= (o g 0@ r—B () o — ety )
2 .

57

3 e

Die allgemeinen Gleichungen des §. 11., welche unter dreien Functio-

nen F Statt haben, gewiihren ebenfalls jede eine Yerwandlung der Reihe
=Ci(a, B, y) r* cos (kv 4 0), in zwei andere Reihen derselben Gattung. So
z. B. wenn man die Formel (23.) §.11. auf dieselbe Weise behandelt, wie
es mit den beiden Formeln (17.) und (18.) geschehen ist, findet man:
12. =Ci(a, B, y)r*cos(kv +0) = 4,= Cy(a, 3, a+B—y+1) " cos (kw — )

+ B,prFZ C(y—a, y— B,y —a— B+ 1)¢" cos((b—a— L+ w—0),
wo ¢ und w dieselben Bedeutungen haben, wie in den iibrigen Formeln
dieses Abschnittes, und 4, und B, dieselben Constanten sind, wie in der
Gleichung (23.) §. 11. |

T, T .
in den Grenzen V=3 bis v =

§. 34.

Auf dieselbe Weise kinnen auch alle Formeln des dritten und
vierten Abschnittes so verwandelt werden, dals sie entsprechende Umfor-
mungen der nach Sious oder Cosinus der Viellachen eines Bogens und
nach Potenzen zugleich geordmeten Reihe

=Ci(a, B,y) rtcos (kv +-0)
gewilbren. Unter diesen sind aber einige besonders merkwiirdig, durch.
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welche eine Reibe dieser Art in eine andere nur nach Potenzen geordnete,
oder in eine Reihe F' mit realem letzten Elemente verwandelt wird. Diese
“wollen wir daher jetzt besonders betrachten.

Zwei sebr einfache Formeln dieser Art kdnnen aus den Gleichun-
gen (75.) und (76.) §.20. hergeleitet werden. Setzt man vimlich =
—tang v?, so erhiilt man unmittelbar:

13. 20,‘(&,6, a+§+i)( ! )coskv-—-cF(‘, , f, :, tangv’),

2cosv
14. =G (oc, 2, a+ﬂ+1) (QCt’su)ksinkv =d. tangvlf‘(-—il-i—, é;i,—g—, — tang v’) ’
vam(FE=1) 2y (A1)
U TR T T r ()

Wir wollen auf die beiden Reihen links vom Gleichheitszeichen eine in
Formel (8.) des vorigen Paragraphs enthaltene Umformung anwenden.

Setzt man niimlich in dieser Formel r= cl » wodurch ¢ =

o v ,y tangw

2cosv
= tang v wird, so erhiilt man

15. =6 B 7) (7o) cos(kv +6)
== (_2 cog U)“z Ck(“} 'Y""B; 'Y) (—1)"008 ((a‘+ Qk) U+ 9)

T

. o . .
in den Grenzen v = 3 bis v =< 5

und wenn § =0, 'y__fjigj' gesetzt wird:

« K \
16. =G (a" e, +§+ l) (2 cos v) cosk v
= (2cos ) = G (o, TEFL, 2HPE) _pyroos(a 24y s
ot A1
2

wenn aber § = —- und v= gesetzt wird:

2
1. =6.(ap, N (L Viinro

2cos v

= (2008 ) =G (o 25, 2R EE D pgina 280
Diese Werthe, in (13.) und (14.) substituirt, geben:
— 81
18.  =Ci(o, 2=5FL, “H I ycosa 28y

== c(2cos v)""F(g—,g—,—% ’ —tangv?)’,
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19. =60 =L N gydine 420

=d. tangv("cosv\*“T( +1,‘8'§'1, 3, -tangv’).

Diese beiden Formeln erhalten eine noch .cinfachere Gestalt, wenn die
beiden Reihen F nach Formel (18.) §.9. umgeformt sverdes, und {3 in
1— verwandelt wird. Alsdauvn hat man

20. 5 C{a, L, XN 1y cos(at 28w
| S
= f. (2, 7 2,smv*)
2l. ECx(&, a+ﬂ,a—ﬂ+2)(——1)"vsin(a+21“,u»

2
= g',.sinvl'( +1,‘3‘;1, g ,smv)

in den Grenzen ,1J=-—-—2— bis v==+—’2L,
_ V-nn(u;ﬂ) . 21/'5111(“;_ )
P ) B P T S )

So wie in diesen Formeln die beiden Reihen F (2 ,g ;,simﬁ) und

fe+1 841 3
e
in andere nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von v geordnete Reihen

verwandelt sind: so lifst sich auch die Reihe I (a, G, “+‘3 *! ,smv) ver-
wandeln, und zwar auf folgende Weise. Man setze, Kurze halber,
2,8+aﬂ( e+p—1 )H( 8

V'n]]a_ﬂ ~

sin v*) , welche nach Potenzen von sinv? geordnet sind,

22, m =

und multiplicire die Formel (20.) mit . cos%ﬁ und (21.) mit 7. smﬂ 5

s0 findet man zuniichst, nach einigen leichten Umformungen der Function 17,

m.cos%’—z.f = ¢ und m.sin%f.g = d,

wo ¢ und d dieselben constanten Factoren bezéichnen, wie in (13.) und
(14.). Durch Addition und Substraction der mit den angegebenen Quan-
titiiten multiplicirten Gleichungen (20.) und (21.) erhilt man daher



8. Kummer, iiber die hypergeometrische Reihe 1-|~ -I-f'-m-———z—(_—:_g%-'lx’ 0o 163;

23, m.3G(a, THE,E=EEY iy on (a2 by p— BT

= cF(%—,—é,—é—.sinvz)—}-d.sin vl (——ﬂ 19——2}—_1 , 3 ,.smv)

20, m. 20 (, FL, =N 1) cos (w4200 + )

== cl*(2 g ; ,smv) rl.smvlf( +1,{—9—-;§1, g ,qmv)
Aus Formel (74.) §. 20. ersieht man aber, indem daselbst yx =siav
gesetzt wird, dals der zweite Theil der Gleickung (23.) gleich

( B’a+p+l 1+smv) ist, und eben so aus Formel (73.) § 20., dals

b4

der zweite Theil der Gleichung (24.) gleich F{ \06, ’a+g+1’1-—;mv)

ist; substituirt man daher diese Werthe, und verwandelt iiberdiels v in

5 —2v, 50 erhillt man
25.  F(a @ 2ELFL cos0?)
= m. 20 (0, T, 28N cos (2a - 40 v — (e —B) ),
26, F(a B EEEEL o)
= m.3 (e <EE “‘ﬂ+2)cos((2a+4k)u—(a+5>—)

in den Grenzen v=0 bis v._%.

a+ﬂ+1,smv) erhiilt man

aus der Gleichung (56.) §.19. Dieselbe geht niimlich, wenn x,—smu
gesetzt wird, izber ins

T(a,, a+1 T sxnv)— el (“ a+ﬁ", a4 (3,2sin2v.e (I"' he )

‘

Noch andere Verwandlungen der Reihe F(m,

wenn daher die realen und imaginiirenr Theile getrennt. werden, erhiilt
man, nach der in diesemr Abschnitte eingefiibrten Bezeichnung:

27. F(m,B e ﬂ+f ,Sinv )
= ZCk(a’, 2 rc!.-[i-{'3)(28::12‘0)"003((21:5-[--2Ic)v'--———-
28, O =Z=C (m, a,+B)(2 sin2v)*sin ((" a2 k) vk 7

in den Grenzen v=0 bis v'—'ﬁ'
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Dals die Reihe (28.), welche aufser v noch zwei ganz beliebige Elemente
o und 3 enthiilt, in den angegebenen Grenzen allemal = 0 wird, ist eine
merkwiirdige Erscheinung; es giebt jedoch viele nach Sinus oder Cosinus
der Vielfachen eines Bogens geordnete Reihen, welche dieselbe Eigenschaft
haben. Man kann den Gleichungen (27.) und (28.) auch eine andero
Form geben, indem man niimlich erstere mit cos 2 v letztere mit sin2c v
multiplicirt und dieselben sodann addirt. Alsdann ist:

29. cos?a.rul"(a,,ﬁ a+ﬂ+1 smv)

= Z=Ca, ‘—z—%‘ﬁ,a+ﬁ)(2:;in2u)"cbsk(2v-—%).

Wenn man aber (27.) mit sin2av und (28.) mit cos2«¢v multiplicirt,
und diese Gleichungen sodann subtrahirt, sp ist:

30. sin?avF(a,B a+ﬂﬂ’sin’u2)

ECk(a, _‘I_ ,a—l—ﬁ) (28in2 v}"sm/t(——-—- ‘v)

) §. 35.
Die allgemeine Reihe, deren Umformungeh wir ia diesem Abschnitte
gezeigt haben, niimlich

= Gi(a, B, ) 1% cos (kv 4-6),

enthiilt den grofsten Theil aller nach Sinus oder Cosinus der Vielfachen
eines Bogens geordneter Reihen, welche man als Reihen-Entwickelungen
bekannter Functionen aufzustellen pflegt. Diese Reihen -Entwickelungen,
und zahlreiche Umformungen derselben, sind in den Formeln dieses Ab-
schnittes enthalten, wie wir es jetzt an einigen Beispielen zeigen wollen,

Setzt man in (8.) §. 33. a_l B=1, y=2, §=uv, so wird:
2631, 1, )r* cos (k1) v = —201(1 1, 2)(“") cos (k1) (v 4+ w),
oder, wenn die Reihen entwncke]t werden '
. cosv |, rcos2v , rtcos3u
] B 4

2 -3
_ _1_(cns(v+u)__rcosQ(v-«l—-w)+r co«u(v—{-w) )
ST eV 1 0.2 P
~avo o = Y (I—2cos vz“-{—r’) und tau('w = 1—_—5_—?%’11—

Die Sumime der ersten Reihe ist bekanntlwh — {:’— l(l-—-2 cos m~+r )5 ——— lé’ :
also ist
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__reos(vdw) rPcos2(vdw) , r?cos3(vd-w)
32. —le S 0.1 — ()3_.2 + ()2!3 s

Fiir den speciellen Fall v = %, wodurch r=tangw, ¢= o,

sinwsinw |, (sinw)?cosw , (sinw)?sin3w
1 + 2 + 3 o TS ——ta0 e
Setzt man ferner in (32.) 7 = 2cos v, wodurch ¢ =1, w = —2v, so wird:
34, 0 — 2 cosv cosv (2cosv)’c052v+(2cosv)3cos3v

1 ‘ 2 3 T
Wird in der Formel (10.) §.33. y=o0, B=—n, v=o—2x und =nx
gesetzt, so giebt dieselbe:
= Cila, —n, o) (—1)* cos(n—2k) x = (2cosx)?,
oder, entwickelt,

hat man:

33. lcosw = —

35, cosnx-]—%cos(n—?)x+"(";1)cos(n DHax+4.... = (2cosx)"
in den Grenzen a:=—3- bis x=+%,

welches die bekannte, zuerst von Euler gefundene Euntwickelung der Po-
tenz des Cosinus ist.

Setzt man ferner in Formel (11.) §.33. B3 =0, a =n, v =7 —2x
und § =0, so erhalt man:

= Qoosa)™ = Ci(m, % V) (5omz T ) cos (n — k),
und, wenn mit (2cosx)" multiplicict und die Reihe entwickelt wird,

. , - n cos(n—Na , n(nt1) cos(n—Ye
36. (2eosx) —cosnx+1. Dcosr + 1.2 Qeosm) +..

in den Grenzen x=——g— bis x=+—g~.
Eine Entwickelung der Potenz des Cosinus in eine Reihe von dieser Form
ist, wie ich glaube, noch nicht versucht worden. Obgleich dieselbe nur in
den angegebenen Grenzen giiltig ist, so hat: siec doch den Vortheil, dals
sie fiir alle negativen und positiven Werthe des Exponenten » anwendbar
ist, wiilbrend von den bekannten Entwickelungen keine in den Grenzen
n = —1 bis n=—oc0 convergent ist.

Eine andere Entwickelung der Potenz des Cosinus geht aus Formel

(20-) hel‘VOX‘, wenn m = 1’ B _ - n’ V=x gesetzt wird’ ﬂiimlich:

211(5)

37. (cosx)"= V_nﬂ(n+1)(cosx+ 0083.1"+ —Da—9) o, sSx-}-....)

(n+3)’ +6)

Cielte’s Jourmal &, AL Bd. XV. Hft. 2, 22
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auf welche zuerst Poisson aufmerksam gemacht hat. (Man sche meine
Dissertatio de sinuum et cosinuum. potestatibus etc. Halae 1832, pag. 6
und 13.) :

Wird in (20.) gesetzt 3 =0, ¢« =—n, so erhiilt man die Ent-
wickelung einer constanten Quantitiit nach Cosinussen der Vielfachen eines
in den angegebenen Grenzen ganz beliebigen Bogens, niimlich

n
38 2"V-ﬂﬂ(‘—"‘2"’) ___ cosnv _7_:_ cos(n—-?)v n(n-—l) COS(Y(—*4’)U
. T = e T T et Tim T e
nII( b ) ’

. b . T
in den Grenzgn v=— bis 1}_—_—-_+_2_’

wovon folgende bekannte Entwickelung ein specieller Fall ist:

b1 ~ cosv cos3dv , cosdv
T T 1 3 t— =
Setzt man in (21.) 8= —1, ¢ = —n, so erhiilt man
ven(=57)
39. sin v

() I(—3—1)

sinnv +%.(sin(n—2)v +n(n—1') sin(n—4)v

=(n+1)(n—-1) n—1)(n—3) 1.2 '(n—3)(n—5)+"”
in den Grenzen v=-——29E bis v= +g.
Wird die Gleichung (38.) nach v differenziirt, so erhiilt man daraus

20. 0 = sinnv 4 Zsin(r—2) v+ 20" Dein(r—t)v 4....

. 7T . 7
in den Grenzen v =——- bis v=-+5,

und diese Reihe ist, wie die neueren Untersuchungen iiber die Entwicke-
lung -der Potenzen des Cosinus und Sinus streng bewiesen hahen, wirklich
in den angegebenen Grenzen gleich Null.

Wird in (39.), nachdem durch 7~ dividirt worden ist, » =0 gesetzt,
o erhiilt man

n o, v ; 8in2v sindv | sin6v
4. gsnv=o+io3 =535 567

und hieraus durch Differenziation:

¢ ki — 1 cos2v___ms4v cosﬁv__
42. Fesv=i+73 —35 t7

Diese einfache Reihe hat zuerst Fourier gefunden (Z%éorie de la chaleur
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pag. 242). Eine unendliche Anzahl iihnlicher Reihen-Entwickelungen habe
ich in meiner erwiihnten Dissertation hergeleitet (pag. 25 und 30).

Die Formeln dieses Abschnittes enthalten auch einige merkwiirdige
neue Reihen-Entwickelungen der elliptischen Integrale. Setzt man in den
Formeln (23.) und (26.) « =%, B=4%, so erhillt man daraus, weil

3 38 2 2
F(3,3,1,¢") = ;FI(C):
43, F'(cosv) == (cos v+ (1) cos Sv4 ('—é‘) “cos v+ (
44. F'(sinv) = = (sin v+( ) sin Sv+4 ( ) sin 9v4- (

in den Grenzen v =0 bis v=§.

) c0513v+....),
) sin13v+....)

ik

-\
oo-l:-
o‘c“

Diese ihrer Form wegen nicht uninteressanten Entwickelungen lassen sich
auch aus der Theorie der elliptischen Functionen selbst herleiten; wobei
es nur darauf ankommt die Richtigkeit folgender Gleichung zu beweisen:

2 (1
5. VP04 F(S) = (L),
Wird in der §.29. gefundenen Formel (26.)
2F() =

1 4.2
v b baray)

v o
¢ = tang - gesetzt, so erhiilt man daraus

46. F! (tang —3—) o= %‘cos—;—’- F(%,%,1,8in0%,
Setzt man daher in Formel (26 ) a=1% und =1, so geht daraus hervor:

V r Il(— . 9v 1.5.1.3 . 17
47, F‘(tang2)_ =i cos——(sm2+3z - + 375480 v+ )

in den Grenzen v =0 bis v= —g-
Man kann den Factor dieser Formel auch durch ein elliptisches Integral
ausdriicken. Es ist niimlich

48. ";}{’( D) — 22 B (D)
daher liilst . sich, wenn 2v statt v gesetzt wird, diese Formel auch %0
darstellen:

49, F’tangv)-—2{2F‘(‘f¢)cosv(smv+32sm9 J+3724sm17v+ )

_in den Grenzen v = 0 bis a= 7:—.

Setzt man ia Formel (26.) a =3, B=§, so leitet man daraus ganz - auf
22%

-
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dieselbe Weise eine iihnliche Entwickelung von F"(tangv) ab:
30. F'(tangv) = F_"EZLV'%) cosv (sin 3 v+ 2——; sin11v 4 g:g‘—‘;:i—sin 19v 4., )

. . f14
in den Grenzen v =0 bis v = e

Noch einige andere Reihen- Entwickelungen der ganzen elliptischen Inte-
grale kann man aus den Formeln (27.), (29.) und (30.) ableiten. "
' §. 36.

Wir haben in dem Paragraph 34. mehrere Reihen I in andere
Reihen verwandelt, welche nach Sinussen und Cosinussen der Vielfachen
eines Bogens geordnet sind; eine Umformung dieser Art aber haben wir
noch unberiicksichtigt gelassen, und zwar deshalb, weil die umgeformte
Reihe nicht von der Form = Ci(a,[3,7y)r¥cos(kv+40) ist. Denkt man
sich niimlich in der Reihe F(a, 3, y, cosv®) die Potenzen von cos» in Co-
sinus der Vielfachen von » verwandelt, so ist klar, dals dieselbe in eine
Reihe von folgender Form iibergehen wird:

51.  F(a,,,cosv?) = Ay+ 24,c082v 4 24,c084v-+2A4;c086v +....
Die Coefficienten 4,, 4,, A,, etc. lassen sich nach einer bekannten Me-
thode durch bestimmte Integrale ausdriicken, so dals im Allgemeinen

52, Ay = -721—/1;17(05, B, v, cosv?)cos kv dw.

Es lassen sich ferner diese Coefficienten, welche im Allgemeinen hihere
Transcendenten sind als die in der Reihe F'(a, 3, v, x) enthaltenen, alle
auf zwei derselben reduciren. Wendet man nimlich auf die Entwicke<
lung (51.) die Differenzialgleichung

53. 0= 4afsin2v. y+2(2'y—-oc——6-——1——(a.+ﬁ)0052'v) sm2'vd 4

“an, welcher y = I'(a, (3, y,-cosv?) geniigt, so findet man, dals unter je dreien
auf einander folgenden Coefficienten dieser Entwickelung folgende Glei-
chung bestehen mufs:
54 (ktoe—1)(k+f—1) Aj1—28 (27— —F—1) Ax— (k—atl)(k—f+1) 4141 = 0.
Man sieht schon hieraus, dafs im Allgemeinen die Entwickelung (51.)
nicht so einfach sein wird, als die §.34. gefundenen; denn bei diesen
‘waren die Coefficienten so beschaffen, dafs jeder folgende aus dem vor-
hergehenden durch ‘Hinzufiigung einiger Factoren gebildet wurde. Es
werden jedoch die Coefficienten der Entwickelung (51.) dieselbe Eigen-
schaft in dem speciellen Falle haben, wo 2y—a—f—1 =0 oder
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y=2FEFL in welchem Falle die Gleichung (34.) Gibergeht in
55, (ktta—0)E+B—D4 = (t—a+1)(E—B+1) 4y

Aus dieser Gleichung zieht man

a.f (e4-1) (A4 1)
4 = =554 4= =
(L'H) ﬁ’+2) — (@+3)(5+3)
etc. etc.

so dals die Entwickelung (51.) in folgende iibergeht:
56. F(a,, e, c—%ﬂ—t—l— y COS vz)

— af 2e(e+-2)5(4-2)
_A0(1+mz)cos4v+ = w—3)(F—2) F= 4)(3017,82>+....)

at1) (841 at+1) (e
+ 24, (cos?v-}-( %cosﬁ +( +3§Eui§;£g+;;(g+g;cos10v+....).

Auch in dieser Formel lassen sich dle constanten Factoren 4, und 4,,
wie gezeigt werden soll, durch die Function IZ ausdriicken. . Hierzu ist
jedoch nithig, erst noch eine Umforinung dieser Formel vorzunebmen,

Setzt man in derselben % —wv, so erhiilt man:
I'(sinv?) = 4, (1+(7~2L§— 2)cos4v+ )
(e41)(B+1)
— 24, (cost+ @—3)(F=3) cosGv .. )

wo Kiirze halber F(sino?) statt I (m, s “+2ﬂ +—, simﬁ) gesetzt ist. Addirt
und subtrahirt man diese Gleichung und die vorige und setzt alsdann —;—-
statt v, so erhiilt man:

F(cos%z)-l—lf(sin%a) = 24, (1-]—(“ g)(g 2)coslv-l- )
F(cos%z) —If‘(sint—f}) =44, (cosv+ E—a—%;gcosi’w-}— cous )
Setzt man aber in den Formeln (75.) und (76.) §.20. x = cos v’, 8o wird
F(cos )+F(sm—) = 201*(2 5, :—, cosv“)
F(cosé—)—lf’(sinf) = 2d cost(a-H, ﬂjl, z, cosv)

Vn I[("‘"’f‘"‘) S 2v'n (% f"—’ |

a(GuaEF) a5 —1)u (5 —1)

57.

wWo ¢ =
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Desbalb gehen nun die Formeln (57.) in folgende iiber:
1 A, 9
8. F(S, L, 1, 008) = ——(1+—-—-3)3(—g———-cost+....),

c
1 1 3 24, (41
59. cosv I’ (“';' , ﬂ'; 15 cosv) = ( £:+3),§+ ) cos3u 4. )
Aus diesen ergiebt sich:

ke3

ﬁ‘l = .%/:QF(%— —2“—9— —;— cosv)dv,

[4
i:—‘-= —/ cosv* I’ “‘H ﬂ’“ 3 cosv)dv.

Entwickelt man die Functionen ¥ unter deu Integrahonswxchen, und in-
tegrirt die Potenzen des Cosinus in den Grenzen O und 7, so erhiilt man

g Bt HEH Y

o 1.1 1.2, 312 Y

oa, , CENED)-$ (“*’)(“'3‘3)(%') E) 7+

= =1+ 3 3 5 Foeen
1.5.2 1.2.5.5.2.3

und weil in den einzclnen Ghedern dieser Reihen die gleichen Factoren
des Ziihlers und Nenners %, 3, §, .... sich hinweghoben, so findet mau

4—__.17(2,2,1 1) und —%?=F(%F‘!,%Fj)231),

c

und folglich durch die Function IT ausgedriickt:
— ﬂ —_— —
o, o 1(=5=F) 24, __ n(=5=%)
[+

= und =
o 8 d l—a\y (1—8\*
1(-5)u(~5) (%) n(55)
Substituirt man diese Werthe in den Formeln (58.) und (59.), so hat man
61. F(—g—, 7’;, —%—, cos vf) = |

—e—F
I[( @2 ) ( F—0 208 —=cos 20+ 2e(at2)£(A+2) 00850 +-. )
n(-3) m)- _2'3) (a—2)(6—2) (@—2)@e—5)(F—2)(B—%) ;

62. cosv.F “il,ﬂ;u, g ’ cosv) =

n(7%)a(5%)

@D o @D BEHDEED)
(cone-+ G 3 om0+ gy anparsy osseto )
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Substituivt man in den Gleichungen bei (60.) die Werthe des ¢ und d,
s0 erhiilt man aus denselben

V'n]](a+‘8—1)11(—a—ﬂ) .
) T -y
. v 11("‘""9__) 11(‘ «—F)

HE ) n()

4, =

1 =

SECO)

Dies sind also . die Werthe der constanten Factoren in der Formel (56.).
Es miégen nun auch von den Formeln dieses Paragraphs einige
specielle Kiille erwiihnt werden. Setzt man in den Formeln (61.) und (62.)

o=un, B=—n, —g——v statt v, und bemerkt, dals

l Py 0
F(—-—Z—, —3—, 5 smv') = cosnv,

. 1 — i
smvl"( -E-n,12n, i,smv) — smnnv
in den Grenzen v = — % bis v = +? (m. s. Gauls Abh. pag. 5, XVIg
und pag. 6, XX.), so erhiilt man
2 . nafi 2c0s2v sin 4v
cosnv = —- ""2‘(;? 2ty T s )’
. __—4n nn sinv sin3v sindv
smny = ——co _((n—l)(n+l) =3 T =) ) )
in den Grenzen v =-———72—t- bis v = +?Z"

Wird in {(56.) o = } und 3 =1 gesetzt, so erhilt man eine neue .
Entwickelung des elliptischen Integrales:

66. F'(cosv) = %Ao( 142 (.i)zcos4v+2(;;.?)3c0380+....)
+ = Al(cosi’v-l-( ) cosbv - ( ) c0510v+...)

in welcher, nach Gleichung (63.),

Ay = T - "
¢ T =5 4 = =y
oder, durch elliptische Integrale ausgedriickt, weil F'(y %)= ! }212"”7(?2
. —I

4, = ““(Fl(fz))2 4, = TV H:"
Aus der Entwickelung (66.) erhiilt man folgende bestimmten Integrale:
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L2, y(y+H1)
/;IF-‘(cosv).cosll-kv dv = (1_5_.%’.; 3)) (F (/D).
z ' 3.7 ees — 2
‘/; F!(cosv).cos (4k 4 Dvdv = (5.9”“512_}_1)) 4(1;176@,‘)),,

welche fiir £ =0 auch so dargestellt werden kiinnen:
A = F(/ 1))
YV(@—a)V (1—y)V (1—a*y?) — = (F'(V2))s

/ / Qx*—1)dady e
YU—a)V(1—y)V(l—ay)  HFWVD)E*

Die Reihen- Entwickelungen, welche in diesem letzten Paragraphen
enthalten sind, streifen eigentlich schon in ein fremdes Gebiet hiniiber, in-
dem sie nicht mebr der Reibe F'(a,f3, 7, x), sondern der allgemeineren
hypergeometrischen Reihe

a.fB.2 a(e4+1)B(A+1)102 41
t+rmet T 71 mﬁ; Jatt ..
angehren. Obgleich diese Reihe viele Eigenschaften mit der specielleren
F(a, 3, v, ) gemein hat, so feblt ihr doch gerade diejenige, auf welcher
die Formeln des zweiten und dritten Abschnittes beruhen, niimlich, dals sie
sich in andere Reihen derselben Art verwandeln liilst. Nur fiir den Fall 2 =1
habe ich zahlreiche Verwandlungen dieser Reihe entdecken kinnen, z. B.:
a.fh , alef1 NA(A41
S
el G—G=F4 | G—a)g—at+)(y—F)(—F+1)A0+1

= (1 + Lyo+r—e—0) + 1-2-7(7{1-1>’\v+7—afjf)/(’w-*itoz_(pid+'---):

wo C = II(v—l)H;"a,'.-]-y_},_a_ﬂ__”

Hy —-A—-O)ITv+y—a—LB—1)°

Auch liilst sich die Summe dieser Reihe fiir x = 1 im Allgemeinen nicht
durch die Function IT ausdriicken, sondern nur in specielleren Fiillen, von
welchen einer folgender ist:

«.f a(e41)B(B+1)

1+ yet+pf—y+2) + yGF+D)(@FB—y+2) (a5 —7+3) +..
— (@+B—y+Dr—1) (11‘(;'—2)11(@4.,9__7)_1)

(e—y+DB—r+1) He—1)1(5~—1) :
Ubrigens mufs die Methode, welche fiir die allgemeine Untersuchung die-
ser Reihe angewendet werden soll, von der in dieser Abhandlung ent-
haltenen wesentlich verschieden sein, weil die Natur dieser allgemeineren
Reihe durch eine lineiire Differenzialgleichung der dritten Orodnung aus-
gedriickt wird, wihrend die Reihe F'(a, 8,7y, x) das Integral einer lineiis
ren Differenzialgleichung der zweiten Ordnung ist.

~



