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8.
Über die hypergeometrische Reihe

, , . , «(« + !) ß(ß+l) , ,
-

(Von Herrn E. E. Kummer, Dr. pliil. zu Liegnitz.)

(Fortsetzung von IXo. 3. des Torigen Hefts.)

A b s c h n i t t IV.
Umformungen der liypergeometrisclien Reihe F(a^ ß, y, oc) für

den noch spccielleren Fall, wo von den Quantitäten
a, ß, und y nur eine noch beliebig bleibt.

§. 21.
JSo wie im vorigen Abschnitte etwas von der Allgemeinheit der Reihe
F(a, ß, 7, #) aufgegeben und unter den Quantitäten a, ß, 7 eine Bediu-
gungsgleichung gesetzt wurde, wodurch wir eine sehr grofse Anzahl neuer,
wenn auch specieller Gleichungen unter verschiedenen Functionen F er-
lialten haben: eben so soll in dein gegenwärtigen Abschnitte nun noch
mehr von der Allgemeinheit der Reihe F(a,ß, 7? ?) aufgegeben werden,
indem zwei Bedingungsgleichungen unter den Quantitäten a, ß, 7 gesetzt
werden, oder nur eine derselben als beliebig beibehalten wird. Wenn
dieser Fall eben so als der vorige behandelt wird, so zerfällt jetzt die
(Gleichung (4.) §.4. (deren algebraischen particulären Integrale dieWerthe
des z geben) in drei besondere Gleichungen, welche mit einander iden-
tisch sein müssen. Eine Discussion der in diesen drei Gleichungen ent-
haltenen speciellen Fälle würde sich auf ähnliche Weise wie im vorigen
Abschnitte ausführen lassen: die Anzahl der Werthe des z aber würde
für diesen Fall aufserordentlich grofs sein, und die Aufgabe, alle diese
Werthe des z zu finden, die ihnen zugehörigen particulären Integrale der
DiiFerenzialgleichung (1.) §. 4. und die aus diesen entspringenden Glei-
chungen zu bilden, würde zu allzugrofsen Weitläuftigkeiten führen, und
dennoch keine wesentlich neuen Gleichungen gewahren. Wir wollen uns
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128 8. Kummer, über die hypergeomtirisehe Reihe -^—^-^ -

daher hier nur darauf beschränken, diejenigen Gleichungen, welche sich
aus denen der beiden vorhergehenden Abschnitte für den gegenwärtigen
Fall entwickeln lassen, aufzustellen, und zwar auch von diesen nur die,
welche unter zweien Functionen F statt haben.

Die Methode, diese Gleichungen aufzufinden, ist folgende. Man
nimmt in je zweien der Gleichungen (42.) bis (66.) des §. 19. unter den
Grofsen und ß, oder, wo sie vorkommen, unter den Grofsen und
7 eine Bedingungsgleiehung von der Art an, dafs die Functionen F links
vom Gleichheitszeichen mit einander identisch werden, weil sodann die
Theile rechts vom Gleichheitszeichen auch einander gleich sein müssen.
Alsdann gewähren diese allemal eine Gleichung für den gegenwärtigen Fall.
Von den Gleichungen aber, welche man auf diese Weise erhält, erweisen sich
viele, welche anfangs verschieden zu sein schienen, bei näherer Unter-
suchung als mit einander identich; andere Gleichungen dieser Art gehören
ferner nicht transcendenten Reihen F an, sondern solchen, welche sich
algebraisch oder durch Kreisfunctionen ausdrücken lassen. Diese alle über-
gehend, nehme ich nur folgende neun Gleichungen, in welchen in r
verwandelt ist:

2-
4r

— r)

- (i I\~*F(- --" \ 2/ \ 2 ' 2 ' 6 '\2-r

*

5 -Fi^- i i 2«±2 4r \
\2 ' 2 ' 3 ' l r » /
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0.

8.

,

Die Gleichung (1.) erhalt man aus (50.) und (52.), wenn daselbst ß =
î- genommen wird; eben so (2.) aus (50.) und (43.); (3.) aus (51.)

und (52.); (4.) aus (51.) und (43.); (5.) aus (50.) und (55.), und ( .)
aus (51.) und (55.). Die Gleichung (7.) erhält man aus (45.) und (50.),
indem ß = | genommen wird; ferner (8.) aus (44.) und (45.), indem
= +|, ß = a + i gesetzt wird, und endlich (9.) aus (45.) und (51.),

werin in denselben = % gesetzt wird.
Diese neun Formeln nehmqn folgende bequemere Gestalt an:

12.
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130 8. Kummer, über die liyper geometrische Reihe l + ̂ orf . 2 ^ - ü a ? 1 1 -f ....

8V"(f—
2 ' 2 ' 3 ' (3V(1— <r)— 1)»

6 ' 3 '
— /
~~ \

a?) — 1
4 / \ 2 * 2

10. F(2a,«+i, «+!,*)

17.
__ /-
"V 4 y \ 2 ' 2

18.

Wenn man nämlich in (1.) setzt \rj£^;) =^ so erhält man (10.); wenn
/ j _ y"(l _ r)\2

man in (2.) setzt \ ^ _ \) —#9 so erhält man (l L); und auf ähn-
liche Weise die übrigen hier aufgestellten Formeln.

Werden nun in diesen Gleichungen die Functionen F rechts vom
Gleichheitszeichen nach Formel (18.) §.9. umgeformt, so erhält man fol-
gende acht andere Gleichungen:

19ij'

20.

, —3—, (

21 p(a *f<+1
V ' 6 '

_ r t — «Kl + Ci — « " " p j i 2 — ro 2«4-5 — (i— V(l
— \

3 '
-5

2 ' 6 ' ö '

22 6 ' 3 '

2

)\--g / 2-» 2 g + 5
; V 3 ' 6 '
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S. Kummer, ber die hypergeometrische Reihe l + a^x -f * ££|?ffff«* + · · · · 131

f+1 2a + 2 Λ2· 2 ' 3 >ay
2« + 2. 8V(i— a;)(l-V(i— a?))\

2 / \ 2 ' 6 ' 3 ' (1+^(1—^)* /'
0424.

' 6 ' 3 r

25. F(2«,«+i,«+i,
. . 16 a; (l— a?)*

26.

^T"'""5' (2 — *)*
Werden endlich noch die Functionen F links vom Gleichheitszeichen uach
Formel (18.) §. 9. umgeformt, und wird χ in — ̂ -? verwandelt, so erh lt

, Λ? - A

man aus (10.), (11.), (16.), (18.), (19.), (20.), (23.) und (25.) noch fol-
gende acht Formeln:

««·
, __,___, -

29. F(2«, §,« + !,*)

-.
30. F(S«, J, o+i, *)

f.

eo 2 —32.
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\ _(1+^( ~ )\~« /« «+t 2« +2 ' -8* \
>*; — V 2"" y x < \2 ' 6 ' 3 '(1+ (1— ?,)1/1

3*. F2a f f ,

§. 22,
Jn allen diesen Formeln haben die letzten Elemente der Functio-

nen F rechte vom Gleichheitszeichen verschiedene Werthe; es ist leicht,
aus diesen noch viele andere Formeln derselben Art herzuleiten, welche
jedoch dieselben Werthe /des letzten Elementes haben, iqdera mm näm-
Hch die eine oder die andere Function F dieser Formeln, oder auch beide
zugleich, nach Formel ( 7.) §. . umformt; es würde jedoch zu weitläuf-
tig sein, diese Umformungen hier aufzunehmen. Alle diese Formeln sind
ferner nur in bestimmten Grenzen des gültig, weil die letzten Elemente
dieser Functionen, von dem Werthe 0 an, nur bis — l auf der einen,
und +1 auf der ändern Seite ausgedehnt werden dürfen: sobald aber
das letzte Element fiir einen Werth des die Grenze — \ oder +1 er-
reicht bat, darf oc nicht gröfser angenommen werden, wenn auch das
letzte Element der ändern Function dadurch wieder kleiner würde. So
z. P. die Gleichung (26.) ist gültig in den Grenzen = — l bis =

2* denn für den letzteren Werth des erreicht z—
zuerst die Grenze 4-1: nimmt man etwas grufser, so wird dadurch
zwar z wieder kleiner als l, aber die Gleichung (26.) bort ßuf, richtig zu
sein. N$ch derselben Methode, welche im vorigen Abschnitte zur Bildung
der Gleichungen unter dreien Functionen F angewendet worden ist, kön-
nen nun auch in dienern Falle aus den gefundenen Gleichungen ynter
zweien Functionen F9 die Gleichungen unter dreien Fuoctionen gebildet
werden; aber auch diese woHen wir Kürze halber übergehen.

Nachdem nun die drei Fälle durchgegangen worden sind; ersten«,
wo a, ß, 7 von einander ganz unabhängig waren : zweitens, wo eine Be-
dingungsgleichung unter denselben »tatt fand, und dritten», wo zwei Be-
dinguug8gteichung£n statt fanden ^ so wäre nun noch viertens der Fall
untersuchen, wo <lrei Bedingungsgleichungen unter denselben statt haben,
oder wo diese Quantitäten 0, , bestimmte Werthe haben. Dieser
Fall würde gewifs zu sehr interessanten Resultaten führen, da unter den«
selben zum Beispiel alle Verwandlungen der ganzen elliptischen Integrale,
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Kummer, über die hypergeometrische Reihe l^^^ + ̂ 2±M^±D^^.4f. 133

so wie mehrerer unbestimmter elliptischer Integrale enthalten sein muß-
ten, (denn diese sind, wie bald gezeigt werden soll, als specielle Falle in
der Reihe F(a, ,7,#) enthalten); aber abgesehen von der Schwierigkeit,,
diesen speciellsten Fall vollständig zu erschöpfen, würde er sich auch zu
sehr von der allgemeinen Untersuchung der Reihe F(a,ß,7, #) entfernen;
weshalb er für jetzt übergangen werben soll,

A b s c h n i t t V .
Summation der hypergeometrischen Reihe F(>, ß, 7, x) fiir

specielle Werthe des letzten Elementes x,
§. 23.

Da wir die Function F(a, ß, 7, #)3 deren KUupt-Eigenschaften
in den vorhergehenden drei Abschnitten entwickelt worden sind, durch
eine unendliche Reihe definirt haben, so kann auch von einer Summe
derselben die Rede sein, welche nichts anderes sein wird, als ein Aus*·
druck dieser Reihe durch bekannte Functionen. Im allgemeinen ist nun
die Reihe F(a, ß,7, x) eine Transcendente eigener Art; in vielen speciel-
len Fällen aber läfst sie sich auf bekannte Functionen reduciren. Hier-
bei sind zunächst zwei Fälle zu unterscheiden: man kann nämlich die
Summe der Reihe F(a, ß, 7, x) suchen für specielle Wertbe des letzten
Elementes #, wie sie z. ß. von Gaufs für den Fall ar=l gefunden
worden ist: oder man kann die Summe dieser Reihe suchen, indem oc
als veränderlich beibehalten wird, für bestimmte Werthe der Quantitäten
a> ß) 7· ^ip werden uns in diesem Abschnitte nur auf den ersten je-
ner beiden Fälle beschränken, und was den zweiten Fall betrifft, so wer-
den wir in dem folgenden Abschnitte untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen die Reihe F(#, ß, 7, x) sich durch elliptische Transcendenten aus-
drücken läfst; die zahlreichen Summationen aber, welche algebraisch oder
durch logarithmische und Kreisfunctionen ausgeführt werden können, (für
welche Gaufs in der erwähnten Abhandlung eine Sammlung gegeben
h§t), übergehen wir ganz, da die gegenwärtige Abhandlung nur die
Theorie der höheren Transcendenten zum Zwecke bat.

Unj nun die Summe der Reihe F(a, ß, 7, #) für bestimmte Werthe
des zu finden, werden wir yop den) Werthe ;= l ausgehen, für wel-

Journal «1. \\. I ̂  XV. Bit. 2 18
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134 8. Kummer, ber die hfpergeomeirische Reihe Ι + ̂ χ+^^^ΆΐΙ^ + ....

chen, wie schon erw hnt worden, die Summe der Reihe durch die
Transcendente Π von G auf s gefunden wot-den ist. Durch Umformun-
gen der Reihe, deren letztes Element gleich l ist, werden wir sodann
Reihen mit anderen Werthen des letzten Elementes finden, welche sich
also ebenfalls durch die Function Π m ssen summiren lassen.

Setzt man in Formel (53.) §. 19. #== — l, so ist:

und wenn die Function F, rechts vom Gleichheitszeichen, deren letztes
Element l ist, nach der allgemeinen Formel

durch die Functioa ZT ausgedr ckt wird, so ist:

Setzt man ferner in Formel (57.) §.19. O7 = f , so wird:
Wct e+fr*"1 4 - F(K α + ̂ +* l V* \a> P» 2 - ' ¥/ — \if ' "2" ' 2 ' / '

also wenn die Function F, deren letztes Element l ist, durch die Function
Π ausgedr ckt wird:

l'„ A « + /?+1 Λ - V ΪΓ /
K ̂  - 2 - » »/ - 7^ - ΪΛ -- I l\'

Diese Summation geht auch unmittelbar aus (73.) oder (74.) §. 20. her-
vor, wenn daselbst χ = 0 gesetzt wird.

Setzt man endlich in Formel (66.) §. 19. T=^|, so ist:

und daher
3. Ffrl-a, 7, i) =

^ ^

§. 24.
Aufser diesen drei Summationen der Reihe F(ce, β, γ, ^r) f r die

Werthe χ = — l und χ ±= | , wobei noch zwei der Quantit ten a, , 7
beliebig bleiben, gew hren die Formeln des dritten Abschnittes keine an*
deren derselben Ar t; indessen k nnen diese noch verallgemeinert werden.
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8. Kummer, ber die liyp^rgeomei^ische fleihe l + ~o?-f ^τ^^γ^Τ^

im allgemeinen hat n mlich G aufs 1. c, pag. II voii den drei ^Functio-
nen F(a, β, 7, *\ *> + λ> + t*> 7 + *> *) «Qd ζ/Χα + λ/> + /*', 7 + v', *),
in welchen λ, μ, ν, Λ', μ', ν' beliebige ganze, positive oder negative Zah-
len bedeuten, gezeigt, dafs aus zweien derselben die dritte durch Reduo
tionsformeln hergeleitet werden kann. Setzt man nun in Gleichung (L)
a + 1 statt a, so ist:

2
Aus F(a, , a — + 1,— 1) und F(a + l, ,a — +2, — 1) kann man
aber nach dem angef hrten Satze F(ot, , a — + #, — 1) herleiten, wo l:
irgend eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und deshalb l fst sich auch
diese allgemeinere Reihe durch die Function II summiren. Eben so aus
dem gefundenen Ausdrucke f r F\a, , - ̂  , j j , wenn a + 1 statt α

und +1 statt gesetzt wird, erh lt man auch F(a+l, +1, ±ίΑί +

und aus diesen beiden vermittelst der Reductionsformeln ίΥα, β, tt*^ ' · ,
Auf dieselbe Weise leitet man auch aus F(a, l — α, γ, f ) die allgemeinere
Reihe F(a, i — α, γ, f) ab. Hieraus folgt : erstens, die Reihe F(a9 β, γ, — 1)
l fst sich durch die Function Π summiren, wenn 7 — α + oder 7 — + &
eine ganze Zahl ist; zweitens, die Reihe F(a, β, γ, -J) l fst sich durch die
Function Π summiren, wenn 2γ — α — oder α -{-β eine ganze Zahl ist.

§. 25.
So wie die Formeln des dritten Abschnittes diese Summationen

gegeben haben : eben so geben die Formeln des vierten Abschnittes einige
speciellere Summationen, bei welchen nur noch eine der Quantit ten a,

, y beliebig bleibt.
In Formel (19.) §.21. gesetzt #== J, giebt:

(<* a+1 2a + 2 \
VST'T"1"! ' V J

a+i 2*4-5 v _~~ ~

, , - "-±1
in (23.) gesetzt ap = l,, giebt:
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136 8. K«mmir, Über die hypergeometrische Reihe i -f ffic + "

.
in (24.) gesetzt a? = - i t , giebt:

7. FL IfL+i »
'* *"' ' '

_
6 ' 3 '(l + V2)V-~ < \2 » 3

in (31.) gesetzt # = — y, giebt:
fL 2— ff 2aH-5 \ _J /« o+l 2 +2 \
2 ' 6 ' 6 ' 8/ ~~ \Y'~"6~' 3~' / '_

in (32.) gesetzt x = — 4V~2 ' g«ebt:

tt
QT2-1)'1)'\

2 /' 3 ' 6 ' 4V2 / \2 ' 6 ' 3' ' ' '
_ lin (25.) gesetzt * = , giebt:

in (26.) gesetzt x = -^L·- giebt:

11.
-£ _ ^^2in (34.) gesetzt Ä? = — — , giebt:

12.

Für die beiden Reihen, welche hier rechts vom Gleichheitszeichen vor-
kommen: F(|-,^±*,^±2, i) und F(|-,^+l,a + |, l), darf man nur
ihre Ausdrücke durch die Function setzen, nämlich:

« q + 1 2«+2 _ \~3~
2 f d * 3 f / ~ „/«-1V„/« —2\>

« 2« + l , , \ _ V«
2-»-TT-' «·*:*' V - a-i

_ V«lZ(a- j)

so erhält man diese neun Reihen durch die Function summirt» Man
kann auch die Reihen links vom Gleichheitszeichen in diesen Formeln
nach Gleichung (17«) §.9· umformen , und wird Dadurch neun andere
Summationen erhalten, bei welchen jedoch die letzten Elemente der sum-
mirteu Reihen dieselben sind, wie in (4.) bis (12.)· Übrigens ist klar, dato
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8. Kummer, über die hypergeometnsihe Reihe 1+ * + *£* ffi'F* + ···* 13*

alle hier gefundenen Summationen sich eben so durch willkürliche ganze
Zahlen verallgemeinern lassen, wie die des vorigen Paragraph», oder, was
dasselbe ist: es lassen sich, da diese einmal gefunden sind, auch alle die«
jenigeii Reihen summiren, welche vermittelst der Reductionsformeln aus
jenen abgeleitet werden können·

Die Formeln des zweiten) dritten und vierten Abschnittes gewah-
ren ebenfalls eine grofse Anzahl noch speziellerer Summationen für den
Fall, dafs von den Quantitäten a, ß, y keine mehr beliebig bleibt; von
diesen mag es hinreichen, ein einziges merkwürdiges Beispiel zu geben.

Setzt man in (45.) §.19. a = |, ß = f , so wird:
a? — 1

setzt man ferner:
- - _ - - _ „, .~~ '

so erhält man folgende Reihe von Gleichungen:
*,!»* ) = W-* )'*·(*, i, f, ** ),

13 , |,|) ?') = /-(i— *"
u. s. w.

Wenn man nun für irgend einen Werth des die Reihe F(f , \ , | , j?)
summiren kann, so wird man vermittelst dieser Gleichungen daraus auch
die Summe derselben Reihe für die entsprechenden Werthe #', JF", "1*
etc. ableiten können. Es ist nun aber für = l

*>!>!) = ~jj/ >
und die dem Ä?=! entsprechenden Werthe von ?', a?", ?"', etc. sind:

Für alle diese Werthe des letzten Elementes läfst sich also die Reihe
F (| , \ , | , a?) summiren.

Die Functton F(^f |, |, #) hat, wie man aus den Gleichungen
(13.) ersieht, die merkwürdige Eigenschaft, dafs sich eine unendliche
Reihe solcher Functionen bilden läfst, welche in bestimmten Verhältnissen
zu einander stehen. Dies erinnert an die Eigenschaften der elliptischen
Integrale, und es wird auch wirklich in dem folgenden Abschnitte gezeigt
werden, da& die Function F(2>i>$>#) **ch durch ein elb'ptiäches Inte-
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9?8* 8; Rurimer, über die hypvrseometrische Reihe i + j^xj- ,_

gral defr ersten ÜÄtliitfg ausdrücken läfst. Denkt man «ich die Reihe der
Gleiclningön bei (13.) bfe in's unendliche fortgesetzt und alle diese Glei-
chungen mit einander imiltiplicii-t , so erhält man folgende Ent Wickelung
in ein Product unendlich vieler Factoren:

f(f ? J,*,*) = /((t-^Cl-^Oa-*"')···· in inf.),
welches, Weil die Gröfsen x', xu, #'", etc. sich rasch der Grenze 0 nä-
hern, recht gut convergirt^,

A b s c h n i t t VI.
Anwendungen der gefundenen Formeln auf verschiedene

transeendente Functionen, welche in der allgemeinen
Reihe F^ ß, y, ) enthalten sind.

§· 26.
Als in der allgemeinen Reihe F(a, ß, 7,3?) enthalten, können auch

folgende drei Reihen betrachtet werden:

.

2 t ** {"' '·} \<*^ ·<·) P V P TV \^~ ^-) 2 l
' < 1.2.3 J ·*··

Von diesen Reihen eind 'die beiden ersten immer convergent, die dritte
aber wird von einem bestimmten Gliede an allemal divergent, und ist
nur, wenn dem sehr kleine Werthe gegeben werden, für eine gewisse
Anzahl der ersten Glieder convergent; dieselbe gehört also zu der Classe
der semiconvergenten Reihen. Die Reihe (1.) erhält man aus F(&9 ß? y, #),
wenn — m, = 3L gesetzt^ und m unendlich grofs angenommen wird.
Die Reihe (2.) entspringt aus F(p, , , #), indem ^ = /7?, (3s=m'9 xz=z
—2L-- gesetzt wird, wo m und m1 unendlich grofse Quantitäten bezeich-
nen. Die Reihe (3.) endlich erhalt man, indem y=m, = und
m s±s oo genominen wird. Einige der gefundenen Umformungen der Reihe
F(a; ß, y, or) lassen sich nun auch auf diese Reihen anwenden.

Setzt man in Formel (17.) §.9. ß=/w, # = —, so wird
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8. Kummer, ber die hypergeometrische Reihe i -f *& x + "^ y i t " «**·«·» 139

Wird nun m=;oo gesetzt, so ist bekanntlich ^1 — ̂ J ==>^· also, wenn
die Fuuctionen F in Reihen entwickelt werden, hat man

1.2.3
\ (r- - - a - - . 2. 3 ··

eine Formel, durch welche jede Reihe (1.) in eine andere Reihe dersel-
ben Art verwandelt werden kann.

Setzt man in Formel (51.) §.19. a = m, |3=in — γ+1, ν = ·~ϊ,
so ist

m

( V^yX"" "2m — i/l + — — ) =^+2Ky, und wenn die Func-
tionen F entwickelt werden,

5.
1.2

Durch diese Formel kann eine jede RejJje (2.) in eine Reihe (1.) verwan-
delt werden; wenn y negativ wird, so mufs man derselben eine Andere
Form geben. Man erh lt, wenn y = — z gesetzt wird, durch Trennung
der realen und der imagin ren Theile:

z
6* 1~

z 2

_(y=iiKH:l)ll± , (y-&)(y+S)^+l)(y+i)4^ _ \
(2y— l)2y.l .2 ~ (2y—l).2y(2y+lJ(2y+2) 1.2.3.4 '" /

sn . _ (H-i)(y+a)*'« , (y+i)fy+l)(y+i)(y+l)4'x' _ \
x " 2 i 2 j ' 3 2 . 3 . 4 . 5 '"V

und
o — «υ — a

woraus mau durch Elimination der zweiten Reihe erbiilt:
1 l __ * r *' ____ i! __ ,

y . i T y ( y l ) 1 . 2 l 2 1.2.3 "T

cos

____
y . i y ( y + l ) 1 . 2 y(y+l) (y+2) 1.2.3

_ Λ (y-?)(y-H)4'z , (y- f ) (y+ i) (H- i) (H- 1) ** *' __ \
ΤΤ*)\ (2y— lJ2y.l .2 "*" (2y-l)2y(2y+l)(2H-2>l. 2.3.4 ..... /»
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140 « Kummer9 über die hrpergeometrifchff Reih* l-J-~

Aus dieser Formel (7.) folgt eine höchst merkwürdige Eigenschaft der in
Klammern eingeschlossenen Reihe, nämlich dafs sie verschwinden mufs,

« u · » -»r At n* 9·^2 25. * 49. * . „lA ·sobald z einen der Werthe ^, •̂  -> ' ' ^ 5 —7^—3 «· s· w. erhalt, und10 10 40 lO

zwar für jeden beliebigen Werth des yf Wäre dies nicht der Fall, so
miiTste die stets conv.ergirende Reihe

für jeden beliebigen Werth des unendlich werden , sobald 3 einen der

Werthe jg, - ^-* «· s· w. erhältf

Setzt man in Formel (52.) §. 19. a = /w, a? = i, so ist?

und diese Gleichung, für 772 = op entwickelt, giebt 5
. . . . _ _

2/9.1 2/?(2/?+1) 2/i(2/J-f.l;(2/9+2>1.2.3

Diese Formel, welche eigerrtlioh mit (5.) identisch ist, zeigt, wie diejenige
Reihe (L), in welcher y = 2ß ist, durch eiiie Reihe (2.) ausgedrückt
werden kann.

Die semieonvergente Reihe (3,), kann, wie gezeigt werden soll,
durch zwei, immer convergirende Reihen (1.) ausgedruckt werden. Setzt
man nämlich in Formel (27.) §, 12. y==m, ;= *—— , so wird

Für m =a oo ist aber (cfr. Gauf^ Abhandlung pag. 27);
m-all(m — 1) - j i u u m~P TI(m ~~ 1)^==7 - i -- j{ s?= J ? und d^her auch -yj; - r 5 — rf = 1;J f / m — — ' / T ? t — — 1 ' f^==7 -Jf/(m —

we^u also w= DO gesetzt wird, und die Functionen F entyvickejt wei>
den, so erhalt man:
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β. Kummer, ber die hyperge&me(rische Reihe ί + ε£χ+ " ( *+f f i ° x* f . . . . 141

tt./g . «(""

4. *fl("-/g-i) Λ , -y . /?f/?+Jt)ya _ , \
T ̂  Πβ—ί) X l^(/9-« l . l ^(/?— « 1 — « 2 ) 1 . .2 ^ / 'Π(β—ί) X ( / 9 - « + l).l (/?— « + 1)C^— «+2)

F r den Fall, wo oder rs eine ganze negative Zahl ist, bestehen die in
dieser Formel vorkommenden Reihen nur aus einer endlichen Anzahl von
Gliedern, und es liifst sich dann die Richtigkeit derselben leicht ander-
weitig beweisen,

§. 27.
Die Reihe F(a, , % x) l fst sich auf folgende Weise .durch bestimmte

Integrale ausdr cken:

10, F(a, , 7, ar) - x —/ Μ^χι—
J o

Entwickelt man n mlich den Theil rechts vom Gleichheitszeichen nach
Potenzen von x, so erh lt man im allgemeinen f r den Coefficiepten der
Potenz a?*:

m _ , __ __

l . 2 . . . . fc /S/-1 (l ̂  «f--3-1 <f w

Es ist aber (man «ehe Genfs Abh. pag. 30)

also

Der Coefficiejit von ?; ist also

welches geaaw der Coeffi^ient von a?* in der Reihe F(a, ,y, a?) ist, so
dafs der zweite Theil der Gleichung (10.)> nach Potenzen von a? entwickelt,
wirklich F (a, , 7, a?) giebt, und diese Gleichuog deshalb richtig ist. Schreibt
man anstatt des unbestimmten Integrales im Nenner seinen Ausdruck
durch die Function 7Γ, so ist:
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142 8. Kummer, über die liy per geometrische Reihe l -f ^-x + *t°+l]££:W &* -fr . . . .

h HK F(a, ß, y,g,)
Diese bestimmten Integrale hüben aber, wie man sieht, nur dann end-
liche Werthe, wenn und y— positiv sind; in jedem anderen Falle
werden sie unendlich grofs.

Man kann nun auch die Reihen (1.) und (2.) des vorigen Para-
graph's durch bestimmte Integrale ausdrücken. Setzt man nämlich in (11.)
= /7z, # = — und 772 = 00, so erhält man:7 m

' * M-
Wird nun 7 = 2 gesetzt, so ist:

und, wenn diese Reihe nach der Formel (8.) umgeformt wird:
- , __ rl _ , _ _y^ ___ , \ _

*) 1.2.2» ^ / ~~

und, wenny = 4vro:> ß = y — i gesetzt wird

Wenn negatit = — z, so müssen die unmöglichen Exponentialgrofsen
in Kreisfunctionen verwandelt werden, woraus hervorgeht:

Dieses Integral besteht, wie man leicht sieht, aus zwei ganz gleichen Thei*
len, von denen der eine von u =0 bis u = f , der andere von u = | bis
w = l geht. Es ist daher

und, wenn l — 2w = ?; gesetzt wird,

.
Dieses Resultat stimmt vollkommen mit dem uberein, welches ich
andere Weise in diesem Journal Bd. 12« pag. 145 hergeleitet habe, um
das vollständige Integral der Riccatischen Gleichung durch bestimmte In*
tegrale auszudrücken·
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8. Kummer, ber die hypergeometrische Reihe 1 +rf ** T^f+T) ** + »·· 143

§. 28.
Zwei besonders merkw rdige F lle der allgemeinen Reihe //T(a, ,y,jc)

sind die F lle γ = β-Η und 0=1. Setzt man in (10.) oder (11.) §.27.
so erh lt man

und daher, wenn w = — gesetzt, und sodann das Zeichen v m χ ver-
wandelt wird:

16. F(a,
Formt man diese Reihe F nach Formel (17.) §. 9. um, und setzt alsdann
β — α-{-1 statt α und y — l statt β , so erhalt man

17. F(a, l, % a?) = (y —1) xl^(i—xy^^lfjx^(i^xy^dx.
Die beiden Reihen F(a, β, β +1, a?) und F(a, l, 7, a?) lassen sich also durch
unbestimmte Integrale ausdr cken· Durch Reductionsformeln kann man
aber aus diesen Reihen die beiden allgemeineren F(a, β, β + #, a?) und
jF'(a, ,̂ 7, a1) ableiten , in welchen £ eine beliebige ganze Zahl bedeutet,
so dafs man also eine jede Reihe F9 in welcher eines der beiden ersten
Elemente eine ganze Zahl ist, oder in welcher das dritte Element von ei-
nem der beiden ersten um eine ganze Zahl unterschieden ist, durch un-
bestimmte Integrale ausdr cken kann. Von der ndern Seite kann man
nun auch jedes Integral von der Form

J oo
durch die Funetion F ausdrucken. Setzt man n mlich in (16.) #~ +
β = — , a = — v, so wird

18.
und daher

19.
F r die Functionen F(a, l, γ, a?) und F(a, 0, 0 + 1» ^) vereinfachen sich
auch die Formeln des §.11. «ehr, indem allemal eine der darin vorkom-
menden drei Functionen F sich algebraisch ausdr cken lafst.

In (21.) §. 11. gesetzt 0 = 1, giebt;
20,. f(«,l,y,*)
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144 8. Kummer, ber die hypergeomeirisehe Reihe i + fi + ' ' · «' +····

Io (22.) §.11. gesetzt γ = β+ l, giebt:
21. ^α,

In (24.) §. 11. gesetzt 7 = + l, giebt:
22. Jra,

In (25.) §.11. gesetzt = l, giebt:
23. F(o,i,y,oO

^ g(;.-l)/7(--.) _a. y-i / ι χ
1Ι(γ--α — 1) >> / v / ι ^ — j[^i_^) \* > > >l—a?/

Diese Gleichungen k nnen mit H lfe der beiden Formeln (17.) und (18.)
des §. 9. auf verschiedene Weise umgeformt werden. Man kann auch
statt der Functioaen F ihre Ausdr cke durch bestimmte Integrale nehmen,
und hat dadurch die Grundgleichuugen f r die Transcendenten, welche in
der Form /V"1 (l ±ζμ}νάζ enthalten sind.

«/ o

§. 29.
Setzt man in der Formel (11.) §. 27. , in welcher die Reihe F(a, , y, x)

durch ein bestimmtes Integral ausgedr ckt nst, cfi = f ? = f > 7=!, 0?=:
c2^ so erh lt man daraus:

und wenn u = sin φ2 genommen wird :

Dieses Integral ist aber das ganze elliptische Integral der ersten Gattung,
welches nach Legendre durch

bezeichnet wird. Man hat daher:

24. !·*» = *'(!» i» M*)·
Setzt mau ferner in Formel (11.) §.27. a = — f, = i, 7 = i? a?s=e7,
so erbalt man:
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8. Kummer, ber die hypergeometrische Reihe i + j^ag+ j t g y r !fn "-^aHl····· 145

und wenn # η=»ιηφ2 genommen wird,
π

Dies ist das ganze elliptische Integral der zweiten Gattung, nach Le-
g e n d r e bezeichnet durch

7t

/ T νΛ(1 —> sin φ1) rf<p e= E1 0).
^ O

Man hat daher:
25. £E1(c) = ^(--i,i,i,c').

Die ganzen elliptischen Integrale der ersten und zweiten Gattung (und
folglich auch die der dritten Gattung) lassen sich also durch die Reihe F
ausdr cken. Aus den beiden Formeln (24.) und (25.) k nnen nun durch
Verwandlung der Reihen ^(i?i?l3^) und F(—2?ί>1?Ο e^ne grofse
Anzahl anderer hergeleitet werden, von welchen wir einige der merk-
w rdigsten hier zusammenstellen wollen, wobei, wie es bei Legendre
gebr uchlich ist, Zr = l — c2 gesetzt werden mag:

27. -J-F1*

28. 4-F1;

30.

2 ί /7-/Ί 3 l^ e , l, l,

3 2 . ΐ Ε β

33 . · Ρ 6 =

Die Gleichung (26.) i$t durch Verwandlung der Reihe F(f,i,l, c7) ab-
geleitet aus (50.) §,19.; die drei folgenden, (27.), (28.) und (29.), welche
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14 &. . in»* er, titer <tfe fyp^evmeiritcii* Reihe i + ̂  * »^^ffi ** -f ....

nur in den Grenzen c2 = 0 bis £2=?f gelten, sind abgeleite* aus (57*)
und (63.) des §. 19. und (34.) .$.21,; eben so (30.) aus (52.) §. 19.; die
Gleichung (31.), welche nur von c=sO bis 0 = ^2—1 gültig ist, aus (25.)
§.· 24 . Endlich die beiden Gleichungen (32.) und (33) sind aus Formel
(72.) §. 20. abgeleitet und stimme« vollkommen mit denen überein, welche
Jacobi, Fundamente, nova etc. pag. 67 und 68, aufgestellt hat.

Als einige von den mannigfaltigen Ausdrücken der Function E1 (c),
welche aus Gleichung (25.) durch Verwandlung der Reihe F( — i? *?^ c 2)
gefunden werden, wollen wir folgende aufstellen:

34. -|-E1(C) = '

' 35. E'<«0«

36. = - -

37. !- '(

38. 4ff(e)e

39. E*« =
Diese sind der Reihe nach aus (17.) und (18.) §. 9. und (52.)5 (54.), (43.)
und (48.) des §. 19* abgeleitet,

Umgekehrt kann man nun auch diese hier vorkommenden Reihen
F durch die ganzen elliptischen Integrale ausdrücken, welches häufiger in
Anwendung kommen wird, da die elliptischen Integrale, für welche über-
dies vollständige Tafeln berechnet sind, als bekanntere Functionen gelten
müssen, als die Reihe F(Ä, , , ). Wenn man alle müglichen durch die
Formeln des i Veiten, dritten und vierten Abschnittes zu bewirkenden
Umformungen der Reihe F(f,f , l, ?) berücksichtigt, so wicd man fol-
gende hypergeometrische Reihen F durch ganze elliptische Integrale aus»
drücken können:
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8. Kummer, über die hypergeometrische Reihe 1+

Es soll nun überdies gezeigt werden, dafs wenn in diesen Reihen die drei
ersten Elemente una beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert
werden, auch die so entstandenen Reihen sich durch die elliptischen In-
tegrale der ersten und zweiten Gattung ausdrücken lassen; oder im allge-
meinen , wenn F(a9 ß, y, #) sich durch ganze elliptische Integrale aus-
drücken Hifst, dafs dasselbe auch von F(a + ̂  ß-f-A^ 7 + ̂  #) g^* w&
, , beliebige ganze positive oder negative Zahlen bedeuten· Um dies

zu zeigen setze ich
F(a,ß,y,*) = P,

wo P ein Ausdruck ist, der die elliptischen Integrale F1 und E* enthält*
Durch Differentiation folgt hieraus

Da nun die Differenzialquotienten der ganzen elliptischen Integrale wie-
der auf dieselben Functionen F1 und E1 zurückführen, so folgt, dafs —
und daher auch F '(a + l? + 1, 7 + l, ai) durch diese elliptischen Integrale
sich ausdrücken lassen müssen. Aus F(a, j3, y, a?) und F(a+l, ß+1? 7+1? ̂ )
kann man aber F(a + , + ̂ , 7 + ^ ̂ ) durch Reductionsformeln herleiten,
so dafs auch diese allgemeinere Reihe sich durch elliptische Integrale aus-
drücken lassen mufs» Jede einzelne der bei (40.) angegebenen Reihen,
welche sich durch die elliptischen Integrale ausdrücken lassen, wird daher
eine unendliche Anzahl anderer nach sich ziehen, welche dieselbe Eigen-
schaft haben.

Die bei (40.) zusammengestellten Reihen, nebst denen, welche sich
auf die so eben angegebene Weise -aus denselben ableiten lassen, erschöpfen
aber noch nicht alle Falle, in welchen die Reihe F(a, , , oi) durch ganze
elliptische Integrale ausgedrückt werden kann. Man nehme z. B. das Integral

41. y — dcp

v w f f

welches Legendre (Tratte des fonctions elliptiyues, Tom. L pageiSQ
et 181) durch ein ganzes elliptisches Integral der ersten Gattung ausge-
drückt hat. Dasselbe verwandelt sich, wenn u = sin 2 gesetzt wird, in

und es ist daher, nach Formel (11.) §.27.,

42. =
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Es rnufs sich daher auch die Reihe F(f,f,l ,#) nebst allen ihren Um-
formungen durch ganze elliptische Integrale ausdrucken lassen, also:

und folglich auch alle diejenigen Reihen F9 welche aus diesen entstehet»,
indem die drei ersten Elemente uin beliebige ganze Zahlen vermehrt,
oder vermindert werden. Es folgt ferner hieraus, dafs auch die Reihe
F(f., i,!,*;) eine Umformung der Reihe ir(i9i,l5^) sein mufs. Diese
Umformung aber ist in den Formeln des zweiten, dritten und vierten
Abschnittes nicht enthalten, weil wir daselbst nur diejenigen Umformun-
gen gesucht haben, bei welchen wenigstens eine der Quantitäten a, ß, y
beliebig bleibt

§. 30.
Es bat im allgemeinen die Reihe F(a, , , #), welche wir in die-

ser Abhandlung untersuchen, eine unverkennbare Analogie mit den ellip-
tischen Transcemjenten^ und viele der gefundenen Formeln für die Reihe
F. geben wichtige Resultate für die Theorie der elliptischen Functionen,

Setzt man in Formel (51.) §.19. a r = f > ß = l? 0?==^ so ist:

daher hat man, wenn diese beiden Reihen durch elliptische Functionen
ausgedrückt werden^

welches eine bekannte Eigenschaft der ganzen elliptischen Integrale der
ersten Gattung ist. Eben so, wenn in Formel (43.) §. 19. gesetzt wird
& = 1 9 ps f 9 p^= c% erbalt man :

Setzt man in Formel (13.) §. 21. a = f , # = c2
? so erhalt mau daraus 4'

Wßlebe Gleichung in dieser Form zwar jieu erscheini, aber unter der Form

l+c
' , /«

welche man aws (46.) erhalt, indem ptatt c gesetzt wird j- " ^ sogleich
als ein bekanntes Resultat erkannt wird.
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Setzt man in der Formel (34.) §.13. == f , = , 7=1, x — <?,
so erhalt man daraus unmittelbar jene merkwürdige Gleichung, welche
von Legendre, Abel und Jacob i auf sehr verschiedene Arten herge-
leitet und bewiesen worden ist, nämlich:

47· F1 (0 E1 W + F1 (*)#(*)— F'WF'fc) = - - .
Betrachtet man ferner jene Differenzialgleichung der dritten Ordnung (4.)
§.4., welche die Bestimmung des z enthält, damit wF(u'9 7, ', 5;) und
F(a9 ß, 7, oi) einer und derselben linearen Bifferenzialgleichuug der zwei-
ten Ordnung (1.) §.4. als particuläre Integrale genügen, und setzt man
in derselben a — u' = %9 ß=/3/ = f > 7=7'== l, a? = A% = 2, so
erhalt man daraus:

Dies ist die von Jacobi (Fund, nova etc. pag.71) gefundene Differenz
zialgleichung, welcher alle Modulargleichun^ea als algebraische particuläre
Integrale genügen.

Werden endlich dieselben Werthe der Quantitäten a, ß, y, #', ß'f
7', oo und z in der Gleichung für den Multiplicator (3.) ̂ . 4· siubstituirt,
so erhält man für den Multiplicator der umgeformten elliptischen Integrale ;

welches genau mit dem von Jacobi (Fund, nova etc. pa§. 75.) gefun«
denen Ausdrucke übereinstimmt·

§. 31.
Es lassen sich auch die unbestimmten elliptischen Integrale der er*

sten und zweiten Gattung für viele bestimmten Werthe des Modulus durch
die Reihe F ausdrücken ; umgekehrt läfst sich daher aqöh die Reihe F in
vielen Fällen durch bestimmte elliptische Integrale ausdrucken· Dies soll
in dem gegenwärtigen Paragraphen gezeigt werden,

Wir wollen zu diesem Zwecke folgendes unbestimmte Integral
betrachten:

& , ? es /V* (l— tf'-tdx,
·/ o

welches zugleich mit oo verschwinden soll· Dasselbe läfst sich nach For-
mel (19.) §.. 28· durch die Reihe F wie folgt ausdrucken :

Crelle's Journal d. M. Ekl. XV. Hfl. 2. 20
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150 8. Kummer, ber die hypergeontetrische Reihe l + %£χ + *M

setzt man aber in diesem Integrale χ == r^— · > so erhalt man das
umgeformte Integral:

Werden diese beiden Ausdr cke des z einander gleich gesetzt, und wird
f r χ sein Werth substituirt, so ist:

5l. W , « _ /-Z
Aus dieser Formel k nnen durch Umformung der Reihe F mehrere n-
dern abgeleitet werden. Setzt man z.B. in Formel (45,) §.19. a= J,

= f und #— (|TC°S<^i) , so geht dieselbe ber in:

dies in (51.) substituirt, giebt:
52. Ρ(^ί,Φ) =

Setzt man ferner in Formel (43.) §.19. a = f , =|, ar = l — cos φ4,
»o wird

und dies, in (51.) substituirt, giebt:

53. F(/i,<» = Vf(i""^'y*)j'(i,i,i> l-cos<p<).
Verwandelt man die in dieser Formel enthaltene Reihe F weiter nach
Formel (21.) §.28., so wird

, f , |, cos?*),
und wenn diese Reihe endlich nach Formel (17.) §. 9. verwandelt wird:

54.

Diese Formel giebt, wenn (P = - - gesetzt wird,

Auch das elliptische Integral der zweiten Gattung, dessen Modul /^
ist, kann durch die Reibe F ausgedruckt werden. Setzt man n mlich in

E (/ί , φ) =/<*<?> /ΧΙ— i »in Φ2)
jC08<P*=l — o?, so erh lt man
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und wenn diese beiden Integrale durch die Reibe F ausgedrückt werden,
55.

wo = l— cos<p*.
Es soll ferner folgendes Integral betrachtet werden;

welches, durch die Reihe F ausgedrückt, giebt:

Um dasselbe durch elliptische Integrale auszudrucken, nehme man:
—r-TT? oder

2 _
und setze Kürze halber — j — ·= c2, so findet man das umgeformte Integral

Dieser Ausdruck des y, mit den anderen verbunden, giebt
57. F(*,<p) = 2.3*** *·($,£, £,*),

2 2 — V3
--

Geht man eben so von dem Integrale

y =
aus, so ist zunächst

|y = 6**
setzt man aber

.so verwandelt sich dieses Integral in:'
hat daher:

58.

W0
, 2 + V3 ,= - — lind 5 ==

Dies sind die einfachsten Ausdrücke der Junctionen F(c,<f>) un
aus welchen durch Verwandlungen der Reihe F leicht eine grofse Anzahl
ähnlicher abgeleitet werden können. Es lassen sich für diese Werthe der
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Moduln c und b auch die elliptischen Integrale der zweiten Gattung durch
die Reihe F ausdr cken; da jedoch diese Ausdr cke minder einfach sind,
so sollen sie hier bergangen werden.

Es sollen nun noch f r zwei andere Werthe des Moduls die ellip-
tischen Integrale der ersten Gattung durch die Reihe F ausgedr ckt wer-
den· Nimmt man n mlich das Integral:

' 59' U ~//V--8za+8)»
und setzt in demselben £ = w . sin <p, wo m? = 4 — 2/^2, und *=/2 — l,
so wird

τη Γ dcp τη
U ~ — 27=2

Um dasselbe Integral durch die Reihe F auszudr cken, setze man z =
so wird

__ i_ /*
U "~ V2/

und daher nach Formel (19.) §· 28.:

den beiden Ausdr cken des M folgt:
00.

. Λ ĉ i j t, 2WO 772. sin φ = TI — r* und daher ar =^

Auf gleiche Weise findet man einen hnlichen Ausdruck des elliptischen
Integrals Ρ(λ, (p), dessen Modul λ = ̂ (2^2 — 2) ist, aus dem Integrale

_ dzV ^

Setzt man n mlich «=/7ίtangψ, wo τη2 = 4— 2/*2, und A2=2vr2~2>

βο wird
τη et if m

setzt man aber z 5= i3r^ * so

__ 1̂  Γ dx
V ~ ν"2/\^

also
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und aus den beiden Ausdrucken des v folgt:

62. ~ ( , ) s *F(^i,f,
. 2or , , , ,wo m t a n . - und daher ^ =

w2 = 4— 2^2, 2 =2 ^2 — 2»
Werden die Formeln (60.) und (62.) addirt und subtrabirt, so erhält
man umgekehrt für die Ausdrücke der beiden Reihen F(£,|-, $, — a?)
und ·?'' ( , |- 1 F> — #8) durch elliptische Integrale:

63. *

64.
Wir haben hier die unbestimmten elliptischen Integrale der ersten

Gattung für die Werthe der Moduln ^f , ]/(^—^) «n<* ^2—1 durch
die Reihe F ausgedrückt; hieraus folgt unmittelbar , dafe sich noch eine
unendliche Anzahl anderer elliptischer Integrale ebenfalls durch die Reihe
F ausdrücken lafst, nämlich alle diejenigen, deren Moduln als umgeformt
aus diesen drei Moduln betrachtet werden können, zu welchen unter an»

dorn auch die Moduln [/(·— — ) und /*(2/"2 — 2) gehören; die obigen
drei Moduln aber sind ganz unabhängig von einander , oder können nicht
in einander umgeformt werden. Von der ändern Seite sind die hier vor-
kommenden Reihen F durch elliptische unbestimmte Integrale ausgedrückt,
woraus folgt, dafs auch alle Umformungen dieser Reihen F sich durch
unbestimmte elliptische Integrale ausdrücken lassen. Fiir andere Werthe
des Moduls, welche von den genannten dreien unabhängig sind, ist es mir
nicht gelungen, die elliptischen unbestimmten Integrale durch die Reihe F
auszudrücken, man müfste denn die beiden -äufsersten Werthe des Moduls
0 und l nehmen, welche aber nur Kreisbogen und Logarithmen geben.
Übrigens sind grade diese drei Moduln in vielen Beziehungen besonders
merkwürdig und haben unter ändern die Eigenschaft mit einander gemein,
dafs sie sich in ihre Complencientair- Moduln umformen lassen.

Eine nur einigermafsen vollständige Sammlung solcher Reihen F
zu gehen, welche sich durch unbestimmte elliptische Integrale summiren
lassen, würde zu weitläuftig sein. Man kann in dieser Hinsicht bemerken,
dafs nur solche Reihen F diese Eigenschaft haben können, welche sich
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154 8- Kummer, ber die fiypergeometrische Reihe l + ̂ a?+

berhaupt durch unbestimmte Integrale ausdrucken lassen, und dies ist,
wie wir oben §.28. gesehen haben, bei denjenigen der Fall, in welchen
entweder eines der beiden ersten Elemente a oder β eine ganze Zahl
ist, oder in welchen das dritte Element y um eine ganze Zahl grofser
ist, als eines der beiden ersten. Die Integrale, durch welche solche Rei-
hen ausgedr ckt werden, sind immer von der Form:

nachdem man also eine Reihe F, welche man durch elliptische Integrale
summiren will, zun chst durch Integrale yon dieser Form ausgedr ckt
hat, mufs man untersuchen, ob diese sich entweder durcli die zahlreichen,
von Legendre gr*gebeneu Substitutionen, oder durch andere, in elliptische
Integrale verwandeln lassen. Endlich kann noch gezeigt werden, dafs,
wenn die Reihe F(a9 b, c9 x) sich durch elliptische unbestimmte Integrale
summiren l fst, dasselbe auch bei der Reihe F(a -{-λ, b -\-μ, c~}-v, x] der
Fall sein wird, wenn λ, μ, ν, beliebige ganze Zahlen bedeuten. Aus
F(aib>c9x} kann man n mlich F(a + 1, + l, e-f-l,a?) durch Differenzia-
tion herleiten, und aus diesen beiden Reihen sodann F(a-^K9 £+/*, c-f-v, #)
durch Reductionsformeln.

§. 32.
Zu den Transcendenten, welche in der allgemeinen Reihe F(a, , y, x)

enthalten sind, geh ren auch die Coefficientea der Entwickelung
65. (1 + e* — 2 cos^)^7l = P0 + 2P1cos(p + 2P2cos2(p + 2P3cos3<p+....

Biese Coefficienten sind schon sehr oft untersucht worden, und Le-
gendre hat denselben di erste Abtheilung seines dppendice au traite des
fanctions elliptiyues9 Tom. II. pag. 531. etc. gewidmet. Wir ;werden hieir
dieselben Bezeichnungen, welche Legend re gebraucht, beibehalten, und
mit H lfe der f r die Reihe F(a, , y,#) gefundenen Formeln die Theorie
dieser Transcendenten zu vervollst ndigen suchen. Wenn der allgemeine
Coefficient der Entwickelung (65.) als Function seines Stellenzeigers λ
und des Exponenten /?, durch P (λ, n} bezeichnet wird, und K rze halber
gesetzt ^rird:

*(*+!)·· ··(* + *-!) _ Λ
1 9 λ """"" 'X »^ t · · · Λ

so ist:
66. P (λ, Λ) = Λαλ^(η + λ,

Indem man die Reihe ^(/ζ + λ, Λ, λ + 1, o2) nach den im zweiten und
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8. Kummer, ber die hypergeomeirische Reihe 1 + χ^^χ^ + .,.. 155

dritten Abschnitte gefundenen Formeln verwandelt, findet man alle bis
jetzt bekannten merkw rdigen Eigenschaften dieser Coefficienten, eben so,
wie die allgemeinen Heductionsformeln der Reihe F(a, , 7, x) alle Re-
ductionsformeln dieser Coefficienten gewahren. Wir wollen uns nicht
damit aufhalten, schon bekannte Eigenschaften zu entwickeln, sondern
nur einige noch nicht bekannte Resultate aus dem Obigen herleiten. Alle
Reihen, durch welche der Coefficient P (λ, η) bis jetzt entwickelt worden
ist, haben den Mangel, dafs sie, wenn die Quantit t a der Einheit sehr
nahe kommt, sehr langsam convergiren, und L e g n d r e a. a. O. pag. 570
schl gt deshalb vor, in diesem Falle die Werthe derselben aus den Aus-
drucken durch bestimmte Integrale nach der Methode der Quadraturen
zu berechnen. Dieser belstand kann auf folgende Weise gehoben wer-
den. Setzt man in Formel (23.) §.11. α = /ζ
a? = 2, so erhalt man:

= j g . ) f (" + λ, n, In, l - s')

Multiplicirt man diese Gleichung mit Λα*, so erh lt man:

67. P(M) = _^2^-^__F(n + ̂ ^ 2//>1_0

-» + V 1-», 2 -2», l

Dieser Ausdruck des Coefficienten P (λ, η) durch zwei Reihen, welche
nach Potenzen von l — a* geordnet sind, ist grade, in dem Falle, wo α
der Einheit sehr nahe kommt, zur numerischen Berechnung ufserst vor«
theilhaft; aber derselbe kann auch noch in einen ndern umgeformt wer-
den, dessen Reihen bei weitem rascher convergiren. Setzt man n mlich
in Formel (43.) §.19. α = /ζ + λ, = /z, χ =1 — 0% so erh lt man:

und wenn in derselben Formel (43.) gesetzt wird
l — /?, a? = l — a2:

— /2 + λ, l— 72,2— 2/2,1 —

dies in der Formel (67.) substituirt, giebt:

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/2/15 6:20 PM



156 8. Kummer /iiier die fiypergtomeirisch* Reih* i f %£&

»-.,
Die beiden Reiben dieser Formel sind aufserordentlich convergent, so-
bald 0 nur einigerma&en der Einheit nahe kommt. So z. B., für a = %
ist („T ===5FTf so dafs die Leiden Reihen in diesem Falle nach Po-\l+a/ ool ,

ltenzen von ^rr fortschreiten. Die dtirdi die Function ausgedruckten
Factoren findet man mit grofser Genauigkeit aus den Tafeln dieser Func-
tion, welche G aufs und Le g end re berechnet bähen. Für die beiden
Falle: erstens, dafs n eine ganze Zahl ist, und zweitens, dafs n von der
Form * + f ist (für k eine ganze Zahl), sind die beiden Formeln (67.)
und (68.) unbrauchbar, weii sie unendliche Quantitäten einschiiefsen ; in
dem ersten Falle sind jedoch die Coefficienten ( , / ) nur algebraische
Functionen, und im zweiten Falle können sie durch elliptische Functionen
ausgedrückt werden, wie Legendre a. a. O. gezeigt bat. JEs ist ferner
leicht zu zeigen, dafs es aufserdem noch zwei Fälle giebt, in welchen
diese Coefficientei? alle durch die ganzen elliptischen Integrale der ersten
und zweiten Gattung können ausgedrückt werden, pämlich : erstens, wenn
n von der Form *±J, und zweitens^ wenn n yon der Form k±_% ist, wo
% <eine ganze 2£ahl. Es ist nämlich §. 29, bei (40.) bemerkt worden, dafe
unter ändern die beiden Reihen F(^,^,l,#) und ̂ (|,|, l, #), und alle
ändern, welche aus diesen entstehen, indem die drei ersten Elemente
um beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden, sich durch
die ganzen elliptischen Integrale ausdrücken lassen; woraus unmittelbar
folgt, dafe

oder jeder Coefficient der Entwickelung (65.) für n = * | sich durch
die elliptischen Integrale ausdrucken Uifst. Ferner ist §. 29. bei (43.) be-
merkt worden, dafe unter ändern die beiden Reüien F(%9 ^, 1>^) und
F(|f 1,1,,^) und alle, welche aus diesen entstehen^ indem die drei ersten
Elemente um ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden, «ich durch
die ganzen elliptischen Integrale ausdrucken lassen ; woraus eben so folgt, dafs

oder jeder Coeffieient der Eütwickelung (65.) für /2 = ̂ i| sich durch
die ganzen elliptischen Integrale ausdrücken läfst*
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A b s c h n i t t V I L

Über die Reihe JF(>, ß, y, x), in welcher das letzte Element
imaginär ist.

§· 33*
Die Untersuchung der Reihe F(a, ß, 7, #), welche wir bisher nur für

reale Werthe der vier Elemente a, ß, y und a? angestellt haben, könnte
von einem weit allgemeineren Gesichtspuncte aus geführt werden, wenn
man auch imaginäre Werthe dieser vier Elemente zuliefse. (Man %ver-
gleiche die Abhandlung von A bei über die Binomialreihe, welche ein spe-
cieller Fall der Reihe F(a, ß, 7, x) ist, in diesem Journale Bd. 1. pag. 31L)
Im allgemeinen aber würde eine Reihe, in welcher a, ß, y und·* ar
imaginär sind, nur durch höhere Transcendenten, welche von acht Ele-
menten abhängig sein würden, real oder unter der Form .#£+/"—i N
ausgedrückt werden können. Wir werden uns daher hier nur darauf be-
schränken, die Reihe F(a, ß, y>#) für imaginäre Werthe des letzten Ele-
mentes zu betrachten.

Nimmt man = rev^~l = r(cos^ + /"—lsint>), so zerfällt die;
Reihe F(a,, ß, y, x) in folgende zwei Reihen:

a ß · «
7 810 +

Diese Reihen können auf eben so viele Arten in andere Reihen von der-
selben Form verwandelt werden, wie die Reihe F(a,9 ß, 7, #) mit realem
letzten Elemente; denn jede der im zweiten, dritten und vierten Abschnitte
gefundenen Formeln gewährt eine Formel für die Verwandlung dieser
nach Potenzen von r und Sinus oder Cosinus der Vielfachen eines Bogena
v fortschreitendep Reihen. Da es nur mit geringen Schwierigkeiten ver-
knüpft ist, die oben gefundenen Formeln für den gegenwärtigen Zweck
einzurichten, so mag es hinreichen, dies an einigen der Hauptformeln zu
zeigen. Damit aber diese Formeln eine einfachere Gestalt gewinnen, wird
es nöthig sein, zunächst einige passende Bezeichnungen einzuführen. Die
Reihen, welche hier vorkommen, sollen, wie dies häufig geschieht, durch
ihre allgemeinen Glieder bezeichnet werden, welchen das Zeichen 2 vor-
gesetzt wird; der Stellenzeiger des Gliedes soll stets durch k bezeichnet
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158 8. Ä t t m m e r „ über die hypergeometrische Reihe l +^

werden j ferner soll der *te Coefficient der Entwickelung von F(a9 ß, 7,
durch Ck (a, ß, y) bezeichnet werden , so dafs

o r (« A ̂  _ «(2. c, («, ß, 7) -
Auf diese Weise wird die Gleichung (1.) folgendermafsen dargestellt werden :

Ffoß^rX-1) = 2^(0,3,7)^008* i; -H /"—t 2(71(0,^7)^810*^
Es soll nun zunächst die Formel (17.) §.9. für den gegpnwiirtigen

Zweck eingerichtet werden. Setzt man in derselben &=rev^~l
9 so ist:

^(a,ß,y,''*ü/-1) = (l— ^- ^- ( - , ~ , , €^~^
Setzt man nun ferner l — re^~lz=(>e-wS-^ oder

£ = /Yl — 2 cosz/.r4-r2) und tangi^ = , * SIP|; ,b v l ' ö —ö l — r cos v
BÖ hat man nach der angenommenen Art der Bezeichnung:

2 C7* (a, ß, 7) r* e*v •'-1 = ?r—^ 2 CA (y— o, 7 — ß, 7) r*. ec*^r-«--Ä«o t7-1,
und wenn die realen und die imaginären Theile getrennt werden:
3. 2 Ci (a, ß, 7) rk cos * r/ = ̂ e^ 2 C4 (7—0, 7— ß, 7) r*, cos (kv— (y-a-ß)^«) »
4/ 2 C* (a, ß, 7) r* rin * t; = ̂ ^*2 C^ (y — a, 7— ß> y) r* sin (*t/— (7~a~ß)^).
Man kann diese beiden Formeln in eine einzige zusammenfassen. Multi-
plicirt man nämlich die erste mit cos , die zweite mit sind, wo 0 eine
ganz beliebige Quantität ist, und subtrahirt die Producte von einander, so ist:

5. 2CÄ(a,/3,y)^cos(*z/4-&)
= £^--02 C4(v— , — , 7) r* cos(*t/— (y— a— ß) w; + S).

Auf dieselbe Weise kamt man die Formel (18.) §. 9» behandeln,
welche für jc? = rev^~1 ist r

Setzt man,, eben so wie oben, £= /*(! — 2cos^.r-t-r2) und tangz#= ~~~
^rird

t ~ rX-1 = e^1"1^-1 und ^ ' ̂ ~ — — - - e**«0 ̂  ;s i_re«K-*
daher kann diese Formel jetzt so dargestellt werden r

und nach Trennung der realen und imaginären Theile

*(a, y— ß>y) (~
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S. Hummer, ber die hypergeometrische Reihe l + J a ? + ̂ ^jl^ +— 159

Multiplicirt man hier wieder die erste Formel mit cos , die zweite mit
»in θ und subtrahirt; so werden diese beiden in folgende Formel zusam-
men «efafst :

β, 2 Ck (a, , 7) r* cos (t v + Θ)

Die beiden „allgemeinen Formeln {5.) und (8.) gewahren «ehr zahlreiche
Umformungen bekannter, nach Sinus und Cosinus der Vielfachen eines
Bogens geordneter Reihen, und zwar vorz glich f r den Fall r = l, wel-
chen wir daher besonders betrachten wollen. F r r — l wird

ξ =s y^(2 — 2 cos v) == 2 sin ~- , tangz# = cotang -^ ,

und daher w = — ~^- π -- ^-, wo // irgend «ine ganze Zahl bedeutet.
Diese Werthe, in Formel (5,) substituirt, geben:

SC (y-^^
Es ist nun die ganze Zahl zu bestimmen, welche in dem zweiten Theile
dieser Gleichung vorkommt. Diese Zahl kann in verschiedenen Grenzen
des v andere und andere Werthe bekommen; aber sie kann nur dann
ihren Werth ndern, wenn dadurch die Continuit t der Werthe der
Reihe nicht unterbrochen wird; also nur dann, wenn 2 sin γ =0 oder
v = 0, v = 2 π, v = 4ττ, v = 6ττ, u. s. w-: innerhalb jeder der Grenzen
des v, von 0 bis 2ττ, 2ττ bis 4*r, 4ττ bis GTT, u. s. w. mufs die ganze £ahl
h einen und denselben Werth behalten. Damit nun die Formeln etwas
einfacher werden, wollen wir dieselben hier und in dem Folgenden stets
nur f r die ersten Intervallen des Bogens v betrachten, in welchen sie g l-
tig sind, weil dieselben, indem v — ATT statt v gesetzt wird, leicht f r alle

brigen Grenzen des v erweitert werden k nnen. Um nun den Werth der
Zahl A in den Grenzen v = 0 bis v = 2 ττ zu bestimmen , werde v = ττ
gesetzt; dies giebt

welche Gleichung auch so dargestellt werden kanu :
F(o, , 7, -D = 2r-«-^(y-a, 7- , 7, -1). ™

setzt man aber in Formel (17.) §.9. x = — l, so ist
— , 7 - , y, -1).

21*
Brought to you by | University of Iowa Libraries

Authenticated
Download Date | 6/2/15 6:20 PM



160 8. K u m m e r , ber die hypergeometrische Reihe l + ̂ +^t^H)«* +....

Diese Gleichung, mit der vorhergehenden verglichen, gieht:
cos9 = cos(9 — (7 — α — β)Αττ);

und damit diese Gleichung f r jeden beliebigen Werth von α, β und *y
Statt habe, mufs Α = 0 sein· Es ist also in den Grenzen v = 0 bi& v = 2ττ,
in Formel (9.), h = 0; dieselbe wird daher

10. 2 Ct (α, β, γ) cos (t v + )
== (2sin|)y~^:SC*(7-a,7^

in den Grenzen v = 0 bis v = 2 ττ.
berdies ist wohl zu beachten, dafs in dieser Formel der Werth von

«y — α — β in den Grenzen — l und +l~en ialten sein mufs, damit beide
darin vorkommende Reihen convergent seien.

Ganz auf dieselbe Weise, wie aus der Formel (5.) die Formel (10.)
abgeleitet worden ist, findet man, indem in Formel (8.) r=l gesetzt wird:

11. SC*(a,j3,y

^
\2sin-y

in den Grenzen z; = -5- bis t^ = -rr- .α Ο
Die allgemeinen Gleichungen des §. 11*, welche unter dreien Functio-

nen F Statt haben, gew hren ebenfalls jede eine Verwandlung der Reihe
2C (a, , 7) r* cos (£ t> + θ)> in zwei andere Reihen derselben Gattung. So
z.B. wenn man die Formel (23.) $.11. auf dieselbe Weise behandelt, wie
es mit den beiden Formeln (17.) und (18.) geschehen ist, findet man;
12. 2(7Α(^β,7)Γ^θ8(*ι; + θ) = ̂ 22^(α;β,α+ι3— y+l)g*cos(*u; — fl)

WO ^ und w dieselben Bedeutungen haben, wie in den brigen Formeln
dieses Abschnittes, und .//2 und B2 dieselben Constanten sind, wie iu der
Gleichung (23.) §.11.

§. 34.
Auf dieselbe Weise k nnen auch alle Formeln de» dritten und

vierte» Abschnittes so verwandelt werden, dafs sie entsprechende Umfor-
mungen der nach Sinus oder Cosinus der Vielfachen eines Bogens und
nach Potenzen zugleich geordneten Reihe

gewahren. Unter diesen; sind aber einige besonders merkw rdig, durch.
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welche eine Reihe dieser Art m eine andere nur nach Potenzen geordnete,
oder in eine Reihe F mit realem letzten Elemente verwandelt wird. Diese
wollen wir daher jetzt besonders betrachten.

Zwei sehr einfache Formeln dieser Art k nnen aus den Gleichun-
gen (75.) und (76.) §.20. hergeleitet werden. Setzt man n mlich jr=s
— tangf2, so erh lt man unmittelbar:

13. 2C1([t, ,?l|±!)(j±..)lcoSfe = c/-(|,4>4) -fangt,'),

wo c =
\ £, ι \ A r \ 4 / \ & /

Wir wollen auf die beiden Reihen links vom Gleichheitszeichen eine in
Formel (8.) des vorigen Paragraphs enthaltene Umformung anwenden.

Setzt man n mlich in dieser Formel r= * , wodurch P = ,^cosi; 5 2cosv*
= taug v wird, so erh lt man

15. 2 Ck(a, β, γ) (^~f c°s(*v + Θ)

= (2 cos v)* Σ Q (a, 7— , 7) (—*)* cos ((a + 2 *) z; + Θ)

in den Grenzen v = — -̂ - bis t; = -jr -ττ- >
i a ι ι

and wenn 9 = 0, y = 2 gesetzt wird:

= (2 cos υ)« 2 C4 (a, ̂ =|±^ , i±|±l)(_ 1)* cos(a

wenn aber 9 = y «nd y = ̂ r + gesetzt wird r

„.
= (2 cos υγ S C, («, i=|±i, 2±|±i)(_l)«sin(a

Diese Werthe, in (13.) und (14.) substituirt, geben:

18.
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162 8. Kummer, ber die hypergeomelrische Reihe 1 + £!;Γ +

19. 2^(α,«^^Λψ^)(-1)'*η(

,|-, -tangt,').

Diese beiden Formeln erhalten eine iioch .einfachere Gestalt, wenn dio
beiden Reihen F nach Formel (18.) §. 9. ^umgeformt werden, uud β in
t — β verwandelt wird* Alsdann hat man

20. S Cka, - , - (_l)* cos (a + 2 1) v

21.

in den Grenzen v — -- 5- bis v=-}--jr,

So wie in diesen Formeln die beiden Reihen ^(-κ-,-^,-κ-,βίη^2) und

o~i 2~" 1 Y f *iavj9 welche nach Potenzen von sinf2 geordnet sind,
in andere nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von v geordnete Reihen
verwandelt sind: so lafst sich auch die Reihe F(a, , a^^T t sin u2) ver-
wandeln, und zwar auf folgende Weise. Man setze, Kurze halber,

22. m =

Bn ft<nund multiplicire die Formel {20.) mit m. cos γ- und (21.) mit w.sin^,
so findet man zun chst, nach einigen leichten UmforijiungeQ der Function Τί}

oft Λ ~ 9 flJtt.cos—r-./ = c und /w.sini—-.^* = d,£ £
wo c und d dieselben constanten Factoren bezeichnen, wie in (13.) und
(14.). Durch Addition und Substraction der mit den angegebenen Quau«
tit ten multiplicirten Gleichungen (20.) und (21.) erh lt mau daher
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23. rn.^C,(a,a^,^^)(-l}^m((^^}v^^y

= tfIT (-77- > -TT t TTt sin t/*} 4- e?.sin z/TM—^—,,-—r-—, -r-t sint^2)»\2 2 2 / ' \ 2 2 2 / 5

( /V f >φ /v ____ ff t O\ / $ fT\
Cv · l " /.? \Λ - - *" M l ^ \ x ^ \T- / / l Γ \ 7 Ν |- r-^ '^1a, —~, ~—J (—l/v cos ^(a + 2 *) y + f~K-J

Aus Formel (74.) §.20. ersieht man aber, indem daselbst ν^α? = 8ίη^
gesetzt wird, dafs der zweite Theii der Gleichung (23.) gleich

F(a, 3»a <y —* 9S1~) *8*y un^ e^en sa au* F°rme^ (7^·) §·20., dafe
der zweite Theil der Gleichung (24.} gleich Fi a, , ^ 9 "" " /
istf substituirt man daher diese Werthe, und verwandelt uberdiefs v in
γ —2z;, »o erhalt man

25.

α,!ψ?,ί^

26.

in den Grenzen f = 0 bis z; = — .

Noch andere Verwandlungen der Reihe F^a, β, α+^+ ,sint/y erhalt man
aus der Gleichung (56.) §.19* Dieselbe geht n mlich, wenn # = s
gesetzt wird, ber in r

wenn daher die reale» nnd imagin ren Theile getrennt werden y erholt
man, nach der in diesem Abschnitte eingef hrten Bezeichnung r

27..

2& Ο β 2C (a,^|^ra+/3}(2sin2t;/sin((2a

in den Grenzen t> = 0 bis 1; = --:»
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Da& die Reihe (28.), welche aufter v noch zwei ganz beliebige Elemente
α und β enth lt, in den angegebenen Grenzen allemal = 0 wird, ist eine
merkw rdige Erscheinung; es giebt jedoch viele nach Sinus oder Cosinus
der Vielfachen eines Bogens geordnete Reihen, welche dieselbe Eigenschaft
haben. Man kann den Gleichungen (27.) und (28.) auch eine andere
Form geben, indem mau n mlich erstere mk cos2at> letztere mit sin 2 α f
multiplicirt und dieselben sodann addirt. Alsdann ist:

29. cos 2 av F(a, , 5!±|±1 , sin tf)

Wenn man aber (27.) mit sm2av und (28.) mit cos2c&f multiplicirt,
und diese Gleichungen sodann subtrahirt, so ist:

30. sin 2 α v F(a, , ̂ ±|+i, sin v*

$.· 35.
Die allgemeine Reihe, deren Umformungen wir ίο diesem Abschnitte

gezeigt haben, n mlich

enthalt den grofsten Theil aller nach Sinus oder Cosinus der Vielfachen
eines Bogens geordneter Reihen, welche man als Reihen -Entwickelungen
bekannter Functionen aufzustellen pflegt. Diese Reihen -Entwickelungen,
und zahlreiche Umformungen derselben, sind in den Formeln dieses Abi-
schnittes enthalten, wie wir es jetzt an einigen Beispielen zeigen wollen,

Setzt man in (8.) §.33. #=1, j3 = l, y=2, β β v, so wird:

±C*(Mf2)r*coe(*+^

oder, wenn die Reihen entwickelt werden;
r cos 2t; r* cos 3 v

_ _ _

/*/ * r» * lρ = / ( l — 2 cos f r + r5 * v * !

Die Summe der ersten Jleiho ist bekanntlich — ~- /(t-^-2cos
ί^'* ,

also ist
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8. Kummer, über die hypergeomttrische Reihe l + * + i i * » . f .... 165

,o , _ rcos(tJ+M>) r;tco82(v-4·»') r3 cos3(t;+M')
**· ^l? -- ^T ^ss « ^73 "··

Für den speciellen Fall v=^-, wodurch r — taogzz>, o = - , hat man:
£ C.OS 1{J

0~ 7 sin 10 sin w; , (slnw;)8 cos2u> , (sin i#)s sin 3 u;
33. / COS Z# = -- j -- }- - - ̂  -- + ^ - '- . -- - ·—.,,..

Setzt man ferner in (32.) r == 2 cos f , wodurch f2^!? ^ = — 2i/, so wird s
Q. n _ 2 cos t; cos t; (2 cos t;)a cos 2 v , (2 cos v) 3 cos 3 v
ofc. u — j : g t" - 3 --- " · · · ·

Wird in der Formel (10.) §.33. 7 = «, ß = — /z, t; = '7r-r.2^ und ;=/2#
gesetzt, so giebt dieselbe:

2CÄ(a,— , )(— l
oder, entwickelt,

35, cos /»a; + cos(/2 — 2)#

in den Grenzen # — -- — bis # = -J~-9->

welches die bekannte, zuerst von Euler gefundene Eutwickelung der Po*
tenz des Cosinus ist.

Setzt man ferner in Formel (U.) §· 33. ß = 0, = , = —
und ö = 0, so erhalt mau :

und, wenn mit (2cos#)n multiplicirt und die Reihe entwickelt wird,

36. (200,*)' =

in den Grenzen # = -- g- bis 0?= + -?-.

Eine Entwickelung der Potenz des Cosinus in eine Reihe von dieser Form
ist, wie ich glaube, noch nicht versucht worden. Obgleich dieselbe nur ia
den Angegebenen Grenzen gültig ist, so hat sie doch den Vortheil, dafs
sie für alle negativen und positiven Wert he des Exponenten n anwendbar
ist, während von den bekannten Entwickelungen keine in den Grenzen
n j— — l bis n = — convergent ist.

Eine andere Entwickelung der Potenz des Cosinus geht aus Formel
(20.) hervor, wenn a=l, ß = — n^v=.x gesetzt wird, nämlich:

Journal d. M. Bd. XV. HftZ 22
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166 8. Kummer, ber die hypergeometrische Reihe i + £* f «l^lffix*

auf welche zuerst Poisson aufmerksam gemacht hat. (Man sehe meine
Dissertatio de sinuum et cosinaum potestatibus etc. Halae 1832, pag. 6
und 13.)

Wird in (20.) gesetzt 0=sO, a— — /z, so erhalt man die Ent-
wickelung einer constanten Quantit t nach Cosinussen der Vielfachen eines
in den angegebenen Grenzen ganz beliebigen Bogens, n mlich

~Q
 n \ 2 ι _ cos τ? v t n cos (n — 2) u L n(n— i) cos (n — 4) v ,-- ^-T i · n_2 r 1Φ2 * n_4 h···-

in den Grenzen t; = — -jr- bis t> = -j- — ,
wovon folgende bekannte Entwickelung ein specieller Fall ist :

n — . €°ςτ; co»3t; ι cos i;— _ ~p- — ̂  | -

Setzt man in (21.) = — l, a==~^, so erh lt man

39.

sin rt i' ι η 8ΐη(« — 2) v \n(n — ̂ ) sin(w — 4) v
1.2 ' (n — 3) (n ̂

in den Grenzen t> = — γ bis v =:-}-—.
Wird die Gleichung (38.) nach v differenziirt, so erh lt man daraus

40. 0 c=s sin/zf -J--^-sin(fl — 2) v 4~ ^ ̂  · sin (n — 4)t>-{-....
JL JL · £

7tin den Grenzen f = -- — bis t? = -|-— f
> <^v «^

und diese Reihe ist, wie die neueren Untersuchungen ber die Entwicke-
lung der Potenzen des Cosinus und Sinus streng bewiesen b hen, wirklich
in den angegebenen Grenzen gleich Null.

Wird in (39.), nachdem durch n dividirt worden ist, n = 0 gesetzt,
80 erh lt man

jj n_ . _ v · βίη2υ sin 4u . βϊηβι;«l. Tsm^ _ —^j-^ — ̂ ^.-t-—^ _....,

und hieraus durch Differenziation :
jo 5T . , cos 2 v cos 4 v , cos 6 υ42. cosi; = - -- _ _ - ------

Diese einfache Reihe hat zuerst Fourier gefunden (Theorie de la chaleur
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8. Kummer, ber die hypergeometHsche Reihe l + x + Zigll^ x

pctg. 242). Eine unendliche Anzahl hnlicher Reihen -Entwickelungen habe
ich in meiner erw hnten Dissertation hergeleitet (pag. 25 und 30).

Die Formeln dieses Abschnittes enthalten auch einige merkw rdige
neue Reihen -Entwickelungen der elliptischen Integrale· Setzt man in den
Formeln (25.) und (26.) a=|, = f, so erhalt man daraus, weil

43. F1(cosy) = w( 1\2 /t 3\* * /l 3 5 3

44. F^sintO = vi&mv-^-^j sin 5z>+ (.TZ) «n 9u+ (jVz) βϊη13ζ/+...Λ

in den Grenzen t>:=0 bis f = -^-.

Diese ihrer Form wegen nicht uninteressanten Entwickelungen lassen sich
auch aus der Theorie der elliptischen Functionen selbst herleiten; wobei
es nur darauf ankommt die Richtigkeit folgender Gleichung zu beweisen:

45. F'
Wird in der §.29. gefundenen Formel (26.)

c = taDg-^- gesetzt, so erhalt man daraus

46. F'(tang|) = £·«*£*·($,$, Ι,βιηι;').

Setzt man daher in Formel (26.) a = £ und = |, so geht daraus hervor:
V«/T(— 4) v / , v 1.1. 9υ . 1.5.1.3 . 17υ .ΛΎ47.

n den Grenzen f = 0 bis υ =

Man kann den Factor dieser Formel auch durch ein elliptisches Integral
ausdr cken. Es ist n mlich

48·
daher l fst sich, wenn 2t? statt v gesetzt wird, diese Formel auch so
darstellen :
49. F'tang^r^/aFVi)^

in den Grenzen v = 0 bis tx=s -r.

Setzt man k Formel (26.) a = |, «=r^, eo leitet man daraus ganz auf
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168 8. Kummer, über die hyf ergeometrische Reihe 1+cc + ̂ o c 2 -{-....

dieselbe Weise eine ähnliche Ent Wickelung von F^tangv) ab:
. 3.7.1.3 .* EU/* . . .50. F t a n i ^ - c o s t s i n S ^ - sin

in den Grenzen t; = 0 bis v = -j- .

Noch einige andere Reihen -Entwickelungen der ganzen elliptischen Inte-
grale kann man aus den Formeln (27.), (29.) und (30.) ableiten.

§. 36.
Wir haben in dem Paragraph 34. mehrere Reihen F in andere

Reihen verwandelt, welche nach Sinussen und Cosinussen der Vielfachen
eines Bogens geordnet sind; eine Umformung dieser Art aber haben wir
noch unberücksichtigt gelassen, und zwar deshalb, weil die umgeformte
Reihe nicht von der Form 2(?*( , , y) r* cos (t i; -J- ) ist. Denkt man
sich nämlich in der Reihe F(a, ß, 7, cosi>2) die Potenzen von cosi? in Co-
sinus der Vielfachen von v verwandelt, so ist klar, dafs dieselbe in eine
Reihe von folgender Form übergehen wird :
51. F(a, ß, ^costr2) = ^0+2^cos2t; + 2^2cos4z; + 2^3cos6ü + ..,.
Die Coefficienten -4>, A19 2, etc. lassen sich nach einer bekannten Me-
thode durch bestimmte Integrale ausdrücken, so dafs im Allgemeinen

52. AK = — F(a, ß, % cos vn J o
Es lassen sich ferner diese Coefficienten , welche im Allgemeinen höhere
Transcendenten sind als die in der Reihe F(a,ß,y,x) enthaltenen, alle
auf zwei derselben reduciren. Wendet man nämlich auf die Entwicke<
lung (51*) die Differenzialgleichung
53. 0 = 4aßsin2i;.y+2(2y — a— ß— l— (a +0) cos 2*;)^ — sin2t>~^

an, welcher / = F(a, ß, y, cos^2) genügt, so findet man, dafe unter je dreien
auf einander folgenden Coefficienten dieser Entwickelung folgende Glei-
chung bestehen mufs:
54. (M·«— !)(*+/?- 1)̂ -1 — 2*(2y-a— /9-l)^Ä — (Ä-afl)(Ä:-.^+l)^+1 = 0.

Man sieht schon hieraus, dafs im Allgemeinen die En t Wickelung (51.)
nicht so einfach sein wird, als die §.34. gefundenen; denn bei diesen
waren die Coefficienten so beschauen, dafs jeder folgende aus dem vor-
hergehenden durch Hinzufügung einiger Factoren gebildet wurde. Es
werden jedoch die £oefficienten der Entwickelung (51.) dieselbe Eigen-
schaft io <km epedelleft Falle haben, wo 2y~a — ß — 1 = 0 oder
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8. Kümmert über die hypergeometrische Reihe l-f-£#·{- e^j+^W+O^a .,.. 109

y — ̂ l+1, ,'„ welchem Falle die Gleichung (54.) übergeht in
55. (* + a— l)(* +

Aus dieser Gleichung zieht man
_ «'P - A

-*» - (a_2)(/9-2)^0'
, _ (« + 2)(/9 + 2) ,

"** — (^_4)GS-4)^2>
etc. etc.

so dafs die Entwickelung (51.) in folgende übergeht:
56.

-|-1)( +3)(/?4·1)(/9+3) 1 , \
.-3.-5-3)

Auch in dieser Formel lassen sich die constanten Factoren -^0 und A^
wie gezeigt werden soll, durch die Function ausdrücken. , Hierzu ist
jedoch nüthig, erst noch eine Umformung dieser Formel vorzunehmen·
Setzt mau in derselben - -- v, so erhalt man:

F(si„„<) =

wo Kürze halber F(sinz)2) statt lHa, ß, ̂ ~^, sin r2) gesetzt ist. Äddirt
vund subtrahirt man diese Gleichung und die vorige und setzt alsdann -g-

statt v, so erhält man:

57.

Setzt man aber in den Formeln (75.) und (76.) §.20. = cos v\ so wird

^
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J70 8· Kummer, ber die hypergeomelrische Reihe i + $$0: + -fer^gp *' +

Deshalb gehen nun die Formeln (57.) in folgende iiher:

58. F(±, £, l, cos,') = 4L(1+(^W-2)OM^+
β,» τ-/«+1 0+* 3 Λ 2·^ι / ί ι («-M)(/?4-l) ο ι59. cogt, Z,(_±_ ? £±_,_, eosr«) = -^ (cosr'-f ̂ ±3^^ cos 3r + .

Aus diesen ergiebt sich:
A* 2 Γ* ^fa β iT = 7ΓΛ (y.y.y.

Entwickelt man die Functionen F unter den IntegratioDSzeichcn, und in-ar
tegrirt die Potenzen des Cosinus iu den Grenzen 0 und γ, so erh lt man

ar

1 ι 1 ^
[ — l 1 2 ~ -i l 22 ' 1Γ*!T*

.
, . . 2 A 2 2 , \~2~~/ \~2~ 2 2 l ' 2 ' 2 ,— l -J -- ^ - -{, -- _ - - - - --- J- . . . . ,

l.|·2 1.2.1. |. 2.3

und weil in den einzelnen Gliedern dieser Reihen die gleichen Factoren
des Zahlers und Nenners £, |5 |9 ..*, »ich hinwcghobeo, so findet mau

' „„„
und folglich durch die Function Π ausgedr ckt:

nt-"-_0\60. ^ = J?LJL) und

Substituirt man diese Werthe in den Formeln (58.) und (59.), so hat mau

2 2α/? O«JL 2«<«-J-2)/9(/?+2) . . \
^11*^

62. cosiJ.F^, φ, l, cos^) =

3) \
~5
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S, Kummer, ber die hypergeometrischeReihe l + ffi* + ̂ ffi\%?°** + ·"

Substitulrt man ία den Gleichungen bei (60.) die Werthe des c und rf,
so erbalt man aus denselben

63.

Dies sind also die Werthe der constanten Factoren in der Formel (56.)*
Es m gen nun auch von den Formeln dieses Paragraphs einige

specielle Falle erw hnt werden. Setzt man in den Formeln (61.) und (62.)
a==/2, = —72, -£ v statt r, und bemerkt, dafs

p* f. n_ n ji_ « Λ ..
\ 2 * 1Γ5 !T? smv / V)

. τ^/^^·" l — w 3 . Λ s inn t?

in den Grenzen v = — ~ bis r = -|-y (m. s. G auf s Abh. pag. 5, XVIf

und p&g. 6, XX.), so erh lt man
coef t t f« ^sin^(l-(-^^^ + (1^v

;F1J-.....),
4/1 nn ( sini; sin31; , sin 5 v \

in den Grenzen t? = -- ^ bis t? =5 +4-.
Wird in (56.) α ~ ί und β — f gesetzt, so erh lt man eiae neue

Entwickelung des elliptischen Integrales:

66. F'(costf) = Λ l + 2 'cos4r + 2 ~

in welcher, nach Gleichung (63.),

oder, durch elliptische Integrale ausgedruckt, weil F1^!)?^ jj/_J [ - *
1 "

Aus der Entwickelung (66.) erh lt man folgende bestimmten Integrale:
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172 8' Kummer, Über die hyptrgeometriiche Reiht t +g=fo + '̂

welche für # = ß auch so dargestellt werden können:
flfl __ dxdy _ _ /W

VXi-*Wi-rWi-*ara) ~~ (

/"· /*l _ (2o7a — l)rf
vci-Ä^vct-^

Die Reihen -Ent Wickelungen, welche in diesem letzten Paragraphen
enthalten sind, streifen eigentlich schon in ein fremdes Gebiet hinüber, in-
dem sie nicht mehr der Reihe F(&,ß,y,x), sondern der allgemeineren
hypergeometrischen Reihe

. . (

angehören. Obgleich diese Reihe viele Eigenschaften mit der specielleren
F(a, ß, y> &) gemein hat, so fehlt ihr doch gerade diejenige, auf welcher
die Formeln des zweiten und dritten Abschnittes beruhen, nämlich, dafs sie
»ich in andere Reihen derselben Art verwandeln lafst. Nur für den Fall — l
habe ich zahlreiche Verwandlungen dieser Reihe entdecken können, z. B, :

1 4. ' * JL «(*+l)/g(/?+l)*(A + l) .1 " " " 1 " -- ·" ' ' ' '

r —
Auch läfst sich die Summe dieser Reihe für oc = l im Allgemeinen nicht
durch die Fuuction ausdrücken, sondern nur in specielleren Fällen, von
welchen einer folgender ist:'

_ (a + ß-y+V(r-t)/ir(r-Vn(a + ft-~rt
( — ^\)( — ^1)\ / ( — l)/2(/J-~l) ^

Übrigens mufs die Methode, welche für die allgemeine Untersuchung die-
ser Reihe angewendet werden soll, von der in dieser Abhandlung ent-
haltene» wesentlich verschieden sein, weil die Natur dieser allgemeineren
Reihe durch eine lineare Differentialgleichung der dritten Orodnung aus-
gedrückt wird, während die Reihe F(a, (S, y? oi) da& Integral einer linea«
reu Diflerenzialgleichuug der zweiten Ordnung ist»
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