
Ueber die yon drei Moduln erzeugte 

Von 

R. D~D~mm) in Braunschweig. 

bualgruppe. 

In tier v[erten Auflage yon Dirichlet's u fiber Zahlentheorie 
(die kn Fo]genden mit D. citirt werden soil) babe ich gelegentlich (in 
den .~nmerkungen auf S. 499, 510~ 556.) die Dualgruppe erw~ihng, die aus 
drei beliebigen Moduln dutch fortgesetzte Bildung der gemeinsamen grSssten 
Theiler und ldeinsten Vielfachen erzeugt wird und im ~Allgemeinen aus 
28 verschiedenen Moduln bestehg. Da die 6~esetze dieser (~-upl~e sich auf 
ganz andere Oebieto fibertragen lassen und oft eine niitzliehe Hfilfe ge- 
w~,hren, so" sollen dieselben im Folgenden darges~eUt werden; darau 
schliessen sich verschiedene Untersuchungen fiber aUgemeinere Dualgruppen.,~) 

w 

Allgemeine Eigenschaften der Dualgruppen. 
Bezeichnet man (wie in D. w 169) mi ta -~-b  den grt~ssten gemein- 

samen Theiler (ocler die Summe), mit a -  b das ldeinste gemeinsame 
Vielfache (oder den Durchschnitt)der beiden Moduln a, b, so gilt 
jede elnzelne dieser beiden Operationen ~ zun{ichst des commutative und 
assoc~iative Gesetz 

( I )  a + ]5 -~- ]~ -~ a, a -=-- ]5 ~--- b - -  a, 

( ~ )  (a + ~) + c - -  ~ + (~ + c), ( a - -  ~) - -  c - ~ - -  ( ~ - -  c) 

mit don bekannton Folgorungen, die sieh strf eino beliebige eacllieho An~ahl 
yon Elementon a, b, c . . -  beziehen (D. w 2). 

Die beiden Operationen-Jr- Bind ferner dutch die beiden-Oesetze 

*) Vergl. w 4 me[noB Auf~atzes Ueber Zerlegungen yon Zahlen durch ihre gv{l~sten 
garneS~usamen Theiler in tier Fes~schrif~ tmserer Tochmschen Hochschule ffir die ~8,t:u~. 
forscher-Versammbm~ 1897. 
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mit einander verbunden, und hieraus folgt ohne Zuziehung yon (I), (2) 
such 

(4) a § a - - - a ,  a - - a  ~ a; 

bezeichnet man n~imlich die erste und zweite H~il~e einer Doppelgleichn~g 
(n) resp. mit (n') und (n"), so ergiebt sich (4"), wenn man ~ in (3 ~) 
dutch a § b ersetzt, mit Riicksicht auf (3"), und ebenso ergiebt sich (4'~), 
wenn man ~ in (3") dutch a -  6 ersetzt und (3") beachtet. 

Wenn zwei 0perationen -~- aus je zwei Elementen a, b eines (end- 
lichen oder unendlichen)Systems @ zwei Elemente a-~-b desselben 
Systems (~ erzeugen und zugleich den Gesetzen (1), (2), (3) genfigen, so 
sell (~ in Bezug auf dieses 0perationspaar -4- eine .Du~lgruppe heissea, 
wie auch sonst diese Elemente beschaffen sein m~gen. Die Gesammtheit 
aller Mod111~' ist daher eine Dualgruppe beziiglich der beiden Operationen, 
welohein der Bildung des grSssten gemeinsamen Theilers und des kleins~en 
gemeinsamen Vfelfschen bestehen*). Zun~chs~ be~rachten wir aber einige 
Eigenschaf~n, welche jedvr Dualgruppe (~ zukommen. 

Zufolge (4) bilde~ jedes Element a einer Dualgruppe @ ftir sich allein 
e~le "Dualgruppe. 

Ftlr zwei beliebige Elemente a, b ergiebt sich aus (2) und (4), wena 
man ~, c resp. dutch a, ~ ersetzt, 

(5)  a + + - -  a + a - -  ( a -  ,: a - -  

ersetzt man ferner c in (2 ~) dutch ( a ~  b), in (~") dutch (a § I~), so folg~ 
mit Rticksicht auf (3) auch 

mit]~n bflden die vier Elemente a, I~, (a § ~), (a �9 5) gewiss eine Dual- 
gruppe~ und es" ~rag~ sich nut, wie viele yon ihnen versch.i.ed~ sind. 

Nirnrn~ man an, es s e i a + b ~ a - - b ,  also auch a-~--(a-~-b)--a §  
s~ folg~ aus:; (5') und (3 ~) auch a § I~ ~ a, und da die Annahme sym- 
metrisch in Bezug auf a, b ist, so folg~ ebenso a -~- b - -  ~, also a~---~.; 
und umgekehr~, wenn a ---- b ist, so sind alle vier Eiemente identiseh mit 
einauder. 

Machen wis j~zt die (allgemeinere) Annahme, es sei a ~- ~) identisch 
mit~ einem der beiden: E]'emente a, b, also z. B. a § ~8 ~ -  a, so folg~ aus (5'~ 
~lur~h Yer~auschung yon a mit ~ auch a ~ ~--B, und umgekehr~, wenn 
Le~z~e~es. d~er l~.aU is~ so ergiebt sich aus (3~ a u o h a .  § ~ ~ ~. Da dieser 
Fall sehr h~iufig a u f~ i~  so tibertragen wir die in der Modultheorie itbliehe 
Ausdrucks-und Bezeichml~gsweise (D. w 169) auf  alle Dualgruppen @ 

*) Andere Belspi~le-. yon I)uelgruppen finder man in tier oben erwR&ut~n Selnd~ 
(1897). Yergl. den S~hluss (~)  der gegenw~rtigen Abh~ndlung. 
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und sagen*~: des Elemen~ b ist ~ a r  dutch das Elemen~ a, zugleich 
heiss~ b ein V @ ~ f ~  yon a, und a sin ~ i ~ r  yon l~; diese Theilbarkei~ 
wird dutch a ~ b oder b ~ a bezeichnet, und es ist daher jede der vier 
Aussagen 

( 7 )  a--b=b, 
gleichbedeutend mit jeder der drei ilbrigen; zwei solche Elements a, 
bilden f~ir sich allein sine Dualgruppe. Es ist zweckm~issig, hierbei den 
Fall a---~ b nicht auszuschliessen; wenn abet a und B verschieden sind, 
so soil b ein ecM~s Vielfsches yon a und zugleich a sin e c ~  Theihr 
yon b heissen. 

Ist endlich keines der beiden Elemente a, b dutch das andere theilbar, 
so bes~eht die dutch sic erzeug~e Dualgruppe aus vier verschiedenen Ele- 
menten a, b, a -.[- b, a -  lb. 

Fiir die dutch (7) charakterisirte Theilbsrkeit yon I~ dutch a ergeben 
sich dutch allein~ge Anwendung der Orundgesetze (1), (2), (3) die folgen- 
den S~tze, deren Boweise der Leser leicht finden wird. 

I. Immer ist a ~ a, a ~ a. 
H. Aus a < 5  und a > G  folR~ a - ~ I J .  

III. Aus a ~ b und I~~ c, was kurz in a ~ b ~ c zussmmengefass~ 
wird, folgt a < c. 

IV. Immer ist a q- b ~ a und a ~ a c~ also such a q- b <~ a -- c. 
V. Aus a < b, a ' <  b' folg~ a q- a ' <  f~ + ~' and a a ' <  G " : - G ' . .  

VI. Aus a < b, a' < b J'olgt a - -  a' <. b, d. h .  "jodes gemolnR~n~e 
Violfache b yon a, a' ist theilbar dutch a ~ a; und aus a ~ ~,' a ~ b' folgt 
a < I)~-IY, d. h. jeder gemeinsame Thefler a yon ~, b' is~ Thefler yon 
I)-]-I)'. Wegen der Analogie mit der Zahlen- und Modultheorie heisst 
daher a a' das k/e/nste gemeinsame Vielfaehe yon a, a', und ]b-]-b' 
heisst der gr~ss~ gemeinsame Theiler yon b, ~'. Diese Ausdrucksweise 
detmen wit such auf mehr als zwei Elements sus, und dutch wiederholte 
Anwendung des Vorhergehenden ergiebt sich tier Satz: ist jedes der Ele- 

' " a ' "  " b"" mente a, a ,  . . .  sin Theiler yon jedem der Elemente b, b', . . . .  , 
so ist 

a ' - -  a " - -  . . . .  < G ' +  �9 �9 " ,  

& h. dss kleinste gemeinssme Vielfache dot Elements a ist sin Thefler 
des grGssten gemeinsamen Theilers der Elements b. 

~) F~ir besondero Dualgruppen ~ ~, deren Elemen~ schon sine best immte Be .  
deut~ng haben, kann diese Ausdrucksweise h~chst unpassend erscheinen; man ~: 
dann ganz andere, dem Gegens~ande entsprechende Namen und Zeichen W ~ l ~  
wodurch das Wesen tier Gesetze offenbar nicht gei~udert wixd. 
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VII. Ist b ein Theiler yon m, also b < m, und p ein beliebiges 
Element, so ist 

(p + m) - -  b < ( p - - b )  + nt; 
denn. jedes der beiden Elemente p + m, b ist ein Theiler yon jedem dot 
beiden Elemente p ~ b, m. 

w  

Die yon drei Noduln erzeugte Dualgruppe ~). 

Hier ist nun der err, um eine besondere Eigensohaft der Modu~ 
und der aus ih~en dutch die Operationen -4- erzeugten Dualgruppen 
hervorzuheben, dutch welche die letzteren sich vet anderen Dualgruppen 
yon allgemeinerem Charakter auszeiclmen. In der Modultheorie gilt n~im- 
lich an Stelle des letzfen Satzes VII der bei weitem sch~xfere Satz 
(I), w 169, S. 498): 

VIII.  Ist der Modul b ein Theiler des Moduls m, also b < m, und 
ip ein beliebiger Modul, so is~ 

(p + m) - -  b --- (~ - -  b) + m. 
Aber dieses Modulgesetz is~, wie [oh in w 4 meines in der Ei~leitung 

cifirten Aufsa~zes bewiesen habe*), schlechterdings nich~ ableitbar aus den 
Grundgesetzen (1), (2), (3) und bilae~ daher eine fiir die Modultheorie 
wesen~liche Ergiinzung derselben. Wir formen dieses Gese~z zun~ichs~ .in 
folgender Weise urn. Sind a, 5, r drei beliebige ModuS, mid ersetzt man 
p, b, m resp. dutch a, b + c, ~ ~ c, so ist die Bedingung b < m erffillt, 
und es ergiebt sich 

(S) (a + ( ~ -  c)) - (b + c) = ( a -  (~ + c)) + (~ - c), 
~nd umgekehrt folgt hieraus wieder das Modulgesetz VIII, wenn man 
~a:, ~; ~ ro~p. dutch p, b, m ersetzt und die Annahme b < Ilt hinzuffigt. 

Hier~,flf wenden wir uns zu dem in tier Ueberschrift bezeichne~en 
Geg~istande, n~imlich zur Beschreibung der aus drei beliebigen Mod~/n 
~i, ~ , c  dutch die Operationen + erzeugten Dualgruppe ~). Dieselbe ist 
endllch 'und besteht~ aus 28 Moduln, die im Allgemeinen yon einauder 
verschieden sind. Vier yon diesen Moduln sind symmetrisch aus a, b, c 
gebilde~ und sollen gemelnsam mit b bezeichne~, aber dutch Accente und 
. I ~ s  yon einancler unterschieden werden, deren Bedeutung spiiter ein: 
leuehten wird: 
(9) b"' = a + ~, + c, b, = a - -  ~ . - -  c, 
( lo)  b ' - -  ( ~ , + c ) = ~ ( C . + a ) - - ( , ~ + ~ , ) ,  ~ =  (~,--c) + (c - -~)  + ( ~ - ~ ) .  

Die tibrigen 24 Moduln ,haben die Eigenschaft, durch alle Vertauschungen 

*) Vergl. den Beweis dos Satzes .IX in w 6 des gegenw~rtigen Aufsatzes. 
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yon a, b, c nut drei versehiedene Formon an~m~hmen, und diejenlg~ aoht 
Moduln, welche (wie z. B. a selbst) dutch Vertauschung yon I) mitr niaht 
geiindert werden, so]lea gemeinsam mit a und zugehSrigen Accen~n und 
Indices bezeichnet werden, woraus die Bedeutung der re_it b and c be- 
zeichneten 16 Moduln yon selbst erheUt. Da die drei Modnln a, b, c dutch 
sich selbst erklgrt sind~ so bleiben nut die folgenden ~1 Definitionen: 

(11) l~"'=c +a,  b~=c-- , 
r  . & = a - -  

a" ---- (c +a) - -  

/c,, = 

( a+~ ) ,  o, - -  (c - -a)  + 0 - - ~ )  
(~,+c). ~,, --- (a--~) + (~--c) 
(c +a) ,  c. - -  (~,--c) + (c--~) 

( la)  

a ' - - -  a -~- 

fY'= b + 
C ' - ~ C  -]- 

(~--c),  a~ 
(c --a),  h 
(a - -~ ) ,  q 

(~4) 

~ =  ( a + ( ~ - -  c)) 

f~o = (~ + (c--  a)) 

- -  (~ + r - -  

- -  (c + ~) = 
- - ( ~ + ~ )  = 

== ~ - ( ~ + c ) }  

- - ~  ( c + ~ ) / '  
- - c  - ( a+~)~  

(c~--(~, + c)) + q , -  c) 
(~.<c +~>) + (c--,~) 
( c - - ( ~ + ~ ) )  + (~ - -~ )  

met  sind liberall, wie schon in (9) und (10), die beiden: F o m ~  
neben einander gostellt, welche dutch Yertauschung d~r beiden.Dperatioh~ 
-4- aus einander hervorgehen, und hiermit i ig~.immer ~ine ~-~au~s~h~ 
eines eberen .Accentes mi~ dem en~sprechende n unteren Index ver~unden; 
die Doppeldefinitionen (14) beruhen auf dem oben hervorgehobeaen Modul, 

W.ir haben: pun ~.u zeigen, dass der Complex ~)-dieser 28 Mod .a!n 
wirklich oine Dua]g-~uppe ist~ dabs aJso, were1 m~ u irgend zwei dioser 
Modnln bedeUten, auch dio beiden Moduln-m ~_ it: in ~) enthalton sind. 
Zufolge (4~ brauchen wit nut solche Pt~'e zu be~rachten, die aus zwei 
verschiedei~n*) Modnln m, n bestsehen, trod deren Anzahl ---1~:. ~7 ~-378 
ist.- Es  ist  zweclcmKssig, zuni ic~  dieje~igen 261 Paare a u s z u s ~ . i n  
wolchen clef eine Modul, z. B. m dumb.den .anderen n thei!bar / ist, .so 
class m + . n  ~ n, i n -  n - - -m  wird, was wir wieder durch ..m > n ode r 
n.<.m bezeic!men_ Des Raumes wegon begniigen wit uns,-yon. .... diesen 
26i Theilbarkeiten n.ur die 48 urs2r//ngl/chen~ d. h. diejenigen au_fzusc.hreibelb: 

*) Weif~r uiit&a wird dutch ein Beispiel bowiesen, dass die 28 Moduln wirldich 
altb v0n ~in~fid~r:Vorschleden sein-kdnnen, mad der K/irze halber nennen w~r:rae~ttfib~I~ ~ 
~ i ~ . . ~ l ~  Cb~ia!~ " sio z. B. in dem FaUe , ~ b ~ c allo ~ tt 8ia~'~ 
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aus welchen die iibrigen 213 nach dem obigen Satze III in w 1 sich ab- 
leiden lassen: 

(15) 

(i6) 

(17) 

(18) 

ill u Pit b ' " '<~  , 5  ,c  ; b~>%,  

[a"< 5', c" ; ~ > 5~, 
C", ; 5~ ~ C~, ib"'< a" 

~ c " ' <  " 5" a , 3 c~ ~a~ ,  

a" < b', a' ; % > 51, 
b;' < b, ~' ; 5, > b~, 
C" < b~ C ( ; C~ > bX, 

i b' ,<%, bo, Co ; b ~ > % ,  
a' < a ,  % ; ai>a, 
b" < 5 , 5 o  ; 
C' ~ C ~ C O 

q 

50, % Co I 

51 ~ ~)' ~0 [ " 
C~ ~ ' C ,  C o 

t 

Die Theflharkeiten (15) folgen unmittelbar aus der Vergleichung yon 
(9) ~i~ (11), ebenso ergiebt sich (16) aus (11) und (12). Von den Theft- 
barkeiten (17) folgen die auf b' mid 51 bez~iglichen aus dem Vergleich 
yon (10) mit (12), die fibrigen aus (12) und (13) nach dem Satze VI 
in w 1, Von den Theilbarkeibn (18) fliessen die auf a, ]5, r beziighchen 
unmitblbar aus (13); da ferner % == a ' - -  (b-~c) -~- a~ -~- (5--c) ist, so 
folg~ z.B. a '<%<:ax;  da endhch b ' ~ a " - - ( b - ~ - c ) u n d  bl~--a~ ~-(5--c),  
zufolge (17) abet auch a " ~  a' und a~:>al is~, so ergiebt sich b'<= %<51, 
womit (18) vollstgndig bewiesen is~. 
!~ :Fiig~ man zu diesen ursprfingHchen Theflbarkei~en noch diejenigen 

~:~h~il, welche aus ilmen nach Satz HI in w 1 ableitbar sind, und bezeichnet 
iii'an., . mi~ . .~ (m) ..die A~ahl aller so erhaltenen Theiler n yon m, welche 
vo~-.m Ufi'd yon emander verschleden sind, so  ergieb~ sich successive 

1, 3, 7 

rechne~ man.noch:~li6 enbprechenden A-zahlen ffir die mit b, c bezeich- 
~f~en:]~0dn]~': ~ . u , .  s~o:wird die Stunme aller cp (m) - -  261, und dies ist 
gl~6' die ~ a M =  allel: ~uf diesem Wege gewonnenen Theflbarkei~en m >~:  
Dass:Mermi~ auch: d/e Theitbarkeiten innerhalb der allgemeinen Gruppe 
~i~c]~Sp'~ s~d i erg%b~: sictt Zugleich aus dem F01genden. 

Wir. wenden auS jetzt  zu den i~brigen Paaren m, .n ,  um die enb 
svrechenden .Moidn~n=..~.m' .~. n, .~ugeben i des-Raumos mid des leichbren 
Ueberbli.cks wegen.b, eg~gen.wir.;.u:ns, _nux._:29 solche Paara zu be~rachten~ 
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a/m denen die fibrigen durch Vertsusohungen yon a, I~, c hervorgehen; 
unter dioson 29 dualistischen Formelpsaren Bind 19 Repr~entanten yon 
je ~, und 10 Repr~isent~nten yon je 6 Formelpaaren, woraus sich ihrs 
~esnmmt~nzahl -~- 3.19 -[- 6. I0 ~-- 117 ergiebk 

09) 

I I I I  

a -{- a"' ~ b,,,,, .--as_ b, 1 a' ~a'"--b , a~ %~b~ 
g/V? 

a" +a'"~b , ~--%~b~ 
lIP# 

b " ' +  a ' " - -  b , t~. % : b, 

b W  -{- c' a'" ~ c~-- 
-+- c' - - a " ' ,  l~a-- G ---- 

b - k - c " = a " ' ,  ~ - - c ~ - - -  
b' -{- c" ~ a",  ~ - -  c~ ~ as] 
b" -{- c" = a ' " ,  ~ - - q = a ~  

(21) 

a -{-b' ~a", a --b~---~ 

(25) 
(..s6,). 

al + ~I "- b' , 

~o -{- ~i ~ b' , 

% "l-~o --b' , 

a -k-o.,=a', 

a 

a +bl--a', 

a +ao--a', 

l i  as %' § b, 
"k- bl ao , 

{ o~ +o, ~ bl , 

a~ ' 

a ~"~'-ax 

a ,. b '  = = ~  

a --a o --ax 

a ' FO " -~-  

a"--b' -----%J 

a " - - F a " = b "  ' 

I f " : - - -  C ' "  ---- O( ' .  . 
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Der Beweis dieser 29 Doppels~tze, welche hier in ach~ Gruppen (19) 
his (26) gethei!~ sind, ist nun keineswegs so mtihselig, wie man auf den 
ers~en Blick befiirch~en kSnn~e. Zun~hs~ ergieb~ sich aus dem dualistischen 
Charskter der Grundgesetze (1), (2), (3) und des specifischen Modul- 
gesetzes VIII oder (8), sowie aus der entsprechenden Bezeichnung dutch 
obere kccen~e und untere Indices in den Definitionen (9) bis (14), class 
yon jedem Doppelsatze nut der erste, auf die Operation -~- beziigliche 
Theft bewiesen zu werden braucht, weft hieraus durch g~inzliche Ver- 
tauschung yon -~- mit - -  der zweite Theft yon selbst hervorgeht. Sodann 
tiberzeug~" man sich leicht, dass yon den in einer Gruppe verei~nigten 
S~tzen immer nut der erste m -~-~ 1t -~- p besonders zu beweisen ist, weft die 

' n '  iibrigen die gemeinsame Form m'~  t- 11'-~-p haben, wo m, zufolge der 
schon bewiesenen Theilbarkeiten (15) bis (18) den Bedingungen m > m' > p~ 
11> 1t'> p gentigen, woraus nach den Si~tzen V und ]II in w 1 wirk!ich 
m'-~-11'~ p folgt. Hiernach erledigt sich unser Beweis dutch die folgen- 
den Betrschtungen.. 

Der erste Satz in der Gruppe (199 folg~ unmittelbar aus den Deft- 
nitionen (9 ~) und (119 yon b"' und a'". 

Die ersten Siitze in den fiizLf Gruppen (209, (23~), (24'), (259, (26') 
erscheinen nut als Wiederholungen der Definitione n (11'), (133, (14"), 
(10"), (12'~), wenn man die Definitionen (11'9, (13"), (12") besch~et. 

S~ii~zt man sich hiersuf, so ergeben sich endlich such die ersten 
S~itze in den beiden Gruppen (21'), (22') auf fotgende Weise aus dem 
unter der Voraussetzung b < m gel~enden Modulgesetze VIII 

(~--  b) + m = (~ + m) - -  b. 
, t ' !  

Setz~ man niimlieh p --- I), b ----- c -~- ~ ~-- ~ , m ~ a, so is~ die Voraus- 
setzung b < m erffillt, und zufolge der schon bewiesenen S~tze (23'9, (26 'p) 
wird p m b ----- b ~ ~ '"~- 151, also ( p ~ b )  -]- n1 - -  I~1- ~- a, ferner p -~- m 

~ + a  r , ( ~ §  c ' " - - ~ " ' =  " - -  ~ "' ----- a ,  wodurch (219 bewiesen 
ist. Setzt man abet p a, ~ = ~ - c  . , m ~  ( r  
so is~ zufolge IV in:~w die Vorausse~zung b ~ m erf~ll~, und zufolge d~. 
schon bewiesenen' ~'."tze (23"), (219, (25' 9 wird: p ---? b ~ a - -  a"' -~-~,  
also ( ~ - - b )  + m ~ +~ ~ .  fe~er ~ + m = ~ ~ = a', (~ + m) - -  b 
~ - - a " ~  a" '~--b,  wodurch such (22") bewiesen ist. 

Hiermit ist der :vollstiindige Beweis erbracli.~, :claSs je zwei Moduln 
m, 11 unseres Systems ~) ~mmer zwei in demselbe~i' iSysteme enthalte~e 
Moduhi m-~-n erzeugen; mithin bilden diese 28 Moduln wirklich eine Dued- 
grulx2e ~. Die ~esammtheit aller Erzeugnisse ~t Q- n is.~ in der beigefiigten 
Tabell;e (S. 380, 3$~):~(largestellL zu deren Erliiuterung ich nur Folgendes 
bemerke. Je nachdem: alas Kreuzungsfeld der Zeile.:m mit der Spalte 1t 
in die rechte obere"ode~' in--4ib:~e ml~ere H~tfte fs en~h~il~ dasselb0 
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den Modul m + n oder den Modul m - - n ,  und um die Trennung 
zwischen diesen beidon Hglf~en fiir das huge recht deutlich zu maehen, 
sind die den FgUen 1I t - -n  ~---m-Jr-It entsprechenden Diagonalfelder leer 
gelassen; die dutch st;4rkere Linien bewirkte Theilung der Tabelh in 
Rech~ecke yon verschiedener GrGsse entsprich~ der spgter (in w 5) zu be- 
trrachtenden Eintheflung aller 28 Moduln in noun verschiedene Slufen. 

Aber nun kGnnte die Frage aufgeworfen werden, ob nicht in der 
Natur der l~oduln gewisse, bis jetzt verborgen gebliebene Eigenschaften 
liegen, vermbge deren einige, gusserlich zwar vorsehioden gebildete Moduln 
dieser Gruppo ~ doch immer mit einander identiseh sein miissen. Dass 
diese Frage zu verne/nen ist, dass also diese 28 Moduln im Allgomeinen 
wirk!ich yon einander verschieden sind, ergiebt sich aus dem folgenden 
.Beispid yon zweigliedrigen Moduln (D. w 168, S. 494). Es seien a, b, e, d 
vier natiirlicho Zahlon, alle > 1 und so beschaffen, class jo zwei der drei 
Zahlen a, b, c relative Primzahlen sind, und dass d relative Primzahl zu 
dem Product~ ( b - - c ) ( c - - a ) ( a - - b )  ist (die ldeinst~en Zahlen dieser Axe 
sind a-----2, b ~--3, c-----d-----5); bedeutot ferner ~ eine irrationale Zahl, 
und setzt man 

a -~ [ad,  1 + bc,~], 

so wird: 

~ [bd, 1 -[-- cao] ,  c ~ [cd, 1 n t- aba~], 

b""----- [1, o] ,  

b' ~ [1, abc~],  

a'" - -  [1, a ~ ] ,  

a" ---- [1, bc~], 

a" ------ [d, 1 -.[- bc~], 

% ~ [d, a-]-abcm], 

b, --- abed[ l ,  ~], 

b 1 =~ ~[1, abe~],  

a, - boa[l, ao] ,  

a~ --- ad [1 ,  bern], 

r ------ a[d, 1 nt-bcm], 

so wird 

p + q = [d, 4 + d.O], ~ - -  q ---- Era, .,i + m~o,], 

wo die sechs Zahlen d, dl, d~, m, ml,  m2, yon denen man d, d~ m.i. %. 
positiv wiilflen kann, .dutch folgende Regeln bes~immt; werden: 

woraus die fibrigen 14 Me&d- dutch Ver~ausohungen yon a, b, c horvor- 
gehen. Der allgemeine 8atz, aus wolchem diese Bestimmungon folgen, 
und auf den ich bei einer anderen Oolegenheit zurfickkommen werde, 
lautet: Sind p ,  Pl, P~, q, q~, qt seehs (gauze odor gebrocheno) rationale 
Zahlen~ yon denen wit iv, ivj, ~, ~ als positiv voraussotzen woUen, und 
setzt man 
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Tabelle der gr~ssten gemeinsamen Theiler (-~-) und der 
yon 28 Moduln, welche dutch drei 

b .... b .... b .... b""'b""b .... b .... b .... b .... b .... b .... b .... :b .... b .... 
I II I 

a"" a"" b .... b .... b .... a"'!a"" a "  b .... a'" a"" b .... a"" a"' 
, r .  

, | ,  | 

e"" c'" b'" a'" c"" c"" b .... c"' e"' e'" b .... I c'" c'" b .... 
I pr 

a" a" b' a" a" c'" 5'" a" a" c"" b'" a" c'" b"' 
I H " 

5" 5" ib" b' ~" b' a'" b" c'" ~'" a'" c'" b" a"' 
i I L ~  

c" c" ic" c". b' b" b' c" b'" c(" c" ~"' a'" c" 
i 

I Pf i 

b' b' b' b' b' b' b' Ib" a'" b" c" a" 5"' c" 
I I I  I 

a' a' :ao a' a' a" % :% ao c"" b"" a" c'" b'" 

' ~' ' b' ~" a"" c"" ~" ex"' b' ~' b" b o b o ~o. ibo bl 
I 

c', c' c' c' co !co co c' Co bx bx ~"" a ' "  c' 
I II I 

i 

a ja a,. a a a a~. a~ ~. a a~ a~ c"' 5"' 
[ l i -  

b '16 ih bz h b~ 5 ~I 5~ ~j b l~m cs a"'  

c c c c q q q c q c~ ct c 5s  as 

,ao ao lao ao ao ao ao ao ao ao bx bx ax b2 ,s 
' , ,  , ge 

:!~o bo bo bo ho bo ~o bo bo bl bo bx a~ 5~ r 
: :  I 

C o ,c o C o C o C o C o C o co C o b 1 b 1 c o a s bj r 

Ib b ~1 ~1 bl 11 i l  bl bl ~1 bx bx bx bl a~ 5 2 % 

H l 

h~. h x ]h~ =h~ h~ ]h x h~. ~. I~ 1 h~ ]h 1 ~ C s D 1 a s 

c~ Ic~ ~_ q r q c~ c~ q 'q q ~. bs as q 
l 

a~ 'h  a~ h q a~ a~ a~ as ia~ a~ as a~ c~. 5 s 
: :n 

!~ : I  .~ 

a~ a~ ~ a~ a~ a 8 % as as a~ a s i a~ b~ a s as.  

:~, :'SS "bs i hs b, ~s 5s ~s 5s hs" 5s ~, 5s b, ~. 

cs cs cs :c~ cs cs cs c~ cs cs cs cs cs cs :b, 
; ;1 l 

b,' b, b, b, b, b, b, b, b, b, b, b, b, b, b, 
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kleinsten gemeinsamen Vielfachen (--) in der Dualgruppe 

beliebige Moduln a, b, c erzeug~ wird. 

b .... b .... b .... b .... b .... b .... b .... b .... b .... b .... b .... b .... b .... !b .... b .... 
i I I i f  t i i �9 i t l  a,,, a,,, a,,, a,,, a,,, a,,, a,, a,,, a-, a,,, a,,, a,,, a,,, I ' : a ' "  a " "  

5'" b'" b"" b"' b"" b"" b"' b'" b"" b"' b'" b"' b"' b'" G'" 
, . J . .  L. 

c'" c"" c"" c'" c'" c"' c"" c"" c"' c"" c'" c"" c"" c"" c'" 
{ ~ # $  I I l l  i I i �9 I t  

la" c(" a" a" a" a'" a" a" !a" a" a'" (X'" e" 'e"  

b" h" ;5" 5"' ]G" [b" b" b" b" b" b" b" b'" b "  b" 

c'" c" Ic" c" c'" c" c" c" c" c" c" c" c" c "  c" 

b' b' ib' b' b' b' b' b' b' b' b' b'  b' b' b' 
t i 

a' a" a"  a" a" o.'" a'" a' a" a" a' a '  a" o.' o." 
l t 1 I l I I ~ I I  

6"' G' 5" D' [(" ]b' ,h'" h" D' 1G" b' b' b" b" b" 
, , , i . . . ~ . - 

i 

e'" e" c'. c" c'" .'c'" c' c" c" c' c' c' c" c" ,c~' 
" ' ' J a , ,  ' ' , la, a '  

a '  0." a "  a '  a ft." a i O. , a  a a 
/ 

b b" b' z , ,  !z:, ib ' b z, 

C" . . . . .  '~ . . . .  c" c" c' ic" c '' c' c' r [r C r r C C 
i s [ i �9 i 

b" b" % % b' b' a~ % % ~ % % a o % 
i i i ! i �9 | r 

b~ b" ~o ,b' bo !b" I~~ ~o ,bo 50 .bo,,_~o,,,,bo,,bo 

b~ bz Co b' b' :co :co e. Co % co co co co 
I l i l  I i r" s .  i l  I l 

bl b~ b~ a~ LS~ co bs [hi bs bz b, b~ bz ibz 
I H l ] i I g : [ ~1 

. � 9  i i l s r �9 i i~ , L  . ~  

b, bl ~b, b, % b" Go bl bo 51 5o I~I !bz. 5z 
] i i i �9 i : - . . ~ a  

% c2 its h 5s as Co co ~z cz h c o  c~ 
I I [ i l I I I I I I [ ]  

i , ,  ~ , i �9 r - -  

% c~ r~ !q bs Io~ g ~s ~ ct ct b~ c~ ct 

' 'b~ . . . .  
~s H s H s b e b~ l]~s ]~s bQ h s at )~s ~s 

i ] l I I  ~ I | I I I  

b, b, =b, b, b, ib, b, b,; b, b, b, lb, b, b, 

~o co b~ ol 5z (!. at bs ~ % Is ca b, 
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und 

W O  

[4]  - [p,, q~], [~4]  - -  [~r~, ~oq~, q ~ ,  qq~, p , q , - -  q~p~], 

v, ~' - -  (rood. d) 

i.], 

m ~- m~ ~ Ap~, 

d ~  mm~ ~ pp~ qq~, 

--~ m~ : :  Bq~ (rood. m), 

.~ = @ ,  q) ----- qq' ~ '  B----  (q, ~) PP' ~ '  ivp~ ~ 

Den Beweis dieses Satzes tm~erdrficke ich der Kiir~e h~lber, and ebenso 
iiberlasse ich es dem Leser, die Verschiedenheit der obigen 28 Modula 
zu bestiitigen, wobei es offenbax nut daxauf ankommt zu zeigen, dass in 
den Theilbarkeiten (15) his (18) nirgends eine Identit~it auftritt, dass sic 
also echte Theilbarkeiten sind (D. w 169, S. 496). 

w  

Das Symbol (m, . )  in der Dualgruppe ~.  

Is~ die Anzahl der nach dem Modul n incongraenten Zablen des 
Moduls m endlich, so wird sie durch das Symbol (m, n) bezeichne~, 
wiihrend im entgegengesetz~en Falle (m, n)-----0 gesetzt wixd (D. w 171, 
S. 509--510). Zufolge dieser Bedeuttmg des Symbols gelten f'tix je zwei 
Moduln m, n zuniichst die beiden Siitze 

(27) (m, n) - -  (m -]- n, n), 
(~8) (~, .) = (~ ,  m - - . ) ,  

die wit jetzt auf unsere, dutch drei beliebige Modn[n a, 1~, r erzeugte 
Dualgrappe ~ a~wenden wollen. Hierbei w~ihlen wit far m, n immer 
das /et~te Modulpaar, welches in den S~itzen (19) his (26) des w 2 auf- 
tritt. Aaf diese Weise ergiebt sich aus (19) und (26), wenn man a, b, c 
zweclrmiissig vertauscht, 

~b"" a") = @", a"') - -  (~", c"), 

(~ ,  5: ) = (Q~, ~ ) = (ca, b~), 
hier~ a~ 0 0 )  und (25) 

(b'. r - -  (Q'. r - 0", b'), 

( ~ , ' b ~ ) -  ( ~ ,  ~ )  = (b;, ~ ) ,  
~ i e ~  ~ s  @1) ~ a  (2~) ~ 

(~';, b ' ) -  (a', b') - -  (Q', ~), 
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endlich aus (23) 
(a', ~) - -  (a ,  %) = (a ,  ~) ,  

(%, ~)  = (do, ~ ) = (a', a ). 
Wende~ man auf diese Kedge yon Gleichungen alle Vertauschungen yon 
a, b, c an, so ergiebt sieh, dass man seehs Zahlen a, b, c, aa, b~, c~ 
in folgendor Weise durch je sechs Gleichungen definiren kann: 

a '==  (b'"', ct'") ~-- (5'", c") = ( (" ,  5") = (ct", b') - -  (a', %) -~- (a, a,) 

(29) b' = (b'"', 5"') = (c";  a") = (a", c") = (b'; b') = (5', 50) ----- (5, b~) , 

e ' -  (b'"', c'") = (a", 5") = (5"', a") = (c", ~ ' ) - -  (c ,  Co) = (c, ~ )  

{ aa'-(c~, b~) --  ( , ,  Sa) = (5~, %) = (bt, , )  =--- (%, a~) ~- (a', a) } 
(~o) ~,~ - -  (5~, b,) - -  ( ~ ,  c~) = ( ~ ,  %) ----- (b~, 5,.) = (50, 5~) = (5', ~) �9 

~, - (~ ,  ~,) = (5~, ~ )  = ( ~ ,  5~) = (b,, ~ )  = (Co, q )  = (c', c) 

In g~-? ~ e h e r  Wei~e ~o~gt ~-~ (2~) ~nd (~4) 
(a", ~') - -  (b', ~') = (b', %), 
(~, % ) =  (a,, b ~ ) =  (%, b,), 

und aus (22) 
(b', %) ---- (~o, %) ---- (~o, b~), 

(ao, ~)1) - ' -  (ai), ~o) --" (b t ,  ~o), 

und wenn man in diesen Gleichungen alle Vertauschungen yon a, 5, c 
vornimmt, so ergiebt sich, dass man eine siebente Zahl d definiren k a - -  
durch die zwSlf Gleichungen 

[ d--(a', a') = (5", ~ ' ) =  (c', c') = (b', %) = (b', 50) -~-(b', Co) '[. 
(31) 

- -  (al, ~ )  - -  (51, 5~) - (cl, ~)  - -  (%, b~) ---- (5o, b~) ----- (Co, b~) ! 

O~onb~r o n ~ l t e n  aio a l ~ i ~ h ~ g ~ -  (29),  (30),  (31) ~,Ue ~ j o ~ i g o ~  4S 
Symbole (m, n),  in welchen die Moduln m, n eine der 48 in (15) his 
(18) aufgostellton ursFriinglichen Theilbarkeit~en In < It darbieton. 

Die siimmtlichen in .unseror Dualgrui~pe 5D'auftretenden Symbolo 
(m, n), doren hn~.ahl ~--- 28 . 28 ----- 784 is.t; zorfallen nun in droi C!asson, 
je nachdem die Thoilbarkeit m > 1t oder lit < n odor keino solche Thoflbar- 
l~eit besteht. Aus tier Definition des Symbols folgt unmi-ttelbar (D. S. 510), 
dass allo 289 Symbole dor orston Classo, zu denon wit aueh die 28 Symbolo 
(m, 11t) reehnon~ ---~ 1 sind*). Die 234 Symbole der dritten Classe lassen 

*) Sh~ltzt man sich nicht auf die Definition des Symbols, sondern nut auf die 
beiden S~.tze (27), .(28), so ergiebt sich zwar~ d~ss alle Symbole der ersten Ola~se 
denselben Worth haben; dass abet dieser Worth ~ 1 ist, folgt erst aus dem drs 
Sat'ze (3~), wenn man ausserdem noch die Yor&ussetzung hinzuffig~, dass daslSy~, bg, ! 
(a, i) i. nicht f ~  alle Modulpaare a, b verschwlnde~. Aehnliches gilt ffir das inden  
OStfinger Nachrichten (1895. Heft 2) erkl~rte •odulsymbol (a; b ) . -  Vergl. ~ ~:~dos: 
gegenwltrtigen Aufsatzes. 
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sich vermSge der Siitze (27), (28) auf zwei Arten dutch Symbole der 
zwei~en Classe ausdriicken. Unter den 261 Symbolen dieser zweiten Chase 
befinden sich zun~ichst die 48 Symbole (29), (30), (31), deren Werthe 
wit dutch die sieben Zahlen d, a', b', c', al, bl, c 1 bezeicl~ne~ haben, trod 
die iibrigen 213 Symbole, in welchen die Theilbarkeit m ~  keine ursprfing- 
liche, sondera eine abgeleiLete is~, lassen sich als Producte dieser Zahlen 
durstellen; hierzu reichen abet die beiden Siitze (27), (28) nicht aus, 
sondern dies geht aus einem dritten Satze (D. S. 510) hervor, welcher 
darin besteh~, d~ss aus p < q < ~: stets 

(32) (p, ~) = (p, q) (q, ~) 
fol~. 

Wit begnfigen uns, das hiernach e~nzuschlagende Verfahren an den- 
jenigen Symbolen (~, r 0 der driven Classe durchzuf~ihren~ in denen m, 
mi~ zwei der drei Moduln % b, c iibereinsfimmen. Aus (27) und (11') 
folg~ z u n ~ s t  

(~, r = (~'", c); 
nach (16'), (17'), (18") ist abet 

a'" ~ C" ~ C I ' <  C, 

mithin ergiebt sich dureh zweimalige Anwendung yon (32) 

(~, c) = (a", c") ((', c') (c, c); 
vert~uscht man hierin a, b, c mit einander und driickt man die Factoren 
reeh~er Hand dutch die kiirzeren Zeichen in (29), (30), (31) aus, so 
erhiil~ man 

(33) 
(5, c) ----- b'dc~, 
(~,O-----c'd~l, 
(a, I)) = a 'dbl ,  

.(C, l~) - -  c" db  1 

(a, c) ---- a ' d c  1 

(~), cO ~-'.b" dal  

Zu ~sdben Resulf~e gelangt man aber auch, wenn man den Satz 
(28) s~ (27)' I a~wenc[et; man erhRlt zun~hs~ (l}, c) ~- (b, Qs), und de~- 

(~, c) = (~,, ~ )  (~,  ~)  (~ ,  ~ ) ,  

was. mit (33') idenfisch ist. Auch in allen anderen Beispielen wfirde, sieh 
zeigen~, dass die versehiedenen Wege, welche man zur DarsteUung eiae~ 
Symbols (m~ .n) dutch die sieben Zahlen d, a', b', 4, ai, bl, c I ei~.qchlagen 
kann, immer zu ident'mchen Resultaten ffihren, dassalso keine Relationen' 
zwischen diesen Zah!ei bestehen i dochwoUen wir anf den. Beweis di'eser. 
Behauptung hier nlch~:d~ngehen. 
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(34) 

Aus den Darstellungen (33), welehen man auch die Form 

(~, c) = (~, ~'") (c", c), (~, ~) --- (c, c'") (~', ~) 
(c, .)  = (c, c'") ( . ' .  ~), (a, c) = (,~, ,'") (c", ~) 
( . ,  ~) = (a, r (~'. ~,), (~, a) = @, ~'") (r a) 

odor die Form 

@5) 
I (~, c) = (~, ~)  (c~, c), 
' (c, a) = (c, ~)  (a~, ~), 
I (~, ~) = :  @, a,) (~, ~), 

geben kann, fliesst auch der Satz 

(~, ~) - (~, ~) (a~, ~) 

@6) @, c) (c, Q) (~, b) - (c, ~) (., c) @, .),  
welchen ich zuerst in der zweiten Auflage yon Dirichle~'s Vorlesungen 
fiber Zahlentheorie erw~ihnt babe (Anmerkung auf S. 490). Daselbst 
finder sich auch (in etwas abweichender Ausdrucksweise) die folgende 
Bemerlmug. Nennt man zwei Moduln a, b verwandt, worm ({I, ~) lind 
(b, n) yon Null verschieden sind (im Sinne yon D. w 171, S. 509), so 
sind je zwei m i t a  verwandte Moduln b, c auch mit einander verwandt. 
Dies ergiebt sich unmittelbar daraus, dass allo Factoren, weleho in de~ 
vors~ehenden husdriickon (33) odor (34) odor (35) yon (b, r und (c, b) 
auf~reten, auch Factoren yon mindestons einem dor vier Symbole (a, b)r 
(l~, a), (a, c), (c, a) sind. Man kaun daher alle Moduln in ~'a~n~//en oin- 
theilen, indem man je zwei Moduln in dieselbe odor in Vorsehiedene 
Famflien aufn[mmt, je naehdem sio mig eina~ader verwandg sidd odor 
niche; jede Familie ist dutch jeden in ihr enghalgenen Modul als ReprKsen- 
tauten vollsg~ndig bestimmt. 

~4 .  

Idealgruppen. 

In w 2 ist gezeigt, dass die ~8 Moduln, aus denen unsere Dual- 
gruppe ~ bes~eht, im Allgemeinen yon einander versehieden sind; ~rir 
wo]len jetzt einen besonders bemerkonswerthen Fall ani~ren,  in welchem 
die Anzahl der versehiedenen Modulu erheblieh geringer ist. Dies ~ritt 
immer d~un. ein, wenn die ~ei  erzeugenden Modu]n a / b ,  c und folgiiCh 
auch die ilbrigon Moduln der Gruppe ~) fdeale (oder auch Idealbrffr "~ 
eines endliehen KGrpers Q sind, weft d~un sehr einfache Beziehungen 
zwischen den beiden dutch -Jr- bezeichneten Operationen und der ~ 
p//cat/on der Moduln bestehen (D. w 178); aHe Moduln der Gruppo~i 

. ~  ~ , ~ " , . .  

denen hGchstens 18 verschieden sein konnen, lassen slob, wle man~i~Y~ 
Mathematiscbr A~ualen. LZII. ~5 
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finder, in folgender Weise durch b"" und sechs vpllst~udig bestimmte 
Ideale p'~ q', r'~ p~, q~, r~ ausdr~cken: 

a~---q~:p~b , b ~  ' ' '"' ~-- ' ' '"' r p q~b , r p'q'r~b"" 

a'" --- p'~""., b"' -~--qb , '  "" c"' --- r 'b"" 

a" ~ a' --- q'r 'b'" ' ,  b " ~  b' ~- r 'p 'b"",  c" ~ c" ~ p'q'b'" '  

(37) b' - -  ao ~ bo - -  Co ~--- b~ ~ p 'q ' r 'b '" '  ; 

b~ ~ p~ qlh bl 

jedes der drei Paare yon Producten 

q'r~ mid r'q~, r'p~ und p ' r l ,  .p'q~ und q'p~ 

bes~eht aus zw~ r:ela~iven Primidealen, trod wenn ~ die Norm im K~rper 
t~eele'~tot, so~gehe/~ die Oleichangen (29), (30), (31) in 

{a' ~'----- c' ~v(~')} - ~(~,), ~(q'), _ 

d-----1 
fiber. 

W i t  
a II �9 ~-a~ 

wollen die drei in diesem FaDe auftretenden Specialgesetze*) 
b' bl d .h .  die Gesetze a~ ~ al, ~- , 

(39) (c+~)- - (a+~)- - -a+(~  c), ( c - -a)+(a-~) - - -a - (b+c) :  
(,~0) (~ § c) - -  (c + a) - -  (a + ~) - -  (b c) + ( c -  a) + ( a - -~ )  

n ' 6 ~ h : ' ~ s  n~I~er be~achten und beweisen, class,, worm in irgend einer 
Dualgruppe ~ ausser den (}rundgesetzen (1), (2), ( 3 ) n o c h  eins dieser 
Specialgesetze allgemein gilt, gewiss auch das Modulgesetz VIII  and die 
beiden a~deren Gesetze gelten. In der That folgt VIII  (anter der Vorans- 
sotzung b < m) aus (39') oder (39 '~) oder (40), wenn man a, 5, c resp. 
d a r c h  mS b~ p odQr b, m, p oder p, b,. m ersetzt; mithin gelt~n . i n ~  

~ ~.' ... ~. ~: . . . . .  ~cu ~uo S~t~o ~ ~ (~6). N,~,~t man ~ an, ~ g~l~ d~s ~r~e 
~i �9 . ' " ' .  "~ ,..~.v:.t~ .:~'ff3/ ,, , " ' ' : .~ : .  �9 ecaaI ese~z a ~--~a, al~o auch t} ~---b, so fol daraus das. zwelte 
" , ' 3  _ �9 . . . .  , / " ~  �9 ' . .  �9 , . . '  �9 ~ , , , ,  �9 ~, �9 / ,  

~ - - r  and ~ ~ t t e  b~ ~ b, weft zufolge (21 ~, ( 3 ), (22~,  (25:~ 
"~"~* . -- ~ - t' �9 *~ II t " �9 t I! tt �9 

f01~  nmgeketa't das erste Gesetz aus dem zwe~ten, weft a - - - a  "+"~1~ 

�9 )"Sie  : ~ t ~ i ~ 6 B ~ n  gewisser Weise 6era Operati'onsge~"e{, .das in S c h r 6  d o t ' s  
.dlge~ca d ~  L o ~  .'(B~-'i.i,. S.: 291) sls doride/nt~schs-Oa~cu~ bez'eichne~ wlxd', : : im 
Oegensatze .zu dem ~ q ~  .:Ga~ul~ dora: u~ere-~.al lgemeinen.  D u a t g r u p p o n - e ~ t -  
sprechen, 
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a' ----- a --~ b~, und aus dem dritten, well a" -- a -]- b', a' -- a + b~ ist. 
Hiermit ist unsere Behauptung offenbar erwiesen, und wir k6nnen jedes 
der drei iiquivalenten Gesetze (39), (40) als das Idealgesetz bezeichnen; 
jede Dualgruppe ~ yore Idealtypus ist auch eine Gruppe yore Modultypus, 
w~ihrend umgekehrt, wie aus dem Beispiele der zweigliedrigen Moduln 
in w 2 erheUt, durchaus nicht jede Gruppe yore" Modultypus auch den 
Idealtypus besitzt. 

{}5. 

Das Ket t engese tz  in d e r - D u a l g r u p p e  ~.  

Die nun folgenden Betrachtungen sind dazu best~mmt, des Wesen 
des Modulgesetzes VIII noch tiefer zu ergr~den und dessen Folgen fttr 
alle Dualgruppen ~ yore Modultypus zu entwickela, dutch welche dieso 
sieh unter den aUgemeinen Dual~uppen (~ auszeichnen. Hierzu fii]aren 
wit die folgenden, ftir jede Dualgruppe (~ gtiltigen Benennungen ein. 
Ein Element b soll in • ein ngchster Theiler*) des Elementes m heissen, 
wenn erstens b < m, zweitens b verschieden yon m, also ein echter Theiler 
yon m i s t ,  und wenn es drittens in dieser Gruppe @ ausser b und m 
kein Element giebt, das ein Theiler yon m und zugleich ein Vielfaches 
yon b ist; zugleich soll m ein n~ichstes Vielfaches yon b in @ heissen. 
Nach dieser Erkl~irung ist es also, wie wit hervorheben miissen, sehr 
wohl miiglich, dass ein Element b, welches in (~ ein ni~chster Theiler 
des Elementes m ist, in einer griisseren Dualgruppe ~,  welche susseir 
den Elemen~en yon (~ noch andere Elemente enthiil~, zwar immer ein 
echter, aber doch kein niichster Theiler yon m ist; so lange es sich abet 
n ~  um die Elemente einer ein~igen bestimmten Gruppe (~ handelt, wollen 
wit unbedenldlch den Zusatz ,,in (~" fortlassen. 

Nehmen wit als Beispiel unsere aus drei beliebigen Moduln a, b, c 
erzeugte Gruppe ~) und setzen wit voraus, "class alle 28 Moduln dieser 
Oruppe verschieden sind, so leuchtet ein, dass in den 48 Ursprilnglichen 
Theflbarkei~en (15) bi~ (18) sich. alle u n d n u r  solche Paare yon Modula~ 
b, m finden, yon denen der eine b ein n~hster  Theiler des audere~>m 
in ~ is~. Die vier Modaln b'"', b, bl, b~ bflden aber fiir sich e.ine 
Dualgruppe @, und jeder yon ihnen ist in ~, aber nicht in i~, ein 
n~ichs~er Theiler des folgenden. Ebenso bilden die vier Mod-]n b, r 
a'", as fiir sich eine Gruppe 9/, und 5, c sind in 9I, abet nicht in ~ ,  
niichs~e Vielfache yon a"' und n~ichste Theiler yon as. 

*) Vergl. D. w 171, S. 511, wo in der h,~merku[g cliese Benenn,mg f/ir..di~ 
aus allen Moduln bes%ehende Dualgruppe eingeffihrt ist. 

25* 
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Under einer ~ette der Dualgruppe @ woUen wir eine endliehe Folge 
yon mlndestens zwei Elementen in ~ verstehen~ deren jedes ein n~ichster 
Thefler des n~ichsffolgenden Elemen~es ist; diese Elemente sollen die 
Glieder der Ket~e, und das ers~e und le~zte Olied sollen resp. der Anfang 
und das ~ e  der Kette heissen; die um eins verminderte Anzahl der 
Glieder nennen wit di~ Ld~ge der Kette. Wenn zwei Ketten denselben 
Am%ug und dasselbe :Ende haben, so mSgen sie iiquivaZent heissen, and 
wenn alle Glieder einer Kette $ auch Glieder einer Kette ~ sind, so 
nennen ~ ~ eine Theilkette yon ~. 

Nebmen wir als Beispiel wieder unse~e aus 28 verschiedenen Moduln 
bestehende Gruppe ~), so leuchtet tin, dass aUe in ihr vorhandenen 
Ketten sich ebenfalls aus den Theflbarkeiten (15) bis (18) ergeben mfissen. 
Wir wollen nut sinige yon ihnen betrachten. Es giebt zwei verschiedeno 
gClUiValente Ket~en 

b"'~'"a"a'a und b'"'c'"d'a'a, 

welche v o m A ~ a n g  b"" zum Ende a fiihren, wghrend acht verschiedene 
tlqbividente K ~ e n  

b'"' b'" d' a' %, 

b " ' b "  a"b'~o ' 

b'"' c'" b" b' %, 

b "  a "  c" b'%, 

b"" c'" ~1" a' ao~ 

b'' c" ~" b" ao, 

b'"' a'"b"b'ao, 

b'"' b"' r b' % 

den .Anfang b"" und das Ende a o haben. Man ttberzeugl sich feraer 
leicht, dass jede yon b"' nach b~ fiihrende Ketie einen mad nut einen 
4or sechs Modnln a, I), c, %, ~o, co sls (}lied entha~ten muss, und sus 
de~...Symmetrie (let 0ruppe ~) folgt, dass die An zahl slier dieser ver- 
schiedenen gquivalenien Ketten ~ 3 . 2  s Jr- 3 �9 8 s ~- 204 is~; in diesen 
Keffc~/t sind a]J.e~s:,aderen sis Theilke~ten enthalten. 

:Die:wiehtigste Erscheinung in dieser Modulgruppe ~) bosteht sber 
r ,d~s je irlvei..~ivalente Xet~m such dieselbe GliederanzaTd, also 
a~ch ~esdbe ~ e  ~besitzen. Um dieses Kettengesetz in f~ thstsgchlich 
naehzuweisea~.-vm4~efl~n wir die 28 Modulu in neun verschiedenen Stufen 
S~,- wo ..n: di~. g m~ez~..g~hlen yon -- 4 his + 4 durcJaliiufi, und zwax 

begetter- ,di~Stuh: 

E-s v a'", ~", c' ,  
(41) s _ , .  ,,. a'! ,: c", 

S-1 ~,, b ~.:~, d . , .  ~'., C'@ 

$4 aus b4 ~' 

5'8 ,, as, bo., % 
] 
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Betrachte~ man nun zwei beliebige aufeinander .folgende Stufen S~-1 und 
~q~, so lehrt ein Blick auf die Theilbarkeiten (15) bis (18), dass die 
niichsten Vielfachen eines beliebigen Element.s d~r Slufe S.-x s~immflich 
in der Stufe S~ enthal&w sind, woraus yon selbst folgt, d~ss auch die 
niiehsten Theiler eines beliebigen Elementes der Stufe S. sdmmtlich der 
b~ufe S.-1 angeh6ren. Hat man sich hiervon iiberzeugt, so leuchtet die 
Wahrhei~ des obigen Kettengesetzes unmittelbar ein; denn, worm dot 
hnfang einer Kette in der Stufe S~, ihr Ende in der Stufe Sin+. liegt, 
so ist offenbar ihre Ldnge ---n. 

w 
Beziehung zwischen dem Nodul. und dem Kettengesetz. 

Dutch die Wahl der Bezeichnung in der Gruppe 2) yon 28 Moduln 
ersehein~ das eben besprochene Kettengesetz so selbstverstiindlich, dass 
man versucht sein k6nnte zu glauben, es mtisse in jeder Dualgruppe 
herrschen. Um dieser Meinumg sogleich entgegenzutreten, stellen wir 
folgenden Satz auf: 

IX. Wenn in einer Dualgruppe ~ das Modulgesetz VIII nicht alI- 
gemein gilt, so ist in ~ eine aus ftinf verschiedenen Elementen bestehende 
Dualgruppe @ enthalten, in welcJaer weder das Modulgesetz noch das 
Kettengesetz gilt. 

Beweis. Wit wollen zun~iehst den auch sonst ntitzlichen Satz be- 
weisen, dass drei Elemen~e a, b, r einer heliebigdn D.~algruppe ~), welche 
eine Theilbarkeit 

~ < c ,  b + c - - b ,  ~ - - c = c  

darbieten, im Al]gemeinen eine aus neun Elementen bestehende Dual- 
gruppe ~)' erzeugen; dieselbe enthiil~ ausser % I)~ cnoch seehs Element% 
die wit wie in (11) und (13) durch 

definiren. 
barkeiten 

e"'------ a + b, 
q = a , ,  b,, 

c' = c  + ( a - - ~ )  % - -  ~ -  (a :t- c), 

Zuniichst ergebea sich ~e fo!genden 11 u ~ s ~ l / e h e n  Theft- 

< b  1 ; c > c ' ,  

b " ' < a ,  b, ;  % > a ,  c' 

% < c '  ~ ; c'>I~,,  
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deren letzte mit dem S~gze VII in w 1 fibereinsfimm~, wenn dor~ die 
Elemenge p, b, m resp. dutch a, 5, c ersegzt werden; die iibrigen folge n 
mit Riicksicht auf b < c 11nmittelbar aus den Definitionen. Es giebg nut 
sechs Paare yon Elemen~en, welche keine Theilbarkeit darbieten; die 
beiden Paare a, c und a, 5 erzeugen dutch die Operationen -4- die oben 
defini~en Elemente 5s, 5"", c"', q; flit die fibrigen vier Paare ergiebt 
sieh ~us den Definifionen: 

(42) 
(4a) 

b + 5 ' " =  c"', c - -  q ----- 5s, 
b - -  5"'----- bt , c + q  = c ' ,  
a + c '  = b " ' ,  a - - 5 ~ = q ,  
a+5~  = Y "  c' 

trod zwar f~ die Siitze (43) aus den S~itzen (42) mR Riicksich~ auf 
' V" (. 5 2 < c ,  <51 ,  q >  

Hiermit is~ bewiesen, dass die neun Elemente 
t c'", b, Y",, b~, a, c, q, c, 58 

wirklieh eine in ~ enthaltene Dualgruppe ~ '  bilden, trod wir wollen ihre 
ConsbRUfion, weil sie fiir manehe Untersuehungen wiehtig ist, in der 
folgenden Tabelle darstellen. 

Das Durchsohni~feld der Zeile 11t und der Spalte 1t enth~ilt das Ele- 
ment m-~-n oder m::-~ �9 n~ je nachdem dieses Feld der rech~en oberen 
oder der linken u n t e r e ~ ) H ~ : - ~ r  Tabelle angehSrt; die Diagonaffelder, 
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welche den F~illen m - -  n ---~ m ~__ n entsprechen, sind zur Erleichterung 
des Ueberblicks leer gelassen. 

Wenn in der Dualgruppe ~0 das Modulgese~z VIII herrsch~, so is~ 
I~ ~ c', und die durch a, b, c erzeug~e Dualgruppe ~ '  besteht also aus 
h~chstens ach~ Elementen. Dasselbe ergiebt sich aus der Constitution 
der oben betrachte~en firul~10e ~ v(~n 28 BIoduln; denn aus der jetzigen 
k~nahme b ~ c folgen leich~ die 20 Identit~iten 

c ' - -  b ' - - - - -  % - -  Co ----- - -  

- -  1 / '  - -  b '  - -  5 ;  

b'" - -  a" ~--- a'; 

b'"' ~-- c'"; 

c = c~-~- c~ ~--- %, 

5 s  - -  

Wenn aber, wie wir im Folgenden annehmen wollen, in der Dual- 
gruppe ~ das Modulgesetz~ VIII nicht allgemein gilL, so d[irfen wit voraus- 
se~zen, die obigen drei EIemente a, b, r seien mit Beriicksichtigung der 
Bedingung b ~ c aus g~ so ausgew~hlt, dass ~ verschieden yon c', also 
~, ein echter Theiler yon c' ist. Wir  woUen nun zeigen, dass in diesem 
Falle die ffinf Elemente 

b , ~ ,  a, c, cs, 

welche zufolge der mi~tleren 25 Fehier der obigen Tabelle offenbar, flit 
sich eine Dualgruppe 0 bilden*), gewiss, yon einaud(/r verseMe.d~ sind; 

*) Denn je zwei Elemente m, rt in �9 erzeugen zw~ in .q~ e:~albene Elemonim 
m :~: u, und ausserdem golden die Grundgesetze (1), (2),, (S) ~ alle Elemente der 
Dualgruppe ~, also auch ffir alle Elemente yon O. D!eser Schluss beruh~ also auf 
der Hypothese, dass wirklich eine Dualgruppe ~ existir~, in weleher das Modulgesetz 
nich~ alIgemein gilt, und es bleibt daher immer.noch zweifelhaft, ob diese Hypothese 
unseres durchaus riehtigen Satzes IX an sich zul~ssig is t ,  weil sie vielleieht den 
O~mdgese~zen (1), (2), (8) einer jeden Dualgr.~jpe widersprechen k~nnte. Diesar 
Zweifel, welcher fiir den allgemeinen Begriff der .Dualgruppe yon Bedeutung ist, 
wi~d nut dadurch besei~igt, d~ss ffir das 8y.st~m ~, m welehem die Zeiehen :~ 
d~rch die obige Tabelle und die A nnahme d~Gese~ze (1) und (4) vollst~ndig er- 
kl~rt sind, auch die Gese~ze (2) und (3) als identisch .erffill~ nachgewiesen werdenl 
Die~ is~ in w 4 meiner in tier Einleit~ug e i ~  Sohrift (1897) wirklioh geschehen; 
in der That geh~ die erste der beiden dor~ auf S. 14 angeffihrten Dualgruppen in 
unsere Gruppe O fiber, wenn man e~, ~, ~,, 8, 8 reap. dureh c', a, .5,, 5'", q ersetzt. 
Ddr 'auf S. 17 daselbs~ gegebene Bowels bes~eh~ aber nlcht in der U~r,i~elbaren 
Verification allot Iden~it~ten (2) und (3), sondern er beruh~ auf einer allgemeia~.: 
Transformation der Grundgesetze (1)~.(2),!.~3)=~ ein~ ganz andere Gestalt, in welcher 
die Operationen -~- selbst gar. nieht me hr auft~oben. Ieh bemerke hierbei, da.'ss 
end//che Dualgruppen ~ die dortige Eig.enschaf~ VI auf S. 15 dutch die folgende ein-. 
f~chere ersetzt werden kann: Ffirje zwe~ Dingo a, ~ in ~ gieb~ es mindes~6~-:~i~. 
~ix~g ~ in ~ yon der Ar~, dass e~, ~ beide in dem Syst;em ~" en~hal~ens~i~ 
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hierbei sttitzen wir uns auf die Iden~it~iten (42), (43) and suf die schoa 
vorher aufgestellten Theflbarkeiten 

(44) 5"" < a < c8, 

(45) 5 " ' <  ~ < c' < ~+ 

and behaupten zun~hst, dass 

(46) weder 5 l < a  noah a < c '  

sein kant. Wiire n~imlich I~ t < a, so wiirae aus (43'), (42"), (43"), (42') 
? f t  

der Reihe nach 5 1 - 5  , a = % ,  c ' < a ,  c ' ~ b ' " ,  also auch 51---c' 
folgen, und zu demselben Widerspruch s i t  unserer Voraussetzung weirdo 
die Ann~hme a < c' fiihren, weft hieraus nsch (43"), (42'), (43'), (42") 
sich r " as, a ~ 5  , a<l~ t ,  5 t r ergeben wiirde. Da lamer 51<r 
ist, so folg~ aus (46) offenbar, dass keins der beiden Elements 51, r sin 
Theiler oder ein Vielfaches yon a sein ks-n, und hieraus ergiebt sich 
waiter, dass in (44) und (45) nur echte Theflbarkeiten auftreten; w~e 
ngmlich 5 ' " ~  a oder a-~-r so wiirde aus (45) entsprechend a < c' 
crier ~1 < a folgen, und w~re b"'----51 oder c ' - - - q ,  so wiirde aus (44) 
en~sprechend 5 t < a oder a < c' folgen, was Alles im Widerspruch s i t  
(46) s~eh~. Wit schliessen hieraus, dass alle ~ u f  Elemente der Dual- 
gruppe ~ wir~iich yon einander versahieden sind, weft auch jede der 
beiden An-ahmen a -  51 oder a ~ c" dutch (46) verboten ist. 

In dieser Dualgruppe (~ gilt das Modulgeset~ VIII nicht, denn sonst 
m~iss~e, wail 5~<c" ist, such ( a - - b ~ ) + c ' - - - - ( a + c ' ) -  bt sein, wiihrend 
doah aus (42) folgt, dass 

( a - - b l ) + c ' - - -  c s + c ' - - c '  und ( a + c ' ) - - ~ 1 - - - - 1 5 " - - 5  I - 5 1  
"mr. Wit behaupten endlich, dass die drei Elemente 5'", a, c 8 in (44) 
u~d ebenso clio vier Elemente b"', 5i, c, q in (45) eine Kette in @ bilden; 
w~e nKmlich b'" kein. n~/chster Theiler yon a, oder cs kein ntiehstes Viel- 
faches yon .a., so miisste mindestens eins der beiden auderen Elemente. 

c e s  ode  ein Vielf he  a +then 
zufolge (46). ,mm+glich ist;, and aus demselben ~h-tmdo folg~ offenbar,, 
dsss such die: vi~r~ Elemente+in (45) eine Katie bflden. Ds nun beide 
Ket~en densellJen 'AuTang ~ b'". und dasselbe Ende c~ abet verschiedene 

Den. hiermit bewiesenen Satz IX k~nnen wir  offenbar such so aus- 
sprechOn: 

X. Worm in: +ermer Du~dgtuppo ,~ und' i n  allen ihren Theflgruppen 
dss Kettei~ges~tz. gilL+-s~+gil~ -:~ i hr. such dsS Modulgese~. 

m e r ~  ist Fol~e~.++~ Wo]:~:,~ ~e~erken. Man k+mmte es. v~elleichk 
ftir erl+ubt ~a~ten',++C~.ie +~e~+4"P~+~i+#odieses Smes  dahin ~bzuschwiichon+: 
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class die Gfiltigkeit des Ke~tengesetzes nur flit die {}ruppe ~ selbst voraus- 
gesetzt wird; yon dieser irrigen Meinung wird man aber sogleich zuriick- 
kommen, wenn man sieh erinuert, dass die Definitionen eines niichsten 
Theilers und einer Ketge in ~) sich wesentlich auf die Be~rachtung aller 
l~]lemente yon ~0 und nut dieser Elemente sfiitzen (w 5). Man karu sich 
in  der That leicht iiberzeugen, dass das Ket~engesetz in einer Dualgruppe 

giiltig und doch in einer Theilgruppe ~ yon ~0 ungiiltig sein ka .~  
]~as einfachste Beispiel dieser Erscheinung erh~lt man, wenn man zu den 

t l f  ! 

~inflverschiedenen Elementen m ~---~ , bl, a, c, %, aus denen die eben 
be~rachte~e Dualgruppe {~ bes~eht, noch ein yon ihnen versehiedenes 
sechstes Elemen~ n h~uzufiig~ und flit dasselbe die 0pera~ionen -~- gem~iss 
(4) und (1) durch n-4-n-~-n, m ~ n = n  ~_ m, und zwar im Einzelnen 
dutch 

~ ' tp  

n-{-~"'-----~'", n-{-~-----b'", n+a-----a, .+c'-----b , n+cs----n, 

n--b"'---~n lt~bl~---C s , 

definlr~. Die genaue Priifung (vergl. die letzte Anmerkung) ergiebt danny. 
dass diese sechs Elemente wirklich eine Dualgruppe ~) bilden, und dass 
in  derselben das Kettengesetz gilt, well das einzige Paar ~iquivalenter ver- 
schiedener Ketten aus den beiden Ketten b'" a n % und 5"" 51 c' ca besteht, 
welche dieselbe L~mge 3 besitzen. - -  

Nennen wit jede Dualgruppe ~l~, in welcher das Modulgesetz VIII 
allgemein gilL, eine Modulgru.p.pe, auch wenn ihre Elements keine Moduln: 
sind, so wollen wit nun umgekehrt zeigen, dass in jeder solchen 0ru-ppe. 
auch das Kettengesetz gilt. Dies geschieht dutch die f01gende Reihe yon 
S~itzen. 

XT. Sind a, 5 zwei beliebige Elemente einer Modulgruppe ~'~, so 
besteht zwischen der Gruppe aller derjenigen Elemente 5' in ~IR, welehe 
den Be~ingungen 
(47) ~ + 5 < v  < 5  
gentigen, und der Gruppe aller derjenigen Elemente ~4 in ~f~, welche den 
Bedingungen 
(48) ~ < ol < a -  5 
gentigen, eine gegenseilige eindeutige Correspondenz, welche dureh jede 
der beiden, wechselseitig aus einander folgenden Beziehungen 

(49) ~ - - ~ -  5, 
(50) ~'ffi 5 + al 
~.usgedrfick~ wird (D. w 169, S. 499, _hnmerkung). 

Beweis .  Unsere Behauptung besteht darin, class aus (47) und.,(49~ 
s ich (48) und (50.) e rgiebt, uncl nmgekehr~. Aus (47)fol6t: zanRo~t 
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a - -  (a -J- b) < a - -  b' < a ~ b, was zufolge (3) und (49) mit (48) iiber- 
einstimmt, und da b ' ~  ~ is~, so folgt nach dora Modulgesetz VIII auch 
( a - ~  b ) m  b ' - - ( a m  ~')q_ b, was nach (47)und (49) mit (50) iiber- 
~instimmt. Umgekehr~ folg~ aus (48) und (50) zun~hst a ~- ~ ~ a~ -~ b 
< ( a -  b) ~t_ b, also (47), und da a < 01 ist, so folg~ nach dem Modul- 
gesetz aueh ( ~ -  b) -Jr- a~ --- (a, q -  h) - -  a, was zufolge (48) und (50) 
mit (49) iibereinstimmt, w. z. b. w. 

XII. Sind a, I~ Element~ einer Modulgruppe ~ ,  und ist a ~ b ein 
n~ichster Thefler yon b, so ist a ein n~iehster Theiler yon a ~ b , ' und  
umgekehrt. 

Bowels.  Ist a - ~  b ein niichster, also auch ein eohter Thefler yon 
b', dO folg~ zun~ichst, class a auch ein echter Thefler yon a ~ b ist, well 
aus a ~ - a - - b  auch a - ~ - l ~ - ~  folgen wiirde; genfig~ nun ein in 
en~haltenes Element a~ den Bedingungen (48), so geh~rt auch das ent- 
sprechende Element ~' in (50) der Gruppe ~ an,. und da zugleich (47) 
u n d  (49) gilt, so ist entweder b' ---~ a-~- l~, also a~ ~--- (a -~ ~) m a - -  a, 
o ~ b  ' - -  I~, also'0~:--- a m 5; mithin ist wirki~ch a ein niichster Thefler 
v0ir~a ~ b . .Umgekehr t ,  wenn Letzteres der Fall, also ~ auch ein echter 
Theiler yon r ~ b ist, so folg~ zun~ichst, dass a q - b  auch ein echter 
Thefler yon b ist, well aus a q- b ~ b auch a --- a - -  b folgen wilrde; 
geniig~ nun ein in ~ enthaltenes Element ~' den Bedingungen (47), so 
gehSrt auch das durch (49) definir~e Element a~ der Gruppe ~ an, und 
da zugleich (48) und (50) gilt, so ist entweder a~ ~ a, also ~'~-~ a ~ b, 
oder r ~ a m ~, also b" ----- (a - -  I~) -Jr t} ----- t} ; mithin ist wirklieh a q- 1} 
em n~chs~er Theiler yon ~, w. z. b. w. 

$111. Ist b ein n~chster Theiler yon m in der Modulgruppe ~ ,  und 
�9 ~:.e~a beliebiges Element in ~T~, so ist entwedvr p q-  b ~ p q- m u n d  
~j;.a.z b ein n~ichster Theiler yon p -. m, oder es is~ p ~ b ~--- p ~ m u n d  
p -~ b ein n~ichster Theiler yon p -~- m. 

Beweis.  Aus der _~nnahme b < m folg~ nsch dem Modulgese~z VIII~ 
d~s  mah:"ein Element q in der dopl~elten Foi'm 

q - - ( p  + m ) - - b , ~ - ( p  b ) + m  

de f ~ r e n  kann; "dasse|be~:.ist~ ottenbar in  ~l~ .enthalten .und. gentig~ den Be-' 
ding~ngen b.< q.<:.m~ mithin-.muss, well b ein n~chster Theiler yon m, 
ist, einer und nut einer der beiden F~lle q - - b  odor q ~---m eintreten. 
Im ~rs~en FaDe ist b ~ ( p - - b ) ~  m, und da p - - ~ - ( p - - b ) ~ p  is~, so folgt 
hieraus p ~ b ~ - - - ~ m ;  se tz t :mgn nun a - - - ~ p m b ,  b~---m, so wird 
a -~- b ~ b, a - -  b~..~, p ~ - ' ~ " ~ : ~ - - -  P~-- m; es . i s t  daher a -~- I~" ein ~ 
n~ichster Theiler V6~i.t~..:~0:. n ~ h  dem vorigen Sa tze  aueh p m b ein 
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und da p -  ( p - ~ - m )  = p ist, so folg~ p -  m = p -  b; se~z~ man je~z~ 
a = b ,  5 = - - - p q - m ,  so wird a - t -  b ~---- p q-  rn q-  b--:--- p-~- b, a - - b = r n ;  
es is~ daher a ein u~ehs~er Theiler yon a ~ 5, also naeh dem vorigen 
Sa~ze aueh p + b ein n~iehster Theiler yon p + m, w. z. b. w. 

XIV. Wenn ein Element b einer Modulgruppe ~ zwei versehiedene 
niiehste Vielfache a, b besitzt, so ist 
n~tchstes Vielfaches yon a und yon 5. 
sehiedene n~chste Theiler a, 5, so ist 
niichster Thefler yon a und yon b. 

a q - 5 = b ,  und a - - 5  ist ein 
Besitzt ein Element m zwei ver- 
a~b=m, und a - ~ - 5  ist ein 

Beweis .  Zufolge der ersten i n n a h m e  ist b ein gemeinsamer Theiler 
yon a, 5, also auch ein Theiler you a q - 5 ,  mithin 

b < a + b < a ,  b < a + 5 < 5 ;  

wiire nun a - t - 5  verschieden yon b, so miisste, well b ein ni~ehstor Thefler 
yon a and yon 5 ist, a -~: 5 -~- a und zugleich a -I- 5 ---~ 5, also such 
a -= 5 sein, was unserer i n n a h m e  widerspricht; mithin ist a -t- b ~-- b 
eln nRehs~er Theiler yon a und 5, woraus nach XII folgt, dass 5 und a 
nRchste Theiler yon a ~ 5 sin& Zufolge der zwdten Annahme ist m ein 
gemeinsames u yon a, 5, also such ein Vielfaehes yon a - - b ,  
mithin 

a < a - - 5 < m ,  b < a - - 5 < m ;  

w ~ e  nun a -  b verschieden yon lrt, so miisste, weft a und 5 : .n~hs te  
Theiler yon nt sind, a - -  5 ~ a ~-- 5 sein, was Unserar :Anna,_me: wider~ 
sprich~; mithin ist a ~ 5  ~ In ein niichstes Vielfaches yon a und.5~ woraus 
naeh XII folgt, dass a 2r-b ein niiehster Theiler yon 5 und l I  i'~t, w. z. b. w. 

Um alle wesentlieh verschiedenen Beispiele zu diesem Sa~ze zu finden, 
~velehe unsere obige Gruppe ~ yon 28 versehiedenen Moduln darbiete~ 
braucht man nur die letzten S~itze in (19) bis (26) mit den Theilbarkei~en 
in  (15) bis (18) zu vergleichen; so erhKlt man 

WiT wollen 
aufgestell~e 

a '"+  b '"=  b '"', a"' - -  F"" ~ c " , 

a" + b " - -  c'", a " - - - 5 " - -  b', 

a' + b '  = a "  , a' - - b '  = % ,  

% + 5 o ' - - b '  , % - -  bo == bl, 
a + % = a '  , a - - % = a l ,  

aa + 51 - -  % , al  - -  51 - -  a~, 

a~ + - b , i - - :  bl , ~ - -  5~ - -  q ,  

as~bs----q , a s - - S s = b ~ .  

ferner bemerken, dass die im ersten Theile 
Behauptung a q- 5 = b 

des = O a { ~  
offenbar fttr jede D u a l ~ e : ~  
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wi~hrend die auf a - -  b bezfigliche Behauptung wesentlich auf der ~oraus- 
setzung des hiodulgesetzes beruht; betrachten wit z. B. die Dualgruppe q~, 
welche wit bei dem Beweise des Satzes IX gebilde~ haben, so sind die 
beiden Elemente a, b 1 niichste Vielfache yon V " =  a-~-151, abet nur a, 
nieht bl, ist ein ni~chster Thei]er yon c s - - a -  1~ t. Ebenso gil~ im 
zweiten Theile nur die Behauptung a -  b - - m  allgemein ffir )ede Dual- 
gruppe, wiihrend die auf a - ] -b  beztigliche wieder auf dem Modulgesetz 
beruht. 

XV. Wenn in dot Modulgruppe. ~ eine Kette ~ aus den n -~-1  
Gliedern 

besteht, und wenn ein Elemen~ p. der Gruppe ~ den Bedingungen 

(52) ~ < ~ < ~ 
geniigt, so giebt es in ~ mindesbns eine mi~ ~ i~quivalenb Kette ~, 
in welcher das Gtied p auf~ritt. 

Beweis. DurchliuR ~ alle Elemenb der Kette ~, und bildet man 
alle Elemente p -4-t, so erhi~lt man  zufolge (52) die beidem Reihen 

(53) ~ + ~o = to, ~ + t~--- ~ + ~_1, ~ + t.--- p, 
(54) ~ - -  ~o = ~, ~ -  ~ . . .  ~ -  t._~, ~ -  t. = ~,. 
Sieht man die zweite als eine Forbe~zung der ersten an, so entsteh~ eine 
Gesammtreihe ~',  in welcher offenbar jedes Element ein-Thefler des 
folgenden ist. Sind zwei solche auf einander folgende Elemente verschiede% 
so folgt aus dem Sa~ze XIII, dass das erste ein n&hster Theiler des 
folgenden ist; behiiR man daher yon mehreren g/e/chen auf einander 
folgenden Elementen immer nut eins bei, so. enbbh~ aus ~ '  eine Kette ~, 
deren Anfang ~ ~oi deren Ende ~ ~, is~, mad in welcher da~ Glie4 p 
aufh'itt, w. z. b. w. 

Zusatz.  Diese Ketb  ~ hat diese~oe Lg/age r~ wie ~. Um dies zu 
beweisen, ver~heilen w i t  die n Indices 0, 1, 2.. �9 �9 (n.-- 1) in zwei getrennte 
Classen, deren erste aHe diejenigen p Indices r enthiilt, flit welche p-~- 
verschieden yon p + ~ + l  wird, w~re~d di~ 'zweite Class'e aus allen 
iibrigen q Indices s: b~stehf,, f irr  welche also p'-~- ~ , ~  p + ~,+~ ist; dann 
ist p -}- q ~ n, .ma4 6ffenb'ar is~ p -~. 1~ die h n ~ h l  aller versehiede~ae~ 
in der Re~e (53) enthaKenen Elemente,. Aus .dem Sa~ze XIII (welcher 
bei dem vorhergehenden Beweise yon X u  nut the'flweise benu~zl ist) folgt 
aber, dass gleichzeii;ig p - -  ~ ~ p --:L+~, 'uhd id~Ss p ~ ~o verschieden 
yon p -  t~,+l ist; ni3~h]_u iS.~ q --~ 1 die ~ :  a!ier'verschiedenen, in der 

E l ~ e n t e .  Da fsmer;p-das ei~.ige Element ist, Reihe (54) enthalteI~drt ' " ~" " 
welches in beiden R e ~ i ~ . . ~ g l ~ i e l ~ - : . ~ . - .  ~.:i.'s~. 4i~ A nzahl a l ler  in. tier 
Kette ~ enthalbnen E I e ~ ~ ~ ) L +  (~,:-~-~1) - -  i.----- n--~ F- t~:w. z. l~. w.. 
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Bezeichnet man die auf einander folgenden Elemente dieser Kette ~ mit 

Po " ' "  P., 
so ist Po ~ ~o, P~ ~-- Sn, und zugleich leueh~e~ aus der Bedeutung ~on 19 
ein, class p~ = 9 ist. 

Urn diese durch ein Element p bewirkte Transformation einer Kette 
in eine Kquivalente Ketbe ~ dutch BeispieIe zu erliiutern, kehren wir zu 
der oben behandelten, aus 28 verschiedenen Moduln bestehenden Grappe 
zurfiek und betrachten die aus neun Ehmenten 

b"" b"' a" a' etch. a~b~ b 4 
.bestehende Kette $~ yon der L~inge acht. Wghlen wit p----r so bestehen 
die beiden Reihen (58), (54) aus den Elementen 

und die Kette ~ wird 

b ' " ' b ' " b " b ' " b ' "  c" c" c' c' 
c" c" co ca % 

mad d i e  Kette ~ wird 

b"" b'" c" c' c o b~ a~ b~ b~; 

zugleieh ist/9 ----- 3, q ~--- 5. Wghhn  wir abet p = b und dieselbe Ke~te ~, 
so bestehen die beiden Reihen (53), (54) aus den Elementen 

b'"'b'"'c'"c'"e'"b"b'b'b 

~agleich ist; p---~ q ~- 4. 
Aus den beiden vorhergehenden .Sgtzeh XIV und XV ergiebt sich 

mun leicht das Kettengese~z, d. h. der Satz 
XVI. In jeder Modulgruppe ~I~ haben je zwei iiquivalente Ketten die- 

selbe Lgnge. 
B ewein .  :' Urn die Meth'ode der vollstiindigen Induction anzuwenden, 

�9 spreehen wit den zu beweisonden Sa~z so aus: Wenn eine Ke~te ~ der 
Modulgruppe ~ die Lgnge m hat, so la~i jede mit ~ gquivalente Kette 
dieselbe Liinge m. Di# NVahrh6ir dii~s~ Sa~Z6S' fiir den Fall m ----- 1 ergiebt 
sich daraus, class eill6 Ket;~i-~.:~on dot  LKnge 1 nur mit sieh selbst 

~quivaaen~ is~; besteht niimlich ~ aus den-beiden Ehmenten a, t 4 so ist 
�9 ~in nKchster Theiler b, und-da, jedes Element ~ einer Kette $~ ein Viel- 
laches yon ilgrern An~ang un.d'.:zugl.eich ein Theiler yon ihrem Ende ist, 
so muss, wem~- ~ mlt ~ '.~iv.alent ist, a < ~ < 5, mithln ~---~ a odei~ 

~ ~ sein, woraus :~6:iael~{4t~ vo~t"~ und ~ folgt. ~aeh dem Wesen 
d e r  Inductiol~anethod~: m~w~l~! :~  ~un die Hypothese, dass, wenn n ein# 
�9 besf~xtn.te, n ~ l i e h e  ~ahl. : ~ a t e t ,  unser Satz schon ffi~. jette : ; K . ' e ~  
l~wiesen.-~e V .~t~6a ~ ~ - ~ ' ~ / ~ s ~ ,  und haben zu ze~gel~ ' ~ a ~ s . ! ~ r ~  
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gewiss auch ffir jede Ket~e ~ gelten muss, deren L~uge m ~ - n  + 1 ist. 
Es sei also ~ eine aus den Gliedern 

bestehende Kette yon der L~nge n + 1, und irgend eine mit ~ ~quivalente 
Kette ~ mSge aus den e + 2 Ghedern 

bestehen; wir sollen beweisen, dass e - - -n  ist. Unterdrticken wit in beiden 
Ketten ~, ~ den gemeinsamen Anfaug a, so entsteht aus ~ eine Theil- 
kette ~,~ yon ~er L~inge n, deren Anfang und Ende resp. die Elemente 
~l,:b:sind, und ebenso entspringt aus ~ eine Theilkette ~1 yon der L~i~ge e, 
deren Anfaug und Ende resp. die Elemente ~1, b sin& Falls nun ~ ~---~)1 
ist, so sind diese beiden Ketten ~ ,  ~)~ Equivalent, und da die L~inge der 
ersteren ~ n ist, so muss nsch unserer Hypothese such ~ dieselbe L~inge 
haben, woraus wirklich e ~--n folgt. Im entgegengesetzten FaMe, wenn 
die beiden Elemente ~, ~ verschied~ shad, schliessen wit aus dem Satze 
XIV, dass sie als n~ichste u desselben Elementes a auch n~ichste 
Thefl.er dosselben Elementes ~ ~ ~t sind, das wit mit p bezeichnen 
woUen. Da ~ und ~ such Theiler desselben Elemen~es b sind~ so geniigg. 
p offenbar den Bedingungen ~ < p < b, und folglich giebt es naeh deIn 
Satze XV eine mit ~ ~iquivalente Kette ~ ,  in welcher p als Glied auf- 
tritt, und welche nach unserer Hypothese dieselbe L~i~ge n besitzen muss 
wie R~ (dss Letztere wiirde such aus dem Zusatze zu XV folgen, den wit 
abet bei diesem Beweise nicht zu benutzen brauchen). Da ferner, wie 
schon bemerkt, ~ ein n~ichster Theiler yon p is~, so muss in: dieser Kette 

das Glied p unmittelbar auf f~ folgen; die Kette ~ hat daher die Form 

Nun ist, wie oben bemerkt, auch ~t ein n~ichs~er Theiler yon p; ersetzen 
wir.i~daher den An~an.g ~ der Ket~e ~ dutch ~ ,  so ents~eht abermals 
eine Kate 

P"-L 
wel.ehe dieselbe)L~age n besi~z~ wie ~ lind mi~ dot Eerie ~, iiquivalent 
!st;: nach un~.erer: Hypothese muss daher die L~nge e dieser Kette ~a 
ebenfa!ls ~ n seia,.w.~z, b. w. 

w  

Stufen in endlich~ ][odUlgruppen. 

Nachdem d~w~h, die S ~ e  X uad ~V!_ die Bcziehung zwischen dem~ 
Modulgese~ze und ~e~,Ka.~engesetze.nachgewiese~ is~, .f~igen wit noch 
einige Beme~kungen ~ber,end~whe:~Mo~..Z~.~j~oen hinzu, deren Beweiseder: 
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Leser leicht finden wird. Unter den Elementen m einer solchen Gruppe 
giebt es offenbar ein und nut ein Elemen~ p~ welches ein Theiler yon 
allen m, und ebenso giebt es ein und nut ein Element q, welches ein 
Vielfaches yon allen m ist. Wenn m verschieden yon q ist, so giebt es 
in ~ mindestens ein n~hstes Vielfaches yon m, und wenn m verschieden 
yon p ist, so giebt es in ~ mindestens einen n~hsten Theiler yon m. 
Wenn ferner a ein echter Theiler yon ~ ist, so giebt es immer mindestens 
eine Kette, deren Anfang a~ und deren Ende l~ ist. Hierauf k~nnen wix 
alle Elemente der Gruppe ~ in eine Reihe getrennter, auf einander 
folgender Stufen S eintheilen; die unterste oder niedrigste Stufe soll aus 
dem einzigen Element p bestehen, und diese Stufe wollen wit mit B~ be- 
zeichnen, wo io eine beliebig gew~hlte gauze rationale Zahl is~; wenn 
ferner m ein yon p verschiedenes Element, also ein eehtes Vielfaches 
v.on p ist, und wenn h die gemeinsame L~inge aller Ketten bedeutet, deren 
Anfang p und deren Ende m ist, so nennen wit die Summe m ~ i ~  §  
die Stufenzahl yon m und nehmen m in die Stufe S~ auf; ebenso nennen 
wit p die Stufenzahl des Elementes p; ist k die L~nge aller yon p nach 
q ftihrenden Ketten, und q-~-i~ § k, so besteht die oberste oder h~chste 
Stufe S~ offenbar aus dem einzigen Elemente q, und k § 1 ist die Anzahl 
aller verschiedenen Stufen. Ist m ein Element der Stufe Sin, und m < q, 
so finden sich alle ni~chsten Vielfachen yon m in der Stufe Sin+l, und 
wenn ~n > p is~, so finden sich aUe ni~chsten Theiler Yon m in de~ :Stufe 
S~_~. Bezeichnet man die Stufenzahl ~n des Elementes m allgemi~in "mif 
s(m), so gilt fiir je' zwei Elemente tI, @ der':Ss 

(55) + 
dessen Beweis wir ausFdhren wollen. Fa l l s  eins der beiden Elemente, 
z .B .  a ein Thefler des andern b is~, so leuctltet der Satz yon selbst ein, 
well d~.nn a §  a ~ b = b  is~. Wenn abet keins der beiden 
Elemente durch das andere theflbar; al~o:a ~--b~iein echter Theiler yon l~ 
ist, so giebt es mindestens eine von /a  ~ ~: nach b ftihrende Kette ~ ,  
u n d  wenn n ihre Linage bedeutet, so,,'m~i offenbar s ( I~ )~  s ( a § 2 4 7  n; 
da nun jedes Element b' dieser Ket~e- i~en. Bedingungen a + ~ < ~' :< 
gentigt, so ist ~mmer a § I~' ~---a § b; sind daher b, rtt irgend zwei auf 
einander folgende Glieder dieser Kent:e, so is~ auch a § b = a § m, 
weraus nach Satz XIII folgt, dass a ~ b: ein niichster Thefler yon a ~ m  
ist; m i t h i n  bilden die ~ § 1..Elemont~.. a~ = a ~ b' eine Kette, deren 
Anf. ang a - -  (a § b) = a~ und derezi~hde a - - ~  ist; hieraus folgt offenba~ 
dass s(a~b).  = s(a) § n ist, und w enn man hiermit das obige Resul~.~. 
s ( l ~ ) ~  s(a + ~) §  verbindet, .~o ergieb~ sich der zu beweisende.Sabz ( . ~  
dessen Zus_ammen]xang mit dem Satze XI einleuchtet. 
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A11es dies best~ttigt sich an dem frfiher behandelten Beispiele der aus 
28 verschiedenen Moduln bestehenden Gruppe ~); hier ist p = b'"', q = b~ 
k ~ 8 ,  und da wir in (41) die Z a M p ~ - - 4  gew~ihlt haben, so ist 
q------~-4. Doch muss man nicht glauben, dass die Symmetrie, welche 
bier in dem Bau yon je zwei, gleichweit vom Anfang und Ende en~- 
fernten Stufen S_+ ~ auftritfi~ eine aJlgemeine Eigenschaf~ aller Modulgruppen 

ist. Es bilden z. B. die in dieser Gruppe enthaltenen flinf Elemente 
bt, bj, ca, as, b, fiir sich eine Modulgruppe mit vier Stufen S', yon denen 

~I' auS bl; 
S~" ,, ~ , q, 

besteht; die vier ersten Elemente bflden fiir sich eine symmetrische 
Modulgruppe mit den drei Stufen $1, S~', S s' abet diese Symmetrie wird 
dutch das Hinzutreten des fiinften Elementes b 4 gestiirt. 

w  

Beziehung zwischen dem Modulgesetz und dem Symbol (m, n). 

Wir wollen nun noch den Zusammenhang besprechen, welcher zwischen 
dem Modulgesetz VIII und den Symbolgesetzen (27), (28), (32) besteht. 
Wit  haben die letzteren schon in w 3 durch die Bemerkung vervollstiindigt, 
dass nach der Bedeutung, welche das Symbol (m, 1t) in der Modultheorie 
besitst, aus der Theilbarkeit m :> b immer (m, b)-----1 folgt; wit fiigen 
jetz~ noch hinzu, dass zufolge derselben Bedeutung auch umgekehr~ aus 
(ni~b.) -~- 1 immer die Theilbarkeit m :> b folgt, dass also die beiden 

 56) (m, b) ---- 1 ond m > b 

v~illig gleichbedeutend sind (D. w 171, S. 510). 
Nehmen wit nun an, in irgend einer Dualgruppe ~ entspreche je' 

zwei Elementen m,~t ein mit (m, n) bezeictmeter und zwar yon :Null ver- 
schiedener Z ahlwer~h, and: dieses Symbol gehorche den Gesetzen (27), (28) 
(32~: trod (56), so Wolle~ wir beweisen, class in dieser Dualgrup2e ~ auch 
das :Modulgesetz VIII herrscht. In der That, wiihlen wir aus ~O drei Elo- 
ment~ a, b~ r aus, welche der Bedingung b < r geniigen, so erzeugen 
dieselben, w[e aus dem Beweise des Satzes IX in w 6 hervorgeht, eine 
ans hiichstens netui Elementen bestehende Dualgruppe $ ,  und wenn wit die 
dortigen Identitiiten. (42), (43) mit dea' Symbolgesetzen (27), (28) combiniren, 
so ergiebt sich 
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also 

(~"', ~,) = (a + ~,, ~,) = (a, h )  = (a, a - ~ , )  = (a, ~ ) ,  
(~'", ~') - -  (a + c', c') - -  (a, c') = (% a - - c ' )  = (a, c~) 

da ferner nach 
gese~z (32) 

also auch 

(~", ~) = (~". c3; 
(45) auch b ' " <  b~ < e' ist, so folgi: aus dem Symbol- 

(b". c') = (~'", b~) (b~, c3, 

(~", bl)(~1, c ' ) - - - (b",  bl), 

und da nach unserer Annahme die Zahl (b"'~ bl) yon Null verschieden ist~ 
so ergiebt sich (t}1, c')---~ 1, was nach (56) gleichbedeutend mit b 1 > r 
ist; da endlich auch l~ 1 < c' ist, so folgt bl = c', also ist in der Dual- 
gruppe ~ die Identit~t 

b - -  ( a ' +  c) = c + ( a - -  ~) 
eine nothwendige Folge der Annahme b < c. Dies ist aber niehts Anderes 
als das Modulgesetz ~iII,  welches mitMn in jeder Dualgrupp e ~ herrschen 
muss, ffir welche die obigen Voraussetzungen gelten. - -  

Nachdem dieser Zusammenhang erkannt ist, l ie~ es nahe, eine be- 
sonders wichtige Classe yon Dualgruppen ,~ zu betrachten, in welchen die 
genannten Symbolgesetze wenigstens theilweise e~il]t  sind, ich meine die 
Dualgruppen ~,  deren Elemente die s~mmflichen Theflgruppen einer ge- 
wShnlichen endlichen Galois'schen ~ e  g sind. Die Eleme~e =, ~, 7,""  
einer solchen ~ruppe g reproduciren sich bekann~lieh dutch eine 0peration~ 
welche in der Regel wie eine Multiplication bezeichne~ wird mad dem 
associativen Gesetz ( ~ )  7 -~- ~ (fl 7) gehorcht; ausserdem wird vorausgese~z~, 
class sowohl aus g7 ~ fiT, wie aus 7g ~ ~ immer a----~ folgk Sind 
a~ b irgend welehe Complexe yon Elementen in g, und bezeichnet man 
allgemein mi~ a b den Complex aller in der Form a~ en~haltenen Elemen~e, 
wo a, ~ resp. alle Elemen~e in a~ b durchlaufen, so is~ a dann und nut 
da.nn eine Grw/rpe, e in  The/ler yon ~, wenn IIa ~ a ist. Sind a, tl zwei 
solche Theflgruppen yon 9, so is~ ihr ffrSsster gemeins~mer Theflar oder 
ihr Durchschnit~ (d. h. der I.ubegaffff aller ihnen gemeimamen Eleme~te) 
wieder eine Gr~p/ge, die wit bier, nm mit umerer bisherigen Ausdrucks- 
weise im Einklang zu bleiben~ dutch a-+-IJ bezeichnen wollen; aus dem- 
selben (hnmde soll das Zeichen a -  b diejenige G~u/zpe bedeuten, welche 
durch fortgesetzte MUltiplication aus allen Elementen yon a, b erzeug~ 
wird*) and das kleins~e gemeinsame Vielfache yon a, 1~ heisst; sie ist der 
Durchschni~ aller derjenigen Theilgruppen yon g, w elche (wie z. B. g 

*) Es is~:also a - - 5 = a b a b ~  . . . .  baba .... , 
reichend weir' for~gesetzt ~werde~ 

worm diese P.rodu~ ]~-  

Mathematlache A,~aleu. LIXL ~8 
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selbst) gemeins_ame Vielfache yon a, I~ sind, d. h. welche sowohl a als 
zum Theiler haben. Offenbar geniigen diese beiden Operationen-4-den 
GTundgesetzen (1), (2), (3), mithin ist der Inbegriff ~ aller in g als 
Thefler enthaltenen Gruppen a, 5, r  eine Dualgru]xpe im Sinne yon 
w 1, auf welche wit auch die Bedeutung der Theilbarkeitszeichen < und 
> fibertragen wollen. 

Hierzu tritt nun Folgendes. Ist die Gruppe c ein Theiler yon g, 
und sind {~, y irgend zwei Elemente in g, so sind die beiden Complexe 
aft, ay entweder vollst~indig identisch, oder sie haben kein einziges ge- 
meinsames Element, und wenn b ebenfalls eine Theilgruppe yon $ bedeutet, 
so wollen wir dutch das Gruppen-Symbol (a, 5) die Anzahl aller yon 
einander verschiedenen Complexe aft bezeichnen, die allen Elementen 
der Gruppe b entsprechen, und aus welchen offenbar der Complex cI~ 
besteht*). Man ttberzeugt sich nun leicht, dass fiir dieses Gruppensymbol, 
welches immer eine natiirliche, also yon Null verschiedene ZatLI is~, die 
dre/'Gesetze (27), (32) und (56) gelten, w~hrend man dasselbe yon dem 
~ Symbolgesetze (28) nicht allgemein behaupten ka, u. Offenbar sind 
niimlich aUe Elemente des Complexes a~ in der Gruppe a -  5 enthalten, 
a b e r ~  A|lgemeinen wird die letztere noch andere Elemente enthal~en, 
und da der Complex cb schon aus (a, 5) verschiedenen Complexen a~ 
besteh~, so wird im AUgemeinen (a, a--~) grosset als (a, 5) sein; der 
Fall (a, ~)-~-(a, a ~ )  trit~ daher immer und nur d~-- ein, wenn der 
Complex ab eine Gru~vpe, also ~ a ~ l~ ist, und das charakteristische 
Mer~mal hierfiir bes~eht in der Identi~iit a b -  5a. Wenn also je zwei 
Thefler a, ~ der Oruppe ~ in diesem Sin~e permutabel sind, so gelten in 
der Dualgruppe Y~ alle vier Symbolgesetze (27), (28), (32), (56), und 
hie~aus ,. folgt nach der vorhergehenden Betrachtung, dass in ~ alas Modal- 
geset~. VTII~ alsb auch das Kettengesetz herrscht.**) 

Dfes best~tigt sich leicht auf folgende Weise. Da nach der je~zigen 
Vbrausse~zhng hnmer a -  ~ ~ c5 ~ I~a ist, so nimmt das aus der An- 
n~h~'e :~.-~:~m'z~ beweisende Gese~z VIII die Gestal~ (p-~-m) b - -  pb Jr- m 
an: Ntui: ~stelii~"j6~es Element des Durchschni~es p b ~t_ m unter der 
doppei~en' Fbi'/fi;~8:=~ g, wo ~, ~, ~ resp. Elemente der Gruppen p, b, m 

hack, Vo a sset un  ein m, also 
. . - . ,  , :  r  

Ei~m6nt yon fn is~, so gilt dasselbe bekanntlich aueh yon ~; mithin ist 
~'bi::~t~m" Durehsch~e  p + m, also ~ in der Gruppe (p-~-m)b enthalten; 
fo ig~h  :ist di-e ( ~ p p e  p b-~-m ein Thefler der Gruppe (p~-re)b, und 

*) V'ergl. ~} :m "e~aer Abhandlung: Ueber die ~ a h l  tier Idealclassen in reinen 
cubischen Zah]k~rpern:(Crelle s Journal Bd. 121, S. 77). 

Doch letirt sehon dss Beispiel tier .Gruppe ~, welche aus den sechs Ver- 
tauschungen yon drei Dingen besteh~, dass dieser Satz nicht umgekehrt werden daft. 
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da nach dem Satze VII umgekehrt (p-Jrm)b gewiss ein Theiler yon 
p b-~-m ist, so sind beide Gruppen mi~ einander identisch, w. z. b. w. 
Offenbar s~immt dieser Beweis mutatis mutandis volls~lindig mit dem Be- 
weise des entsprechenden Satzes in der Modul~heorie fiberein (D. w 169, 
S. 498--499). 

Zu den Gruppen g, deren siimmtliche Thefler a, l~ diese Eigenschaft 
a5 ~ bcl besitzen, gehSren augenscheinlich aUe Abel'schen Gruppen, ferner 
diejenigen, welche ich Hamflton'sche Gruppen genannt babe*), ausserdem 
abet noch unendlich viele andere, yon denen ich hier nur die beiden ein- 
fachsten Beispiele an~'tihren will. Benutzt man die bekannte Bezeichnung 
der cyldischen Vertauschungen yon beliebigen verschiedenen Dingen 0, 1, 
2, 3--- ,  so wird die erste Gruppe g yore Grade 16 erzeug~ dutch die 
Elemente achten und zweiten Grades 

= (01234567), ~ ---- (0a) (26), 

welche der Bedingung ~ ~ aSfl geniigen. Ebenso wird die zweite Gruppe 
g yore Grade 27 erzeugt dutch die Elemente ne~m~en und driven Grades 

= (012345678), ~ ---- (174) (258), 

welche der Bedingung ~a ~ a4fl geniigen. Die allgemeine Theorie aUer 
dieser Gruppen mit permu~abelen Theflern werde ich in einem besonderen 
Aufsatze behandeln. 

B r a u n s c h w e i g ,  den 8. Januar 1900. 

*) Mathematische Annalen Bd. 48, S. 548. 


