Ueber die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe.

Von

R. Depexinp in Braunschweig.

In der vierten Auflage von Dirichlet's Vorlesungen tiber Zahlentheorie
(die im Folgenden mit D. citirt werden soll) habe ich gelegentlich (in
den Aunmerkungen auf S. 499, 510, 556) die Dualgruoppe erwihnt, die auns
drei beliebigen Moduln durch fortgesetzte Bildung der gemeinsamen grissten
Theiler und kleinsten Vielfachen erzeugt wird und im .Allgemeinen aus
28 verschiedenen Moduln besteht. Da die Gesetze dieser Gruppe sich auf
ganz andere Glebiete iibertragen lassen und oft eine niitzliche Hiilfe ge-
wahren, so’ sollen dieselben im Folgenden dargestellt werden; daran
schliessen sich verschiedene Untersuchungen iiber allgemeinere Dnalgruppen *)

§ 1.
Allgemeine Eigenschaften der Dualgruppen.

Bezeichnet man (wie in D. § 169) mit a + b den grossten gemein-
samen Theiler (oder die Summe), mit a —b das kleinste gemeinsame
Vielfache (oder den Durchschnitt) der beiden Moduln a, b, so gilt fiir
jede einzelne dieser beiden Operationen ~ zunéchst das commutative und
asgociative Gesetz

§9) - a4+b=b4+a a—b=b—aq,

@ @40 tc=at+ @+, @—B—c=a—(6—0
mit den bekannten Folgerungen, die sich auf eine beliebige endliche Anzahl
von Elementen a, b, ¢ - - - beziehen (D. § 2).

Die beiden Operationen -f sind ferner durch die beiden- (tesetze

& a+(a——b)g~=a, a_(a+b)=ﬁ

| *) Vergl. § 4 meines Aufeatzes Ueber Zerlegungen von Zahlen durch ihre grissten
gemeinsamen Theiler in der Festschrift unserer Techrischen Hochschule fiir die Natur-

forecher-Versammlung 1897.
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mit einander verbunden, und hieraus folgt ohme Zuzieh

mit ang von (1), (2)
(4 a4 a=a, a—a=q;

bezeichnet man ndmlich die erste und zweite Hilfte ejner Doppelgleichung
(n) resp. mit (#) und ("), so ergiebt sich (4), wenn man b in (3)
durch 6+ b ersetzt, mit Riicksicht auf (3”), und ebenso ergiebt sich 4"
wenn man b in (3”) durch a — b ersetzt und (3") beachtet. ’

Wenn zwei Operationen 1 aus je zwei Elementen a, b eines (end-
lichen oder unendlichen) Systems ®& zwei Elemente a <+ b desselben
Systems © erzeugen und zugleich den Gesetzen (1), (2), (33-5 geniigen, so
goll & in Bezug auf dieses Operationspaar + eine Dualgruppe heissen,
wie such sonst diese Elemente beschaffen sein m&gen. Die Gesammtheit
aller Moduln ist daher eine Dualgruppe beziiglich der beiden Operationen,
welche in der Bildung des grissten gemeinsamen Theilers und des kleinsten
gemeinsamen Vielfachen bestehen*). Zuniichst betrachten wir aber einige
Eigenschaften, welche jeder Dualgruppe & zukommen.

Zufolge (4) bildet jedes Element a einer Dualgruppe & fiir sich allein
eine ' Dualgruppe.

- Fitr zwei beliebige Elemente a, b ergiebt sich aus (2) und (4), wenn
maxn b, ¢ resp. durch q, b ersetzt, '

)] ¢+ (@+b=a+b, a—(a—Db)=a—0;

ersetzt man ferner ¢ in (2°) durch (a—b), in (2”) durch (a4 b), so folgt
mit Riicksicht auf (3) auch

® @+H+G—B=a+5 (—H—@-+B=a—5
mithin bilden die vier Elemente a, b, (1 }b), (a —b) gewiss eine Dual-
gruppé; und es fragt sich nur, wie viele von ihnen verschieden sind.

Nimmt man an, es sei a+b=a—0), also auch a—+(a-b)=a+-(a—5),
go- folgb' aus. (5") und (3") auch a + b =10, und da die Annahme sym-
metrisch in Bezug auf a, b ist, so folgt ebenso a 4 b="5, also a'=1Db;
und umgekehrt, wenn a == b ist, so sind alle vier Elemente identisch mit
einander.

Machen wit jétzt die (allgemeinere) Annahme, es sei a - b identisch
it einem’ der beiden' Elemente o, b, also z. B. a -+ b = q, so folgt aus (3")
darth Vertauschung von a mit b auch a — b = b, und umgekehrt, wenn
Letzteres. der Fall ist; so ergiebt sich aus (3") auch 6.+ bh=1a. Da dieser
Fall sehr hiiufig auftritt, so tbertragen wir die in der Modultheorie tbliche
Ausdrucks- und Bezeichnungsweise (D. § 169) auf alle Dualgruppen @

*) Andere Beispiele. von Duslgruppen findet man in der oben erwihnten Schrift
(1897). Vergl. den Schluss (§'€) der gegenwhrtigen Abhandlung.
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und sagen®): das Element b ist theilbar durch das Element a, zugleich
heisst b ein Vielfaches von a, und a ein Theiler von b; diese Theilbarkeit
wird durch a <b oder b > a bezeichnet, und es ist daher jede der vier

Aussagen
(7 a+b=qa a—b=0b a<h, b>a

gleichbedeutend mit jeder der drei ibrigen; zwei solche Elemente a, b
bilden fiir sich allein eine Dualgruppe. Es ist zweckmissig, hierbei den
Fall a = b nicht auszuschliessen; wenn aber a und b verschieden sind,
go soll b ein echtes Vielfaches von ¢ und zugleich a ein echier Theiler
von b heissen.

Ist endlich keines der beldell Elemente o, b durch das andere theilbar,
8o besteht die durch sie erzeugte Dualgruppe aus vier verschiedenen Ele-
menten a, b, a + b, a — b.

Fiir die durch (7) charakterisirte Theilbarkeit von b durch a ergeben
gich durch alleinige Anwendung der Grundgesetze (1), (2), (3) die folgen-
den Sitze, deren Beweise der Leser leicht finden wird.

I Immer ist a <a, a>a.
II. Aus a<b und a> b folgt a =0D>.
oI Aus a<b und b<c, was kurz in a < b < ¢ zZusammengefasst
wird, folgt a <c.
IV. Immer ist a +b<aund a<<a—-c, also auch a b <a—¢
V. Aus a<b, a'<b folgt a4 a'<b-+5 uwnd a —a'<h=F..
VI Aus a<Db, a’<b folgt ¢ —a'<b, d h. jedes gemeinsame
Vielfache b von g, o’ ist theilbar durch ¢ — o/, und aus a << b, a < b’ folgt
a<b+ b, d h jeder gemeinsame Theiler a von b, b’ ist Theiler von
b4 V. Wegen der Analogie mit der Zahlen- und Modultheorie heisst
daher a — o’ das Kkleinste gemeinsame Vielfache von a, ', und b 4 ¥
heisst der grosste gemeinsame Theiler von b, §". Diese Ausdrucksweise
dehnen wir auch auf mehr als zwei Elemente aus, und durch wiederholte
Anwendung des Vorhergehenden ergiebt sich der Satz: ist jedes der Ele-
mente o', a”,a”" .- ein Theiler von jedem der Elemente 0’,5”, 5" - .
80 ist

a’—'ﬂ’l—'a,’;‘—‘°‘<hf+ B”+ bnr+.-.,

d. h. das kleinste gemeinsame Vielfache der Elemente a ist ein Theiler
des griossten gemeinsamen Theilers der Elemente b.

* Fir besonders Dualgruppen &, deren Elemente schon eine bestimmte Be-
deutnng haben, kann diese Ausdrucksweise h&chst unpassend erscheinen; msan wird
denn ganz andere, dem Gegenstande entsprechende Namen und Zeichen. -whhlen,
wodurch das Wesen -der Gesetze offenbar nicht geéndert wird.
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VII. Ist d ein Theiler von m, also D <m, und p ein beliebiges
Element, so ist
(p+m) —d<(p—D0) + m;
denn. jedes der beiden Elemente p 4 m, d ist ein Theiler von jedem der
beiden Elemente p — b, m.

§ 2.
Die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe 9.

Hier ist nun der Ort, um eine besondere Eigenschaft der Moduln
und der aus ihnen durch die Operationen - erzeugten Dualgruppen
hervorzuheben, durch welche die letzteren sich vor anderen Dualgruppen
von allgemeinerem Charakter auszeichnen. In der Modultheorie gilt nim-
lich an Stelle des letzten Satzes VII der bei weitem schirfere Satz
(D. § 169, S. 498): _

- VI Ist der Modul b ein Theiler des Moduls m, also d < m, und
p ein beliebiger Modul, so ist

(b+m) —o=(p—0) +m

Aber dieses Modulgesetz ist, wie ich in § 4 meines in der Einleitung
citirten Aufsatzes bewiesen habe*), schlechterdings nicht ableitbar aus den
Grundgesetzen (1), (2), (3) und bildet daher eine fiir die Modultheorie
wesentliche Frginzung derselben. Wir formen dieses (esetz zunichst in
folgender Weise um. Sind a, b, ¢ drei beliebige Moduln, und ersetzt man
p, b, m resp. durch a, b4 ¢, b — ¢, so ist die Bedingung d << m erfiillt,
und es ergiebt sich

®) @+C6—0)—0b0+9=>0a—0+0)+ Ob—0),
timd - umgekehrt folgt hieraus wieder das Modulgesetz VIII, wenn man
@, b; ¢ vesp. durch p, D, m ersetzt und die Annahme D < m hinzufiigt.
Hiersuf wenden wir uns zu dem in der Ueberschrift bezeichneten
Gegenstande, nimlich zur Beschreibung der aus drei beliebigen Moduln
o, B, ¢ durch die Operationen + erzeugten Dualgruppe ®. Dieselbe ist
endlich und besteht aus 28 Moduln, die im Allgemeinen von einander
‘verschieden sind. Vier von diesen Moduln sind symmetrisch aus a, b, ¢
gebildet und sollen gemeinsam mit b bezeichnet, aber durch Accente und
Indices von einander unterschieden werden, deren Bedeutung spiter ein-
leuchten wird:

(9) 0" =a+b+4¢c, b=a—5b—¢,

(10) ' = (0+¢) —(c+a) — (@+8), by=(6—c) + (c—a) + (a—B).
Die tibrigen 24 Moduln -haben die Eigenschaft, durch alle Vertauschungen

*) Vergl den Beweis des Satzes IX in § 6 des gegenwirtigen Aufsatzes.
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von @, b, ¢ nur drei verschiedene Formen anzunehmen, und diejenigen' acht
Moduln, welche (wie z. B. a selbst) durch Vertauschung von b mit ¢ nicht
geiindert werden, sollen gemeinsam mit a und zugehdrigen Accenten und
Indices bezeichnet werden, woraus die Bedeutung der mit b und ¢ be-
zeichneten 16 Moduln von selbst erhellt. Da die drei Moduln a, b, ¢ durch
sich selbst erklirt sind, so bleiben nur die folgenden 21 Definitionen:

A =b4+¢, a=Db—c¢
(11) " =1¢ +aq, B, ¢c—ay,
¢"=a-+b, ¢=a—D>
O A
(12) !5 (a5 — (b+¢), by={(a—Db)+ (B-C)},
= (b)) —(+0), &=0b—0)+ (—0a)
ad=a-+ (b—0), 6, =a— (b4¢)
(13) {B'=b+ (¢ —a), 51=5—-(C+a)},
—c¢+@—F), g=c—(@+b)
b= (0 O—0) — (b0 = (G—B+0) + (—©)
(14) Bo= b+ —a) — (c+a) = (b—(c+a) + (c—0)
= (¢ +0@—8) — (a+8) = c—@+5) + (a—b)

Hier sind tiberall, wie schon in (9) und (10) , die beiden Formen
neben einander gestellt, welche durch Verta.uschung dﬁr beuien Gpera.tlonen
4 aus einander hervorgehen, und hiermit ist immer eine Vertausohung
eines eberen Accentes mit dem entsprechenden unteren Index verbunden;
die Doppeldefinitionen (14) beruhen auf dem oben hervorgehobenen Modul-
gesetz (8).

Wir haben-nun zu zeigen, dass der Complex D -dieser 28 Moduln
wirklich eine Dua.lgruppe ist, dass also, wepn m, 1t irgend zwei dieser
Moduln bedeuten, auch die beiden Modulh-m 4 1n'in D enthalten sind.
Zufolge (4) brauchen wir nur solche Pdare zu betrachten, die aus zwei
verschiedenien®) Moduln m, n bestehen, und deren Anzahl = 14-27 =378
ist.. Es ist zweckmissig, zuniichst diejenigen 261 Paare auszusondern,.in
welchen der eine Modul, z. B. m durch den -anderen t theilbar - ist, so
dsss mn=n, m—n==m wird, was wir wieder durch. m>n oder
n-< 1 hezeichnen. Des Raumes wegen begniigen wir uns, von dlesen
961 Theilbarkeiten nur die 48 wrspriinglichen, d.h. diejenigen aufzuschre;,ben,

* Weiter uiitén wird durch ein Beispiel bewiesen, dass die 28 Moduln wukhch
alle von: dindnder verschieden sein %Snmen, und der Kiirze halber nennen wir e sich
hier.verichiéden; obhglvich sie z. B. in dem Falle ¢ = b = ¢ alle == a sind.
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aus welchen die iibrigen 213 nach dem obigen Satze III in § 1 sich ab-
leiten lassen:

(15) bHII< alll, blll’ cl[l; b4 > as’ Bs’ ca}
arn< b", clr ; as > 52, cz
(16) bm< c”) a" > [’s > Cs, C(2 )

cm< a”7 b" 2 cs > aﬁr Bz
0’ <Y, o 5 6 >0,
17 b” <, ¥ 5 B>, b,
<Y, o ;i >0y,
b <ay By G 3 b, > a5, by, co]
¢ <a, q ; G >a,a
(18) % <b,5, ; B >b,B, l
¢ <c, 6 3 G >¢,0

Die ‘Theilharkeiten (15) folgen unmittelbar aus der Vergleichung von
(9) mit (11), ebenso ergiebt sich (16) aus (11) und (12). Von den Theil-
barkeiten (17) folgen die auf d und b, beziiglichen aus dem Vergleich
von (10) mit (12), die iibrigen aus (12) und (13) nach dem Satze VI
in § 1. Von den Theilbarkeiten (18) fliessen die auf q, B, ¢ beziiglichen
unmittelbar aus (13); da ferner ay=0a"— (b4¢) = qa, + (b—¢) ist, so
folgt z. B. ¢’ <a,<a,; da endlich d'=0a"— (b~c¢) und b, =a; + (b—c¢),
zufolge (17) aber auch a” < a’ und ;> a, ist, so ergiebt sich b’ < ay<b,,
womit (18) vollstindig bewiesen ist.
= Figt man zu diesen urspriinglichen Theilbarkeiten noch diejenigen
hmZu, welche aus ihnen nach Satz III in § 1 ableitbar sind, und bezeichnet
man mit q:(m) die Anzahl aller so erhaltenen Theiler n von m, welche
voii- it ud von' einander verschieden sind, so ergiebt sich successive

p(t")= 0, 9(a”)= 1, o) = 3, 9(®)= 1,

‘P(ﬂ\’) - 4 p(@) = 5, o) = 9, p(d,) = 14,

e =1, o) =17, ¢, =21, o(b) = 27;
rechnet man- noch -die- entsprechenden Anzahlen fiir die mit b, ¢ bezeich-
Héten Modulti” hilizu; so' wird die Summe aller ¢ (m) = 261, und dies ist
ali¢ die Anzahl” aller auf diesern- ‘Wege gewonnenen Thellbarkelten m>1:
Dass “hiermit auch alle ‘Theilbarkeiten innerhalb der allgemeinen Gruppe 9

étschopft sind; ergibbt sick: zugléich aus dem Folgenden.

Wir. wenden uns . Jetzt zu den iibrigen Paaren nt; 1, um die ent-
sprechenden Moduln, mEn anzugeben des- Raumes und des leichteren
Ueberblicks wegen begmilgen. wir:jons, nur:29 solche Paare zu betrachten;




Usber die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe. 377

aus denen die ibrigen durch Vertauschungen von @, b, ¢ hervorgehen;
unter diesen 29 dualistischen Formelpaaren sind 19 Reprisentanten von

je 3, und 10 Représentanten von je 6 Formelpaaren, woraus sich ihre
Gesammtanzahl = 3 - 19 4 6 . 10 = 117 ergiebt.

a + alll= bllll’ a — as — b4‘
al + alll= bllll, al — as — b‘

(19) afl + al/l= bllll, a’ . as —_— b4 H
blll + alll= bllll’ 53 e as — b4
b 4+ ¢ =a”, b — ¢ = aq,)
b +¢ =d”, b —c=0q
b 4+ ¢ =a", b, — ¢, =104

(20) b + C" _ a’”, ﬁ - cg =a3 )
BI + cll — a'll’ bl —_— cs — as
BII + cl! — alll, bs —_— C2 — an
(a + b, =4a", 0 —b =a)
¢ +5b =a", a—b=g

(21) (b=, aml=al

o + b =a", 6, — by =10,
¢ +b =4a", a —b =0
ka’+b’=a") a,——b1=a,]
o +5 =9, o —b =b)
(22) a6 + 8 =9, G — b =101,
G -+ B =10, 0 — by =1,

a +a =a, a —a ==
a +5b =0a, 6 —b =a

(23) o b =a, a—b =g
@ 40 =0a, ¢6—0=q
a1 + a’ —_ , al - an/= ao

(24) a '+',bt = ’ o —b" = %
o+ =q, o —b =g

~ o +.0 =D, w—wew}

(25) a2 + bg =9 , a”'—"B"= bl ’

(26) By Aoty =0, , B"—¢"=0".
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Der Beweis dieser 29 Doppelsitze, welche hier in acht Gruppen (19)
bis (26) getheilt sind, ist nun keineswegs so mithselig, wie man auf den
ersten Blick befiirchten kénnte. Zundchst ergiebt sich aus dem dualistischen
Charakter der Grundgesetze (1), (2), (3) und des specifischen Modul-
gesetzes VIII oder (8), sowie aus der entsprechenden Bezeichnung durch
obere Accente und untere Indices in den Definitionen (9) bis (14), dass
von jedem Doppelsatze nur der erste, auf die Operation - besziigliche
Theil bewiesen zu werden braucht, weil hieraus durch ginzliche Ver-
tauschung von - mit — der zweite Theil von selbst hervorgeht. Sodann
iiberzeugt man sich leicht, dass von den in einer Gruppe vereinigten
Sitzen immer nur der erste mt 4 n = p besonders zu beweisen ist, weil die
iibrigen die gemeinsame Form m’ 4 n" =p haben, wo m’, n’ zufolge der
schon bewiesenen Theilbarkeiten (15) bis (18) den Bedingungen m>m’>p,
n>n">p geniigen, woraus nach den Sitzen V und IIl in § 1 wirklich
m'+ n' =y folgt. Hiernach erledigt sich unser Beweis durch die folgen-
den Betrachtungen.

Der erste Satz in der Gruppe (19) folgt unmittelbar aus den Defi-
nitionen (9") und (11) von 9" und a”.

Die ersten Sitze in den fiinf Gruppen (207), (23", (24'), (25", (26")
erscheinen nur als Wiederholungen der Definitionen (117, (13"), (14”),
(10”), (12”), wenn man die Definitionen (117), (13"), (12”) beachtet.

Stitzt man sich hierauf, so ergeben sich endlich auch die ersten
Sitze in den beiden Gruppen (217), (22') auf folgende Weise aus dem
unter der Voraussetzung d < m geltenden Modulgesetze VIII

(5—1) 4+ m — (p -+ m) — b.
Setzt man nimlich p =59, b=c¢c + a="b", m=a, so ist die Voraus-
setzung D <<m erfiillt, und zufolge der schon bewiésenen Sitze (23”), (26”)
wird p—b =0 —b"=D5,, also (p—b) 4 m=0>0, +a, ferner p 4 m
=b+ta=c", (p+m)—d=¢"—0"=a0a", wodurch (21') bewiesen
ist. Setzt man aber p=a, D=bFc=0a", Mm=b— (¢4 a)=0D,,
so ist zufolge IV in-§1 die Voraussetzung d < m erfiillt, und zufolge der
schon bewiesenen Sitze (23”), (217, (25”) wird p —d=a — 0" =q,,

also (p—b)—}-m 0+ b, ferner),)+m——a+51—a b+m—5bd
= 0" — " =1, wodurch auch (22") bewiesen ist.

Hierniit ist der vollstindige Beweis erbracht, ‘dass je zwei Moduln
m, n unseres Systems D immer zwei in demselber Systeme enthaltens
Moduli m -} 1 erzeugen; mithin bilden diese 28 Moduln wirklich eine Dual-
gruppe D. Die Gesammtheit aller Erzeugnisse m + 1 ist in der beigefiigten
Tabelle (S. 380, 381), da.rgestellt zu deren Erlauterung ich nur Folgendes
bemerke. Je nachdem das Kreuzungsfeld der Zeile m mit der Spalte 1

in die rechte obere oder‘in -die':linke untere Hilfte fallt, enthalt dasselbe
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den Modul m -+ n oder den Modul m—1, und um die Trennung
zwischen diesen beiden Hélften fiir das Auge recht deutlich zu machen,
sind die den Fillen m = n = m + 1t entsprechenden Diagonalfelder leer
gelassen; die durch stirkere Linien bewirkte Theilung der Tabelle in
Rechtecke von verschiedener Grisse entspricht der spiter (in § 5) zu be-
trachtenden Eintheilung aller 28 Moduln in neun verschiedene Stufen.

Aber nun konnte die Frage aufgeworfen werden, ob nicht in der
Natur der Moduln gewisse, bis jetzt verborgen gebliebene Eigenschaften
liegen, vermoge deren einige, dusserlich zwar verschieden gebildete Moduln
dieser Gruppe © doch immer mit einander identisch sein miissen. Dass
diese Frage zu verneinen ist, dass also diese 28 Moduln im Allgemeinen
wirklich von einander verschieden sind, ergiebt sich aus dem folgenden
Beispiel von zweigliedrigen Moduln (D. § 168, S. 494). Es seien g, b, ¢, d
vier natiirliche Zahlen, alle > 1 und so beschaffen, dass je zwei der drei
Zahlen a, b, ¢ relative Primzahlen sind, und dass d relative Primzahl zu
dem Product (b—c) (¢c—a) (¢a—b) ist (die kleinsten Zahlen dieser Art
gind @ = 2, b = 3, ¢ = d = D); bedeutet ferner o eine irrationale Zahl,
nnd setzt man

a=[ad, 1 4+ bew], b=7[bd, 14 caw], c¢=[cd, 1+ aba),

g0 wird:
b =1, o], b, = abed[1, @],
Y =I[1, abecow], b, =d[1, ‘f‘zbc)m],
0" =1, an], o, = bed[1, aw],
¢’ =1, bew), 6, = ad[l, bew],

¢ =[d, 14+bco], o =ald, 14bcw],
6, = [d, a+abcw),

woraus die tibrigen 14 Moduln durch Vertauschungen von a, b, ¢ hervor-
gehen. Der allgemeine Satz, aus welchem diese Bestimmungen folgen,
und auf den ich bei einer anderen (telegenheit zuriickkommen werde,
lsutet: Sind p, p,, Ps, 4, i, 4y Sechs (ganze oder gebrochene) rationale
Zahlen, von denen wir p, p,, ¢, ¢; als positiv voraussetzen wollen, und
setzt man '

p=1[p p +P9m]} qg=1[g, ¢, + g »]},

80 wird
4+ q=1[d, d1+d9m]’ P —q=[m, m -+ myo],

wo die sechs Zahlen d, d,, dy, m, m,, m,, von denen man d, dy, m;, M,
positiv withlen kann, durch folgende Regeln bestimmt werden:: '



380 R. Depexmo.

Tabelle der grossten gemeinsamen Theiler () und der
von 28 Moduln, welche durch drei
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kleinsten gemeinsamen Vielfachen (—) in der Dualgruppe
beliebige Moduln a, b, ¢ erzeugt wird.

a |by [¢ [by [a, (B, [c; @ | & las By [& D |+
b/ll’ b’/l, bl'/, bll" b'l’/ bllll b//l, b"l’ b,l,’ bl’// b"’l bl'l’ bl'l’ b’l’l b'l,’

21 124 ”?”r e 147 4 244 4 27 2 4] 1?9 " 24 ”?er
a (a ja |a |a |a a

blll blll blll blu 5"’ B’” blll BIII bllr bl/l b"’ blll bIN B’” 5",

W 4 L4 s 4 i 27 L 242 r2r 104 U L4 4 rrs
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ c ¢

' |6 |67 |6 |57 (6 |57 |B |6 |6 |b [ |b |6 b
¢ e ¢ e e e 3¢ | e Je fe 1e e e

D e, o (DY ag [ap [ay ap jap (@ Jap [l
b, v |6, {° |6, |0 |B, [By 1B, IBo (6 B, |66 |6
b, b, G (0|0 fe [0 (G {6 % (% % % %
b, [b, Ib a, [By e I, IB, b, |by |d, b, Ib, I,
0 [0y |0y |0y b e (g (o, |8 (4 (o Jo Jloy
B, |b, |By |Bs |cs » |6, |6, (b, |5, b5 |5, {6, |,
& (& |G & |by |o G % |8 (4 (& % |a [
0 16y (a5 lag 8, (& |By b b by |oy oy [oy [0y
by (B, [By By |cs 1Dy a5 |G b, |by |b, By |B,; [lBs
G |G (& & |bs |85 & [By gy G (& D fo o
6 (05 (05 (4 (D (05 |0y D, [0y (o, G (B fa, |log
b, |b, !5, [6, 1B, [b, !By |6, [b, [Bs [b, ay |6, 1iB,
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5, [0 [0 [0 {0 [De [Ds [Pe [De 100 |2 D |bg b,
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{d] = [p2; &1, [dd;] = [pps, P2e, 905, 9%y 2192 — D),
gjdxfl’u gfdlqu (mod. d)

und
=13 5  ddmm —ppaq
m P ’ q ’ 2 2 2
—Z)ﬁ m, = Ap,, 3;3 m, = Bg, (mod.m),
wo

A=(p:q)=§~§f=mr' B=(q7p)=a'('j;=m'

Den Beweis dieses Satzes unterdriicke ich der Kiirze halber;, und ebenso
tiberlasse ich es dem Leser, die Verschiedenheit der obigen 28 Moduln
zu bestitigen, wobei es offenbar nur darauf ankommt zu zeigen, dass in
den Theilbarkeiten (15) bis (18) nirgends eine Identitdt auftritt, dass sie
also echte Theilbarkeiten sind (D. § 169, S. 496).

§ 3.
Das Symbol (m, n) in der Dualgruppe .
Ist die Anzahl der nach dem Modul n incongruenten Zahlen des
Moduls m endlich, so wird sie durch das Symbol (m, n) bezeichnet,
wihrend im entgegengesetzten Falle (m,n) =0 gesetzt wird (D. § 171,

S. 509—510). Zufolge dieser Bedeutung des Symbols gelten fiir je zwei
Moduln m, n zuniichst die beiden Sitze

(27) (m, 0) = (m +n, ),
(28) (m, w) = (m, m—n),
die wir jetzt auf unsere, durch drei beliebige Moduln a, b, ¢ erzougte
Dualgrappe D anwenden wollen. Hierbei wihlen wir fir m, n immer
das letete Modulpaar, welches in den Sitzen (19) bis (26) des § 2 auf-
tritt. Awuf diese Weise ergiebt sich aus (19) und (26), wenn man a, b, ¢
zweckmissig vertauscht,
(", a”) = (v, a") = (v, ),
(ﬁs‘ :‘54 ) = (as ’ 53) = (cz ’ 53))
hierauf aus (20) und (25)
67, ) = @, ) = @, V),
' ‘ (6 » by) = (3, &) = (blhy aﬁ))
hierauf ans (21) nnd (24)
(qf”i ¥) = (o', ¥) = (o, o),
@&z?&) =00y, 0) =-(a; ),
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endlich aus (23)
(a'; ap) = (a, o) = (a, 8y);
(09, 01) = (a,, a)=(a, a).
Wendet man auf diese Kefte von Gleichungen alle Vertauschungen von
a, b, ¢ an, so ergiebt sich, dass man sechs Zahlen a’, ¥, ¢, a, b,, ¢
in folgender Weise durch je sechs Gleichungen definiren kann:
' m (07, 07) = (6, )= (¢ B = (2 ) = () = (0, )
(29) {b' = (0", 8") = (¢, 0") = (2", ¢") = (", ) = (¥, bp) = (b, b,)
& = (07, ¢ = (@ 1) = (7, 07) = (¢ 9) = () 6) =(5,6,)
a, = (ag, by) = (¢, bs) = (by, ¢5) = (By, 09) = (89, 0,) = (a ) l

(80) | by = (bs, b)) = (8, &) = (&5, 1) = (05, By) = (bo, ;) = (¥, 8) -
o == (G5, by) = (by, a5) = (a, Bg) = (by, &) = (G, &) = (¢} ¢)
In ganz dhnlicher Weise folgt aus (21) und (24)

@7 @) = (@', o) = (', ),

(a5, a) = (a, 5,) = (8, D)),

(0", a9) = (bo, ) = (o, ),
(8, D)) = (a9, By) = (&, by),
und wenn man in diesen Gleichungen alle Vertauschungen von @, b, ¢

vornimmt, so ergiebt sich, dass man eine siebente Zahl d definiren kann

durch die zwolf Gleichungen

o {77 @D =0 =) 0,0 =0 b = O !
= (0, 89) = (by, B;) = (¢;, ) = (g, B) = (By, B;) = (G, By)

Offenbar enthalten die Gleichungen (29), (30), (31) alle diejenigen 48

Symbole (m, n), in welchen die Moduln m, n eine der 48 in (15) bis

(18) aufgestellten urspriinglichen Theilbarkeiten m < n darbieten.

Die simmtlichen in -unserer Dualgruppe D - auftretenden Symbole
(m, 1), deren Anzahl = 28 .28 = 784 ist, zerfallen nun in drei Classen,
je nachdem die Theilbarkeit m >t oder m<n oder keine solche Theilbar-
Keit besteht. Aus der Definition des Symbols folgt unmittelbar (D. S.510),
dass alle 289 Symbole der ersten Classe, zu denen wir auch die 28 ‘Symbole
(m, m) rechnen, =1 sind*). Die 234 Symbole der dritten Classe lassen

und aus (22)

*) Stitzt man sich nicht suf die Definition des Symbols, sondern nur auf die
beiden Sttze (27), (28), 8o ergiebt sich zwar, dass alle Symbole der ersten Classe
denselben Werth haben; dass aber dieser Werth = 1 ist, folgt erst aus dem dritten
Satze (32), wenn man ausserdem noch die Voraussetzung hinzufiigt, dass das Symbol
(a, b), nicht fir alle Modulpaare a, b verschwindet. Aehnliches gilt fiir des in ‘den
G3itinger Nachrichten (1895. Heft 2) erklirte Modulsymbol (a; b). — Vergl. § 8des.
gegenwirtigen Aufsatzes.
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sich vermdge der Sitze (27), (28) auf zwei Arten durch Symbole der
zweiten Classe ausdrlicken. Unter den 261 Symbolen dieser zweiten Classe
befinden sich zunichst die 48 Symbole (29), (30), (31), deren Werthe
wir durch die sieben Zahlen d, &', ¥', ¢, a,, b,, ¢, bezeichnet haben, und
die iibrigen 213 Symbole, in welchen die Theilbarkeit m< n keine urspriing-
liche, sondern eine abgeleitete ist, lassen sich als Producte dieser Zahlen
darstellen; hierzu reichen aber die beiden Sitze (27), (28) nicht aus,
sondern dies geht aus einem dritten Satze (D. S. 510) hervor, welcher
darin besteht, dass aus p < g <t stets

(32) P, 1) =(,9) (4, t)
folgt.

Wir begniigen uns, das hiernach einzuschlagende Verfahren an den-
jenigen Symbolen (m, n) der dritten Classe durchzufiihren, in denen ut, nt
mit zwei der drei Moduln a, b, ¢ iibereinstimmen. Aus (27) und (11"

folgt zundchst ;
(b, )=(a ’ ©);

nach (16'), (17"), (18’) ist aber
ar/l<c/r<c/<c’
mithin ergiebt sich durch zweimalige Anwendung von (32)

(b, ) = (0", &) (", ) (¢ ©);
vertauscht man hierin a, b, ¢ mit einander und driickt man die Factoren
rechter Hand durch die kiirzeren Zeichen in (29), (30), (31) aus, so
erhilt ‘man
| (b, ¢) ="¥'de;, (¢,8)=c"db,
(33) (¢, 8) =c'da,, (a,¢)=4d'de ;-
(a,b) =a'db, (b, q) =¥ da,

Zu demsclben. Resultaté gelangt man aber auch, wenn man den Satz
(28) statt (27) anwendet; man erhdlt zundchst (b,c) = (b, a5), und da
b < b <, < ay ist; so folgt

(B, c) = (B: B1) (Bv 52) (62) as)l

was. mit (33") identisch ist. Auch in allen anderen Beispielen wiirde sich
zeigen, dass die verschiedenen Wege, welche man zur Darstellung eines
Symbols (m,n) durch die sieben Zahlen d, &', ¥, ¢, a;, b,, ¢, einschlagen
kann, immer zu identischen Resultaten fithren, dass also keine Relationeén
zwischen diesen Zahlen hbestehen; doch wollen wir auf den Beweis dieser.
Behauptung hier nicht ‘emgehen.
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Aus den Darstellungen (33), welchen man auch die Form

(0,¢) = (b, 57) (¢, ¢), (¢, B) = (¢, ¢™) (8", D)
(34) (¢,0) = (¢,¢") (0% 0), (a,0) = (8,07) (%) }
(a,0) = (a,a”) (07, 8),  (b,0) = (b,07) (", 0)

oder die Form

' (b, ¢) = (b, b,) (s, ¢), (¢, 8) = (¢, ¢) (b, B)
(35) (C, 0') = (c; cs) (as: a)i (a} C) = (a: as) (Cs, C) l
l (0,8) = (0, 05) (b5, ), (b, 0) = (b, by) (a5, 0)

geben kann, fliesst auch der Satz

(36) (6, ) (c, 9) (8, 8) = (¢, b) (8, ©) (b, ),

welchen ich zuerst in der zweiten Auflage von Dirichlet'’s Vorlesungen
iber Zahlentheorie erwihnt habe (Anmerkung auf 8. 490). Daselbst
findet sich auch (in etwas abweichender Ausdrucksweise) die folgende
Bemerkung. Nennt man zwei Moduln a, b verwandt, wenn (a, b) und
(6, 0) von Null verschieden sind (im Sinne von D. § 171, 8. 509), so
sind je zwei mit a verwandte Moduln b, ¢ auch mit einander verwandt.
Dies ergiebt sich unmittelbar daraus, dass alle Factoren, welche in den
vorstehenden Ausdriicken (33) oder (34) oder (35) von (b, c) und (c, b)
auftreten, auch Factoren von mindestens einem - der vier Symbole (a, b),
(b, a), (a ¢), (c,a) sind. Man kann daher alle Moduln in Familien ein-
theilen, indem man je zwei Moduln in dieselbe oder in verschiedene
Familien aufnimmt, je nachdem sie mit einander verwandt sind oder
nicht; jede Familie ist durch jeden in ihr enthaltenen Modul als Reprisen-
tanten vollstindig bestimmt. —

§ 4.
Idealgruppen.

In § 2 ist gezeigt, dass die 28 Moduln, aus denen unsere Dual-
gruppe D besteht, im Allgemeinen von einander verschieden sind; Wwir
wollen jetzt einen besonders bemerkenswerthen Fall anftihren, in welchem
die Anzahl der verschiedenen Moduln erheblich geringer ist. Dies tritt
immer dann ein, wenn die drei erzeugenden Moduln a, b, ¢ und folglich
auch die ibrigen Moduln der Gruppe D Ideale (oder auch Idealbriiche)
eines endlichen Korpers Q sind, weil dann sehr einfache Beziehungen
zwischen den beiden durch - bezeichneten Operationen und der Multé
plication der Moduln. bestehen (D. § 178); alle Moduln der G‘ruppe,
denen hichstens 18 verschieden sein kdmnen, lassen sich, wie mextFereH

Mathematische Annalen. LI, 20
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findet, in folgender Weise durch D"’ und sechs vpllstindig bestimmte
Ideale ¢, ¢, *, 9, G, t, ausdriicken:

=qTRY,  b=ryeN, e pand” )
a” = p’d"", b = q'd", ¢ =1'd"”
' =q = q'r,b"" b'" =0 = rlp,b”" = = p'q,b’”,
(87) V=0, =8, =c, =0 = pqrd” ;
a;=a2="'"p1 1) b = b, = q,b,, G =1C=1,D,
0y = 4, 74Dy, by = 1,9, 0y, s =94, D,
u by=pya;1, 0, )

jedes der drei Paare von Producten

q't, und v'qy, *'p, und P'r;, - P'q, und q'p,
besteht aus zwe1 relativen Primidealen, und wenn N die Norm im Korper
@ bedeutet, so gehen die Gleichungen (29), (30), (81) in

o g =-N(p)) b=N(q)) C=N(t)
(38) @ =N({p), b=DN(@), ¢=DN()
d==1
iiber.
Wir wollen die drei in diesem Falle auftretenden Specialgesetze*)
0" =aqa, ag=40,, ¥ =19,, d. h die Gesetze

(39) (ct+a—@+h=a+0—0, (C—o)+@—bH=a—(+0),
(40) G4+ —C+a)—@+8=0—0+ c—a)+ (a—5)

 nbéh ‘ébwas nilier betrachten und beweisen, dass ,. wenn in irgend einer
Dualgruppe J ausser den Grundgesetzen (1) (2), (8) noch eins dieseér
Specialgesetze allgemein gilt, gewiss auch das Modulgesetz VIII und die
beiden anderen Gesetze gelten. In der That folgt VIII (unter der Vorsus-
setzung D < m) aus (39") oder (39”) oder (40), wenn man a, b, ¢ resp.
durP m; o, p oder b, m, p oder p, b, m ersetzt; mithin geltgn in 3
auch alle Satze lé) 1)15 (26). Nimmt man nun an, es gelte das erste
Sgecla.lgesetz q = a, also auch b” =1V, so folgt daraus dag zwelte'
Gy =0y und &as dntte b, = ¥, weil zufolge (21 N, (287, (227), (25”)
redp. as—-a—-b al——a—-B" by=0a —P, 0 =0a"—b" ist Ebenso,
folgt umgekehrt das “erste Gesetz aus dem zweiten, weil a” = q -l- 51 ,i

*) Sie entspfeéhbi‘m gewisser Weise dem Operationigebiet, das in Schrsder’s
Algebra der Logék Bdrif, 8. 291) als der identische Oaleul bézeichnet wird,’ i
Gegensatze zu dem ¥4geschan Caleul, dem: ungers-.allgemeinén Dtalgruppen ent-
sprechen.
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¢ =a-+ b, und aus dem dritten, weil " =a 4D, o' =a 4 b, ist.
Hiermit ist unsere Bebauptung offenbar erwiesen, und wir konnen jedes
der drei dquivalenten Gesetze (39), (40) als das Idealgesetz bezeichnen;
jede Dualgruppe § vom Idealtypus ist auch eine Gruppe vom Modultypus,
wihrend umgekehrt, wie aus dem Beispiele der zweigliedrigen Moduln
in § 2 erhellt, durchaus nicht jede Gruppe vom Modultypus auch den
Idealtypus besitzt. —

§ b.
Das Kettengesetz in der -Dualgruppe 9.

Die nun folgenden Betrachtungen sind dazu bestimmt, das Wesen
des Modulgesetzes VIII noch tiefer zu ergriinden und dessen Folgen fiir
alle Dualgruppen M vom Modultypus zu entwickeln, durch welche diese
sich unter den allgemeinen Dualgruppen @ auszeichnen. Hierzu fithren
wir die folgenden, fiir jede Dualgruppe & giiltigen Benennungen ein.
Ein Element b soll in & ein ndchster Theiler*) des Elementes m heissen,
wenn erstens D<m, zweitens D verschieden von m, also ein echier Theiler
von m ist, und wenn es drittens in dieser Gruppe & ausser d und m
kein Element giebt, das ein Theiler von m und zugleich ein Vielfaches
von b ist; zugleich soll m ein ndchstes Vielfaches von b in & heissen.
Nach dieser Erklirung ist es also, wie wir hervorheben miissen, sehr
wohl moglich, dass ein Element b, welches in & ein niichster Theiler
des Elementes m ist, in einer grosseren Dualgruppe $, welche ausser
den Elementen von & noch andere Elemente enthilt, zwar immer ein
echter, aber doch kein n#chster Theiler von m ist; so lange es sich aber
nur um die Elemente einer einzigen bestimmten Gruppe @ handelt, wollen
wir unbedenklich den Zusatz ,in &“ fortlassen.

‘Nehmen wir als Beispiel unsere aus drei beliebigen Moduln a, b, ¢
erzeugte Gruppe © und setzen wir voraus, dass. alle 28 Moduln dieser
Gruppe verschieden sind, so leuchtet ein, dass in-den 48 urspriinglichen
Theilbarkeiten (15) bis (18) sich alle und nur solche Paare von Moduln.
D, m finden, von denen der eine b ein ndchster Theiler des anderem m.
in ® ist. Die vier Moduln b, b, b,, b, bilden aber fiir sich .eine
Dualgruppe €, und jeder von ihmen ist in €, aber nicht in D, sin
nachster Theiler des folgenden. Ebenso bilden die vier Moduln b, ¢,
a”, a, fiir sich eine Gruppe U, und b, ¢ sind in A, aber nicht in D,
nichste Vielfache von o’ und ndchste Theiler von q,.

.*) Vergl. D. § 171, S. 511, wo in der Ammerkupg diese Benennung fir . dig
aus allen Moduln bestehende Dualgruppe eingefiihrt ist.
25*
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Unter einer Keffe der Dualgruppe & wollen wir eine endliche Folge
von mindestens zwei Elementen in & verstehen, deren jedes ein nachster
Theiler des nichstfolgenden Elementes ist; diese Elemente sollen die
Glieder der Kette, und das erste und letzte Glied sollen resp. der Anfang
und das Ende der Kette heissen; die um eins verminderte Anzahl der
Glieder nennen wir die Linge der Kette. Wenn zwei Ketten denselben
Anfang und dasselbe Ende haben, so modgen sie dquivalent heissen, und
wenn alle Glieder einer Kette §) auch Glieder einer Kette & sind, so
nennen wir § eine Theilkelte von R.

Nehmen wir als Beispiel wieder unsere aus 28 verschiedenen Moduln
bestehende Gruppe ®, so leuchtet ein, dass alle in ihr vorhandenen
Ketten sich ebenfalls aus den Theilbarkeiten (15) bis (18) ergeben miissen.
Wir wollen nur einige von ihnen betrachten. KEs giebt zwei verschiedene

dquivalente Ketten
b"’l B’II 14 al a 'lmd blll’ cIII a’l ala’

welche vom' Anfang 9 zum Ende o fiihren, wihrend acht verschledene
dquivalente Ketten

b 0" a" a"a, 077 a"a a,

Y g, B¢ 0" b a,

Vb 0 a, DA DD a,

a7 by, DT b

den Anfang 5"’ und das Ende a, haben. Man iiberzeugt sich ferner
leicht, dass jede von b”” nach b, filhrende Kette einen und nur einen
der sechs Moduln a, b, ¢, a,, 0,, ¢, als Glied enthalten muss, und aus
der. Symmetrie- der Gruppe D folgt, dass die Anzahl aller dieser ver-
schiedenen #quivalenten Ketten = 3. 28 + 3-8%2=204 ist; in d1esen
Ketten sind alle-anderen als Theilketten enthalten.

< . Die. wichtigste Erscheinung in dieser Modulgruppe ® besteht aber
darin, -dqss je swes. dquivalente Ketten auch dieselbe Gliedemnzakl, also
auch - dieselbe Linge besiteen. Um dieses Ketfengesefz in D thatsichlich
nachznweisen, -vertheilsn wir die 28 Moduln in neun verschiedenen Stufen
Ss, wo w. die genzeny Zshlen von — 4 bis + 4 durchliuft, und zwar
&oll bestehen: die, Stufe.

S_} ans ", S, aus b, N
- e e a i
S—-B » B, B » € Ss » Qg 63-7 Cs
) N r” 174 N
(41) {83, “ y _5‘; ¢, Sg » g by, Gy
R ’ U4 ’ 4
S—-l ) D 9 R ‘;A.B . ) 81 ” bll %y, bu G
\ So aua8 a, 'B’ c’ ao, BO b} cO J
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Betrachtet man nun zwei beliebige aufeinander folgende Stufen S,._; und
S,, so lehrt ein Blick auf die Theilbarkeiten (15) bis (18) , dass die
nichsten Vielfachen eines beliebigen Elementes der Stufe S,_i sdmmitlich
in der Stufe S, enthalten sind, woraus von selbst folgt, dass auch die
nichsten Theiler eines beliehigen Elementes der Stufe S, simmilich der
Stufe S,—1 angehiren. Hat man sich hiervon tiberzeugt, so leuchtet die
Wahrheit des obigen Kettengesetzes unmittelbar ein; denn, wenn der
Anfang einer Kette in der Stufe S,, ibr Ende in der Stufe Sy, liegt,
go ist offenbar ihre Ldnge = n.

§ 6.

Beziehung zwischen dem Modul- und dem Kettengesetz.

Durch die Wahl der Bezeichnung in der Gruppe D von 28 Moduln
erscheint das eben besprochene Kettengesetz so selbstverstindlich, dass
man versucht sein kénnte zu glauben, es miisse in jeder Dualgruppe
herrschen. Um dieser Meinung sogleich entgegenzutreten, stellen wir

folgenden Satz auf:

IX. Wenn in einer Dualgruppe § das Modulgesetz VIII nicht all-
gemein gilt, so ist in § eine aus fiinf verschiedenen Elementen bestehende
Dualgruppe & enthalten, in welcher weder das Modulgesetz noch das

Kettengesetz gilt. |
Beweis. Wir wollen zunichst den auch sonst niitzlichen Satz be-

weisen, dass drei Elemente a, b, ¢ einer hbeliebigén Dualgruppe §, welche

eine Theilbarkeit
b<e, b4+c=0b, b—c=c¢

darbieten, im Allgemeinen eine aus meun Elementen bestehende Dual-
gruppe §’ erzeugen; dieselbe enthilt ausser o, b, ¢ noch sechs Elemente,
die wir wie in (11) und (13) durch

by =—a—c¢, ¢"=ua-0b,
b'=a+c, ¢ =a—Db,
=I7~(a+é), c’='c+(a’—b)
definiren. Zuniichst ergeben sich die folgenden 11 wrspriinglichen Theil-

barkeiten
<b, B0 By>c, o,

b <b ;¢ >,
b"<a, b5 G>a,,
b < ¢ > b,
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deren letzte mit dem Satze VII in § 1 iibereinstimmt, wemn dort die
Elemente p, b, m resp. durch a, b, ¢ ersetzt werden; die iibrigen folgen
mit Riicksicht auf b < ¢ unmittelbar aus den Definitionen. Es giebt nur
sechs Paare von Elementen, welche keine Theilbarkeit darbieten; die
beiden Paare a, ¢ und a, b erzeugen durch die Operationen + die oben
definirten Elemente b;, b, ¢, ¢;; fiir die tbrigen vier Paare ergiebt
sich aus den Definitionen:

B+b'!l=clll, c—cs=ﬁs’
B_BIII=BI, c+c8=cl,
(42) a+4+c¢ =Db", a—b =g,
(43) a+b =0b", a— ¢ =g
und zwar folgen die Sitze (43) aus den Sitzen (42) mit Riicksicht auf
b <, B <y, >0
Hiermit ist bewiesen, dass die neun Elemente
¢y B, 07, By, a4, ¢ ¢, ¢, By

wirklich eine in § enthaltene Dualgruppe § bilden, und wir wollen ihre
Constitution, weil sie fiir manche Untersuchungen wichtig ist, in der
folgenden Tabelle darstellen.

cIII B blf’ Bl a cl

C’” 1444 rrr {4 1444 17 rrr 44 1444 rrr
p

C e e jcic [ A Y C

&
o
&
+

b |5 ¢’ 16 [¢”]6 [6 |6 |b

o8

|| 6| b, b1 67| 57| b 67| B | B
6. b, b |5, | |6”|b, |5, |6, |6, | b
a a j¢fa | ¥ la [67|a |a
VA A - A o ¢ ||
Cosf| €5 |G |G |G |6 |G ¢ G |G

A ¢ ¢
['B8")'%s | B | B |b, |, B |6 |5 |5,

M oarrr 7 ’
—fe”b |07 by la | ey {e by

Das Durchsoﬁnittsfeld der Zeile m und der Spalte n enthilt das Ele-
ment m 4 1t oder mt'-~mn, je nachderh dieses Feld der rechten oberen
oder der linken unterert Hilfte' der Tabelle angehort; die Diagonalfelder,
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welche den Fillen m =1 = m + n entsprechen, sind zur Erleichterung
des Ueberblicks leer gelassen.

Wenn in der Dualgruppe $ das Modulgesetz VIII herrscht, so ist
b, =, und die durch a, b, ¢ erzeugte Dualgruppe ' besteht also aus
hochstens acht Elementen. Dasselbe ergiebt sich aus der Constitution
der oben betrachteten Gruppe D von 28 Moduln; denn aus der jetzigen
Annahme b < ¢ folgen leicht die 20 Identitéten

% ’ ’
¢ = =b=a0=50=c0=b1=bl=b2)
res 7 ’
a .—5 =[)=B; c=(‘1=c2=aa’
rr ” ’
b = =C[; a1=a2=cs,

14444 ({44
b =" by =b,.

Wenn aber, wie wir im Folgenden annehmen wollen, in der Dual-
gruppe § das Modulgesetzt VIII nicht allgemein gilt, so diirfen wir voraus-
setzen, die obigen drei Elemente a, b, ¢ selen mit Beriicksichtigung der
Bedingung b <¢ aus § so ausgewidhlt, dass b, verschieden von ¢, also
b, ein echter Theiler von ¢ ist. Wir wollen nun zeigen, dass in diesem
Falle die fiinf Elemente

‘ b7, by, a, €, G,
welche zufolge der mittleren 25 Felder der obigen Tabelle offenbar: fiir
gsich eine Dualgruppe @ bilden*), gewiss von einander verschieden sind;

* Denn je zwei Elemente m, n in @ erzeugen zwei in.@ enthaltene Elemente
m + n, und aueserdem gelten die Grundgesetze (1), (2), (3) fiir alle Elemente der
Duslgruppe §, also auch fiir alle Elemente von &. Dieser Schluss beruht also auf
der Hypothese, dass wirklich eine Dualgruppe $ existirt, in welcher das Modulgesetz
nicht allgemein gilt, und es bleibt daher immer.noch zweifelhaft, ob diese Hypothese
unseres durchaus richtigen Satzes IX sn sich zuldssig ‘ist, weil sie vielleicht den
Grundgesetzen (1), (2), (8) einer jeden Dua,lgmgpewwi(}ersprechen konnte. Dieser
Zweifel, welcher fiir den allgemeinen Begriff der. Dualgruppe von Bedeutung ist,
wird nur dadurch beseitigt, dass fir das Systém @, in welchem die Zeichen -
durch die obige Tabelle und die Annahme det Gesétze (1) und (4) vollstindig er-
klart sind, auch die Gesetze (2) und (3) als identiseh -erfillt nachgewiesen werden.
Dies ist in § 4 meiner in der Einleitung citirten Schrift (1897) wirklich geschehen;
in der That geht die erste der beiden dort suf 8. 14 angefiihrten Dualgruppen in
unsere Gruppe ® iiber, wenn man o, §, 7, 8, & resp. durch ¢, a, b, B, ¢ ersetzt.
Der ‘suf S. 17 daselbst gegebene Beweis besteht aber nicht in der unmittelbaren
Verification aller Identititen (2) und (3), sondern er beruht auf einer allgemeinen’
Transformation der Grundgesetze (1);.(2),/(3) in- eine ganz andere Gtestalt, in welcher
die Operationen — selbst gar nicht mehr auftreten. Ich bemerke hierbei, dass fir
endliche Dualgruppen % die dortige Eigenschaft VI auf S. 15 durch die folgende einf;
fachere ersetzt werden kann: Fir je zwei Dinge «, f in ¥ giebt es wmindestens-eéix,
Ping u, in %A von der Arb, dess «, f beide in dem System gu,” enthalten sind.
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hierbei stiitzen wir uns auf die Identitéiten (42), (43) und auf die sch
vorher aufgestellten Theilbarkeiten ) (43) ¢ schon

(44) b <a<c,
(46) " <h <<y

und behaupten zunichst, dass

(46) weder b, < a mnoch a<¢

sein kann. Wire nimlich b, < a, so wiirde aus (43"), (427), (43", (42)
der Reihe nach b, =10, a=1¢;, ¢ <q, ¢ = 6", also auch B, =’
folgen, und zu demselben Widerspruch mit unserer Voraussetzung witrde
die Annahme g < ¢’ fihren, weil hieraus nach (43"), (42'), (43), (42"
sich ¢ =13, a =107, a <b,, b, = ¢; ergeben wiirde. Da ferner b, <¢
ist, so folgh aus (46) offenbar, dass keins der beiden Elemente b, ¢’ ein
Theiler oder ein Vielfaches von a sein kann, und hiersus ergiebt sich
weiter, dass in (44) und (45) nur echfe Theilbarkeiten aufireten; wire
némlich b =a oder a=¢;, so wiirde aus (45) entsprechend a < ¢’
oder b, <a folgen, und wire b” =B, oder ¢’ =¢;, so wiirde aus (44)
entéprechend b, < a oder a < ¢ folgen, was Alles im Widerspruch mit
(46) steht. Wir schliessen hieraus, dass alle fiinf Elemente der Dual-
gruppe @ wirklich von einander verschieden sind, weil auch jede der
beiden Annahmen a = b, oder a = ¢’ durch (46) verboten ist.

In dieser Dualgruppe & gilt das Modulgesetz VIII nicht, denn sonst
miisste, weil b, <¢ ist, auch (a—b,) 4+ ¢'= (a4 ¢) — b, sein, wahrend
doch ans (42) folgt, dass

(a—b)+=¢F=¢ und (a4¢)—5b =" —b =B,
ist. Wir behaupten endlich, dass die drei Elemente b, a, ¢; in (44)
und ebenso die vier Elemente b, b, ¢/, ¢; in (45) eine Ketfe in @ bilden;
wire ndmlich b kein ndichster Theiler von a, oder ¢, kein ndchstes Viel-
faches von g, 80 miisste mindestens eins der beiden anderen Elemente
b;, ¢ ein Theiler oder ein Vielfaches von a sein, was, wie schon erwihnt,
zafolge (46) unmoglich ist, und aus demselben Grunde folgt offenbar,
dass auch die: vier Elemente in (45) eine Kette bilden. Da nun beide
Ketten denselben Anfang ¥ und dasselbe Ende ¢;, aber verschiedene
Liinge besitzen, so gift‘in"der Gruppe & auch das Ketlengesets nicht.

Den_ hiermit bewiesenen Satz IX konnen wir offenbar auch so sus-
sprecheén:

X. Weonn in. efner Dualgruppe § und in allen ihren Theilgruppen
das Kettengesetz gilk, so gilt'in ihr- auch das Modulgesetz.

Hierzu_ist Folgerides wohl zu beimerken. Man konnte es vielleicht
fiir erlaubt halten, die 3'§ﬁ§’én§é?Pii‘é'ﬁiiés‘é.dieses Satzes dahin abzuschwichen;
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dass die Giiltigkeit des Kettengesetzes nur fiir die Gruppe § selbst voraus-
gesetzt wird; von dieser irrigen Meinung wird man aber sogleich zuriick-
kommen, wenn man sich erinnert, dass die Definitionen eines nichsten
Theilers und einer Kette in  sich wesentlich auf die Betrachtung aller
Elemente von § und nur dieser Elemente stiitzen (§ 5). Man kann sich
in der That leicht iiberzeugen, dass das Kettengesetz in einer Dualgruppe
P giiltig und doch in einer Theilgruppe & von § ungiltig sein kann.
Das einfachste Beispiel dieser Erscheinung erhilt man, wenn man zu den
fiinf|verschiedenen Elementen m = b, b, a, ¢, ¢, aus denen die eben
betrachtete Dualgruppe & besteht, noch ein von ihnen verschiedenes
gechstes Element n hinzufiigt und fiir dasselbe die Operationen + gemiss
¢4) und (1) durch n4-n=mn, m 4+ n=n+4m, und zwar im Einzelnen
durch

n4+5"=0", n4b=0", n+ta=a, n4+c=bH", nig=n,

n—b"'=n, n—b=c, n—a=n, n—C=c, N—C=C,

definirt. Die genaue Priifung (vergl. die letzte Anmerkung) ergiebt dann,
dass diese sechs Elemente wirklich eine Dualgruppe © bilden, und dass
in derselben das Kettengesetz gilt, weil das einzige Paar iquivalenter ver-
schiedener Ketten aus den beiden Ketten 5" anc; und b" b, ¢'¢; besteht,
welche dieselbe Linge 3 besitzen. —

Nemnen wir jede Dualgruppe %, in welcher das Modulgesetz VIII
allgemein gilt, eine Modulgruppe, auch wenn ihre Elemente keine Moduln,
sind, so wollen wir nun umgekehrt zeigen, dass in Jeder solchen Gruppe
auch das Kettengesetz gilt. Dies geschieht durch die folgende Reihe von
Sitzen.

XI. Sind a, b zwei beliebige Elemente einer Modulgruppe I, so
besteht zwischen der Gruppe aller derjenigen Elemente 5" in IR, welche
den Bedingungen

(47) a+b<h <bh

geniigen, und der Gruppe aller derjenigen Elemente a, in #, welche den
Bedingungen

(48) n<o <a—b

geniigen, eine gegenseitige eindeutige Correspondenz, welche durch jede
der beiden, wechselseitig aus einander folgenden Beziehungen

(49) 6 =a—b

(50) b =56+ aq

ausgedriickt wird (D. § 169, S. 499, Anmerkung).

Beweis., Unsere Behauptung besteht darin, dass aus (47) und .(49)
51ch (48) und (50) ergiebt, und umgekehrt. Aus (47) folgt, zuniichgt
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a—(@+5b)<a—b <a—D, was zufolge (3) und (49) mit (48) dber-
einstimmt, und da b° << b ist, so folgt nach dem Modulgesetz VIII auch
(@45 —b =(a—b)+ b, was nach (47) und (49) mit (50) tber-
einstimmt. Umgekehrt folgt aus (48) und (50) zundchst a 4+ b <a, 4 b
<(a—"b)+ b, also (47), und da a < q, ist, so folgt nach dem Modul-
gesetz auch (a —b) 4o, = (a; 4 b) — a, was zufolge (48) und (50)
mit (49) tbereinstimmt, w. z. b. w.

XII. Sind a, b Elemente einer Modulgruppe M, und ist a - b ein
hiichster Theiler von b, so ist a ein nichster Theiler von a — b, und
umgekehrt.

Beweis. Ist a 4 b ein niichster, also auch ein echter Theiler von
b, so folgt zunichst, dass a auch ein echter Theiler von a — b ist, weil
aus a=a-—0b auch a4 b=1> folgen wiirde; geniigt nun ein in M
enthaltenes Element a, den Bedingungen (48), so gehdrt auch das ent-
sprechende Element b" in (50) der Gruppe I an, und da zugleich (47)
und (49) gilt, so ist entweder b =a 4 b, also g, = (a 4 b) —a =y,
oder b’ = b, also ;= a — b; mithin ist vnrkhch o ein niichster Theiler
von’ a — b. - Umgekehrt, wenn Letzteres der Fall, also a auch ein echter
Theiler von a — b ist, so folgt zuniichst, dass ¢ 4+ b auch ein echter
Theiler von b ist, weil aus a +b="0 auch a=0a—D0 folgen wiirde;
geniigt nun ein in IR enthaltenes Element b’ den Bedingungen (47), so
gehort auch das durch (49) definirte Element a, der Gruppe IM an, und
da zugleich (48) und (50) gilt, so ist emtweder a, = a, also b' =a -5,
oder a, =a—Db, also b = (a — b) 4 b = b; mithin ist wirklich a4} b
ein’ nichster Theiler von b, w. z. b. w.

XII. Ist d ein niichster Theiler von m in der Modulgruppe I, und
P ein beheb1ges Element in IR, so ist enfweder p + D=9 4+ m und
b——b ein nichster Theiler von p — m, oder es ist p—d =p — m und

p 4+ D ein nichster Theiler von p 4 m.

Beweis. Aus der Annahme D <m folgt nach dem Modulgesetz VIII,

dass matiéin Element q in der doppelten Form

qg=(p+m—a—(p—b+m

déefiniren kann; ‘dasselbe ist: offenbar in MM enthalten und gentigt den Be-:
dmgungen b < q < m, mithin muss, weil b ein néchster Theiler von m
ist, einer und nur einer der beiden Fille q =10 oder g =m eintreten.
Im ersten Falle ist b= (p—1) + m, und da p+ (p—0d)=0p ist, so folgt
hieraus p + D = p 4 m; setzt' man nun a=p—D>, b=m, so wird
a+b=>0, a——B——p—?b‘ m_p—m, es ‘ist daher a - b ein
néchster Theiler von:*h ‘5o nach dem vorigen Satze auch p — D ein
nichster Theiler von \qéi*— ﬁ(’ii $rii - sweiten’ Falle ist m = (p + m) — b,
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und da p — (p |+ m) = p ist, so folgt p — m = p — d; setzt man jetat
a=b7 B=p+m) so wird a+b=p+m+b=p+h; a—B=—-m;
es ist daher a ein uichster Theiler von a — b, also nach dem vorigen
Satze auch p + b ein nachster Theiler von p + m, w. z. b. w.

XIV. Wenn ein Element d einer Modulgruppe N zwei verschiedene
nichste Vielfache a, b besitzt, so ist a +b=D, und a— b ist ein
nichstes Vielfaches von a und von b. Besitzt ein Element m zwei ver-
schiedene ndchste Theiler a, b, s0 ist a— b =m, und a + b ist ein
nichster Theiler von a und von b.

Beweis. Zufolge der ersten Annahme ist b ein gemeinsamer Theiler
von @, b, also auch ein Theiler vou a -4 b, mithin

b<ad+b<a, D<a-+5H<b;

wiire nun a4 b verschieden von D, so miisste, weil b ein néchster Theiler
von a und von b ist, a + b =a und zugleich a 4+ b =", also such
a0 =Db sein, was unserer Annahme widerspricht; mithin ist a +b=1b
ein naéchster Theiler von a und b, woraus nach XII folgt, dass b und a
nichste Theiler von a — b sind. Zufolge der zweiten Annahme ist m ein
gemeinsames Vielfaches von a, b, also auch ein Vielfaches von a — b,
mithin
a<a—b<m, b<a—b<my
wire nun 4 — b verschieden von m, so miisste, weil a und b - néchste
Theiler von m sind, a — b = a = b sein, was unserer Annahme wider-
spricht; mithin ist a —b == m ein nichstes Vielfaches von a und.b, woraus
nach XII folgt, dass a | b ein nichster Theiler von b und a ist, w. z. b. w.
Um alle wesentlich verschiedenen Beispiele zu diesem Satze zu finden,

welche unsere obige Gruppe D von 28 verschiedenen Moduln darbietet,
braucht man nur die leteten Sitze in (19) bis (26) mit den Theilbarkeiten
in (15) bis (18) zu vergleichen; so erhdlt man

a4 "= 2", a”'— =",

a4+ b =", ' —p" =1V,

A 4d=0qa", a—0=nq,

G+ b="0", a, — by =Dy,

a+ao=a’: a — G == 0,

o+ 0 =aq, o, — by = g,

o +b =5 , g — By, =g,

0+ by =10 a0y — by = D,.

Wir wollen ferner bemerken, dass die im ersten Theile des "‘Sdﬁﬁﬁé_

aufgestellte Behauptung a 4 b =b offenbar fiir jede Dualérrupﬁe"'éﬂ;;

-
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wihrend die auf a — b beziigliche Behauptung wesentlich auf der Voraus-
setzung des Modulgesetzes berubt; betrachten wir z. B. die Dualgruppe &,
welche wir bei dem Beweise des Satzes IX gebildet haben, so sind die
beiden Elemente a, b, ndchste Vielfache von b” =a -+ b,, aber nur g,
nicht b,, ist ein néchster Theiler von ¢;==a—b,. Ebenso gilt im
aweiten Theile nur die Behauptung a — b= m allgemein fiir jede Dual-
gruppe, wihrend die auf a 4 b beztigliche wieder auf dem Modulgesetz
beruht.

XV. Wenn in der Modulgruppe .IM eine Kette & aus den n 41
Gliedern

(51) LhLE-- L
besteht, und wenn ein Element p- der Gruppe I den Bedingungen
(52) h<p<th

geniigt, so giebt es in 9% mindestens eine mit R ﬁquivalente Kette B,
in welcher das Glied p auftritt.

Beweis. Durchliuft { alle Elemente der Kette &, und bildet man
alle Elemente p + f, so erhilt man zufolge (52) die beiden Reihen
(53) p+h=f p+h--pt+ by p+ b=y,

(54) p—fh=pp—tL-p—typ—th="=

Sieht man die zweite als eine Fortsetzung der ersten an, so entsteht eine
Gesammtreihe ', in welcher offenbar jedes Element ein Theiler des
folgenden ist. Sind zwei solche auf einander folgende Elemente verschieden,
so folgt aus dem Satze XIII, dass das erste ein ndchster Theiler des
folgenden ist; behdlt man daher von mehreren gleichen auf einander
folgenden Elementen immer nur eins bel, so. entsteht aus P’ eine Kefte P,
deren Anfang — ¥, deren Ende =¥, ist, und in welcher das Glied P
auftritt, w. z. b. w.

Zusatz. Diese Kette P hat dieselbe Lﬁ/nge n wie & Um dies 2u
beweisen, vertheilen wir die % Indices 0,1, 2.. .. (r— 1) in zwei getrennte
Classen, deren erste alle diejenigen p Indwes 7 enthilt, fiir welche p 4§,
verschieden von p -}¥f., wird, wihrend di¢ zweite Classe aus allen
tibrigen ¢ Indices s bésteht, fiir welche also p—+ ¥, = p + %4y ist; dann
st p + ¢ = n, und offenbar ist p 4~ 1-die Anzehl aller verschledenen,
in der Reihe (53) enthaltenen Klemente: Aus .dem Satze XIII (welcher
bei dem vorhergehenden Beweise von XV nur theilweise benutzt ist) folgt
aber, dass glelchzextlg p—t =p—1ty,, uhd ddss p—7, verschieden
von p — f,4q ist; ndithin ish q + 1 die Anzahl aller verschledenen, in der
Reihe (54) enthaltenen Elbmente Da. femer p das emzlge Element ist,

Kette P enthaltenen EIen&e:iﬁea#éﬁ' }-E« (g-{-«l) — 1 = n+ 1, w. Z. b Ww.
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Bezeichnet man die auf einander folgenden Elemente dieser Kette P mit

Po Py Pra Py
s? ist p, =f,, p, = f,, und zugleich leuchtet aus der Bedeutung von p
em, dass p, = p ist.
. Um diese durch ein Element p bewirkte Transformation einer Kette &
In eine #quivalente Kette B durch Beispiele zu erliutern, kehren wir zu
der oben behandelten, aus 28 verschiedenen Moduln bestehenden Gruppe D
zartick und betrachten die aus neun Elementen
2" b a" a"aa, a, b0,

bestehende Kette R von der Lénge acht. Wihlen wir p = ¢’, so bestehen
die beiden Reihen (63), (54) aus den Elementen

bll” bl’l B'// B’// b'/, c’l cl c, cl

¢ ¢ ¢ b @y ay 0,0, 0,
und die Kette P wird

hIIII bll’ cll cl co bl a2 ba b4;

zugleich ist p =38, ¢ =>5. Wihlen wir aber p— b und dieselbe Kette 8,
80 bestehen die beiden Reihen (53), (54) aus den Elementen
M S U S
b 5 b b € Dy D
und die Kette B wird 1 1 Bt b
b7 ¢ B 0 b B, B, t5 D,
zugleich ist p = g = 4.

Aus den beiden vorhergehenden Sitzen XIV und XV ergiebt sich
nun leicht das Ketengesete, d. h. der Satz

XVI. In jeder Modulgruppe M haben je zwei quivalente Ketten die-
selbe Linge.

Beweis. - Um die Methode der vollstindigen Induction anzuwenden,
-sprechen wir den zu beweisenden Satz so aus: Wenn eine Kette ® der
Modulgruppe M die Lénge m hat, so hat jede mit ® dquivalente Kette £
dieselbe Lénge m. Dié ‘Walirheit dieses Satzés fiir den Fall m =1 ergiebt
sich daraus, dass eifié Ketts R: von der Linge 1 nur mit sich selbst
‘#quivalent ist; besteht ndmlich+® aus den beiden Elementen g, b, so ist a
-ein ndchster Theiler b, und -da jedes Element § einer Kette & ein Viel-
faches von ihrem Anfang und:‘zugleich ein Theiler von ihrem Ende ist,
80 muss, wenn O mit @fs»q’ul’za.len}:t ist, a <§ < b, mithin § =a oder
h = Db sein, woraus die '3Idéﬁ{iit§i€' von § und ® folgt. Nach dem Wesen
der Inductionsmethode. machen wir nun die Hypothese, dass, wenn n eing
‘bestiminte. natfirliche Zahl bedbutet, unser Satz schon fiir jede Kibto#
bewiesen 'géi, doren Bings mssn ish, und haben zu zeigen, ‘daus sl
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gewiss auch flir jede Kette & gelten muss, deren Linge m = n - 1 ist.
Es sei also & eine aus den Gliedern

afb & -5 15D
bestehende Kette von der Liange n 4 1, und irgend eine mit & #quivalente
Kette § moge aus den e 4 2 Gliedern

: abhy by He—s B b
bestehen; wir sollen beweisen, dass e = » ist. Unterdriicken wir in beiden
Ketten &, § den gemeinsamen Anfang a, so entsteht aus & eine Theil-
kette &, von der Linge #, deren Anfang und Ende resp. die Elemente
¥,,.b.8ind, und ebenso entspringt aus § eine Theilkette §, von der Linge ¢,
deren Anfang und Ende resp. die Elemente §),, b sind. Falls nun f, =1,
ist, so sind diese beiden Ketten &,, §, dquivalent, und da die Lénge der
ersteren == » ist, so muss nach unserer Hypothese auch 9, dieselbe Linge
haben, woraus wirklich ¢ = n folgt. Im entgegengesetzten Falle, wenn
die beiden Elemente f,, ), verschieden sind, schliessen wir aus dem Satze
XIV, dass sie als nichste Vielfache desselben Elementes a auch ndchste
Theiler desselben Elementes f — 0, sind, das wir mit p bezeichnen
wollen. Da ¥ und §, auch Theiler desselben Elementes b sind, so geniigt
p offenbar den Bedingungen f, <<p < b, und folglich giebt es nach dem
Satze XV eine mit & #quivalente Kette §, in welcher p als Glied auf-
tritt, und welche nach unserer Hypothese dieselbe Liénge » besitzen muss
wie & (das Letztere wiirde auch aus dem Zusafze zu XV folgen, den wir
aber bei diesem Beweise nicht zu benutzen brauchen). Da ferner, wie
schon bemerkt, ¥, ein nichster Theiler von p ist, so muss in’ dieser Kette
P das Glied p unmittelbar auf ¥, folgen; die Kette P hat daher die Form

Nun ist, wie oben bemerkt, auch §, ein nichster Theiler von p; ersetzen
wir;, daber den. Anfang f, der Kette % durch §,, so entsteht abermals
eine Kette

bl p--- Br

welche dieselhe: Linge n besitzt wie P und mit der Kette $, #quivalent.
ist;, nach unserer Hypothese muss daher die Linge e dieser Kette ),
ebenfalls = » gein, . w.:z. b. w.

8 1.
Stufen in endlichéh Modulgruppen.
Nachdem duxch die Sitze X und XVI die Beziehung zwischen dem,

Modulgesetze und dem, Ketfengesetze -nachgewiesen ist, -fiigen wir noch
einige Bemerkungen iiber.endliche Mogulgruppen hinzu, deren Beweise der.
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Leser leicht finden wird. Unter den Elementen m einer solchen Gruppe I
giebt es offenbar ein und nur ein Element p, welches ein Theiler von
allen m, und ebenso giebt es ein und nur ein Element q, welches ein
Vielfaches von allen m ist. Wenn m verschieden von q ist, so giebt es
in I mindestens ein nichstes Vielfaches von m, und wenn m verschieden
von p ist, so giebt es in I mindestens einen niichsten Theiler von m.
Wenn ferner a ein echter Theiler von b ist, so giebt es immer mindestens
eine Kette, deren Anfang a, und deren Ende b ist. Hierauf kinnen wir
alle Elemente der Gruppe IN in eine Reihe getrennter, auf einander
folgender Stufen S eintheilen; die unterste oder niedrigste Stufe soll aus
dem einzigen Element p bestehen, und diese Stufe wollen wir mit S, be-
zeichnen, wo p eine beliebig gewihlte ganze rationale Zahl ist; wenn
ferner m ein von p verschiedenes Element, also ein echtes Vielfaches
von P ist, und wenn » die gemeinsame Linge aller Ketten bedeutet, deren
Anfang p und deren Ende m ist, so nennen wir die Summe m = p -+ h
die Stufenzahl von m und nehmen m in die Stufe S, auf; ebenso nennen
wir p die Stufenzahl des Elementes p; ist £ die Linge aller von p nach
q fiihrenden Ketten, und ¢ = p + k, so besteht die oberste oder hochste
Stufe S, offenbar aus dem einzigen Elemente q, und & - 1 ist die Anzahl
aller verschiedenen Stufen. Ist m ein Element der Stufe S, und m < g,
so finden sich alle niichsten Vielfachen von m in der Stufe Spy;, und
wenn m > p ist, o finden sich alle nichsten' Theiler Yon m in det Stufe
Sn—1. Bezeichnet man die Stufenzahl m dés Elementes m allgemein mit
s(m), so gilt fiir je' zwei Elemente a, b der ‘Satz

(55) s(a) + s(b) = s(a+b) + s(a—b),

dessen Beweis wir ausfiihren wollen. TFalls eins' der beiden Elemente,
z: B. a ein Theiler des andexrn b ist, so leuchtet' der Satz von selbst ein,
weil dann a4+ b=0a, a—b=D> ist. Wenn aber keins der beiden
Elemente durch das andere theilbar, also- & b ein echter Theiler von b
ist, so giebt es mindestens eine vom @ 4 b: mach b fithrende Kette IR,
und wenn #» ihre Linge bedeutet, so.ist: offenbar s(b) = s(a-+b) + n;
da nun jedes Element b’ dieser Kette den Bedingungen a5 <b'.<b
geniigt, so ist immer a 4 b'=a + b; sind daher D, m irgend zwei. auf
einander folgende Glieder dieser Kette, so ist auch a 4+ d==a 4 m,
woraus nach Satz XIII folgt, dass o — D ein néchster Theiler von ¢ —m
ist; mithin bilden die # 4 1. Elemente a, = a — b’ eine Kette, deren
Anfang a —(a -+ b)=a, und dereﬁ’hﬁde a—b ist; hieraus folgt offenbax,
dass 's(a—Db) = s(a) + » ist, und wenn man- hiermit das obige Resuliaf
s(8) == s(a-4-5) 4 n verbindet, so ergiebt sich der zu beweisende Satz (5
dessen Zusammenhang mit dem Satze X1 einleuchtet.
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Alles dies bestdtigt sich an dem frither behandelten Beispiele der aus
28 verschiedenen Moduln bestehenden Gruppe ®; hier ist p=D0"", g =1,
k=28, und da wir in (41) die Zahl p = — 4 gewshlt haben, so ist
g=-+4. Doch muss man nicht glauben, dass die Symmeirie, welche
hier in dem Bau von je zwei, gleichweit vom Anfang und Ende ent-
fernten Stufen Sy ,, auftritt, eine allgemeine Eigenschaft aller Modulgruppen
M ist. Es bilden z. B. die in dieser Gruppe enthaltenen fiinf Elemente
o, by, ¢, a5, D, fiir sich eine Modulgruppe mit vier Stufen S’, von denen

S," aus b,
Ss’ » 52) cﬁ;
S 5 0
8 , by

besteht; die vier ersten Klemente bilden fiir sich eine symmetrische
Modulgruppe mit den drei Stufen S, S, S;° aber diese Symmetrie wird
durch das Hinzutreten des fiinften Elementes b, gestort.

§ 8.

Beziehung zwischen dem Modulgesetz und dem Symbol (m,n).

Wir wollen nun noch den Zusammenhang besprechen, welcher zwischen
dem Modulgesetz VIII und den Symbolgesetzen (27), (28), (32) besteht.
Wir haben die letzteren schon in § 3 durch die Bemerkung vervollstindigt,
dass nach der Bedeutung, welche das Symbol (m, n) in der Modultheorie
besitzt, aus der Theilbarkeit m > b immer (m, d) =1 folgt; wir fiigen
jetzt moch hinzu, dass zufolge derselben Bedeutung auch umgekehrt aus
(m, ) = 1 immer die Theilbarkeit m > b folgt, dass also die beiden
Auggagen
(56) (m,d) =1 und m>H

vollig ‘gleichbedeutend sind (D. § 171, S. 510).

Néehmén wir nun an, in irgend einer Dualgruppe $ entspreche je
zwei Elementen m,n ein mit (m, n) bezeichneter und zwar von Null ver-
schiedener Zshlwerth, und dieses Symbol gehorche den Gesetzen (27), (28)
(32) und (56), so wollen wir beweisen, dass in dieser Dualgruppe § auch
das : Modulgesetz VIIL herrscht. In der That, wihlen wir aus § drei Ele-
mente @, b, ¢ aus, welche der Bedingung b < ¢ genligen, so erzeugen
dieselben, wie aus ‘dem Beweise des Satzes IX in § 6 hervorgeht, eine
aus hochstens neun Elementen bestehende Dualgruppe §', und wenn wir die
dortigen Identitéiten (42), (43) mit den Symbolgesetzen (27), (28) combiniren,
so ergiebt sich
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(6", 8,) = (a4 by, b,) = (8, b)) = (a, a—Db,) = (g, ),
(07, ) = (a+4¢, ¢) =(, ¢) =(a,a—¢) =(q, &)

(b7, b)) = (7, ¢’)
da ferner nach (45) auch b <b, < ¢ ist, so folgt aus dem Symbol-

gesetz (32)
(b7, ¢) = (b7, by) (b, ©),

(87, 8,) (6, ©) = (6, B,
und da nach unserer Annahme die Zahl (6", b,) von Null verschieden ist,
so ergiebt sich (b, ¢) =1, was nach (56) gleichbedeutend mit b, > ¢’
ist; da endlich auch b, < ¢  ist, so folgt b, = ¢, also ist in der Dual-
gruppe § die Identitdt

b—(a40)=c4(a—Db)
eine nothwendige Folge der Annahme b < ¢. Dies ist aber nichts Anderes
als das Modulgesetz VIII, welches mithin in jeder Dualgruppe $ herrschen
muss, fiir welche die obigen Voraussetzungen gelten. —

Nachdem dieser Zusammenhang erkannt ist, liegt es nahe, eine be-
sonders wichtige Classe von Dualgruppen $ zu betrachten, in welchen die
genannten Symbolgesetze wenigstens theilweise erfiillt sind, ich meine die
Dualgruppen §), deren Elemente die sémmtlichen Theilgruppen einer ge-
wohnlichen endlichen Galois’schen Gruppe g sind. Die Elemente &, B, 7, -
einer solchen Gruppe g reproduciren sich bekanntlich durch ‘eine Operation,
welche in der Regel wie eine Multiplication bezeichnet wird und dem
associativen Gesetz («f3)y = «(fy) gehorcht; ausserdem wird vorausgesetzt,
dass sowohl aus ay = fy, wie aus ya = pf immer o« = f folgt. Sind
a, b irgend welche Complexe von Elementen in g, und bezeichnet man
allgemein mit ab den Complex aller in der Form af enthaltenen Elemente,
wo «, 3 resp. alle Elemente in a, b durchlaufen, so ist a dann und nur
dann eine Gruppe, ein Theiler von g, wenn aqa ==aqa ist. Sind a, b zwei
solche Theilgruppen von g, so ist ihr grdsster gemeinsamer Theiler oder
ihr Durchschnitt (4. h. der Imbegriff aller ihnen gemeinsamen Elemente)
wieder eine Gruppe, die wir hier, um mit unserer bisherigen Ausdrucks-
weise im Einklang zu bleiben, durch a 4 b bezeichnen wollen; aus dem-
gelben Grunde soll das Zeichen a — b diejenige Gruppe bedeuten, welche
durch fortgesetzte Multiplication ans allen Elementen von a, b erzeugt
wird*) und das kleinste gemeinsame Vielfache von a, b heisst; sie ist der
Durchschnitt aller derjenigen Theilgruppen von g, welche (wie z B. g

also

also auch

*) Es ist aleo a — b = ababa - .- = baba - --, wenn diese Producte hin-
reichend weit fortgesetzt -werden.

Mathematische Annalen, LIIL 28
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selbst) gemeinsame Vielfache von a, b sind, d. h. welche sowohl a als b
zum Theiler haben. Offenbar geniigen diese beiden Operationen - den
Grundgesetzen (1), (2), (3), mithin ist der Inbegriff § aller in g als
Theiler enthaltenen Gruppen a, b, ¢ ... eine Dualgruppe im Sinne von
§ 1, auf welche wir auch die Bedeutung der Theilbarkeitszeichen < und
> tbertragen wollen.

Hierzu tritt nun Folgendes. Ist die Gruppe a ein Theiler von g,
und sind B, y irgend zwei Elemente in g, so sind die beiden Complexe
aB, ay entweder vollstindig identisch, oder sie haben kein einziges ge-
meinsames Element, und wenn b ebenfalls eine Theilgruppe von g bedeutet,
80 wollen wir durch das Gruppen-Symbol (a, b) die Anzahl aller von
einander verschiedenen Complexe af bezeichnen, die allen Elementen §
der Gruppe b entsprechen, und aus welchen offenbar der Complex ab
besteht*). Man iiberzeugt sich nun leicht, dass fiir dieses Gruppensymbol,
welches immer eine natiirliche, also von Null verschiedene Zahl ist, die
drei Gesetze (27), (32) und (56) gelten, wihrend man dasselbe von dem
vierten Symbolgesetze (28) nicht allgemein behaupten kann. Offenbar sind
némlich alle Elemente des Complexes ab in der Gruppe a — b enthalten,
aber "im Allgemeinen wird die letztere moch andere Elemente enthalten,
und da der Complex ab schon aus (a, b) verschiedenen Complexen af
besteht, so wird im Allgemeinen (a, a —b) grisser als (a, b) sein; der
Fall (a, b) = (a, a—b) tritt daher immer und nur dann ein, wenn der
Complex ab éine Gruppe, also = a — b ist, und das charakteristische
Merkmal hierfiir besteht in der Identitit ab = ba. Wenn also je zwei
Theiler a, b der Gruppe g in diesem Sinne permutabel sind, so gelten in
der Dualgruppe § alle vier Symbolgesetze (27), (28), (32), (56), und
‘hieraus. folgt nach der vorhergehenden Betrachtung, dass in § das Modul-
gesetz VIII, also auch das Kettengesetz herrscht. k)

" Dies bestatigt sich leicht auf folgende Weise. Da nach der jetzigen
Voraussetzung immer @ — b =ab=Dba ist, so nimmt das aus der An-
nahme § < m’ zu’ beweisende Gesetz VIII die Gestalt (p+m)d = pd +m
an.  Nui steht ]edes Element des Durchschnittes b 4 m unter der
doppelten Fbmi #0==u, wo m, 6, p resp. Elemente der Gruppen p, b, m
bedeuten, und‘ d’a 'D nach Voraussetzung ein Theiler von m, also & auch
Element vou it ist, so gilt dasselbe bekanntlich auch von z; mithin ist
x i 'dém Durchschmtte p + m, also w in der Gruppe (p-+m)d enthalten;
folghch ist dle Gripps pd 4 m ein Theiler der Gruppe (p + m)d, und

* Vergl 9 ‘meiner Abhandlung: Ueber die Anzahl der Idealclassen in reinen
cubischen Zahlkdrpem. (Crelles Journal Bd. 121, 8. 77).

*) Doch lehrt sghon dss Beispiel der Gruppe g, welche aus den sechs Ver-
tauschungen von drei Dingen besteht, dass dieser Satz nicht umgekehrt werden darf.
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da nach dem Satze VII umgekehrt (p-}m)d gewiss ein Theiler von
pd + m ist, so sind beide Gruppen mit einander identisch, w. z. b. w.
Offenbar stimmt dieser Beweis mutatis mutandis vollstindig mit dem Be-
weise des entsprechenden Satzes in der Modultheorie iiberein (D. § 169,
S. 498-—499).

Zu den Gruppen g, deren simmtliche Theiler a, b diese Eigenschaft
ab = ba besitzen, gehdren augenscheinlich alle Abel’schen Gruppen, ferner
diejenigen, welche ich Hamilton’sche Gruppen genannt habe*), ausserdem
aber noch unendlich viele andere, von denen ich hier nur die beiden ein-
fachsten Beispiele anfithren will. Benutzt man die bekannte Bezeichnung
der cyklischen Vertauschungen von beliebigen verschiedenen Dingen O, 1,
2,8--- so wird die erste Gruppe g vom Grade 16 erzeugt durch die
Elemente achten und zweiten Grades

o = (01234567), B = (04) (26),
welche der Bedingung fa = o®p geniigen. Ebenso wird die zweite Gruppe
g vom Grade 27 erzeugt durch die Elemente neunten und dritten Grades
e = (012345678), § = (174) (258),

welche der Bedingung B« = o*f geniigen. Die allgemeine Theorie aller
dieger Gruppen mit permutabelen Theilern werde ich in einem besonderen
Aufsatze behandeln.

Braunschweig, den 8. Januar 1900.

*) Mathematische Annalen Bd. 48, S. 548.



